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SUR LA REGULARITE DES FONCTIONS ALEATOIRES
D’ORNSTEIN-UHLENBECK A VALEURS
DANS I, p € [1,=[

PAR X. FERNIQUE

Université Louis Pasteur

Dans ce travail, on continue I'’étude de la régularité des fonctions
aléatoires X =(X,, n €N) sur R & valeurs dans RM ayant la forme
suivante:

X.(t) =a,x,(b,t),t€R,neN,

ot a=(a,) cR*, b=1(d,) CR" et ol (x,, n €N) est une suite indépen-
dante et équidistribuée de fonctions aléatoires gaussiennes centrées station-
naires et réelles sur R. On présente des critéres totalement explicites
déterminant si elles ont leurs trajectoires continues dans /,,, 1 < p < ». Les
résultats obtenus précisent et prolongent des résultats précédents concer-
nant les seuls cas ol p est supérieur ou égal a 2 et utilisant des techniques
voisines.

In this note, we study the regularity of RM-valued random functions
X =(X,,n € N)on R such that

Xn(t) = anxn(bnt)y teER,neN,

where a = (a,) cR*, b = (b,) c R* and (x,, n € N) is an i.i.d. sequence
of gaussian centered stationary real random functions on R. If the common
covariance of the x,’s verifies some very weak regularity assumptions, then
their paths are continuous in /,, p € [1,[ if and only if they are in this
space and some integral depending uniquely on p and on a and b is
convergent. These results extend and refine some previous results concern-
ing only the case p € [2, «[.

1. Introduction, Notations, Résultats.

1.1. On se propose d’étudier les fonctions aléatoires X = (X,, n € N) sur
R a valeurs dans RN ayant la forme suivante:

(1.1.1) X, (t) =a,x,(b,t), teR,neN,

oia=(a,) cR", b=1(b,) cR" et ou(x,, n €N) est une suite indépendante
et équidistribuée de fonctions aléatoires gaussiennes centrées stationnaires et
réelles sur R. On suppose que la loi commune des x,, est déterminée a partir de
la distance d et de la fonction ¢ définies par

dz(s’ t) = |Elxn(s) - xn(t)lz’

(1.1.2)
() =d(0,t) =d(s,s +1), s,t €R,
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et de la mesure positive bornée u sur R* définie par

E{x,(0)x,(s)} = fcos usp(du),
(1.1.3)
9%(s) =2[(1 - cosus)p(du), seR.

Par exemple, dans le cas particulier ou

(1.1.4) o(s) = [1 —exp(—Is)]Y?,  w(du) = (2/7)du/(1 + u?),
X est la fonction aléatoire d’Ornstein—Uhlenbeck stationnaire sur R a valeurs
dans RN associée aux suites a = (a,) et b = (b,). Ce type de fonction aléatoire
intervient dans un grand nombre de problémes de modélisation associés a des
phénoménes physiques, mécaniques, économiques, biologiques, méme si la
forme diagonale qu’il présente ici est sans doute trop spéciale pour permettre
des modélisations réellement significatives.

On fixe un nombre p supérieur ou égal a 1 et on note ¢ le nombre conjugué
(1 < g < ). On cherche a quelles conditions:

X a une modification a valeurs dans [, et a trajectoires
(1.1.5) continues (resp. a trajectoires localement bornées) pour la
topologie de cet espace.

Pour éviter les dégénérescences complétes, on suppose dans
(1.1.6) toute la suite que: Il existe un entier »n tel que [a,b,] soit
non nul.

On suppose aussi que ’espace d’épreuves est complet.

1.2. Dans le cas des seules fonctions d’Ornstein—Uhlenbeck et pour le seul
P = 2, le probleme de la régularité de X a été partiellement étudié dans [8] et
[6] a partir des seules propriétés markoviennes de ces fonctions. Il a obtenu
dans les mémes seuls cas et 4 partir des propriétés gaussiennes une solution
approchée dans [5] et pour d’autres valeurs de p dans [7]. J’en ai moi-méme
obtenu dans des travaux précédents une solution sous la forme suivante ([1, 3,

4)):

THEOREME 1.2 ([4], Théoréme 0.5). (a) On suppose que ¢ est strictement
croissante sur R™*; on suppose de plus que la propriété 1.1.5 est vérifiée. Alors
on a aussi:

1.2.1. L’intégrale [§[u{u > exp x2}]'/2 dx est convergente.
1.2.2. La série Lla,I’ est convergente.
1.2.3. Il existe une partie compacte (resp. une partie bornée) B de L, telle que

® 1/2
Vyel, /o [Z aﬁyﬁl(bn>expxz)] dx < sug(x,y).
xe
(b) Inversement, on suppose que les propriétés 1.2.1, 1.2.2 et 1.2.3 sont
vérifiées; alors la propriété 1.1.5 est aussi vérifiée.
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1.2.4 REMARQUE. On notera que dans le cas des fonctions aléatoires
d’Ornstein—Uhlenbeck [cf. (1.1.4)], 1a fonction ¢ est strictement croissante sur
R* et la propriété 1.2.1 est vérifiée. Dans ces conditions, il y a alors équiva-
lence entre 1.1.5 et {1.2.2, 1.2.3}.

La solution ci-dessus n’est pas satisfaisante du fait qu’elle n’est pas totale-
ment explicite: elle introduit en effet dans la condition 1.2.3 deux parameétres
étrangers, la partie B de [, et '’élément y parcourant /,. Dans la suite, on lui
donne une forme plus exp11c1te et plus directement utilisable en éliminant ces
parameétres B et y. Ceci a été réalisé précédemment ([3], Théoréme 2.1) dans le
cas ol p est supérieur ou égal a 2; on modifie ici les techniques utilisées la
pour les adapter a la situation plus générale ou p parcourt [1,[; la solution
aura d’ailleurs méme dans le cas ou p appartient a [2,[ une forme plus
simple que dans [3]:

THEOREME 1.3. (a) On suppose que ¢ est strictement croissante sur R™; on
suppose de plus que X a une modification a valeurs dans 1, et a trajectoires
localement bornées pour la topologie de cet espace. Alors on a aussi:

1.3.1. L’intégrale [5[u{u > exp x*}I'/2 dx est convergente.
1.3.2. La série L la,|” est convergente.
1.3.3. Sip €11,2l, ’intégrale

o - 1-p/2 __
[0 [L1a, Ly o opey]  aP"'dx, r=2p/(2-p),

est convergente; si p € [2, [, I’intégrale [F[sup{la,PIy  op.2}lx? ™t dx
est convergente.

(b) Inversement, si les conditions 1.3.1, 1.3.2 et 1.3.3 sont vérifiées, alors X

a une modification & valeurs dans 1, et a trajectoires continues pour la
topologie de cet espace.

1.3.4 REMARQUES. (a) On constatera que dans le cas out p est supérieur ou
égal 4 2, 1a condition 1.3.3 n’est qu’apparemment différente de la condition (iii)
du Théoréme 2.1 de [3]. C’est facile & voir si les suites a et b sont monotones et
on peut montrer en analysant ces deux conditions que le cas général s’y réduit.
On constatera aussi que dans le cas p = 1, la condition 1.3.3 est la condition
naturelle. Le cas p € [0, 1] reste ouvert et reléve nécessairement de méthodes
différentes.

(b) Le théoréme montre en particulier que dans I'intervalle de variations du
paramétre p, l’existence d’une modification de X & trajectoires localement
bornées dans [, ou l'existence d’une modification & trajectoires faiblement
continues dans [, ou l'existence d’une modification a trajectoires fortement
continues dans / sont des propriétés équivalentes. On a déja montré que dans

P
¢, et dans [, les choses sont différentes.

1.3.5 NotaTioNs. L’énoncé de la propriété 1.3.3 du théoréme nous amene
a poser pour toute partie J de N et toute suite a = (a,) positive ou nulle
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tendant vers zéro quand n tend vers l'infini:
(I)p(a’ J) = sup{lanlpl(neJ)} si b= 2,

r 1- /2 .
¥,(a,J) = [Lla, Then] ©°, r=2p/(2-p),sip<2.

On constatera que dans 'un et l'autre cas, 'application ® = ®, possede les
propriétés suivantes:

(i) Pour a fixé, I’application J — ®(a, J) est positive, croissante, sous-
additive.
(i) Si pour tout n € J, a, = b,, alors ®(a, J) = ®(b, J).
(iii) Il existe un nombre & strictement positif tel que pour tout J fixé,
Papplication: a — ®(a, J) soit homogeéne de degré §.
(iv) Pour tout couple (a, J), il existe une suite v = v(a, J) supérieure ou
égale a 1 et tendant vers l'infini avec n telle que ®(va, J) < 2d(a, J).

2. La preuve du théoréme. Elle consiste essentiellement & évaluer la
borne supérieure sur la boule unité de /, de la fonction intervenant dans la
propriété 1.2.3. Pour évaluer cette borne, on construit une fonction ayant le
méme ordre de grandeur et définie par une série dont la borne supérieure
s’évalue simplement a partir de la somme des bornes supérieures de ses
termes.

2.1. Quelques propriétés des applications ®,. Nous notons ® = {d(a, J),
a € RY, J c N}, une application de RY x P(N) dans R,. (1,) est une suite
positive ou nulle. Pour tout x € R,, nous posons

(2.11) N(x)={neN:A,>x}, Mx)={neN:x<A,<2x}.
Nous fixons un nombre s > 0 et une suite a = (a,,) positive ou nulle tendant

vers zéro quand n tend vers I’infini.

LEMME 2.1.2. On suppose que la fonction ® vérifie la propriété 1.3.5(1);
alors les inégalités suivantes sont vérifiées:

[ ®(a, M(2))x* dx < [ ®(a, N(x))x* dz
(2.1.3) 0 0
< med)(a, M(x))x®dx,
0

2—(1+s) Z 2(1+s)kq>(a’ M(2k)) < /mq)(a’ N(x))dex
0

keZ
(2.14)
<4-2° ) 20+kP(a, M(24)).
kez
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DiMONSTRATION.  (a) Nous démontrons ’inégalité de droite (2.1.3); on a, en
fonction des notations (2.1.1),

“®(a, N(x))x* dx < CD(a M(2™ - x))x® dx|.
0

mEN

En utilisant dans la somme de droite les changements de variable: x —» 2™ - x
m € N, on en déduit

fwd)(a, N(x))x*dx < Y,
0 meN

f:d)(a, M@E™ - x))x® dx]

<[ ®(a, M(x))x dx Y, 270+,

meN

et la relation (2.1.3) s’ensuit.
(b) Pour démontrer les inégalités (2.1.4), on décompose lintervalle
d’intégration le long de la suite {2%, 2 € Z}. On obtient alors

OOCID(a, N(x))x*dx > Y, [(2F — 2¢¥"1)2¢~Dsd(a, M(2*))],
( )
Y kez

d’ot1 I'inégalité de gauche.
On obtient aussi a partir de la méme décomposition:

[ ®(a, M(x))x* dx
0
< Y [(@+r -2k 2<k+l>s{<1>(a M(2%)) + ®(a, M(2**1))}],
kez
d’ot I'inégalité de droite aprés un glissement d’indice sur le dernier terme. O

LEMME 2.1.5. On suppose que ® vérifie les hypothéses 1.3.5(i)-(iv); on fixe
la suite a. Il existe alors une suite u = u(a) supérieure ou égale a 1 tendant
vers l’infini avec n telle que

(2.1.6) f:d)(u,a, N(x)) dx < 16f0°°<1>(a, N(x)) dx.

DEMoNSTRATION. 11 suffit de faire la preuve si le second membre de (2.1.6)
est fini. L’inégalité (2.1.4), appliquée pour s = 0, montre que

Y 2¢®(a, M(2%)) < 2[ ®(a, N(x)) dx;

kez
les propriétés des séries convergentes & termes positifs montrent donc qu’il
existe une suite v = {v,, k € 7} supérieure ou égale a 1, tendant vers l'infini
avec |k|, telle que

(2.1.7) T v,2td(a, M(2})) < 4 ®(a, N(x)) dx.
0

kez
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Pour tout % € Z, on note {w,, n € M(2*)}, la restriction & M(2*%) de la suite
v = v(a, J) associée a a = (a,) et & J = M(2*) par la propriété 1.3.5(iv). On
définit ensuite la suite u en posant:

u, =[v,]"°w, sineM(2*),kez,

u,=n+1 sine¢ U{M(2*%),k e Z].
Alors pour tout nombre M > 1, on a d’apreés la définition ci-dessus, 'implica-
tion

(u,<M,n>M}={3keZ:v, <M’ neM2),w, <M}

ceci exprime exactement que I’ensemble {n € N: u, < M} est fini, c’est-a-dire

que la suite u supérieure ou égale a 1 tend vers l'infini avec n. De plus, la
méme définition de la suite u implique qu’on a

Y. 2*®(ua, M(2%)) < Y 2Fv,®(wa, M(2%)) <2 ) 2*v,®(a, M(2%)).
keZ kez keZ

Une seconde application de I'inégalité (2.1.4), jointe a (2.1.7), fournit alors la
relation (2.1.6). O

2.2. Un calcul de variation.

LEMME 2.2. Soient a une suite positive ou nulle et {N,, k € Z} une famille
de parties de N disjointes; soit de plus F la fonction définie sur 1, par

1/2
(2:2.1) F(y) = ¥ {X [292enm]) s
kez
dans ces conditions, les deux propriétés suivantes sont équivalentes:
(2.2.2) F est bornée sur la boule unité del ,
(2.2.3) la série Y, ®,(a, N,) est convergente.
kez

On a d’ailleurs

(2.2.4) sup{F(y), llyll, < 1} = [kZZ‘Dp(a, Nk)]l/p-

DEMONSTRATION. On prouve d’abord (2.2.4) si la suite (a,) a un support
fini et si la suite (N,, k2 € N) est une partition de Z. Sous ces hypothéses, deux
applications de I'inégalité de Hélder montrent que pour tout y €/, on a

F(y) < L {&,(a, M) i n & N)lo}

1/p
[ T @,a N,)| lyly;
kez

IA

(2.2.5)

IA

plus précisément, ’égalité maximale de Holder montre que pour tout % € Z, il
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existe une suite y* = {y,, n € N,} telle que

1/2
lly*lly = @,(a, NV et (X [a292L,eny]} = Bp(a, Np)7s

en recollant les y*, on obtient donc une suite y = {y,,n € N,, k € N} telle que

||y||q=[kZZ<I>p(a,Nk)]l/q t F() = T 0N,

On pose alors z = ¥{llyll,} ' et on a

1/p
(2.2.6) lzll, =1 et F(z) = [ Y o,a N, .
keZ
La relation (2.2.4) résulte alors de (2.2.5) et (2.2.6); le résultat général du
lemme s’en déduit par un procédé de convergences monotones. O

2.3. Démonstration du théoréme. (a) Pour tout y € [, nous posons
1/2

I = [{E (@52, pen]) i,

1/2
k3) = L (2T (029 m <o, compriten] ) -
kez
Dans ces conditions, le Lemme 2.1.2, appliqué pour s’ =0, pour a' =
{a,y,, n €N} et pour X, =[log* 5,1 montre que J(y) est borné sur la
boule unité de I, si et seulement si K(y) a la méme propriété. Le Lemme 2.2
implique que ceci est réalisé si et seulement si la série

Y 2*79,(a, {exp 2% < b, < exp2?**?})

keZ
est convergente. Une seconde application du Lemme 2.1.2, appliqué pour
s =p — 1, montre que la convergence de la derniére série est équivalente a
celle de I'intégrale

fwd)p(a, {b, > exp x?})xP " dx.
0

Cette argumentation prouve donc 1’équivalence des propriétés 1.2.3 (dans le
cas borné) et 1.3.3 de sorte que la partie (a) du Théoréme 1.3 résulte de la
méme partie du Théoréme 1.2.

(b) Sous les hypothéses 1.3(b), le Lemme 2.1.5 et I'argumentation ci-dessus
montrent qu’il existe une suite v supérieure a 1 et tendant vers I'infini avec n
telle que la fonction aléatoire vX = {v, X,, n € N} ait une modification Y dont
les trajectoires sont dans /, et localement bornées pour la topologie de cet
espace.

Fixons alors un élément » de ) tel que 'application: ¢ - Y(w, t) soit dans
1, et que son image soit localement bornée pour la topologie de cet espace.
Puisque la suite numérique v est supérieure a 1 et tend vers 'infini avec n,
I’application ¢ — {Y,(w, ?)/v,, n € N} qui est une modification de X, sera aussi
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dans [, et son image sera localement relativement compacte pour la topologie
de cet espace. Cette propriété, jointe au fait que les différentes composantes X,
ont elles-mémes des modifications (réelles) a trajectoires continues, suffit a
montrer ([2], Théoréme 4.2.1) que la fonction aléatoire X elle-méme a une
modification dont les trajectoires sont dans [ p» €t continues pour la topologie de
cet espace. Le théoréme est donc établi.

3. Un exemple. Soient X une fonction aléatoire du type (1.1.1) et p €
[1, «[; on suppose la suite a = (a,) décroissante. Dans le cas ot p est supérieur
ou égal & 2, on a montré précédemment ([3], Corollaire 2.1.5) que si 'intégrale
Jolmlu < exp x®/*dx et la série Tla,° sont convergentes (conditions 1.3.1
et 1.3.2), alors pour que X ait une modification a trajectoires continues dans
!,, il suffit que la suite {(n + 1)72/7 Jog* b,, n € N} soit bornée. Utilisant le
Théoréme 1.3, nous pouvons prolonger cette condition suffisante au cas ot D
est compris entre 1 et 2. On obtient en effet:

CoroLLAIRE 3.1. Supposons la suite a décroissante et p € [1,2[; pour que
X ait une modification & trajectoires continues dans 1 p» U suffit que les
conditions 1.3.1 et 1.3.2 soient satisfaites et que de plus:

(3.1.1) la suite {(n +1) 'log* b,,n e N} soit bornée.

DEMONSTRATION. 11 suffit de montrer que sous les hypothéses indiquées,
Pintégrale

= [{E [0 Ty s empun]) 271
est finie; or par hypothése, on a
J < ,1:0{ Z [|an|rl(x2<0(n+1))] }l_p/le’—l dx;

le Lemme 2.1.1 fournit donc
* r 1-p/2
J =< 2];) {Z [lanl I((C/4Xn+l)sx2<0(n+1))]} xP~1dx,

J < 2[m[|anl”(4xz/C)I(n=[x2/CD]l_‘u/zx”‘1 dx,
0

J<2 ¥ [4/CT " a,l [Liez, . arporde < 4(C/4)"2 L la, P,
n=0

n=0

d’ou le corollaire. O

3.1.2 REMARQUE. Fixons un nombre p €[1,2[ et un nombre a > 0.
Définissons des suites a et b en posant:

a,=(n+1)"""[log(n + 3)] 7, bn=exp[(n+1)a].
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Alors les séries T la,l’ et Xla,|” convergent de sorte que dans ce cas, la
condition 1.3.3 sera vérifiée si et seulement si 'intégrale

fw[ Z {Ian|rl(bn> exp xz}}] 1—p/2xp_1 dx

converge. Le choix particulier des suites a et b montre que cette condition
intégrale est réalisée, indépendamment de la valeur de p, si et seulement si a
est inférieur ou égal a4 1. Cet exemple montre que dans le cas p €[1,2[, la
condition 3.1.1 est la meilleure possible de ce type: on ne peut lui substituer
aucune condition du type “{(n + 1)™*log™ b,, n € N} bornée” avec a > 1!

Conclusion. En guise de conclusion, on peut souligner que si la régularité
des fonctions aléatoires considérées semble dépendre d’un trés grand nombre
de parameétres, c’est-a-dire de p, de ¢ ou u, des (a,) et (b,), les énoncés établis
permettent dans une trés grande mesure de séparer les effets de ces différentes
classes de parametres.
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