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LE POINT D'UN FERME LE PLUS VISITE
PAR LE MOUVEMENT BROWNIEN

PAR CHRISTOPHE LEURIDAN

Université de Grenoble

Soit (B;)sep, UN mouvement brownien dans R, issu de 0. Soit (Lf)fgulf+

une version continue de ses temps locaux. F' étant un fermé de R, contenant
0, on s'intéresse au processus cadlag (Af)teRJr, ot AF est “le” point de F
le plus visité a I'instant ¢, c'est-a-dire “le” point a € F tel que LY = LY, en
notant LF = max,.p L¥.

On démontre que le processus (Af)tdh est a variation localement
bornée (et méme purement de sauts) et que le processus croissant (Lf)telR+
majore le temps local symétrique en 0 de la semi-martingale (B, — AtF)teﬂh.

Lorsque F' = R, on montre que cette majoration est en fait une égalité
et que les sauts du processus (AtF)tEEZ+ ne sont ni isolés, ni “obligés.”

Introduction. On considére dans cet article un mouvement brownien
B=(B;);cr, dans R, issu de 0, a trajectoires continues, défini sur un espace
probabilisé (Q,. 7, P). (L;“)f:ﬁ?+ désigne une version presque sGrement con-
tinue du temps local associé a B.

F étant un fermé non vide de R, on note pour ¢t € R,: LF = sup,.p L}.
Comme presque sirement, pour ¢ € R, I'application x — L§ est continue a
support compact, L est en fait un maximum de temps locaux. On s'intéresse
aux points a € F réalisant ce maximum, c'est-a-dire tels que LY = LI ce sont
les points de F' les plus visités par le mouvement brownien B a l'instant ¢.
En fait, il y a en général un seul point réalisant le maximum a un instant
donné (voir Théoreme 1.1.1). Des résultats sur le point le plus visité ont déja
été obtenus par Bass, Griffin et Eisenbaum dans les cas particuliersou F =R
et F =R,.

Bass et Griffin ont publié en 1985 [2] des résultats remarquables décrivant
le comportement asymptotique du plus petit point de R__ le plus visité, défini
a tout instant ¢ > 0 par la formule

A =inf{x eR,|L¥ = L*}.
Leur résultat le plus surprenant est le suivant
pour tout y > 11, Aﬂf*t‘l/z(ln t)Y — 400, comme t — 400,

ce qui entraine en particulier que Aﬂf* tend vers 4+oco quand ¢ tend vers +oo,
ce qui est loin d'étre évident. lls ont également montré que

pour tout y < 2, Iimjnf AT tY2(Ing)Y =0
— 400
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et
limsup A,*(2tIn(In ¢))"2 = 1,
t—>+o0
et ils ont transposé tous ces résultats a une marche aléatoire sur Z.

Dans sa these de doctorat [5], soutenue en 1989, Eisenbaum a prouvé un
théoréme d’'unicité: presque siirement, a tout instant ¢ > 0, il y a un seul point
de R le plus visité, sauf pour un ensemble au plus dénombrable d’'instants ou
il y a exactement deux points, B, étant I'un d'eux.

Eisenbaum a également obtenu plusieurs lois explicites concernant le point
le plus visité par une excursion, ou par le mouvement brownien au premier
instant ou le temps local en 0 atteint une valeur r > 0, ainsi qu'un théoréme
de type “Ray—-Knight” donnant la loi des temps locaux a l'instant ou leur max-
imum sur R, atteint la valeur 1.

L'objet de ce travail est de décrire le comportement trajectoriel du processus
du point de F le plus visité, F étant un fermé de R fixé. Je reprends ici
I'étude que j'ai faite dans ma thése de doctorat [10], en généralisant I'un des
principaux résultats.

On supposera toujours que le fermé F' contient le point O, ce qui nous évitera
le probleme de définir le processus du point de F' le plus visité avant le pre-
mier instant d’atteinte de F par le mouvement brownien, et ce qui simplifie
certaines formules. Cette restriction ne constitue pas vraiment une perte de
généralité puisqu’on peut toujours se ramener a ce cas en ne regardant le
mouvement brownien B qu'a partir de son premier instant d'atteinte de F'.

Nous commencons dans la premiére partie, par démontrer un théoréme
d'unicité généralisant celui de Eisenbaum: nous prouvons que presque
sGrement, a tout instant ¢ > 0, il existe un seul point a € F tel que LY = LY,
sauf pour un ensemble au plus dénombrable d'instants ou il y a exactement
deux points. Cet ensemble d'instants est inclus dans I'ensemble des extrémités
droites des intervalles de constance du processus (LF)tE]R

De facon imagée, nous étudions une “course de temps Iocaux a laquelle ne
participent que les temps locaux indexés par les points de F. A tout instant,
il y a un seul temps local en téte de la course, sauf pour un ensemble au plus
dénombrable d’instants ou un temps local en double un autre.

Eisenbaum a prouvé ce résultat dans le cas ou F = R en utilisant le
théoréme de Ray [12] donnant la loi du processus (L7).ce pour un temps
T exponentiel indépendant du mouvement brownien. La démonstration que
nous donnons ici a I'avantage d'étre valable pour n'importe quel fermé F et de
n'utiliser que des propriétés élémentaires du mouvement brownien: propriété
de Markov, continuité des temps locaux, constance du temps local en x sur
tout intervalle de temps ou le mouvement brownien ne passe pas en x.

Ce théoreme nous permet de définir un processus cadlag (AF )icr, @ valeurs

dans F et vérifiant & tout instant ¢ € R I'égalité L - = LF. I montre que ce
processus est constant sur les mtervalles ouverts de constance de (LF )icr, €t
ne peut sauter qu'aux extrémités droites de ces intervalles.

Nous prouvons également deux résultats utiles par la suite: presque
sGrement I'ensemble des zéros du processus B — AT et I'image du processus
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AT sont de mesure nulle. Le premier sera utile pour montrer que le processus
AT est a variation bornée.

L'un des referees m'a fait remarquer que pour F = R, le second résultat se
déduisait facilement du théoréme de Bass et Griffin assurant que |AF¥| — 400
quand ¢ — +oo, et qu'il permettait de montrer que le processus AR est de
saut plus simplement que je le faisais dans [10]: cette nouvelle démonstration
n'utilise plus le calcul difficile de la quatrieme partie.

Il m’a suggéré aussi que l'on pourrait peut-étre prouver le résultat pour un
fermé F quelconque, ce que j'ai réussi a faire depuis.

Le processus AT étant & variation bornée et purement de sauts, la différence
B— AT est donc une semi-martingale possédant une famille continue de temps
locaux (/\f)ffﬂs. Le fait que I'ensemble des zéros de la semi-martingale soit égal

a I'ensemble des points de croissance du processus L conduit & chercher un
lien entre le processus LT et le temps local A°. 1l s’agit 1a d’un probléme assez
délicat que nous ne résolvons complétement que dans le cas ou le fermé F est
discret et le cas ou F' = R.

Nous commencgons dans la deuxiéme partie par le cas ou F est discret. La
situation est alors relativement simple puisque le processus A¥ est en escalier.
Nous démontrons la formule de Tanaka suivante:

t
B, Af| = [ son(B, ~ AT )dB, -V + L,

ou VT est la variation totale du processus A sur lintervalle [0, ¢]. Cette
formule indique que le processus L¥ est égal au temps local A°.

Dans la troisieme partie, nous cherchons a étendre ces résultats au cas
général en approchant le fermé F par une suite (F),),.y de fermés discrets.

En notant Vf" la variation totale du processus Af» sur I'intervalle [0, ¢], nous

montrons la convergence de (Af”)neN vers AT, puis celle de (Vf?")nEN vers VI,
ot VF est un processus croissant cadlag. Nous prouvons de cette maniére que
le processus AF est a variation localement bornée (et méme purement de
sauts, puisque son image est de mesure nulle).

Malheureusement, cela ne garantit pas que V¥ soit la variation du proces-
sus AT sur lintervalle [0, t], mais seulement que VI majore cette variation.
En transformant cette inégalité, nous obtenons I'inégalité A? < LF. Ces deux
inégalités sont en fait équivalentes et prouver I'égalité dans I'une équivaut a
la prouver dans l'autre.

Dans la quatriéme partie, nous démontrons I'égalité AY = LT dans le cas
particulier ot F = R. Nous procédons de maniére indirecte en montrant
par un calcul explicite I'égalité EA = EL%, ou T est un temps exponentiel
indépendant du mouvement brownien B et L% = L%. La formule de Borodin
[4] nous fournit une expression du second membre EL7. Pour le premier, on
rameéne son calcul & celui de la densité en 0 de la variable aléatoire B; — A%,
puis & celle de la variable aléatoire A%. Le calcul de cette derniére est assez
technique et repose sur le théoreme de Ray (voir [3] ou [12]) donnant la loi du
processus (L7) er-
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Dans la cinquieme partie, nous établissons deux propriétés concernant les
sauts du processus AR, Nous prouvons que les sauts ne sont pas isolés (chaque
saut est immédiatement suivi d'autres sauts) et qu'ils ne sont pas “obligés™
aux extrémités droites des intervalles de constance de L* (qui sont les seuls
instants ou le processus A peut sauter), il peut ne pas y avoir de saut. De
facon équivalente, le mouvement brownien peut revenir a son point le plus
visité sans que le temps local en ce point se fasse doubler par d'autres temps
locaux.

Pour démontrer ces deux propriétés, nous établissons des résultats assez
précis concernant l'allure des temps locaux au voisinage de leur maximum,
grace au théoreme de Eisenbaum (voir [5] ou [6]) donnant la loi du processus
des temps locaux au premier instant ou leur maximum sur R atteint une
valeur r > 0, et au théoreme de D.B. Ray (voir [3] ou [12]).

Enfin, dans la sixieme et derniére partie, nous soulevons quelques questions
ouvertes.

1. L'unicité et les premiéres propriétés du processus du point de
F le plus visité. Commencons par poser quelques notations qui serviront
dans toute la suite. Le processus (Lf)te]R+ étant presque sdrement continu et
croissant, on introduit les instants =" et 7, définis pour r € R, par

F _ F
7, =inf{t e R |L, >r}
et
Fo_; F — i ~F
T, =inf{teR,|L] >r}= Sl_l)rp+78 .
Le segment [7F, 7F' ] est ainsi égal & I'ensemble des instants ¢ tels que LT = r.
Pour t € R, on note g¥(¢) = rf et d¥(¢) = vF_ ou r = LT, ce qui entraine que
gh(t) <t <d"(1).
Lorsqu'il n'y a pas d’ambiguité sur le fermé F, nous omettrons l'indice F
dans les notations ci-dessus. Nous pouvons maintenant énoncer les principaux
résultats de cette partie.

1.1. Le théoreme d'unicité.

THEOREME 1.1.1. |l existe un événement presque sar Q, sur lequel on a
pour tout r € R :

(i) Pourtoutinstantt € [7,, 7,.[, B, estleseul pointa € F tel que Ly = LFE.

(i) B, et B, sont les seuls points a € F tels que L‘T’r+ =LF

Tre "

COROLLAIRE 1.1.2. Sur I'événement presque sir Q, = Q, N {7y, = 0}, on
a a tout instant ¢ > 0 unicité du point @ € F tel que LY = LF sauf pour un
ensemble d'instants de la forme 7., avec r € R} tel que 7, < 7,.,.

DEMONSTRATION DU THEOREME. On introduit I'événement presque sar Q,
formé des éventualités o € Q pour lesquelles:

(i) La famille des temps locaux (Lj(w) fgﬁg est continue.
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(i) Pour tout x € R, le processus (Li(w)),cg, est croissant, et ne croit pas
hors du fermé:

{t e R{|B;(w) = x}.

La démonstration s'effectue alors en trois étapes, grace a deux lemmes.

LEMME 1.1.3. Sur I'événement (), et pour tout r € R*, les affirmations
suivantes sont vérifiées:

(1) B, estleseul point a € F tel que L7 =r;
(ii) pour t € [7,, 7-,+] L7 =r;
(iii) B, e FetL, ”* =

Le Lemme 1.1.3 nous dit donc que pour r € R*, il y a unicité du point de

F le plus visité a l'instant 7., ce point étant B, . Ce point B, reste I'un des

points de F les plus visités pendant I'intervalle de temps [7,, T,+] A linstant

7., il apparait un deuxiéme point parmi les points de F les plus visités : B, .
qui est peut-étre égal a B,

DEMONSTRATION DU LEMME 1.1.3. Comme il existe au moins un point a ¢
F tel que LY LF = r, il suffit pour démontrer (i) de prouver que pour
x € F\{B, } on a Lx <r.Orsixe F\{B, }, par continuité du mouvement
brownien, il existe 8 > 0 tel que B, # x pour tout ¢ € [, — 8, 7,], ce qui
entraine:

L =L% ,<Lf ,<r,

par définition de r,.
(if) se démontre en écrivant, pour t € [7,, 7., ], que

r=L2" <L7" <Lt7 <LF =r.
r+

(iii) D'apres (|) on a pour tout s > r, B, € F et L = s. Par continuité de

(B)ser, €t de (L “)ter,» ON obtient (iii) en passant a la limite quand s — r+.

Nous allons maintenant énoncer le lemme clé de la démonstration.

LEMME 1.1.4. |l existe un événement presque sar Q, sur lequel on a, pour
toutr e R,

7., =inf{t > 7.|B, e Fet L’ = LF}.

DEMONSTRATION. Linégalité 7., > inf{¢t > 7,.|B, € F et Lft = LI} est une
simple conséquence du point (i) du Lemme 1.1.3. Pour tout s > r, on a en effet

B,
73>71, B, eF et L:"=LI,
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d'ou
7, >inf{t>r|B,e Fet L} = LF}.
1l suffit alors de passer a la limite quand 8> r+.
Linégalité ., <inf{¢ > 7,|B, € F et L; B = LI} constitue le point impor-
tant du Lemme 1.1.4, la difficulté étant de Iobtenir pour tous les r a la fois, y
compris pour ceux tels que 7, < 7, (pour les autres, elle est évidente).

L'idée consiste @ montrer que presque slrement, on a pour £, € R, d(¢p) <
d(t,), ou:

et
d(t,) = inf{t > to|B, e Fet L' = LT}

En prenant cette inégalité aux instants particuliers ¢, = 7, pour r € R, on
obtiendra alors I'inégalité voulue.

Pour cela, on commence par remarquer que les processus d et d sont crois-
sants et continus a droite. Cela se voit en écrivant que d est la composée
du processus croissant continu a droite (TH),E]R et du processus croissant
continu (LF )ter,» €L €N écrivant pour ¢, € R,

d(to) = inf(Z"n Jto, +o00[)
avec
—{teR,|B,e Fet L) =L}
Par conséquent, il suffit de prouver l'inégalité presque siire d(ty) < d(t,) & ¢,
fixé et de prendre Q; = {w € Oo|V¢ € Q d(¢, ) < d(¢, 0)}.
A t, fixé, I'inégalité presque siire d(¢,) < d(t,) vient de ce que d(¢,) est un

temps d’arrét pour la filtration naturelle associée au mouvement brownien B.
Par conséquent, presque sGrement le temps local en Bd(t ) augmente aussitot

apres d(to) Or par définition de d(t,) et par continuité de B, de (L Vier, €t
de (LF )ter,, ON @

d(to) F
By, e F et L% =LF

Donc presque slirement, pour tout ¢ > d(%,),

B; B,
F d(to) d(to) F F
Ly > L, >Ld~(to) Ld(t)—L
c'est-a-dire

d(to) > d(to).

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1.1. Nous allons démontrer que
sur I'événement (), on a pour tout r € RY:

(iv) Pour t €lr,, 7. [, B; ¢ F ou Lff < r. Afortiori, B, # B,
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(v) Pour ¢ €]r,, 7,.[, B, estle seul pointa € F tel que Ly = LF.
(vi) B, et B, sont les seuls points a € F tels que L7 = Lfﬁ,

ce qui achévera la démonstration du théoreme.

Lorsque 7, = 7,,, il N’y a rien & prouver dans les points (iv) et (v), et le
point (vi) est déja prouveé par le point (i) du Lemme 1.1.3. Soit donc r € R, tel
que 7, < 7.4
1. Le point (iv) n'est qu'une autre formulation du Lemme 1.1.4.

2. Sl existait uninstant ¢ €]r,, 7., [ etun pointa € F\{B, } tel que L} = LF,
on aurait d’aprées le Lemme 1.1.3 point (i):

a F a
L? <r=L;, =Lj.
Le mouvement brownien serait passé en a entre les instants 7, et ¢, et a
son dernier instant de passage s avant ¢, on aurait
B, _7a_ga_7gF _7TF
B,=aeF et L)>=L=L}=L; =L,

ce qui contredirait le point (iv). Cela prouve le point (v).

3. Soit x € F\ {B,, B, _}. Par continuité du mouvement brownien, comme
B, # x, il existe 6 €]0, 7., — 7,[ tel que B, # x pour tout ¢ € [, — 3, 7., ].
On a donc

x o TX
L7r+ - L7r+76 <7

d'apres le point (v), puisque x € F \ {B, }. Avec les points (ii) et (iii) du
Lemme 1.1.3, cela prouve le point (vi).

Nous pouvons maintenant définir le processus du point de F le plus visité.

1.2. Définition et propriétés immédiates du processus (Af),.,. D’aprés le
théoreme, lorsque ¢ se trouve dans un intervalle [7,, 7, [ avec r e RY, B, est

le seul point de F le plus visité a l'instant ¢. On pose alors AF = B, .

Il peut y avoir un probléme de choix aux points de la forme 7,, ot r € R’
est tel que 7, < 7,,, puisqualors I'ensemble des points de F les plus visités
est{B, , B, }. Nous choisirons de poser Afr+ = B, . Lintérét de ce choix sera
justifié a la fin de cette section. Nous posons donc la:

DEFINITION 1.2.1. On appelera processus du point de F le plus visité le
processus (Af);.x, défini par la formule

Al =By
Autrement dit

AF — {Bm s? telr, [ avecreR,,
t Bm, Sit=rT,,.

De tout ce qui précéde, on déduit immédiatement les propriétés suivantes,
qui joueront un role important dans la suite:
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COROLLAIRE 1.2.2. Sur I'événement presque sar (),, le processus (Af)te]R+
vérifie les propriétés suivantes:;

(a) Le processus (Af)te]R+ est cadlag. Il est constant sur les intervalles
[7., 7..[ ou r € R et ne saute qu'a des instants de la forme 7,,, ou r € R} est
tel que 7, < 7,,.

(b) A tout instant ¢ > 0, AF € F et LA — LF.

(©) A tout instant ¢ > 0, les seuls points de F les plus visités sont AF =
By et AL = Bgq.

(d) Si ¢ est un instant de saut de A”, alors B, = AF.

(e A tout instant ¢ > 0, on a I'équivalence:

B,=AF & B,eFetL)=LF

& t est un instant de la forme 7, ou 7, .

REMARQUE 1.2.3. La propriété (e) signifie qu'il y a égalité entre: I'ensemble
des zéros du processus B— A¥; l'ensemble ZF = {t e R, B, € F et L} = LF};
le support de la mesure de Stieltjes associée au processus croissant L.

Cela implique en particulier que I'ensemble des zéros du processus B — AF
est fermé, bien que le processus B — AF ne soit pas continu (excepté dans
le cas ou F = {0}). Nous verrons a la Section 1.3 que ce fermé est presque
sGrement de mesure nulle.

Nous pouvons maintenant justifier I'intérét d'avoir posé Af+ = B, (ce qui
rend le processus AF cadlag): si nous choisissions de poser Af+ = B, (ce qui
rendrait le processus AF caglad), la propriété (e) ne serait pas vraie.

1.3. Lensemble des zéros de B — AF est de mesure nulle. Nous allons
démontrer ici la:

PROPOSITION 1.3.1. Pour tout instant ¢ > 0, on a P[B, = AF]=0.
Par intégration vis-a-vis de ¢ sur R*, on en déduit le:

COROLLAIRE 1.3.2. Presque sGrement, I'ensemble ZF des zéros de B — AF
est de mesure nulle.

Ce corollaire nous servira a la Section 2.2 pour démontrer que le processus
AT est & variation localement bornée.
La démonstration de la proposition repose sur le lemme suivant.

LEMME 1.3.3. Soit ¢t € R}. On a presque sGrement

L 1 /h
imint o [, Laprcup dy <1
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Autrement dit, presque sGrement B, n’est pas un point de densité de I'ensemble
{x eR|LT < L7}

DEMONSTRATION. Par changement d'échelle, la probabilité

. I
P[llf}{]_}(l)’lf ﬁ /,h ]].{LfﬁyEsz}dy < 1]

est indépendante de ¢ € R?. Elle est donc égale a

.. —
(i 21 a1

ou T est un temps exponentiel indépendant du mouvement brownien B. Choi-
sissons T' exponentiel d’espérance égale a 2. D'aprés le théoréeme de Ray (voir

[3] ou [12]), le processus (L’TBT”y)yE&, ou & = sgn(By), est une diffusion sur
R, de générateur infinitésimal 2x(d?/dx?) — 2x(d/dx). Comme on a

d2 d x d2 d 2x 2x
<2xﬁ - 2xa>(e )=0 et <2xw - 2x%>(e ) = 4xe™™,
on en déduit que les processus
2 [7 2 - Br+ey
(M,),n. et (M2 —/O anM,)M2dz) , o M, =exp(Lar™),
yeR
sont des martingales locales. Et comme
4(InM,)M? — 4L7" exp(2Ly") > 0

presque s(rement lorsque y — 0, on a ainsi

1 sk L. .1
imint 7 ) Tutreoaptry dy = Vimint 7 [ Lo cayd
h 2
liminf Jo Lin <py4(In M) M7 dy
- h
h—0 Jo 4(In M ) M2 dy

foh ]l{MysMo}d<M’ M>y
(M, M),

1 u
=liminf= | 1,5 .o dv,
ufo {B,<o0} @V

u—0

= liminf
h—0

ol (By);cr, €st le mouvement brownien obtenu a partir de la martingale locale
(M, — My),cg, par changement de temps (et éventuellement augmentation
de I'espace probabilisé).

Montrons que I'on a presque sirement

R N
I|m|nfzfO Lyg,<0; dv = 0.

u—0
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D’apres la loi du 0-1 de Blumenthal et Getoor, il suffit de prouver que pour
x €]0, 1[, on a:

Y Ry
P[lITJQf Z/o Lig,<opdv < x] > 0.
Or

R R
P[Ilm inf Z/o Lig,<opdv < x}

u—0
Lig,<0pdv = x”

=P N Ul

NeNn>N

—n

n—+0o0o

2*71
> limsup P[Z”/ Lg,<0pdv < x} (d'apres le lemme de Fatou)
0 v
1
= P[/ Lig<oyds < x:| (par changement d'échelle)
0 5=

2 .
= —arcsiny/x > 0,
v

car la variable aléatoire fol Lyp,-0y dv suit la loi arcsinus sur l'intervalle [0, 1]
(voir [13] au Chapitre VI, Théoreme 2.7).
Cela montre que I'on a presque sGrement

R
nint 5 Latrasgey & =

dou:
L. 1k 1
Iw}p_:gmf A /7;; ]l{LgTHSLgT}dy < > <1,

ce qui prouve le Lemme 1.3.3. On pourrait prouver par des méthodes sem-
blables que cette derniére limite inférieure vaut 0.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.3.1. Soit E I'ensemble des points de
densité de F,

1 h
E = {xERlﬂ/h lp(x+y)dy — 1Iorsqueh—>0}.

On a E C F car F est fermé, et F \ E est de mesure nulle. Ecrivons pour
t>0,

B,
{BtzAf}z{BteF;Lt =LtF}
={B,e F\E;L} = LF}U{B, € E; L} = LF}.

Le premier de ces deux derniers événements est de probabilité nulle car F\ E
est de mesure nulle. Le deuxiéme s'écrit “B, est un point de densité de F et
F est inclus dans {x € R|L{ < Lff}". Il est donc de probabilité nulle d’apres
le Lemme 1.3.3.
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1.4. Limage du processus A est de mesure nulle. Dans ce paragraphe,
nous démontrons le résultat suivant:

PROPOSITION 1.4.1. Soit a un point d’'accumulation de F. Alors presque
strement, on a LY < L¥ pour tout instant ¢ > 0 (autrement dit le point a n'est
jamais le point de F' le plus visité).

Comme I'ensemble des points isolés du fermé F' est au plus dénombrable,
on obtient par intégration sur F vis-a-vis de a la conséquence suivante.

COROLLAIRE 1.4.2. Presque s(rement, I'ensemble {Af ¢ e R,} est de
mesure nulle.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.4.1. Remarquons tout d'abord que
I'on peut supposer que a = 0. En effet, si a est le point le plus visité de F a
un instant ¢ > 0, alors nécessairement ¢ > o,, ou o, = inf{t € R, |B;, = a},
et a linstant ¢ — o, 0 est le point de F — a le plus visité par le mouvement
brownien B, | . —a.

Supposons donc que 0 est un point d'accumulation de F. Soit (x,),cy UNe
suite de réels de méme signe—par exemple positifs—de F \ {0} convergeant
vers 0.

Pour montrer que presque s(rement, pour tout instant ¢ > 0, L? < LF il
suffit de le vérifier pour les instants de la forme 70 = inf{¢t € R, |L? > r} avec
r > 0. En effet, si 0 était le point de F le plus visité a un instant ¢ > 0, il le
serait déja au dernier zéro du mouvement brownien précédant l'instant ¢, qui
est un instant de la forme 72 ot r > 0.

Nous allons donc montrer que pour [ € @% fixé, on a presque sGrement

Vr>1,3n €N, Lf{,‘>r.
La preuve comporte deux étapes:
Premiére étape. Presque sGrement, limsup,,_, x,_ll/z(Lfg — 1) = +o0. En
1
effet, pour tout A e R,
P[Iim supx,?(L% —1) = A]
Tl

n
n—+o0o

= P[0 U505 - = 0]

NeNn>N

> limsup P[x,"?(L% —1) > A] (d'aprés le lemme de Fatou)
71

n
> 0,

car x~Y2(L* —1) — 2+/1B; en loi lorsque x | 0. Comme le processus (L%),x
Tl Tl +

est markovien de Feller (il s'agit d'un carré de Bessel de dimension 0 d'aprés

le théoreme de Knight), la loi du 0-1 de Blumenthal et Getoor entraine que

Pllimsup,,_, x;l/Z(on” — 1) > A] =1, ce qu'on voulait démontrer.
Tl
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Ainsi, a I'instant T?, certains des temps locaux aux points x,, ont une avance
relativement importante sur le temps local en 0. Par conséquent, le temps local
en 0 mettra beaucoup de temps pour rattraper le temps local en ces points.
L'objet de la deuxieme étape est de montrer qu'il ne parviendra jamais a les
rattraper tous.

Deuxiéme étape. Soit p = inf{r > [|Vn ¢ N Lfg < r}. Alors p = +oo presque
stirement. En effet, soit B le mouvement brownien B.o, .. Alors B est issu de
0 et indépendant de la tribu 7 T engendree par le mouvement brownien
B jusgu'a l'instant T? La formule Lf = L% oy L" fournit une version
continue des temps locaux de Betl'on a pour s'e R+,

D = +70, ot =inf{teR,|L) > s}
Pour tout entier n, on a donc

{p§l+s}c{sup (l+r—Lf§ )zo}

0<r<s
I sup x;,Y2(r — L) = x,Y2(LY — l)]
0<r<s "
Par indépendance de B et o
[p<l+S|J0] < falx 1/2(LTO —1)),

1

fa()) = P[ sup x,*%(r Lf{;) > /\].

0<r=<s
Fixons A € R,. D’apres la premiere étape, on a presque sGrement, pour une
infinité d’entiers n,
—1/2( 7 %n
x), (LT? —1) >,

d’'ou par décroissance de f,,,

= fula AL = D) = F2(A).

fn(A) = P[ sup (-2B,) > A] lorsque n — +o0,

O<r<s
d’aprés la convergence en loi
(8‘1/2(ng - r))r20 — (2B,),-o lorsque ¢ | 0,
qui est contenue dans celle obtenue par Yor dans [18]. Ainsi

Plp <l+s|Fs] < P[ sup (—2B,) > )\]
O<r<s
Comme A € R, est arbitraire, on a donc P[p <[+ s[70] = 0, doup>1Il+s
presque slrement, ce qui achéve la preuve.
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2. Le cas ou F est discret.

2.1. Comportement du processus (Af)t€R+. L'objet de cette section est de
démontrer la

PROPOSITION 2.1.1. Si F est discret, le processus (AtF)te]R+ est en escalier.

DEMONSRATION.  Soit (T',),cy la suite des instants ou le point de F le
plus visité change, (T',,),cy st la suite de temps d’arrét définie par 7o =0 et
T,., =inf{t > T,|Af # Af } pour n € N.

D’apres le Corollaire 1.2.2, le processus (Af)te]R+ est cadlag. Comme F est
discret, on en déduit immédiatement que pour n e N: T',, ., > T; le processus
(Af)telR+ est constant sur l'intervalle [T, T, ,1[; Ar, , # Ap,; Br,,, = A
[car T, ., est un instant de saut du processus (Af)te&].

Enfin, on a T, — oo lorsque n — +o0. Sinon, par croissance stricte de
la suite (T,),cy, On aurait T, — T, comme n — +4oo avec T, € R} et
Ap — Ap__lorsque n — +oo. Comme F est un fermé discret, on aurait donc
Ap = Ap__ pour n assez grand, ce qui contredirait le fait que ATn+1 # Arp,
pour n € N.

Tout cela montre que le processus (Af)t€R+ est en escalier.

Tn+1

2.2. Une formule de Tanaka et sa signification. Dans tout ce qui suit, nous
définissons sgn(x) pour tout x réel en faisant la convention sgn(0) = 0. A l'aide
de la proposition 2.1.1, nous allons prouver l'identité suivante:

PROPOSITION 2.2.1. Si F est discret, on a presque sGrement:
t
1B, — AF| = /0 sgn(B, — AF )dB, — VF + LF pour t e R, ,
ou

Vf = Z |A¥n - ARJ = Z |BT" - BTH|

neN*/T, <t neN*/T, <t
représente la variation totale du processus A¥ sur l'intervalle [0, ¢].
DEMONSTRATION. Par continuité a droite des processus, il suffit de prouver

I'égalité presque sare a ¢ fixé. Sur I'evénement {T', <t < T, .}, on a presque
srement

t n-1 T
| san(B,— A)dB, =Y [ " son(B, - Br,)dB,
0 =0 T,

t
+/ sgn(B, — By )dB,
T, "

n—-1 BTk BTk
= kZO [lBTk+1 - BTk| - LTk+1 + LTk ]

B B
+|B,—Bp,|-L, " +Lyp",
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; o . ... B
d’'apres la formule de Tanaka habituelle. En utilisant les égalités LT:’“ = L’T’k
Bry, _1F .
et LT]H1 = LT]H1 pour k& € N, on obtient

t
[ san(B, - A )dB, = VI ~ L’ +|B, - By, |
O n

=V{ - L] +|B, - A7|,

qui est I'égalité voulue.

Nous allons maintenant interpréter cette inégalité en termes de temps lo-
caux. Le lecteur pourra trouver dans [17] les définitions et les premieres pro-
priétés relatives aux temps locaux de semi-martingales discontinues.

Rappelons que si (X;),cr, est une semi-martingale cadlag vérifiant pour
tout ¢ € R, Y, |AX | < +o0, ou AX; = X, — X, désigne le saut de X a
l'instant s, alors (X,),cr, posséde une famille de temps locaux continue vis-
a-vis de la variable de temps et cadlag vis-a-vis de la variable d'espace. Le
temps local symétrique en a, (A7(X));cr, est donné par la formule

t
X —al = X0 —al+ [ san(X, —a)dX, + A{(X)

+ > (AlX —al, —sgn(X,_ —a)AX,),
s<t

ou I'on continue de poser sgn(0) = 0 et ou le symbole fot désigne l'intégrale sur
le segment [0, ¢]. Par rapport aux cas des semi-martingales continues, la seule
différence est le terme correctif }._,(A| X —a|, —sgn(X,_ —a)AX,) qui vient
compenser les différences de sauts des processus | X —a| et Josan(X, —a)dX,.
Ce terme, toujours positif, ne prend en compte que les sauts de X enjambant
le point a, ou issus de a.

Comme le processus AT est en escalier, on peut appliquer ce qui vient d'étre
dit & la semi-martingale B— A¥. Notons (/\f);f]]%?+ la famille de ses temps locaux
symétriques. On a donc

t t
B, — Af| = [ son(B,~ AL)dB, - [ sgn(B, - A¥)dAF
0 0

+A7 + 3 [A|B — AT|, — sgn(B, — A )A(B — AT),].

s<t

A cause de la propriété (d) du processus AF, tous les sauts de la semi-
martingale B — AF sont en fait des retours en 0. On voit donc que, dans ce
cas, le terme correctif 3 _,[A|B — AF|, —sgn(B, — AF )A(B— ATF)] est nul et
que, comme AT est en escalier,

t
/ sgn(B, — AF )dAF = Y sgn(B, — AT )AAF
0

s<t

= Y_|AA]]

s<t

F
=V,
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car B, = Af lorsque s est un instant de saut du processus AF. Ainsi,
t
F F F
1B, — AF| = /0 sgn(B, — AF YdB, — VF +A°.
En comparant cette formule et celle de la Proposition 2.2.1, on en déduit le:

COROLLAIRE 2.2.2. Lorsque le fermé F est discret, le processus L%
représente le temps local symétrique en 0 de la semi-martingale B — AF.

3. Le passage du cas discret au cas général. Dans cette partie, nous
cherchons a étendre au cas général les résultats de la deuxiéme partie. Pour
cela, nous allons obtenir une formule analogue a la formule “de Tanaka” de la
Section 2.2, et valable pour tout fermé F.

3.1. La formule générale pour la semi-martingale B— AF. Lobjet de cette
section est d'obtenir le:

THEOREME 3.1.1. On a presque sirement, pour tout instant ¢ € R,
t
B, — Af| = [ sgn(B,— AF)dB, - VI + L,
0

ot VF est un processus croissant cadlag. De plus, le processus AF est un pro-
cessus purement de sauts, dont la variation totale sur l'intervalle [0, ¢] est
inférieure ou égale a VI

DEMONSTRATION.  Soit (F,),.y Une suite de fermés discrets contenant 0,
inclus dans F, tels que pour tout n € N, la distance de tout point de F au
fermé F,, soit majorée par 27".

D’apres la Proposition 2.2.1 on a presque sGirement, pour tout n € N et tout
teR,,

t
B, A"| = [ san(B, - Al")dB,— V| + L{",
0

ou Vf” est la variation totale du processus AF» sur lintervalle [0, ¢]. Pour
t € R, fixé, étudions le comportement de chaque terme de cette égalité, quand
n — +0o0o:

(@ On a Lf" — LT presque strement, par continuité de x — L7. Il'y a
aussi convergence dans L?(Q), 7, P) a cause des inégalités 0 < LtF” < L%, ou
Lt = SupxeR Lic

(b) Sur I'événement “Af est le seul point de F le plus visité a l'instant ¢”
(et donc presque slrement), on a Af” — AF. En effet, pour « > 0, on a sur
cet événement

F\]AF —a, AF
Lt\]t a t+a[<Lf"
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\A{ —a, A/ +a F
l : \] t t [ < l : n’

d'ou, comme F, C F,
Al €)AF — o, AT 4 4.

Cela montre la convergence presque sdre de la suite (Af")nEN vers AF. On
en déduit la convergence presque sire et dans L2(Q, &, P) de (| B, — Af” Dren
vers |B,— AF|, en vertu des inégalités |Bt—Af”| < 2Bj, ou B} = sup,(o 4 | Bsl-

(©) On a [isgn(B, — Ai*)dB, — [isgn(B, — AF )dB, dans LX(Q, &, P).
En effet,

E[(/Ot[SWBs—A&)—Sgn(Bs—Af—”dBSﬂ

t

=E [ [sgn(B,~Al")—sgn(B,~ A ds
0

— 0,

d'apres le théoréme de convergence dominée de Lebesgue puisqu’on a pour tout
instant s > 0: Af" — ASF presque sirement et B, # Af presque sdrement,
d'apres la Proposition 1.3.1.

(d) Par convergence des trois autres termes de I'égalité, on a Vf" — VF
dans L?(Q, 7, P), ou

t
VI =B~ Af|+ [ san(B, — AT )dB, + L.

Il reste a établir les propriétés du processus V¥ défini par cette égalité. On
voit immédiatement que le processus V¥ est cadlag. Par ailleurs les processus
VEr 4 AFn et VEr — AP étant croissants, on en déduit facilement que les
processus (V{ +Af),cq, et (V] —Af),q, sont presque sGirement croissants, et
donc que les processus VF 4+ AF et VF — AF sont presque slirement croissants,
par continuité a droite. Cela prouve a la fois que V¥ est croissant, que A¥ est
a variation localement bornée et que V¥ majore la variation totale de A, Le
fait que le processus AF est & variation localement bornée et que son image
est de mesure nulle (d’aprés le Corollaire 1.4.2) entraine que le processus AF
est purement de sauts (voir par exemple le théoreme 2.10.13 de [7]) et la
Remarque 2.10.14. Le théoreme est donc démontré.

Grace au théoréme, nous allons montrer un résultat qui est I'analogue de
la formule classique:

Lf = max(-B,) ol E.:/O'sgn(Bs)st.

COROLLAIRE 3.1.2. Presque sGrement, pour tout instant ¢t € R,

LF = sup (VF — BF) ou BF = / sgn(B, — AT )dB..
sel0, £] 0
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DEMONSTRATION. (a) L'inégalité Lf > sup,o 4(VE — BF) vient de ce que
I'on a, pour s € [0, t],
Vi-Bl =L{-|B,—Afl|=L{ = L]
(b) Par ailleurs, I'instant g(t) appartient a I'intervalle [0, ¢] et

F DF _ F F _ F _ F
Vi = By = Lgy = 1Bey = Agy|l = Ligry = Lt

ce qui prouve que la borne supérieure est atteinte et qu'elle vaut LF.

REMARQUE 3.1.3. Dans I'égalité de processus,
IB— AF| = /'sgn(Bs — AF)dB, - VF +LF,
0

écrivons que les deux membres ont le méme saut a l'instant ¢. Par continuité
de l'intégrale stochastique et de L¥, nous obtenons

A|B - AF|, = -AVT.

Or a cause de la propriété (d) du processus AF, on montre comme dans la
Section 2.2 que

A|B - AF|, = —|AAT|,.
Ainsi,
AVF = |AAF).

Cela montre que le processus V¥ et la variation totale de A¥ ont les mémes
sauts.

3.2. La formulation en termes de temps locaux. Dans cette section, nous
donnons quelques conséquences du Théoréme 3.1.1 sur les temps locaux de
la semi-martingale B — AF. Une premiére conséquence est la continuité des
temps locaux vis-a-vis de la variable d’'espace. A posteriori, il n'y a donc pas
lieu de distinguer le temps local en x_, en x_, et le temps local symétrique au
point x.

En fait, comme les temps locaux sont continus et croissants vis-a-vis de la
variable de temps, nous pouvons énoncer:

PROPOSITION 3.2.1. Les temps locaux de la semi-martingale B — A¥ sont
continus conjointement en les deux variables.

En effet, d'apres [17], si (X,);r, est une semi-martingale cadlag vérifiant

a tout instant ¢ > 0 la condition } ., |AX | presque sGrement, la difference
de ses temps locaux en x et en x_ est donnée par la formule

t
NE) =N (X) =2 [ Ly dY,
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ou (Yt)t6R+ est la partie a variation bornée de la semi-martingale continue
(Xt - Zsst AXs)teR+'

Dans le cas qui nous intéresse, ona X = B—AF, d'ou Y = 0 car le processus
AT est purement de sauts.

Une autre conséquence concerne le temps local en 0 de la semi-martingale
B — AF. On montre de la méme facon que dans la Section 2.2, en utilisant la
propriété (d) du processus A¥ (voir Corollaire 1.2.2), que la formule de Tanaka
donnant le temps local (symétrique) en 0 de la semi-martingale B — AT s'écrit

t
B~ Af| = [ san(B, — A )dB, — " [AAT| + 2.

s<t
En comparant cette égalité avec celle du théoréme précédent, on obtient
LF = X0+ VI — Y |aA7),
s<t
soit a cause de la remarque précédente,
F 0 F F
Ly =x+V; —ZAVS,
s<t

ce qui prouve le:

COROLLAIRE 3.2.2. Presque sGrement, le processus croissant LT majore le
temps local en 0 de la semi-martingale B — AF | et il y a équivalence entre les
assertions suivantes:

(i) LF est égal au temps local en 0 de la semi-martingale B — AF;
(ii) VF est un processus de sauts;
iii) VF est la variation totale du processus A¥.

p

Nous terminons cette partie par la:
CONJECTURE. Les assertions (i), (ii) et (iii) sont vraies.

Nous allons démontrer cette conjecture dans le cas ou F = R, en prouvant
I'assertion (i).

4. Légalité \0=L{ dans le cas ou F=R. Dans cette partie et dans les
suivantes, nous nous intéressons au cas ou F = R. Nous noterons, suivant
l'usage, L} = sup,.x L§ au lieu de L¥. Les processus A® et VE, définis aux
Sections 1.2 et 3.1, seront notés plus simplement A et V.

4.1. Explication de la démarche suivie. L'objet de cette partie est de prou-
ver le:

THEOREME 4.1.1. (a) Le processus (L}) représente le temps local en 0 de la
semi-martingale (B, — A;)cp, -
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(b) (V;)er, st un processus de sauts.
(©) (V)ser, est la variation totale du processus (A;)cg, -

D’aprés la section précédent, il suffit de prouver le premier point de ce
théoréme. Comme nous savons déja que, presque siirement pour tout instant
t e R,, L¥ > A2, il suffit de montrer l'inégalité EAY > EL% pour un temps T
exponentiel d'espérance 2 indépendant du mouvement brownien B.

Lintérét de considérer un tel temps T est que I'on connait la loi conjointe de
By et du processus (L7).cr grace au théoreme de Ray ([3] ou [12]), ainsi que la
loi de L7 gréce a la formule de Borodin [4] (qui est d'ailleurs une conséquence
du théoréme de Ray):

. 4lel  1,(1/2)
P[L: =1]= (@ =12 1y(1/2) pour l e R,

ou I, et I, sont les fonctions de Bessel modifiées d’indice 0 et 1.
La formule de Borodin nous fournit une expression du deuxiéme membre
de I'inégalité a déemontrer

L aled I(1)2)
L=, e

Pour le premier membre EA%, nous remarquerons a la Section 4.2 qu'il est
égal au double de la densité en 0 de la variable aléatoire By — A, ou encore
de la variable aléatoire A.

Pour estimer cette densité, nous exprimons, dans la Section 4.3, P[|Ap|<g;
|By| > e] & laide de la loi conditionnelle du quadruplet (L7, L% Lg, LI
sachant LY. Puis, & la Section 4.4, nous minorons la quantité EA. = lim, o e
P[|Ar| < €] al'aide de I'expression précédente, en montrant la convergence en
loi du quadruplet (L7°, L[T_‘E’O], L%, L[})’s]) convenablement normalisé. Nous
obtenons de cette maniére I'inégalité voulue EAY > EL% (qui est en fait une
égalité).

4.2. Le passage de EAY & la densité en O de la variable aléatoire By — A,
D’aprés la formule de densité d'occupation,

T
0 1
Ap = '8'[51((1/28)/0 Ly,-a,/<e} ds-

En admettant provisoirement l'uniforme intégrabilité de la famille de vari-
ables aléatoires ((1/2¢) fOT Lyp,—a,)<s} 48)s-0, ON @ donc

1 T
.
BAp = lim 5B [| Lgn,-ase ds.
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Or, comme T est indépendant du mouvement brownien B et de loi exponen-
tielle d'espérance 2, on a

o—t/2

T ~+00 t
E[ Lgs,-azds=E[ (fo Liip,-aize) ds) 5> dt

+o0 +o00 o—t/2
:/0 P[|BS—AS|58]<[8 : dt)ds

Ainsi,
0 .1
]E)\T = lim —P[|BT — AT| < 8].
el0 &
Montrons maintenant I'uniforme intégrabilité des variables

T
<(1/28)/0 :ﬂ‘{|Bs—As|§a} dS)

La démonstration qui suit est plus simple que celle que je donnais dans
[10]. Elle m’'a été suggérée par Marc Yor, que je remercie. Elle reprend des
majorations plus générales qu'il a effectuées dans [17] et utilise la “formule
de Tanaka” du Théoréme 3.1.1. On écrit

1 T 2 1 ¢ S IR
(Zfo LiB,-a,<e) dS) = <g f_s)\r dx) < Z/_S(AT) dx.

e>0

Or:
T
Xy = |Bp—Ap— x|~ x|~ [ sgn(B,— A, —x)d(B, - A,)
0
T
< |Br—Ag|— [ son(B,— A, - x)dB,+V,
0
T
=L+ [ (sgn(B, - A,.) —sgn(B, - A,_ - x))dB,,
0

car V majore la variation totale de A, et d’aprés la formule du Théoréme 3.1.1.
Donc

E[A% 2] < 2<E[L§?] + E[/OT(sgn(Bs — A, )—sgn(B, — A,_ — x))2 ds:|>
< 4(B[L7?]+4),

car ET = 2. Ainsi,

1 T 2 * 2
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REMARQUE 4.2.1. Comme le temps T est indépendant du mouvement
brownien B, le processus (Bp — By_;)scjo, 77 €St Un mouvement brownien issu
de 0 et tronqué a l'instant T, et presque sGrement, B; — A est son seul point
le plus visité a l'instant T'. 1l y a donc identité en loi entre By — Ay et Ap, ce
qui permet d'écrire

1 1
EAY = |€|IQ ;P[|BT —Apl<e¢]= |€|IQ ;P[|AT| <e].

Cette derniére égalité sera plus commode & utiliser pour minorer EAJ.

4.3. Calcul de P[|Ay| < & |Br| > €]. Le calcul repose sur le théoreme de
Ray [12]. Nous rappelons ici la formulation donnée par Biane et Yor [3], qui
sera plus commode pour nous:

THEOREME (D. B. Ray). Soit T' un temps exponentiel d’espérance 2, indé-
pendant du mouvement brownien B. Alors:

(i) Les variables aléatoires LY, et B, sont indépendantes et leur loi est donnée
par

P[L} edl]= ly.qe'dl et P[Byedb]=3%e"db.

(ii) Sachant (LY, By) = (I, b) avec (I, b) € R*?, le processus (L), Suit la
loi @, , définie comme suit:

(L7)er €St markovien inhomogéne.

(L7")xer, €t (L7).=p sont des diffusions de générateur infinitésimal
2x(d?/dx?) — 2x(d/dx).

(L7)xef0.6) €St une diffusion de générateur infinitésimal 2x(d?/dx?) —
2x(d/dx) + 2(d/dx).

Dans ce qui suit, nous noterons @, et @) la loi des diffusions issues de /,
de générateur 2x(d?/dx?) — 2x(d/dx) et 2x(d?/dx?) — 2x(d/dx) + 2(d/dx).
X désignera le processus canonique sur I'espace ¢(R, R) ou ¢(R_, R) suivant
les cas. Ces notations étant fixées, nous pouvons commencer le calcul. Par
symeétrie, on a

P[|Ap| < &|Byp| > &] = 2P[|Ap| < & By > &

= /O+°o e—ldz/+°°e—bdb Ql’b[sup X, <sup X]

[x]>e x|<e

d'apres le théoreme de Ray. Or en utilisant le caractere markovien du pro-
cessus (X,),cg sous la loi @;,, on a pour my > 1I; >0, my > 1, > 0 et
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m=m1\/m2,

Qus[sup X, < sup X.|(X .. sup X,.X,. sup X.)=(l.my Lp,ms)]

|x|>¢ |x|<e —e<x=0 O<x=e

= Qu[sup X, <m]| Q[ sup X,<miQx, [supX, =m]|

0<t<b—e

) m X

e —et em — eXo-s

=1 sz[ sup thm;m—]-
em—1 0<t<b—¢ em—1

Pour la derniere égalité, on a utilisé le fait que sous la loi @;, le processus
(eXt)te]R+ est une martingale locale issue de e’ et piégée lorsquelle atteint 1.
Ainsi, pour m > [ I'evénement {sup,., X, < m} est presque slrement égal a
I'événement, -

le processus (eXt)tdR+ atteint 1 avant d'atteindre e™

et a donc pour probabilité (e™ — e')/(e™ — 1).
On vérifie assez facilement (voir Section 4.5) que, sous la loi Q’lz, le processus

(Xt’ sup Xs)te]Ri+

s<t
est un processus de Feller issu de (/,, [,), a valeurs dans I'ensemble
E={(x,y)eR*0=<x =<y}

Soit (P,)cr, SON semi-groupe. En notant £, I'application de E dans R définie
par

m

e —e*
Fn(, ) = = Liyamy,s

nous avons ainsi:

(X_s, sup X, X,, sup Xx> :(ll,ml,lz,mz)]

—e<x<0 O<x<e

Qu] sup X, <sup X,
|x|>¢& |x|<e
em—elh

= Pb—afm(ZZ’ l2)

em—1

Notons p; , et w; , la loi du couple (X, supy.,., X,) sous Q; et @;. Pour
l>0etb=> ¢, laloi duquadruplet (X __,sup_,.,o X, X,,SuUpg_,.. X,) est
donc w; . ®,u},8. En notant toujours m = mq v m, pour alléger les expressions,
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on a ainsi
P[|Ap| < &|By| > ¢]
+o00 +00
- /0 eldl / e db [E /E i, o(dlyxdmy)), (dlyxdms)

em—eh

X em—1 Pb—afm(lb ZZ)

+o00
- e—efo el dl [E /E w (Al x dmy)), (dly x dmy)

em —eh
X em—_lgm(ZZ’ l2),

ou g,, est I'application de E dans R définie par

+oo
gn(%.9)= [ Pifu(x.y)edt pour y=zx=0.

Le calcul de g,, fait intervenir la résolvante du semi-groupe (P,);cg, . Nous
le détaillerons dans la Section 4.5. Pour ne pas perdre le fil conducteur de la
démonstration, nous admettons pour l'instant la formule

gn(l.1) = o

ou S(z) = exp(z/2)Iy4(z/2) pour z € C. On a ainsi
P[|Ar| < &|Br| > €]

+o00
e / eldl [ / p, o(dly x dmy) (dly x dmp)F(ly, my, Ly, my)
0 EJE

avec pour my > 1, >0etm, >1, >0,

F(ly,mq, 1o, my) = %(em _ el1)<

(el+em—2em ) pour m > 1> 0,

em —1

elz 4 em 2e™
S()  S(m))’
oum=mqV m,.
4.4. Application a la minoration de EA. Comme les calculs sont assez
techniques, nous reportons dans les sections suivantes ceux qui ne sont pas

indispensables pour comprendre I'idée de la démonstration.
D’aprés les sections précédentes, on a

1
EAS = lim = P[|A,| <
T €l0 & [| T|—8]
1
> liminf ZP[|Ay| < & |By| > €]
el0 &

= liminf 1 /0+oo e”! dl/E /E wi, o(dly x dmy)

el0 &

X /,LLS(dlz X dmz)F(ll, mq, lz, mz).
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Ecrivons pour my>10,>0etm,>1,>0;

S, 1

1 m
—F(ly,mq,l,my)= —=— e dr
£

(em - 1)2 \/E Iy
1 m (e’(S’(r)—S(r)) e’”S’(r))
+ dr

* e, S(r)? S(r)?
avec m = my VvV m,, et effectuons le changement de variables
I, — 1 =2Vlexy,
my—1= 2*/53’1,
1, —1=2Jlex,,
my, — 1 =2/ley,.

Ennotant D =R xR, ety v, laloide 1/(2v1e) (X, —1,SUPg_ye, X, —1)
sous Q;, );, on a donc

1 ptoo ,
S et dl [ [ (Al x dmy)g (dly x dmp)F(ly, my, L, my)
e Jo E'E
+00 1 ,
= [ etar [ [ v (dxyx dyn)vp (dxy x dy2)Gr (1, 31, %0 2)
0 p/p
avec pour ! >0, e >0, (xq, y1) € D et (x5, y,) € D,
1 — — —
Gl’g(xl,yl, X2, yz): —F(l+2Vl8xl,l+2 lSyl,l+2 lsxz,l‘l‘z layz).
&

En utilisant I'expression de (1/&)F (14, m4, 5, m,) ci-dessus, on voit que

Gy, (%1, ¥1, %2, ¥2) = Gy (%1, 1, X2, y2) lorsque & | O,

ou, en notant y = y, VvV y,,

S(l
Gl,O(xl’ V1> X2, ¥2) = #@(Q’ - xl)el

CE
Vi — xz)el(ZS’(l) — S(1))

S(1)?

e (28(1)
— a1 (s~ 1) o= - )

o ale? 1,(1/2)
T (e —1)2 I(l)(l/Z)(y —x1)(y — x2),

car, pour tout z € C, S(2)? = e°Iy(z/2)? et Iy(z) = I,(2).

Or, nous avons (cela sera prouvé dans la Section 4.6) v;, — v et
v, ., — v lorsque & | 0 ou v désigne la loi de (By, Sup,o 1 B,)- Par posi-
tivité des applications G, ., cela entraine (nous le justifierons précisément
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au Section 4.6) que

P oo 1 /
timint [ et dl [ [ v (dxs x dyi)vg (dxg x dy2)G (1. 31 %2 32)

+00

= [ etdl [ [ w(dxy x dy(dicg x dyz) Gro(xy, 31, %20 32)
0 DD

_o f+oo 4let  I1,(1/2)

Tl (eb—1)21y(1/2) 7

ot C = [}, [pv(dxy x dy;) v(dxy x dys) (y1V ¥, — %1)(¥1V Y2 — %)
Nous prouverons a la Section 4.7 que C = 1. Ainsi, on a la chaine
d'inégalités

1
EAS = lim ZP[|Ay| < €]
el0 &
oo .1
> liminf ZP[|Ay| < &;|By| > €]
el0 &

—— too —1 /
=timint [ e dl [ [ w (dxixdy)v) (dxoxdy2) G (w1, 31, %2 32)

+oo 4lel 1,(1/2)
Z/o @12 I,/2) %

= EL%,

d'apres la Section 4.1. On a obtenu l'inégalité voulue, ce qui prouve le théoréme
moyennant les justifications et les calculs qui ont été reportés aux paragraphes
suivants.

REMARQUE 4.4.1. Comme A‘% < L7 presque sGrement, toutes les inégalités
gue nous venons d'écrire sont en fait des égalités. En particulier, on voit que

1
~P[|Ap| <& |Bp| <&]— 0 lorsque ¢ | 0,
&

ce qui montre a posteriori que la minoration de P[|Ay| < ¢] par P[|Ap| <
&;|Bp| > €] était fine.

4.5. Calcul de g,,(x, y) = f0+°° P,fm(x, y)e"tdt. Comme nous l'avons sig-
nalé a la Section 4.2, le calcul de g,, fait intervenir la résolvante du semi-
groupe (P,),.g, associé au processus (X,, sup,., X,) sous la loi Q.

Pour établir que ce processus est markovien homogene on écrit que sachant
(Xt0> Sups§t0 Xs) = (.?C, y) ou (x> y) € E! le processus (Xt0+t7 Supsft )(toJrs)te]R+
est indépendant du processus (X, sup,.; X )c0,1,) €t suit la loi P®¥) du pro-
cessus (X, y vV sup,_; X )er, SOUS Q.

On vérifie enfin que le semi-groupe (P,),.r, est de Feller, ce qui permet
d'utiliser son générateur infinitésimal pour le calcul de g,,. Son générateur
infinitésimal .27 est donné par le:
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LEMME 4.5.1. Le domaine 2, du générateur infinitésimal contient les ap-
plications g: E — R de classe ¢2, a support compact, telles que dg/dy (x, x) =0
pour tout x € R,. Pour ces applications g, &/ g est donné par la formule

o/ g(x, y)—Zx (x y)— x—(x y)+2—(x y) pour (x,y) € E.

DEMONSTRATION. Soit g vérifiant les conditions du lemme et soit f
I'application définie par

g g I8
f(x’ y) = ZXW(.?C, y) - 2x%(x’ y) + 2%("“ y)

Ennotant (X,, Y,),cr, le processus canonique de ¢(R_, E), il s'agit de montrer
que le processus

(0¥~ 80 Yo) - [ F(X ¥ ds)

est une martingale sous les lois P(*:),

Comme presque sirement Y . = Y Vvsup,.. X, le processus Y est croissant

et n'augmente pas hors du fermé: {t e R, /X, =Y ,}. A cause de la condition
dg/dy (x,x) =0, la formule d'Itd s'écrit ici:

§X, V) = 8(Xo, Vo) + [ ZE(X, Y )dX, + 5 / SS(X, Y)d(X, X),.

Et comme le processus X admet pour générateur infinitésimal 2x(d?/dx?) —
2x(d/dx)+ 2(d/dx), on a

t t o
8(X,, Y )-g(Xo, Yo)- [ f(X,, Yo)ds = [ “E(X,, Y,)dX,+2X,ds—2ds],
0 0 Jx

ce qui montre que g(X ., Y .)—g(Xo, Yo)—/, f(X,, Y,)ds est une martingale.
Onadonchien ge 7., et /g=1F.
Nous allons maintenant utiliser le lemme pour calculer

+00 i
gm(xa y):/O Ptfm(.')C, y)e dt.

Comme l'application f,, n'est pas continue, nous lI'approchons par des appli-
cations f,, 5 définies pour m > 0 et 6 > O par:

m __ ,x

e
1¢5(y_m) pour (x> y)EEa

fm,ﬁ(x> y):

ou 5 est une application de classe €, décroissante, valant 1 sur | — oo, 0]
et 0 sur [§, +oo[. De cette fagon, on a f,, 5 € €x(E), donc l'application g, 5
définie par g, s = f0+°° P,f .. se"*dt appartient au domaine Z, du générateur
infinitésimal et est I'unique solution de I'équation g — /g = f,, 5 d'inconnue
g € 6y(E).
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Cherchons si cette équation a une solution vérifiant les conditions du
lemme. Si g est une telle solution, on a pour tout (x, y) € E,

g

g g e
2 (0 ¥) — 20— (%, y) + 2= (2, y) — 8(x, y) = - s(y —m).

Pour y € R, fixé, on voit que l'application x — g(x,y) est solution sur
I'intervalle [0, y] d'une équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre. On
vérifie facilement que l'application x — (e* +e™)/(e™ — 1)i5(y — m) est une
solution particuliére. Etudions I'équation homogéne associée:

X _ oM

2x

2xu” —2xu’' +2u’ —u =0.

La recherche des solutions développables en série entiére en voisinage de 0
fournit une droite vectorielle de solutions: ce sont les multiples de S, ou
?®1.3...2n-1) (x\"
S@) =2, ﬁ(i) ’
= (1-2---n)
Cette série entiére a un rayon de convergence égal a +oco. On vérifie par une
méthode de variation des constantes que ces solutions sont les seules solutions
de I'équation homogéne se prolongeant par continuité en O.
D’aprés ce qui précede, si g est une solution de I'équation g —o/g = f, 5
vérifiant les conditions du lemme, alors g est de la forme

8(x, y) = en(2)ih5(y —m) + S(x)e(y),
ou ¢,,(x) = (e +e™)/(e™ — 1) et ¢ est une application de R, dans R. On doit
avoir en outre, pour x e R,
(9 / /
0= 75 %) = en(x)Ws(x —m) + S()e (x),
c'est-a-dire ,

P (%)
S(x)

Par ailleurs, il faut que g soit a support compact, ce qui équivaut, compte
tenu de ce que ¢ 5(y —m) =0 pour y > m + §, a la condition

c'(x) = —¢hs(x —m)

¢(y) = 0 pour y assez grand.

On doit ainsi avoir

c(y) = /y+oo is(z — m)qDSm((zi) dz pouryeR,,
d'ou
2. 3) = en(@Waly ~m)+ S [ itz = m) %2 dz pour (2. 3) € B.

On vérifie facilement que cette formule définit bien une application g vérifiant
les conditions du lemme et telle que g — .o/ g = f,, 5. Par unicité de la solution
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de l'équation g — o&/g = f, 5 g nest autre que l'application g,, 5, ce qui
prouve la formule

®m(2)
S(2)

D’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a

gm(x’ y) = ISI[Q gm,é(x’ y)

.o 9) = om(X)W5(y—m)+8(x) /y+°° az—m) 222 42 pour (x, y) € E.

= ‘Pm(x)ﬂ{ysrn} + SW)H{%M(%)’

car —s(- — m) tend vers la masse de Dirac au point m quand & | 0. Ainsi,
pour m > 0 et (x,y) € E,

S(x) e* +e™ 2e™
gn(x,y) = mﬂ{yf'n}< S(x) S(m)>'

REMARQUE 4.5.2. Le lecteur familier des fonctions de Kummer s'apercevra
que S(x) = M(1/2,1,x) = exp(x/2)Iy(x/2), ou M(1/2,1,-) est la fonction
de Kummer de paramétres 1/2 et 1, et I, la fonction de Bessel modifiée
d'indice 0. Le lecteur novice pourra consulter [1] au Chapitre 13 et plus parti-
culierement la formule 13.63. Il pourra aussi se contenter du changement
de fonction inconnue u(x) = exp(x/2)v(x/2) dans I'équation différentielle
2xu” — 2xu’ + 2u’ — u = 0 pour trouver que v est solution de I'équation de
Bessel modifiée d'indice 0.

4.6. Justification des passages a la limite de la Section 4.4.
Convergence des lois v; , et v; . quand ¢ | 0. Montrons que la loi v; , de

1/(2\1e) (X, -1, sup,., X, — /) sous @, tend vers la loi v de (B, sup,; By)
quand & | 0. On prouverait de la méme facon que v; , — v.
Je remercie Marc Yor de m’avoir suggéré la démonstration qui suit, plus
simple que celle que je donnais initialement dans [10].
(X)er, €tant le processus canonique sur (R, R), on pose pour & > 0 et
t>0,
X, -1 s
Y?= , cestadire, X, =1+2VIsY?.
2J/le
On commence par remarquer que sous la probabilité @, le processus Y* a
méme limite en loi quand ¢ | 0 que le processus Z*¢, ou

Z Y (x. 14 2x.4
e (X,-1+ .ds).
‘ 2«/5( ‘ /o )

Or, pour ¢ > 0, Z¢ est une martingale locale continue issue de 0, dont la
variation quadratique s'écrit

. . _ 1 et
(Z°,Z >t_m/0 4X, ds.
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Comme on a presque srement,
(Z°,Z2°%), -t quand ¢ | O, pour tout t e R,

on en déduit que le processus Z¢ converge en loi vers le mouvement brownien
B grace a un théoreme de convergence en loi pour les martingales (voir [13]
au Chapitre XII1, Exercice 1.16).

Limite des intégrales. L'autre point a justifier est I'inégalité

. oo —1 /
timinf [ e dl [ [ v (dxyx dy) v (dxz x dy2) Gl 31, 22. 72)

~+00
> [ etdl [ [ w(dxy x dy))u(dxy x dyz) Gro(xa, ¥, %2, 32).
0 D'D

Nous savons déja que pour [ > 0,

v, .— v commee]0, v ,— v comme e | 0
et

G, .— G, o comme ¢ | 0, simplement sur D x D.

L'idée est d'utiliser le lemme de Fatou, car les applications G, , sont positives.
Pour cela, on pose pour I > 0 et n > 0,

H,, = inf G,,,

M 0<e<n

et on écrit que comme G, . > H, , pour & < m, on a pour n > 0 fixé,

lim inf/ / v, o(dxy x dyy) v) (dxy x dyy)Gy (%1, Y1, X2, ¥2)
20 JpJp

= timint [ [ v (dxy x dyi)vi (diy x dya)H (21, 31, %2, 72)

> [ [ w(dxy x dyy)(dicy x dy) Hy (%1, ¥, %2, 32)
DD

car I'application H; , est continue positive.

En effet, pour [ > 0, l'application (&, xq, ¥1, X2, ¥2) = Gy (X1, y1, X2, y2) €st
continue par rapport a I'ensemble des cing variables, ce qui se voit en écrivant
pour £ >0, (x4, y,) € D et (x,, y,) €D

Gl,s(xl’ Y1, X2, ¥2)

S+ 2/ lex ) y
~ o T2 1, P 2 le)2vidz
« /y eXp(l+2\/l_82)(S’—S)(l+2«/l_gz)+ eXp(l+2\/l_8y)S’(l+2Jl_gz)
" S(1+2V1ez)?
x 2v/1dz

avec y = y; vV y,. Par conséquent, la famille d'applications (G, .).cp,, €St
équicontinue, ce qui entraine la continuité de H, ,.
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En faisant tendre n vers 0 dans I'inégalité précédente, on obtient par le
théoréme de Beppo Levi,

liminf [ [ v (dxy x dyy)vi (dx x dy2) G o(x1, 31, %2, 32)
€l0 DD

> [ [ w(day x dyy)(dae, x dyo)Gro(x1, y1, %20 2),
DJD

puisque H; , * G, o lorsque n | 0, et I'inégalité voulue s'obtient a partir de
cette derniéere en appliquant le lemme de Fatou.

4.7. Calcul de la constante C. On a
C= / / v(dxy x dyp) v(dxy X dy)(y1V y2 — x1)(y1V y2 — %2)
D'D
=E[(S; Vv 8] — B;)(S1 v Sy — By)l,
ou B’ est un mouvement brownien indépendant de B et pour ¢ > 0,

S, = sup B,, S, = sup B..

O<s<t O<s<t
En développant le produit (S; v S7 — B1)(S; v S| — B}), on obtient
C =E[(S; v S,)?] =2 E[By(S; v SY)]-
Or par indépendance de S’ et de (B, S;), on a pour a > 0,

E[B,(S; v 8))IS] = a] = E[By(S; v a)]
- E[/Ol B,d(S, \/a):|

= IE|:/01(St v a)d(S, v a)],

car sur le support de la mesure d(S, v a),ona B, =S, Vv a. Donc
2 E[By(S; v §))IS; = a] = E[(S; v a)? — a?]
= E[(S; v 8))? - SIS, = al.
Par conséquent,
2 E[By(S; v S)] =E[(S; v Sy)* — S
Ainsi
C =E[S?] =E[B}] =1,

car S7 a méme loi que |B,|.
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5. Deux propriétés des sauts du processus A.

5.1. Introduction. Nous avons montré dans la troisiéme partie que le point
de R le plus visité n'évolue que par sauts. Et nous savons depuis la premiere
partie (Corollaire 1.2.2) qu'il est constant sur tout intervalle ouvert ou le
mouvement brownien ne le rencontre pas. Mais que se passe-t-il lorsque le
mouvement brownien rencontre son point le plus visité ?

Nous établissons d’abord gu'immédiatement apres étre passé a son point le
plus visité, le mouvement brownien le modifie par une infinité de petits sauts.
Cela montre en particulier que les sauts du processus A ne sont pas isolés.

Nous montrons cependant que les sauts n'ont pas un caractére obligé. Plus
précisément, fixons un instant #, > 0. Presque sirement, #, se trouve dans
un intervalle ouvert de constance du processus L*. L'extrémité droite de cet
intervalle est le premier zéro du processus B — A suivant l'instant ¢,. A ce
moment, deux situations peuvent se produire:

1. Le mouvement brownien a suffisamment visité un point pour que son temps
local rattrape le temps local au point A, , auquel cas le processus A saute
de A, vers ce point.

2. Le mouvement brownien est revenu assez vite au point A, , de sorte que
A, estencore le point le plus visité a I'instant d(,), auquel cas il n'y a pas
de saut.

Il est facile de voir que la premiére situation se produit avec une proba-
bilité strictement positive, comme I'a noté Eisenbaum (voir [5], Chapitre I,
Remarque 13). Nous prouvons que la seconde se produit aussi (ce qui peut
paraitre plus surprenant).

Pour chacun de ces deux résultats, nous aurons besoin d'une description
assez preécise de l'allure des temps locaux au voisinage de leur maximum.

5.2. Les sauts de A ne sont pas isolés. Nous allons prouver ici le:

THEOREME 5.2.1. Presque s(rement, dans tout voisinage a droite des in-
stants 7, pour r € R, le processus A saute une infinité de fois.

Comme d’'apreés le Corollaire 1.2.2, le processus A est constant sur les inter-
valles [7,, 7.,[ et ne peut sauter qu'aux instants de la forme 7, ou 7, < 7,
on en déduit le:

COROLLAIRE 5.2.2. (a) Presque s(rement, les processus L* et A ont les
mémes intervalles ouverts de constance.

(b) Presque sGrement, tout saut de A est immédiatement suivi d'une infinité
d'autres sauts.
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Le théoreme se démontre facilement a partir de la:
PROPOSITION 5.2.3. Pour r, h € Q7, considérons l'instant

. B
T p=iNf{t e R |L,” > r+ h}.

Onaalors A, # A, presque sGrement.

En effet, en admettant la proposition, placons-nous sur I'événement formé
des éventualités de (), (ou ), est I'événement qui a été introduit a la Sec-
tion 1.1) telles que: ¢ — A, est une fonction de sauts (grace au Théoréme 4.1.1);
pour tout (r, k) € Q*?, A, #A.;pourtoutreQ,r, , — 7, comme h— 0.

Alors sur cet événement, le processus A possede au moins un saut dans
tout intervalle ]7,, 7, ;] ou (7, h) € Q*f. Comme 7, , — 7, comme A — O pour
reQ etr, — 7, comme r — ro+ pour ro € R, on voit que tout voisinage
a droite de 7, , pour ro € R, contient un intervalle de la forme |r,, 7,,] ou
r, h € Q7 et contient donc un instant de saut du processus A, ce qui démontre
le théoréme a partir de la proposition.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5.2.3. On commence d’abord par re-
marquer que B, # 0 presque sirement. Une des nombreuses facons de le
prouver consiste a écrire

{B, =0} C{Li=r} our?=inf{teR,|L)>r}

Ce dernier événement est de probabilité O car le processus (L), €St un
carré de Bessel de dimension 0, issu de r, d'aprés le deuxiéme théoréme de
Ray-Knight (voir [9] ou [13] au Chapitre XI, Section 2).

Par symétrie, il suffit donc de prouver que la probabilité de I'événement
{A, # A, }sachant {B, > 0} est égale a 1. Nous allons prouver en fait que

~ . . B,
presque sGrement, pour tout ¢ > O, il existe x €]0, ¢] tel que Lfr:’,fx >r+h,
ce qui entraine que le point le plus visité a l'instant 7, , n'est plus B, = A, .
Pour cela, on introduit le mouvement brownien B. = B, .. — B, . Bestissu

de O et est indépendant de la tribu .7, , ou (%), est le filtration engendrée
. g ~ B .
par le mouvement brownien B. La formule L} = LTr’jr:rx - LT,”H fournit une

version continue des temps locaux de B et I'on a
T, =1, +7, o0 =inf{teR,|L%>
rh=Tr Th> Th = {G +| t—r}'
Ainsi, pour x € R*,

B, +x B, +x

(L. >r+h}={L%—-h>r—L."""}.
, 2

Il s’agit donc de prouver que

P[Ve>03x€l0,e] L% —h>r—LE"™B. >0]=1.
Th

Tr
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Pour cela, nous allons d'une part montrer que pour la probabilité
B,
P[-|B, > 0], les processus (L )xe]R et (L;" +x)xe]R+ sont des processus

de Feller indépendants, ce qui entralne d’apres la loi du 0-1 de Blumenthal
et Getoor que

P[Ve > 03x €]0, ]L%, —h > r— Li" " |B, > 0] € {0,1}
Th
et d’autre part montrer la convergence en loi:
e V2(L2, — h,r— LE7*°) sachant{B, >0}
Th r

— (2vhB;,2J/rR;) comme ¢ | 0,

ou R est un processus de Bessel de dimension 3 issu de 0, indépendant de B.
Cette convergence en loi entraine en effet que

B, +x

P[3x €]0, g]L;J —h>r—-L;" "|B, >0]

Tr

B, +e

>P[L‘fo—h>r—L |B. > 0]

— P[vVhB; > +/rR;]>0 quand ¢ | 0,
d’oul
P[¥e>03x €]0,&] LY —h>r— Li™|B, = 0]>0,

ce qui avec la loi du 0-1 prouvera que cette probablllte vaut 1 et démontrera
ainsi la proposition. Les processus (LxO)xER et (L+, i )xeR sachant {B, >
0} sont indépendants car le mouvement brownien B est indépendant de la
tribu .7, , oU (F;)cp, est la filtration engendrée par le mouvement brownien
(B, )telR II suffit donc de prouver que ce sont des processus de Feller et que
I'on a les convergences en loi:

e V2(L5, — h) - 2vVhB,
Th
et
e V2(r — ij’“) sachant {B, >0} — 2JrR;.

La premiere de ces convergences en loi se démontre facilement en utilisant le
deuxieéme théoreme de Ray—Knight et une transformée de Fourier connue sur
les carrés de Bessel (voir [13], au Chapitre XI). On peut aussi le voir comme
un cas particulier de la convergence en loi démontrée par Yor dans [18].
Pour le processus (Lf””)xER+ sachant {B, > 0}, on obtient sa loi grace
a un théoréeme de Eisenbaum (voir [5] ou [6]) donnant la loi du processus
(L3 )xer OU a, = o= inf{¢ > 0|L]R+ > r} et en utilisant un théoreme
de retournement de Williams ([16], Théoréme 2.5): eSn notant S; = sup,.; B,
pour ¢ > 0, on voit sans peine que le processus (L:" )0<x<S B, sachant
{B., > 0} a méme loi que le processus (L," )o<x<s B, sachant {L <r}.
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D’aprés le théoreme de Eisenbaum, il s’agit donc de carrés de Bessel de
dimension 4, issus de 0, pris jusqu'a leur premier instant de passage en r.
Autrement dit, sachant {B, > 0}, le processus (Lfr”fx)ogxgsf _p_ estune dif-
fusion réguliere sur l'intervalle [0, ], issue de 0, tuée en temprs fini, lorsqu’elle
atteint la frontiere r. Cette diffusion admet pour générateur infinitésimal
of = 2x(d?/dx?) + 4(d/dx), pour fonction d’échelle s: x — —x~ [qui vérifie
8(0+) = —oo et s(r) < +o0] et pour mesure de vitesse la mesure m de densité
dm/dx = x/2.

D’apreés le théoreme de retournement de Williams (voir [16], Théoréme 2.5),
le processus

B, +x
(LTr " )nggs,rfB

r

sachant {B, > O} est une diffusion issue de r, tuée lorsqu'elle atteint O et de
générateur infinitésimal:

of = (s(r) — s(x)) e/ (s(r) — s(x)).
Un calcul facile aboutit a la formule

R d? 4x d
S D
xdx2 r—xdx

B, +x .
Comme L3 =0 pour y > S, , le processus (L:," ).cg, estencore une diffu-

sion de générateur o7, la frontiére 0 étant cette fois un piége. 1l s'agit donc
d'un processus de Feller. Il reste a prouver la convergence en loi:

1 L
—(r - Lﬁ‘*Jr ) sachant {B. > 0} — 2J/rR;.
Ve ’

B, +t
Pour cela notons X' le processus (L, ), €t Y le processus

- tet

(1/4rs(r — Lo ")),

pour & > 0. Nous allons montrer que la loi @° du processus Y *® sachant {B, >
0} tend faiblement vers la loi du processus (R, 2)td&, en montrant que Q¢ est
solution d’'un probleme de martingales a coefficients localement bornés, pour
pouvoir appliquer un théoréme de convergence de diffusions. [Comme nous
voulons ici des coefficients localement bornés nous avons choisi de prendre
(Y)ter, = (1/4re(r — Xst)z)t€R+ plutét que (1/2/re(r — Xo)ter, )]

Soit f € €2(R, R), a support compact inclus dans R’ . Posons pour x € [0, r],

o(x) = f(d)

4re
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Alors g est de classe ¢2, a support compact inclus dans [0, [, et I'on a

e (V)
v g () () r(5)

Sachant {B, > 0}, le processus (g(X ) — fy 7 8(X )¢ ds),s, est une mar-
tingale. Or on a

gx)=-

et

4X

S,Q/Ag(ng) = ZXESSgII(Xas) - ﬁgg/(Xas)
X r—X, 2 X 2X
_ Zes prye £s &s p1(ye zs p1oye
Ker piyey 4 CoZ el Xy | 2oes iy

- zyg(l - 2\/8Y5>f”(Y§) + 3(1 - 2\/8—Y§)f/(Y§).

r r

Donc sachant {B, > O}, le processus

(Fero - [ Gauvor vy + b.rorro)ds)

teR,

est une martingale, ou pour y € R,

as(y>=4|y|(1—2/@) et ba(y>=3(1—2\/@).

Par approximation, on montre que cela reste vrai pour toute fonction [ ¢
¢2(R), & support compact. Autrement dit, la loi @, est solution du probléme
de martingales associé a la condition initiale 0 et aux coefficients a, et b,.

Comme a,.(y) — 4|y| et b.(y) — 3 uniformément sur les compacts vis-a-vis
de y, la loi @, converge vers la loi d'un carré de Bessel de dimension 3 issu de
0, d'apres le Théoréme de convergence de diffusions (voir le Théoréme 11.1.4,
au Chapitre 11 de [14]). On en déduit la convergence en loi voulue, ce qui
achéve de prouver la Proposition 5.2.3.

5.3. Les sauts de A ne sont pas “obligés.” Commencons par formaliser la
question 2 soulevée a la Section 5.1: Soit ¢ € R’,.. D'aprés la Proposition 1.3.1,
on a presque sirement B, # A,, c'est-a-dire g(t) < t < d(¢) d'aprés la pro-
priété (e) du Corollaire 1.2.2. Sur I'intervalle [g(t), d(¢)[ le point le plus visité
est B,y A l'instant d(t), “le” point le plus visité est B . Le but de ce section
est de prouver le:

THEOREME 5.3.1. Pour ¢ > 0 la probabilité pour que le point le plus visité
ne saute pas a l'instant d(t) est non nulle. Autrement dit

P[Bd(t) = Bg(t)] > 0.
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Eisenbaum s’est déja intéressée a cette probabilité. En Remarquant qu’elle
ne dépendait pas de ¢ (par changement d'échelle) elle a démontré dans la
Remarque 12 du Chapitre 1 de [5] que cette probabilité était strictement
inférieure a 1. Rappelons brievement pourquoi: si cette probabilité valait 1, on
aurait presque strement, pour tout s € Q', By, = By, Ce qui entrainerait
gue le processus A serait continu. Or il y a de nombreux moyens de prouver
gue A possede des sauts. On peut par exemple le déduire des résultats de
Bass et Griffin [2], qui entrainent que presque srement:
liminf A, = —oo0, limsup A, =+oc0 et |A;| — +oo, lorsque s — +oo,

§—>+400 s—+00
ou du fait que A est un processus de sauts non constant.

Pour démontrer que P[Bgi) = Bgs)] > 0, nous introduisons le premier
instant apres 1 ou le mouvement brownien revient a son point le plus visité a
I'instant 1:

D) =inf{t > 1|B, = A;}.
La premiére étape consiste a prouver les égalités presque s(res:
{AD(l) =A}={D(1)=d(1)} = {L*D(l) = LT} = {Bd(l) = Bg(l)}'

Parmi ces événements, le premier signifie que A; est encore le point le plus
visité au premier instant ou le mouvement brownien revient en A;. Le dernier
signifie que le point le plus visité ne saute pas a l'instant d(1).

La deuxiéme étape consiste a prouver que P[L%},,) = Li] > 0, ce que nous
ferons en conditionnant par rapport a 7; = o((B;)sc0,1)) €t en utilisant le
lemme suivant qui constitue le point-clé de la démonstration.

LEMME 5.3.2. Soit ¢y une fonction croissante et strictement positive sur un
voisinage a droite de 0, a variation lente en 0+, c'est-a-dire vérifiant

Pp(tx)
(x)

telle que ¢(x) — O lorsque x | 0. On a presque sOrement

— 1 lorsque x | O, pour tout ¢ € R* ,

: dx
* A tx .
liming A -t~ _ oo S /0+ ¥(x)—~ converge,

x40 xip(x)

0, sinon.

Nous appliquerons ce lemme a ¢: x — (Inx)~2, ce qui donne
xV2(Inx)?(L% — LY*) > 400 lorsque x | 0, presque sdirement.

On dispose ainsi d'une minoration de I'avance du temps local au point le plus
visité sur les temps locaux en ses voisins immeédiats.
Ce lemme sera démontré dans la Section 5.4.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 5.3.1.

Premiére étape. Sur I'evénement presque sar {B; # A}, on a A; = By,
et de deux choses l'une:

(i) Oubienalinstant D(1), A, est encore le point le plus visité. Dans ce cas
A, est resté le point le plus visité pendant tout I'intervalle de temps [1, D(1)],
puisque pour ¢ € [1, D(1)], L} = ngl) = L4 Linstant D(1) est donc le
premier zéro du processus B—A apres l'instant 1. En utilisant les propriétés
du processus A énoncées a la Section 1.2, on voit donc que D(1) = d(1), d'ou
Lpay = Ly = L et Bau) = Bpuy = A1 = By

(if) Ou bien a l'instant D(1), A, n'est plus le point le plus visité. Dans ce
cas, on ne peut avoir D(1) = d(1) car cela entrainerait

Apay = Agqa) = Bay = Bpa) = A,

ni D(1) < d(1) car pendant l'intervalle de temps [1, d(1)[, A, est le point le
plus visité. On a ainsi D(1) > d(1), d'ot L}y > Ly, = L par définition de
linstant d(1) et By, # Ay = By par définition de l'instant D(1).

On a ainsi les équivalences
Apay = A1 < D(1) =d(1) & Ly, = L1 & Bya) = B,q),

puisque toutes ces égalités sont vraies dans le premier cas et fausses dans le
second.
Deuxieme étape. Il s'agit de montrer que P[L7,,) = Li] > 0. Pour cela, on

introduit le mouvement brownien B = By, — By, issu de 0 et indépendant
de 71 = ((By)sepo,1))- La formule L = Lf}r;’x — L2 fournit une version
continue des temps locaux de B. On remarque que D(1) = 1+ G4,_p,, €n
notant ¢, = inf{¢ R+|§t = x} pour x € R. Ainsi

{Lpuy = Li} = {¥x e RLp" = Li}

_ ~A,~By+x « 7 At
={VxeR A L;—-Li7*}

D’aprés la propriété de Markov, on a donc

P[Lyy, = Li|%] = F(By — Ay, Ly — L"),

F(y,¢) = P[Vx RL;ij*x < ¢(x)] pour y eRet ¢ € ¢(R,R).

Nous allons démontrer que F (B, — A;, L] — L‘f““) > 0 presque s(rement, ce
qui entrainera

* * * At
P[LD(l) =Li|=EF(B; — Ay, L1 - L} ! ) > 0.
Or d'apres le lemme, on a presque sGrement

xY2(Inx)2(L; — L) > +oo  lorsque x |, 0.
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Par symétrie, il suffit donc de prouver que F(y,¢) > 0 pour y € R}
et ¢ € €(R,R) vérifiant: ¢(0) = O; inf,., ¢(x) > 0, pour tout ¢ > O;
x~Y2(In x)zgo(x) — 400 lorsque x | 0.
D’apres le premier théoréme de Ray—Knight (voir I'’énoncé dans [12] et [13],
Chapitre XI Section 2), on a en conditionnant par rapport a L0 )

F(y,¢)= E[f(L?;,y)g(Lg,y)],
ou pour ! e R,
f() = QF7Ivt e [0, y] X, < o(t)],
g)=QJ[Vt e R, X, < o(y+1)],

en notant comme d’habitude (X,),.; le processus canonique sur (I, R); @2
la loi d'un carré de Bessel de dimension § issu de x; Q3 ¢ la loi du carré d'un
pont de Bessel de \/x & ./y, de dimension § et de Iongueur a.

On remarque que les variables aléatoires }“(L0 ) et g(Lo ) sont corrélées
positivement, comme fonctions décroissantes d’'une méme variable aléatoire.
La décroissance de f et g provient du théoréeme de comparaison de solutions
d'équation différentielles stochastiques (voir le Théoréme 3.7 au Chapitre I1X
de [13]). En effet Q‘l’ et Qf’g (qui est la loi retournée de Q(Z): Zy) sont les lois des
solutions des équations différentielles stochastiques:

_l~|—f2\/Y dB, et Y, _l+f2\/Y dB, +/(2— 2Y, )ds.

— S

Cette derniére équation s'obtient a partir de I'équation différentielle stochas-
tique vérifiée par le pont brownien dans R?, de (I, 0) & (0, 0) et de longueur y.
On a ainsi

F(y,¢) = E[f(LY )IE[&(LY )]
= Q3Ivt € [0, y] X, < o(1)]
dl

/ Q°[Vt € R, thqo(ert)]eXID( l>2y

En conditionnant le premier facteur par X, pour ¢ €]0, y[, on obtient de la
méme fagon l'inégalité
Q5[Vt € [0, y] X, < (2)]
> Q4[Vt € [0, ¢] X, < @()]QF[V? € [e, ¥] X, < o(1)].
Or, sous la loi QS on a presque srement

X,

limsu =
P 2¢tIn|In ¢|

>

d'apres la loi du logarithme itéré pour le mouvement brownien plan. Comme
t72(In t)?¢(t) — +oo lorsque ¢ | 0O,
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on a a fortiori
X, =o(e(t)) lorsque ¢ | 0, presque sirement,

ce qui entraine que l'inégalité X, < ¢(t) est vraie pour tout ¢ € RY suffisam-
ment petit. C'est la le point clé de la démonstration: comme on utilise les
valeurs y = By — Ay, @(x) = L} — L{** et X, = L3H" — L1 pour x e R,
cette inégalité signifie qu'a l'instant D(1), le temps local au point A; ne s'est
pas fait doubler par les temps locaux en ses voisins immédiats.

On a donc Q3[Vt € [0, ¢] X, < ¢(¢)] > 0 en choisissant ¢ assez petit. Et
comme inf . ¢(x) > 0, on a aussi

Q5[Vt €[5, 9] X, < o()] > 0
et
QVteR, X, <o(y-+t)]>0 pour!l assez petit.
Ainsi
F(y,¢) = Q5[Vt € [0, &] X, < o(1)]Q5[Vt € [, y] X, < ¢(2)]
X /04-00 QIVteR, X, <o(y+ t)]exp(;—;)j—j’
> 0,

ce qui achéve la démonstration.

REMARQUE 5.3.3. La premiere étape de la démonstration nous fournit une
minoration de la probabilité de saut a I'instant d(1). En effet, en reprenant

les notations de la deuxiéme étape relative au mouvement brownien B, on a
* * B *
P[Byqu) # Bguyl = P[Lpq) > Li] = P[Lpy, > L]
=P[L° >Li-LP]

0A1-By
Or
T * By o * B
P[LgArB1 > L} - Li*%]=G(B,— A, L] — L")
avec
~ —A
G(y,\)=P[LY >)A]= exp(m) pour y cRetAeR,.
., y
Ainsi

L¥ — LBl L¥ — LO
P[By, # B zE[exp(—#ﬂ =E[exp(—#)],
Bae # Bew] 2B, — 4] 2/4,]

la derniere égalité s’'obtenant par retournement, en remarquant qu’a lI'instant

1, Lfl est le temps local en 0 et B; — A, le point le plus visité du mouvement
brownien (B; — By_;)ck, -
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5.4. Démonstration du Lemme 5.3.2. Soit ¢ une fonction croissante sur
un voisinage a droite de 0, a variation lente en 0+, telle que ¢(x) — 0 comme
x | 0. Comme ¢ est a variation lente en 0+, on a par changement d’échelle
I'identité:

* LAT:I:x * Alﬂ:x )
Ilrmjnf NG Ilr?ilonf \/_ (x) en loi,
pour tout temps 7' indépendant du mouvement brownien B.

Choisissons pour T' un temps exponentiel indépendant de B. D’aprés le
théoreme de Ray ([3] ou [12]), sachant {By = b} ou b € R*, les processus
(LT%)xer.» (LT)xef0,5) €t (LT).=p SONt des diffusions a valeurs dans R, ou 0
est le seul point |rreguller Comme A # 0 et Ay # By presque sirement, le
processus (L7).cr est une diffusion réguliére (éventuellement retournée) au
voisinage de Ap.

Par changement d’'échelle et de temps, on est ramené a prouver un résultat
identique pour le mouvement brownien au voisinage de son maximum sur un
segment, car les dérivées de la fonction échelle et du changement de temps
qui apparaissent sont strictement positives et finies.

On finit donc la démonstration en prouvant la:

PROPOSITION 5.4.1. Soit W un mouvement brownien dans R. Soit ¢ une
fonction croissante sur un voisinage a droite de 0, a variation lente en 0+,
telle que (x) — 0 comme x | 0. Alors presque srement, pour tout instant p
réalisant un maximum local du mouvement brownien W, on a

. dx
o W -W, 400, SI/ ¥(x)— converge,
liminf ————— = 0+ x
R0 fz,!z(h) 0

sinon.

REMARQUE 5.4.2. En retournant le mouvement brownien W aux instants
entiers, on voit qu'on a le méme résultat pour

liming Yo~ Won
mo Jhy(h)

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5.4.1. La proposition est une consé-
guence immédiate des trois observations suivantes:

(i) Tout instant ou W atteint un maximum local est de la forme p(ty, a)
avec ty, a € Q,, en notant

(T(to, a) = |nf{t > t0|Wt — Wto = —a}’
p(to,a)zinf[tztojwtz sup W, }.

to<s<o(ty,a)

p(tg, @) est presque slrement le seul instant de [¢,, o(¢y, )] réalisant le max-
imum de W sur cet intervalle a cause de la remarque suivante.
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(i) En utilisant un théoréme de décomposition de Williams (voir [13] au
Chapitre VI, Proposition 3.11), on voit que conditionnellement a Wity a) —
W, =m, le processus (m — W . o)1t + Wi )o<t<o(ty, a)—p(ty, a) €ST UN processus
de Bessel de dimension 3 issu de 0 pris jusqu’a son premier instant de passage
en a+ m.

(iii) D’apres la Section 4.12 (Kolmogorov’s test) de [8], si R est un processus
de Bessel de dimension 3 issu de 0, alors presque sirement

+oo, si /0. «/;(x)de converge,
+

liminf R— =
o \/E"[’(h) o, sinon.

6. Questions ouvertes.

6.1. Lien entre LT et le temps local de la semi-martingale B — AF. Nous
avons démontré que LT est le temps local en 0 de la semi-martingale B — AF
dans les deux cas suivants:

1. Lorsque F est discret, ce qui était relativement simple, car le processus A¥
est en escalier dans ce cas.
2. Lorsque F =R, ou la démonstration repose sur un calcul fastidieux.

On aimerait trouver une démonstration de cette propriété qui soit a la fois
plus conceptuelle et générale (qui donne le résultat pour tout fermé F).

Il est tentant d’essayer de démontrer cette propriété dans le cas général,
en approchant F par une suite de fermés discrets inclus dans F' (comme nous
I'avons fait au Section 3.1) et en effectuant un passage a la limite. Mais quelle
que soit la méthode employée, on bute sur un probléme d'interversion de li-
mites assez délicat.

On peut aussi essayer d'adapter au cas général la démonstration de I'égalité
A9 = LT dans le cas oul F = R, qui a fait I'objet de la quatriéme partie. On peut
en reproduire le début sans changement: en prenant un temps 7' exponentiel
d'espérance 2 et indépendant du mouvement brownien B, on voit qu'il suffit
de prouver l'égalité EAS = ELE et on démontre comme dans la Section 4.2
que l'on a

0 i 1 ’

1 -
= lim ;P[|BT — Azl < e

En revanche, on ne peut plus appliquer I'argument de retournement qui per-
mettait de remplacer la densité en 0 de la variable aléatoire By — AL par celle
de la variable aléatoire AZ.

On est donc réduit a prouver I'égalité

1
lim=P[|B;, — AE| <¢]=LE.
im -~ [|Bp rl < €] T
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Cette égalité ne fait intervenir que la loi conjointe de la variable aléatoire By
et du processus (L7),.r qui est donnée par le théoréme de Ray. Connaissant
cette loi, il “suffit” donc de vérifier cette égalité. Mais on ne voit pas comment
aborder dans le cas général les calculs des Sections 4.3 a 4.6.

Par ailleurs il serait remarquable que cette égalité soit vraie pour tout
fermé F' (nous savons déja qu'elle est vraie pour tout fermé discret). Peut-on
interpréter a partir de la loi conjointe de By et (L7 ),cr?

6.2. Une égalité mystérieuse. Si nous observons la démonstration de
I'égalité
lim 1P[|A | < e] =ELj
- gl = ,
el0 & = T

qui se trouve aux Sections 4.3 et 4.4, nous constatons qu’'un miracle s'est
produit. La formule de Borodin,

alet  1,(1/2)
(el —1)2 Io(1/2)

P[L% >1]= pour [ € RY,

nous a fourni I'expression suivante pour le second membre:

L [T Aleh I(1)2)
BLi= [ e na

Pour calculer le premier membre, égal a

lime'P[|Ay| < &|By| > ],
el0
on a utilisé le théoréeme de Ray. On a obtenu exactement la méme expression,
dans laquelle l'intégration vis-a-vis de [ provenait d’'un conditionnement par
rapport a L% = 1.
La démonstration prouve non seulement I'égalité escomptée, qui est I'égalité
des intégrales, mais aussi I'égalité des intégrandes:

1 1
1y 0 —1y; 0
lim=P[|A;| <e|lLy =1| = lim=P[|A;| < &;|B g|lLy =1
e alwe [| 7| < &Ly ] € slwg [[Ar| < &|Byp| > e|lLy =1]

At L2y
NCEDZAUR A

qui était “inattendue.” Peut-on l'interpréter?

Par changement d'échelle, on peut écrire une égalité similaire en rempla-
cant T par n’'importe quel temps exponentiel indépendant du mouvement
brownien. En interprétant chaque membre en termes de transformées de
Laplace, on est conduit a supputer que pour ¢,/ € RY:

%P[IA,:I <&Ldedl]l— %P[L;‘ €dl] quand ¢ | 0,



LE MOUVEMENT BROWNIEN 995

ou encore
Lp[a <6l =1] > L quand s 0.
2¢e 2t

Peut-on démontrer et interpréter ces inégalités?

6.3. La loi de la variable aléatoire A;. Quelle est la loi du point le plus
visité a l'instant 1?

Par changement d’échelle, on peut ramener le calcul de cette loi au calcul
de celle de Ay, ou T est un temps exponentiel indépendant du mouvement
brownien. On dispose alors du théoréme de Ray donnant la loi du processus
(L7 ).er, Mais trés vite, le calcul devient extrémement pénible.

Nous nous contenterons de trois remarques qui donnent une assez bonne
idée de I'allure de la loi de A;.

1. La loi de A; est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R.
2. Pour tout a e R,

1P[B, > 2a] < P[A, > a] < 2P[B, > al.

3. Sila loi de A; admet une densité continue et bornée £, alors cette derniéere
vérifie I'inégalité f(a) < £(0)exp(—a?/2) pour tout a € R.

On trouvera la démonstration de ces affirmations dans [12].

6.4. La probabilitt de saut a linstant d(¢). Nous avons vu au Sec-
tion 5.2 que la probabilité pour que le processus A saute a l'instant d(¢)
est indépendante de ¢ € R’ et strictement comprise entre 0 et 1. Il serait
intéressant de connaitre sa valeur, c'est-a-dire de calculer P[Bg) = Byl

La encore, on peut se placer en un temps exponentiel indépendant du
mouvement brownien, et les théoremes de Ray-Knight permettent théo-
riqguement de répondre.

6.5. La mesure de Hausdorff de I'ensemble des zéros de B— AF. Dans [11],
Perkins a démontré que si #, désigne la mesure de Hausdorff associée a la
fonction ¢: t > /2t In[In¢], alors presque sirement, pour tout ¢ € R, et pour
tout x € R,

#,({s € [0, #[| B, = x}) = Lj.

Ce résultat, améliorant dans le cas du mouvement brownien un théoréme
énoncé par Taylor et Wendel [15] concernant les processus stables, fournit a
la fois la dimension exacte de Hausdorff des ensembles {s € [0, ¢[|B, = x}
et une interprétation des temps locaux comme mesure de Hausdorff de ces
ensembles.

A-t-on un résultat semblable pour I'ensemble des zéros de B— AF, a savoir:

H,({s€[0,¢[|By=Af})=L] 2
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Dans le cas ou le fermé F est discret, ce résultat est une conséquence directe
du théoréme de Perkins, car le processus AF est en escalier.

Remerciement. Je remercie les rapporteurs pour leurs suggestions qui
m’ont permis d’'améliorer la présentation de certaines démonstrations.
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