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PROBLEME DE SKOROHOD MULTIVOQUE

By EMMANUEL CEPA

Université d’Orléans

On prouve un résultat d'existence et d’unicité pour une généralisation
(par introduction d'un opérateur maximal monotone multivoque) du
probléme de Skorohod (avec réflexion normale) déterministe associé a un
convexe fermé D de RY. La formulation A partir des opérateurs maximaux
monotones multivoques permet de considérer des drifts singuliers ex-
plosant au bord du domaine. Cette “approche multivoque” clarifie la
connexion entre probléme de Skorohod et semigroupes nonlinéaires. En
guise d’application, on considére ensuite le cas stochastique: les équations
differentielles stochastiques multivoques sont ainsi revisitées. Par consé-
quent, cette contribution fournit une nouvelle méthode de construction
de diffusions réflechies normalement possédant un coefficient de dérive
discontinu, explosif.

An existence and uniqueness result is proven for a generalization (by
introduction of a multivalued maximal monotone operator) of the deter-
ministic Skorohod problem (with normal reflection) associated with a
closed convex D in RY The maximal monotone operator formulation
allows for drifts that blow up as one gets near the boundary. This
“multivalued approach” clarifies the connection between nonlinear semi-
group theory and the Skorohod problem. As a consequence, we discuss
then the stochastic case: multivalued stochastic differential equations are
thus revisited. Therefore, we give an alternative way to construct dif-
fusions with normal reflecting boundary conditions and discontinuous,
exploding drift.

1. Introduction. Lorsque Skorohod [14] construisit la solution d'une
équation différentielle stochastique sur R* réflechie en 0, il utilisa de fagon
essentielle les propriétés d’'une certaine application sur I'espace des fonctions
continues réeelles sur R*, a valeurs dans lui-méme. Cette application était
définie a partir d'un probléme déterministe associé a I'equation differentielle
stochastique: ce probléme a pris dés lors le nom de probléme de Skorohod et
I'application qui en découle, application de Skorohod. Explicitons la notion de
probléme de Skorohod (d'abord sur R*): étant donnée w continue sur [0; T],
T > 0, a valeurs dans R, telle que w(0) > 0, on appelle solution du probléme
de Skorohod sur R* de donnée w, tout couple de fonctions (x, k) satisfai-
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sant a

1. x ={x(t); 0 <t < T} continue, a valeurs dans R*;

2. k ={k(t); 0 <t < T} continue, a variation bornée (sa variation totale sur
[0; t] est notée |k|,), & valeurs dans R, k(0) = 0;
3.
(1.1) x(t) =w(t) —k(t) Vte[0;T]
4,
-
(1.2) L Lgs)> oy dIKls = 0.

Le but est donc, en ajoutant une certaine fonction k a la donnée w qui est
continue, a valeurs dans R, d'obtenir une fonction continue, a valeurs dans
R* de fagon minimale, c'est-a-dire k ne varie que lorsque c’est indispensable
c'est-a-dire si x = 0 [condition (4)]. En fait, dans ce cas particulier, la fonction
k est monotone et le probléme posséde une unique solution qui est connue
explicitement:

(1.3) k(t) =0A inf w(s); Xx(t) =w(t) =0 A inf w(s).
O<s<t O<s<t
L'application de Skorohod est alors définie sur (une partie de) I'espace des
fonctions continues de [0; T] dans R, noté C([0; T];R), de la fagon suivante:
I':C([0;T];R)—-C([0;T];R),
w — X.

(1.4)

Remarquons que cette application est ici lipschitzienne de constante de
Lipschitz 2. On peut étendre a tout domaine “suffisamment régulier” D de RY
la notion de probléme de Skorohod de la fagon suivante: étant donnée
w € C([0; T];RY) telle que w(0) € D, on appelle solution du probléme de
Skorohod (avec réflexion normale) sur D de donnée w, tout couple de fonc-
tions (x, k) satisfaisant a:

1. x = {x(t); 0 <t < T} continue, & valeurs dans D;
2. k={k(t); 0 <t < T} continue, & variation bornée, a valeurs dans RY,
k(0) = 0;

3.

(1.5) x(t) =w(t) —k(t) Vte[0;T];

4.,

(1.6) fOT Lixs) 2 oy dIKls = 0;

5.

(1.7) k(t) = [‘n,dlkls  Vte[0;T],
0

avec pour dlk|-presque tout s €[0;T], ngy appartient a I'ensemble des
normales extérieures unitaires a D au point du bord x(s).
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Cette derniére condition (qui était bien str inutile en dimension 1) précise
dans quelle direction la fonction k agit pour repousser x a l'intérieur du
domaine D, ici selon les normales du domaine. L'unicité pour ce type de
probléme est obtenue facilement et pour ce qui est de I'existence plusieurs
résultats sont connus, en particulier, [15] obtient I'existence d’'une solution
pour tout domaine convexe D satisfaisant une condition supplémentaire qui
est en particulier vérifiee si d =2 ou D borné. Quant a [12], il prouve un
résultat d'existence pour tout domaine D satisfaisant une condition uniforme
de sphére extérieure, la condition introduite par Tanaka et une hypothése de
type “régularité du domaine” (dite d’admissibilite). Ensuite, [13] a demontré
que l'on pouvait supprimer la condition d'admissibilite dans le probléme
considéré par Lions et Sznitman. Dans chacun de ces cas, on peut ensuite de
nouveau définir I'application de Skorohod comme pour R*.

Examinons de plus prés le cas ol D est un convexe fermé de RY Remar-
quons que, d'aprés (1.7), la mesure dk est construite sur le cone normal
extérieur a D: l'application multivoque (i.e., a valeurs dans I'ensemble des
parties de RY) 7: x — =, (oU m, est le cGne normal extérieur a D en x) est le
sous-differentiel de la fonction convexe (s.c.i.) valant 0 sur D et +« en dehors
de D (appelée fonction indicatrice de D). Or, le sous-differentiel d’une fonc-
tion convexe (s.c.i.) est un cas particulier dopérateur maximal monotone
multivoque: il peut donc paraitre intéressant d'étendre la problématique
précédente a de tels opérateurs. Signalons que la maximalité est nécessaire
pour permettre une formulation variationnelle simple du probléme (en
termes de produit scalaire). Par conséquent, on se propose dans la suite
d'étendre la notion de probléme de Skorohod a n’importe quel opérateur
maximal monotone multivoque de R® (nous parlerons alors de probléme de
Skorohod multivoque), c'est-a-dire, plus nécessairement sous forme de sous-
differentiel de la fonction indicatrice d'un convexe fermé et de prouver
I'existence et l'unicité d’'une solution a ce probléme. L'introduction d'opérateurs
maximaux monotones multivoques permet surtout de considérer des coeffi-
cients de dérive discontinus, explosant au bord du domaine (voir aussi [9]
pour ce type de probléme). Il faut noter que dans tout l'article, seul le
probléme de réflexion normale est abordé (on ne considére pas la situation ot
la réflexion est oblique); par conséquent, dans toute la suite, le qualificatif
“avec réflexion normale” sera toujours sous-entendu lorsque I'on parlera de
réflexion ou de probléme de Skorohod.

Aprés avoir complétement résolu le probléme déterministe, on considére la
version stochastique du probléme de Skorohod multivoque. Plus précisement,
étant, données b: RY > RY et o: RY > RY® RY applications Lipschit-
ziennes, on s'intéresse a la résolution de I'équation différentielle stochastique
“multivoque” associée a un opérateur maximal monotone multivoque A de
RY, d € N*, c'est-a-dire, formellement, du type

dX + A(X,)dt 2 b( X,)dt + o ( X,)dW,,
(1.8) o
Xo = X, € D(A).
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En fait, le probléme d'existence et d'unicité pour (1.8) a déja été compléte-
ment résolu en dimension d = 1 par Lépingle et Marois [11] puis en dimen-
sion (finie) d quelconque par l'auteur (1994) dans [5]. Pour montrer l'exis-
tence d’'une solution dans [5], on avait considéré un probléme approché (défini
a partir des approximées Yosida de A) puis passé a la limite au sens de la
convergence en loi en utilisant la pseudo-topologie de Meyer-Zheng sur
I'espace des trajectoires cadlag et le fait que la convergence au sens de cette
topologie implique la convergence uniforme a un changement de temps preés.
On obtenait ainsi une solution faible du probléme et, finalement, on avait
conclu gu'il y avait existence forte grace a I'unicité trajectorielle (analogue au
cas unidimensionnel) et au théoréme de Yamada-Watanabe (étendu au cas
multivoque). Cette premiére méthode de démonstration de I'existence était
par conséquent une méthode de type pénalisation-compacité. On se propose
de donner une deuxiéme démonstration de I'existence d'une solution forte
pour (1.8) avec A opérateur maximal monotone multivoque de RY et b, o
Lipschitziens, de fagon élémentaire; on va, en effet, construire directement
sur l'espace probabilise donné une solution forte en utilisant seulement
I'existence d’'une solution au probléme de Skorohod déterministe (voir plus
haut) et une méthode de point fixe due a [8]. M@me si le résultat d'existence
pour (1.8) avait été obtenu par une autre méthode, la présente méthode
semble plus directe, éléementaire, mieux adaptée au probléme et surtout elle
améliore considérablement la connaissance que lI'on a de la solution X en
fournissant par exemple “gratuitement” un résultat de grandes déviations en
dimension 1.

Le résultat fondamental d'existence et d'unicité fortes pour les équations
differentielles stochastiques multivoques présente deux intéréts essentiels
(voir la Section 5 pour plus de détails).

1. 1l permet la construction de diffusions réflechies dans un domaine D de R®
qui posseédent un coefficient de diffusion déegénéré et un coefficient de
dérive discontinu, explosant au bord du domaine D.

2. 1l fournit un support théorique pour la modeélisation d’'une vaste classe de
systémes de particules en interaction via un potentiel singulier (de type
electrostatique par exemple) et pour I'étude des propriétés qui s’y rat-
tachent: probléme de collision des particules, comportement du systéme
lorsque le nombre de particules tend vers I'infini.

Signalons que le lecteur pourra trouver dans [5] une introduction aux
équations differentielles stochastiques multivoques avec de nombreux rappels
et références ainsi que I'exposé de la démonstration d'unicité trajectorielle
pour (1.8) et la premiére méthode pour démontrer I'existence (forte) pour
(1.8). Plus généralement, tous les résultats figurant dans [5] et le présent
article forment un résumé d'une partie des résultats obtenus par l'auteur
dans sa thése [4]. On renvoie le lecteur a [4] pour une rédaction plus détaillée
et/ou pour d'éventuels compléments sur le sujet.

L'article sera organisé de la fagon suivante. On donne dans la Section 2 les
principaux résultats sur les opérateurs maximaux monotones multivoques de
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RY (définitions, exemples, propriétées éléementaires, approximation par des
opérateurs univoques) qui seront nécessaires pour énoncer précisement le
probléme de Skorohod puis pour prouver I'existence et I'unicité d’'une solution.
Dans la Section 3, on définit rigoureusement la notion de probléme de
Skorohod multivoque, puis on énonce le résultat principal de cet article, a
savoir le théoréme d'existence et d'unicité d'une solution pour ce probléme.
Dans la Section 4, on démontre ce théoréme d'existence et d'unicité. La
formulation du probléme stochastique telle quelle a été faite dans (1.8) est
purement formelle et n'a pour seul but que de donner une idée du probléme
posé au lecteur: une formulation précise est donnée dans la Section 5, puis on
donne dans la Section 6 une nouvelle démonstration de I'existence d'une
solution forte pour les équations differentielles stochastique multivoques en
dimension finie quelconque en appliquant les résultats déterministes essen-
tiellement. Dans la Section 7, on développe quelques compléments sur le
probléme de Skorohod multivoque (déterministe et stochastique) dans le cas
particulier de la dimension 1.

2. Opérateurs maximaux monotones multivoques. On renvoie le
lecteur a [5], et surtout a l'ouvrage de Brézis [3], pour des résultats plus
complets sur les opérateurs maximaux monotones multivoques. Dans toute la
suite, d est un entier naturel non nul fixe.

DErFINnITION 2.1. (i) On appelle opérateur multivoque (par opposition aux
opérateurs habituels ou “univoques”) de RY toute application A de RY dans
P(RY), ot P(RY) désigne I'ensemble des parties de RY. Le domaine de A est
I'ensemble
(2.1) D(A) = {x € R A(x) # J}.

Un opérateur multivoque de R? est complétement déterminé par la donnée
de son graphe défini par
(2.2) Gr(A) ={(x,y) e R*: x e R? ye A(X)}.

(ii) Un opérateur multivoque A de RY est dit monotone si et seulement si

(2.3) (Y1 = Y2, X3 =% 20 V (X1, Y1), (X2, Y2) € Gr(A),

ol (-, ) est le produit scalaire usuel de RY.

(iii) Un opérateur monotone multivoque A de R est dit maximal mono-
tone s'il est maximal (pour linclusion des graphes) dans I'ensemble des
opérateurs monotones multivoques, c'est-a-dire A est maximal monotone si et
seulement si A est monotone et pour tout (x, y) € R?? tel que

(2.4) (y=v,x=u)>0 V(u,v)eGr(A),
alors y € A(x).
ProposiTION 2.2 (Exemple fondamental). Soit ¢ une fonction convexe de

RY, c’est-a-dire une application ¢:RY—]—oc; +oo] telle que o(tx + (1 —t)y) <
to(x) + (1 — t)e(y), pour tous x, y € RY, t € [0;1]. On appelle domaine ef-
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fectif de ¢ I’'ensemble dom(e) = {x € R% ¢(x) < +} et on dit que ¢ est
propre (resp. strictement propre) si dom(¢) est non vide (resp. dom(¢p) est
d’intérieur non vide). On appelle sous-differentiel de ¢, noté d¢, I'opérateur
multivoque de RY défini par son graphe de la fagon suivante:

(25) (x,y) €Gr(dgp) @ ¢(x) < ¢(z) +{y,x—2z) VzeR%

Avec les définitions précédentes, le sous-differentiel d'une fonction convexe,
semicontinue inférieurement (s.c.i. en abrégé), propre de RY est un opérateur
maximal monotone multivoque de R

Cas particulier. Sous-differentiel de la fonction indicatrice d'un convexe
fermé. Soit D un convexe fermé non vide de R On appelle fonction indica-
trice de D, notée I, la fonction définie par

[0, si x e D,
(2.6) lo(x) = {+oo, si x & D.

On vérifie facilement que 1, est une fonction convexe, s.c.i., propre (elle est
strictement propre si Int(D) # &) avec dom(1,) = D.
On a alors pour tout x dans D,

(2.7) dlp(x) ={yeR%(y,z-x)>0,V z €D},
c'est-a-dire,

g, sixeD,
(2.8) alp(x) = { {0}, sixeInt(D),

II si x € 9D,

X1

ol I'on a noté I1, le cone normal extérieur a D en X.

Notations. On peut montrer (voir [3]) que pour tout x € RY, A(x) est un
convexe fermé de RY; ceci permet de définir I'opérateur (univoque) A(x) =
Proj o ,,(0), x € R, ol pour tout convexe fermé C de RY, proj. désigne la
projection sur C et proj(0) = §, avec § un point a l'infini de RY, fixg, et pour
lequel on prendra |8| = +. Par conséquent, pour tout x € RY A(x) est
I'eléement de norme minimale de A(x); on aura donc I'équivalence x € D(A)
o |A(X)| < oo

PrOPOSITION 2.3. Soit A opérateur maximal monotone multivoque de R¢.
Alors A est borné au voisinage de tout point intérieur a D(A); c’est-a-dire,
pour tout x € D(A), il existe un voisinage V de x tel que

(2.9) U A(X)

x'eV

soit une partie bornée de RY En particulier, A est borné sur tout compact
inclus dans Int(D( A)).
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ProposITION 2.4 (Approximation Yosida “multivoque”; voir [3] pages 23, 27,
28). Soit A opérateur maximal monotone multivoque de RY. Il existe une
suite (J,,, A,) d’opérateurs univoques vérifiant:

(i) J, (nieme résolvante) est une contraction (univoque) définie sur RY
tout entier, a valeurs dans D(A). De plus,

(2.10) J.(Y) 7= Projsa(y)  VyeRS;

(i) A, (nieme approximée Yosida) est un opérateur maximal mono-
tone (univoque) défini sur R® tout entier, Lipschitzien de rapport n, A, =
n(l —J3,);

(iii) pour touty € D(A),

(2.11) An(Y) 752 A(Y),
avec |A(y)[1[A°(y)| quand n 1 o;
(iv) pour tout y & D(A),
(2.12) |A(Y)|T +© quandn?e;
(v) pour touty € RY, A (y) € A(J,(y).

3. Probléme de Skorohod associé a un opérateur maximal mono-
tone multivoque.

3.1. Données.

1. d € N*;

2. A opérateur maximal monotone multivoque de R tel que
(3.1) Int(D(A)) # J;

3.T>0;

4. w = {w(t); 0 < t < T} continue, a valeurs dans R?, w(0) € D( A).

On note C([0; T];RY) (resp., CP([0; T];RY), p € N* U {+x}) I'espace des
fonctions continues (resp. de classe CP) sur [0;T] & valeurs dans RY et
CA(0; TI;RY) le sous-ensemble fermé de C([0; T];R?) formé des fonctions w
telles que w(0) € D( A).

3.2. Enoncé du probléme. On cherche un couple de fonctions (x, k) telles
que:

1. x = {x(1); 0 < t < T} continue, & valeurs dans D( A);

2. k ={k(t); 0 <t < T} continue, & variation bornée, a valeurs dans RY,
k(0) = 0;

3.

(32) x() =w(t) —k()  Vte[0T],

4. pour tout couple de fonctions («, 8) continues sur [0; T], a valeurs dans R¢
telles que

(33) (a(u), B(u)) €Gr(A) Vues[0T],
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la mesure
(3.4) {(x(u) — a(u), dk(u) — B(u)du)
est positive.

Le probléme précédent est noté S(A,w, T).

3.3. Cas particulier. La proposition suivante montre que le probléme
S(A,w, T) est bien une généralisation du probléme de Skorohod associé a un
convexe fermé de RY défini dans [15].

ProposITION 3.1. Soit D un convexe fermé d’intérieur non vide de RC.
Alors le probléme S(ly,w, T) est équivalent au probléme de Skorohod associé
a (D, w, T) défini dans [15].

DEMONSTRATION. Remarquons tout d'abord que, d’'aprés le Lemma 4.8 et
le fait que pour A = I, l'opérateur A° est I'opérateur identiqguement nul sur
D, la condition 3.2(4) est équivalente a la condition suivante [qui sera notée
3.2(4)]; pour toute fonction « continue sur [0; T], a valeurs dans D, la me-
sure

(3.5) (x(u) = a(u), dk(u))
est positive. On va en premier lieu démontrer que toute solution (x, k) de

S(lp,w, T) est solution du probléme &tudié dans [15]. On commence par
montrer que (x, k) vérifie la condition (1.6) de Tanaka; c'est-a-dire,

T
(3) fo H{X(S)e Int(D)} dlk[s = 0.

Soit ]t;; t,[ une composante de l'ouvert {s € [0; T]; x(s) € Int(D)}. Il suffit de
montrer que k est constante sur [ a; b] puor tous t; < a < b < t,. On pose
(3.7) V ={x(s);se[a;b]}.
La partie V est un compact inclus dans lI'ouvert Int(D), donc il existe & > 0
tel que
(3.8) {z e RY: dist(V, z) < &} C Int(D),
ou l'on a noté dist(V, z) la distance entre V et z. Soient e € RY, le| =1 et
a <s <t<x<b. Enappliqguant la condition 3.2(4’) avec

a(u) = x(u) + ee,
puis

a(u) = x(u) — ee,
on peut écrire

(3.9) [, dk(u)) =0,
c'est-a-dire,
(3.10) (e, k(t) — k(s)) =0,
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puis
[k(t) — k(s)| =sup{(e, k(t) —k(s)); e R |e] =1}
=0,

d'oul le résultat. Il reste a voir que (x, k) vérifie la condition (1.7) de Tanaka;
c'est-a-dire,

(3.11) k(t) = [‘n,dlkls  Vte[0;T],
0

avec pour d|k|-presque tout s € [0; T], n, appartient & I'ensemble des nor-
males extérieures unitaires a D au point du bord x(s). Il est classique que k
peut s'ecrire sous la forme (3.11) avec |Ing| = 1; il faut s'assurer que pour
dlk|-presque tout s € [0;T], n, appartient a I'ensemble des normales ex-
térieures unitaires a D au point du bord x(s). Or la condition 3.2(4")
appliguée pour a(u) = a, a quelconque dans D, donne pour tous 0 < s <
t<T,

(3.12) JH(x(u) = a,np dikly = 0,
d’ou
(3.13) (x(u) —a,ny) =0 VaeD,dk-p.p.,

ce qui implique bien le résultat voulu par «.

Réciproquement, il faut prouver que toute solution du probléme considéré
dans [15] résout le probléme S(l,,w, T); ceci est immédiat car pour toute
fonction « continue sur [0; T], a valeurs dans D, on peut écrire, si 0 < s <
t<T,

(3.14)  [{(x(u) = a(u), dk(u)) = [(x(u) = a(u),n,) dlkly >0,

puisque pour dl|k|-presque tout u € [0;T], n, appartient a I'ensemble des
normales extérieures unitaires a D au point du bord x(u). O

3.4. Résultats.

THEOREME 3.2. Pour tous d € N*, A opérateur maximal monotone multi-
voque de RY vérifiant (3.1), w € C,([0; T];RY), il existe une unique solution
(x, k) du probléme S(A,w,T). De plus, I'application
[:CA([0; T]; R —»C([0; T]; RY)

w — X,

(3.15)
est continue ( pour la topologie de la convergence uniforme).

4. Démonstration de I'existence et I'unicité: cas déterministe.

Convention. Dorénavant, dans les calculs, toutes les constantes, dont la
valeur n'a pas lieu d'8tre précisée, seront notées indifferemment C.

Nous allons démontrer le théoréme précédent en plusieurs étapes.
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4.1. Etape 1. unicité.

ProposiTION 4.1. Soient (X, k), (x’, k') des fonctions continues sur [0; T],
a valeurs dans RY, telles que k, k' & variation finie, x, X' a valeurs dans
D(A) et

(4.1) (x(u) — a(u), dk(u) — B(u)duy > 0,
(4.2) (x'(u) — a(u), dk'(u) — B(u)du) > 0,
pour tout couple de fonctions («, 8) continues vérifiant
(4.3) (a(u),B(u)) € Gr(A) VYuel[0;T].
Alors la mesure

(4.4) (x(u) = x'(u), dk(u) — dk'(u))

est positive sur [0; T].

DEMONSTRATION.  Soient (x, k), (x/, k') vérifiant les hypothéses de la Pro-
position 4.1. Pour n € N*, prenons

(4.5) 2 — J(M)
(4.6) gm = AH(M),

alors o™, B continues et (a™(u), B™(u)) € Gr(A) car A (y) € A(J,(y)
pour tout y dans R® d’aprés la Proposition 2.4(v).
En appliquant (4.1) et (4.2) pour (a‘™, B8(M), n € N*, on peut &crire

(47) O0< <x(u) - J"(M)' dk(u) — An(w) du>,

w5) 0 -5 LULX )W) )

,dk'(u) —An(

d'ol en ajoutant et retranchant (x(u) + x’(u)) /2 dans le premier membre de
chacun des produits scalaires, on obtient, grace a la relation A, = n(1 — J,,)
(voir Proposition 2.4),

0 < <x(u) —x'(u) . iAn(x(u) +x’(u)),
2 n 2

(4.9) /
x(u) + x'(u) ) du>,

dk(u) —An( >
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0 < <x’(u) — x(u) . iAn(x(u) +x’(u)),
2 n 2

(4.10) ,
x(u) + x'(u) ) du>,

2

puis en sommant les équations (4.9) et (4.10) ainsi obtenues

2 An(x(u) + X' (u) )‘2 du

dk'(u) — An(

1
Os5<x(u)—x’(u),dk(u)—dk’(u)>—; 5

par conséquent
(x(u) = x'(u), dk(u) — dk'(u))

. _2<x(u) + x'(u) _J (x(u) J;x’(u))

> n , dk(u) +dk’(u)>,

puis en passant a la limite quand n — < d'aprés la convergence

(4.11) In(X) 752 Projga( X)

rappelée dans la Proposition 2.4, et, grace a la convexité de D( A) (voir [5]),
x(u) +x'(u

012 KOO

on obtient le résultat voulu aprés application du théoréme de convergence
dominée de Lebesgue via le caractére contractant de J,. O

PropPosITION 4.2. Le probléme S(A,w, T) posséde au plus une solution.

DEMONSTRATION.  Soient (x, k), (x', k') deux solutions du probléme S(A,
w, T). On peut écrire, grace a la Proposition 4.1,

[x(1) =X (0 = =2[(x(u) = x'(u), dk(u) — dk(u)

<0,
d'ot x = x’ et donc par difference k = k'. O

La démarche utilisee dans la suite pour prouver I'existence d'une solu-
tion de S(A,w, T) s'apparente a celle utilisée dans [15], [12] et [13]. On dé-
montre d'abord I'existence d'une solution pour un ensemble de données
w,(C*([0; T]; RY)) dense dans C([0; T1; RY), puis on obtient une estimation a
priori uniforme de |k,|t qui permet de construire une solution par passage a
la limite dans S(A, w,, T). Cependant, dans notre situation, on doit en plus
“gérer” I'eventuelle singilarité de A au bord (penser simplement a A = do
avec ¢ fonction convexe explosant au bord de son domaine effectif).
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4.2, étape 2: estimations a priori.

ProposITION 4.3.  Soient w,w' € C,([0; T];RY). Si (x, k) et (x', k') sont,
respectivement, solutions de S(A,w, T), S(A,w’,T) alors

(4.13) Ix — x|l < llw— wI"?(llw — Wl + 4]kl + 4lk'|+)"?,

ol I’on convient de noter pour f € C([0; T]; RY), g a variation finie sur [0; T],

(4.14) I fll= sup |f(t)],

O<t<T
p—-1
lglt = sup{ X [9(tiy1) —9(t)];
i=0

(4.15)
O<s=t, <ty < <t,=t<T,peN},

lgl=1gl? Vvte[0;T].

DEMONSTRATION. Pour tout 0 <t < T, on peut écrire d'aprés (3.2) et la
Proposition 4.1,

[x(t) = X ()" =|w(t) = w ()" +]k(t) — K'(t)[
—2(w(t) —w(t), k(t) — K'(1))

—|w(t) —w(t)]* + 2fot<k(s) — K'(s), dk(s) — dKk'(s))
—2[X(w(t) = w(s) - w(t) +w(s), dk(s) — dk(s))
0
—2/t<w(s) —w'(s),dk(s) — dk'(s))
0
=Iw(t) = w/(D)° = 2[(x(s) = x(s), dk(s) ~ dk'(5)

—2[Y(w(t) = w(s) - W(t) + w(s), dk(s) - dK'(s))
0

< llw = wll* + 4w — wli(klr + [Klr),

d’ou le résultat. O

PropPosITION 4.4. |l existe a € RY, y > 0, u > 0 (ne dépendant que de A)
tels que pour toute w € C,([0; T];R?), si (x, k) est solution de S(A,w,T)
alorspourtous0 <s<t<T,ona

(4.17) /:( x(u) — a, dk(u)) > ylkl; — ,u/stlx(u) —aldu — yu(t—s).
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DEMONSTRATION.  Soient a € Int(D(A)) [non vide par I'hypothése (3.1)],
v > 0 tel que B(a, y) C Int(D(A)) et

(4.18) n =sup{lyl; y € A(x), x € B(a,v)}.

D’aprés la Proposition 2.3, on a 0 < u < ». Pour tout e € RY, |e| =1, on a
puisque (x, k) est solution de S(A,w, T) et par définition de u,

(x(u) —a— vye,dk(u)) >(x(u) —a— ye, A°(a + ye) du
> —(p/x(u) —al + uy) du.
Soit0 <s=t,<t; < -+ <t,=t<T une subdivision quelconque de [s; t];
en utilisant I'estimation précédente, on peut écrire

(K(te0) = (1), = [**Ce, dk(u))
=y [MH(x(w) — a, dk(w)

=y [ x(w) — a - ye, dk(w)

IA

y? < x(u) — a, dk(u))

+py ™ |x(u) —aldu + pu(ti,; —t),

Giva

dont on déduit
|k(ti+l) - k(ti)l

sup{(k(ti,1) — k(t),e;ee R, el =1}

IA

y [T —asdk () +y [T x(w) - aldu

+ ot — ),
puis en sommant les inégalités obtenues

p—1 "
L [k(ti,s) —k(t)] = v [{x(u) ~ a dk(w)

t
+py ™t [Ix(u) - aldu + u(t-s)
S

et finalement, prenant la borne supérieure sur I'ensemble des subdivisions
de [s; t],
O<s=t, <t; < - <t,=t<T,

on tire

K[ < 7‘1/t<x(u) — a, dk(u)) + ,uy‘lftlx(u) —aldu+ pu(t—s). O
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PropPosITION 4.5.  On suppose que:

(i) (w,), suite de C,([0; T1;RY) telle que w, — ,_,.w dans C(0; T];R%);
(i) le probléme S(A, w,, T) admet une solution (x,, k,) pour tout n € N;
Gii) (x,,, k,) = ,..x, k) dans C([0; T]; R2%);

(iv) |k,lT < C pour tout n € N.

Alors (x, k) est solution de S(A,w, T).
DEMONSTRATION.  On a clairement x continue, & valeurs dans D( A), k
continue, a variation finie, k(0) = 0, x(t) = w(t) — k(t), 0 <t < T. Il reste a

montrer que la mesure (x(u) — a(u), dk(u) — B(u) du) est positive sur [0; T]
pour tout couple de fonctions («, 8) continues, & valeurs dans R¢ et telles que

(4.19) (a(u),B(u)) €Gr(A) VYuel[0;T].

Pourtous neN*, 0<s<t<T,ona

(4.20) f:< x,(u) — a(u), dk,(u) — B(u) du) > 0.

On aura besoin dans la suite du lemme suivant (voir [13] pour une démon-
stration):

LEMME 4.6. Soient (k™) une suite de fonctions k™: [0; T] -» RY, d € N*,
continues a variation finie telles que:

() sup k™|t < C < o;
(i) k'™ - _ _k uniformément sur [0; T;

(), une suite de fonctions f(M: [0; T] - R? continues telles que
(i) f™ - _ _f uniformément sur [0; T].

Alors pourtous 0 <s<t<T,ona
(4.21) JHEO(), dk () == [(F(u), dk(u)).
S S

Il suffit alors de passer a la limite dans (4.20) en utilisant les convergences
(iii), 'estimation uniforme (iv) et le Lemme 4.6 pour obtenir

(4.22) JH(x(u) = a(u), dk(u) - B(u) du) = 0. O

4.3. I'Etape 3: approximation.

PROPOSITION 4.7.  Pour toute w € C*([0; T];R%) N C,([0; TT; RY), il existe
une unique solution du probléme S(A,w, T).
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_ DEmonsTRATION.  Pour f € CH([0; T]; R?) (resp. f € C2([0; T]; R?)), on note
f (resp. f) la dérivée premiére (resp. seconde) de f. Soit w € C*([0; T];RY) N
CA(0; T];R%). On considére pour tout n € N* le probléme approché

)-(n(t) = W(t) - An(xn(t))’
X,(0) = w(0),

qui posséde une unique solution x,, € C1([0; T];RY) car A, Lipschitzien.
Soit h > 0. Pour 0 <t < T — h, on pose

(4.24) Xh(t) = x,(t+ h); w'(t) = w(t+ h),
de telle sorte que X}, est solution de

X(t) = W(t) = Ag(xy(1),

Xn(0) = x,(h).
Soit ¢ > 0. Pour 0 <t < T — h, on pose

(4.23)

(4.25)

, 2 1/2
(4.26) D(t) = (| x,(t) = xp (V)" + &)

En utilisant (4.23), (4.25) et la monotonie de A, on obtient
(4.27) d(t) <|W(t) — W (t)l,

dont on déduit
[ Xa(1) = Xp(1)| < (1)
< ®(0) + [d(s) ds
0
! 2 172 t . !
< (1 %(0) = X,(0)[* + ¢) +/0|w(s) — W (s)|ds.
En faisant £ — 0 dans l'inégalité précédente, on tire
t a ar
(4.28)  [xp(t) = X ()] <[x,(0) = x,(0) | + fo [W(s) —w(s)|ds,
c'est-a-dire,
t, . -
(4.29) | x,(t+h) —x,(t)| <|x,(h) = x,(0)] + fo |W(s + h) —(s)|ds,
puis divisant par h > 0 et faisant tendre h vers 0,
. . t..
[%a()] <[ %:(0) | + [ 1W(s)| ds

<1W(O)| +| Ay(w(0)| + [ |3i(s)| ds

<|Ww(0)| +|A°(w(0>)|+f0‘|ms>|ds,
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que l'on peut écrire

(4.30) X (t)|<C=C(A,wW,T) VneN*
On en déduit les majorations

(4.31) [x(t)|<C=C(A,w, T) VneN*,

et d'aprés (4.23) et (4.30),

(4.32) |AL(xa(1))]<C=C(A,wW,T) VneN*
On définit

(4.33) ko (t) = fotAn(xn(s)) ds, O<t<T;neN*

D’aprés les estimations (4.30), (4.31) et le théoréme d'Ascoli, on peut affirmer
qu'il existe x, k € C([0; T];RY) telles que, a extraction prés d’'une sous-suite,

(4.34) (Xn, Kp) === (x, k) dansC([0;T]R??).

A laide de (4.32), (4.34) on déduit que k a variation finie, k(0) =0 et
x(t) = w(t) — k(t). Il reste a voir que x est a valeurs dans D( A) et la
positivite de la mesure {x(u) — a(u), dk(u) — B(u) du). S'il existait t,
[0;T] tel que x(t,) ¢ D(A) alors d'aprés la Proposition 2.4 (utiliser la
croissance par rapport a n de |A(2)], z € RY), on aurait

(4'35) |An(xn(t0))| o T

n—o

ce qui est impossible d’aprés la majoration uniforme (4.32), d'ou x(t) € D( A)
pour tout 0 <t < T. Remarquons que l'inégalité (4.32) donne

(4.36) k,Jr <C VneN*

On va prouver tout d'abord que pour toute fonction continue o’ sur [0;T] a
valeurs dans D(A) et telle que

(4.37) [T 1A () | <+
la mesure
(4.38) (x(u) — a’(u), dk(u) — A°(a'(u)) du)

est positive sur [0; T ]. Puisque (x,,, k,,) est solution de S(A,, w, T) pour tout
n € N¥, on peut écrire

(4.39) [ xa(u) = @’ (), diy(u) = A(e'(u)) du) = 0.

En utilisant la convergence de (x,, k,) vers (x, k) dans C([0; T]R?%), I'esti-
mation uniforme |k, |t < C et le Lemme 4.6, on obtient

(440) [(xy() = @’ (u), dko(u) 7=z [(x(u) = o(u), dk(u),
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puis a l'aide de (4.37), de I'estimation

(4.41) | An(a' ()] <[ A°(a'(u))]
(donnée par la Proposition 2.4) et le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue, on peut écrire

[ (xa(u) = a'(u), Ay(a’ (1)) du)
(4.42) s

— f:< x(u) — o' (u), A% a'(u)) du).

Finalement, en passant a la limite dans (4.39) via les convergences (4.40) et
(4.42), on obtient

(4.43) [:< x(u) — a'(u), dk(u) — A°(&’(u)) du) > 0.

En utilisant (4.43) et le lemme suivant, on va obtenir que la mesure
(4.44) (x(u) — a(u), dk(u) — B(u) du)
est positive pour tout couple de fonctions («, 8) continues vérifiant
(4.45) (a(u), B(u)) € Gr(A) Yue[0;T],
ce qui termine la démonstration de la Proposition 4.7. O
LEMME 4.8. Soit (x, k) couple de fonctions continues telles que x a valeurs
dans D( A), k a variation finie et
(4.46) (x(u) — a'(u), dk(u) — A°(a’(u)) du) > 0,

pour toute fonction continue o' sur [0; T] a valeurs dans D(A) et vérifiant
(4.37). Alors pour tout couple de fonctions («, 8) continues vérifiant

(4.47) (a(u),p(u)) €Gr(A) VYuel0;T],
la mesure
(4.48) {(x(u) — a(u), dk(u) — B(u) du)

est positive sur [0; T].

DEMONSTRATION. Soit (a, B8) couple de fonctions continues telles que
(a(u), B(u)) appartient a Gr( A) pour tout 0 < u < T. On a donc pour toute
fonction continue o' a valeurs dans D(A) et vérifiant (4.37)

(4.49) (x(u) = a'(u), dk(u) — A°(a'(u)) du) > 0;
(4.50) (a(u) — a'(u), B(u) du — A°’(a'(u)) du) > 0.
Pour n € N* prenons

(4.51) a'(u) = JH(M).
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Alors o' est continue, a valeurs dans D( A) et satisfait (4.37) car

(4.52) fOT|A°(o/(u))|dusf0T AH(M)

daprés A, (y) € A(J,(y)) pour tout y dans R? [Proposition 2.4(v)], le fait que
A°(a'(u)) est par définition I'éléement de norme minimale de A(a'(u)), et la
continuité de A,, X, a. En appliquant (4.49) et (4.50) avec «’, on peut écrire

x(u) + a(u))
2

du < +oo,

(453) 0< <x(u) - Jn( ,dk(u) — A°(a’(u)) du>,
x(u) + a(u)

(454) 0< <a(u) - J(f) B(u) du — A°(a'(u)) du>,

d’'ol, en ajoutant et retranchant (x(u) + a(u))/2 dans le premier terme
de chacun des produits scalaires [en utilisant de nouveau la relation A, =
n(l — J,)1,

0 < <x(u) — a(u) +iAn(x(u) +a(u))'
2 n 2

(4.55)
dk(u) — A°(a’(u)) du>,
0 < <a(u) — x(u) . iAn( x(u) + a(u) )
2 n 2
(4.56)

B(u) du — A°(a’(u)) du>,
puis en sommant les équations ainsi obtenues,
1
0< E< x(u) — a(u), dk(u) — g(u) du)

2 </-\n( x(u) + a(u) ) A°(Jn( x(u) + a(u)

" n 2 2

n +
+<x(u) +oa(u) Jn(x(”) ; a(u) ),dk(u) + B(u) dU>

2
o A ()
donc

(4.58) <An(w),A°(JH(M))dU>ZO
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par définition de A°, d'ou
(x(u) = a(u), dk(u) — (u) du)

> —2<w - J(M) dk(u) + B(u) du>.

On passe ensuite a la limite quand n — +« dans I'equation précédente
exactement comme dans la fin de la demonstration de la Proposition 4.1. O

Notons que d'aprés I'unicité d’une solution obtenue pour S(A, w, T), toutes
les sous-suites convergentes de (x,,, k,) convergent vers (x, k) ou (x, k) est
I'unique solution de S(A,w, T). On en déduit qu'il y a convergence de toute
la suite

(4.59) (Xn: Ky) === (x, k) dans C([0;T];R?9).

n—o©

4.4, étape 4: estimation uniforme de |k|t.
ProposITION 4.9. Soit H partie relativement compacte de C,([0; T];R%)
[ pour la norme de la convergence uniforme induite par C([0; T]R9)] telle que

pour toutw € H, S(A, w, T) posséde une (unique) solution (x, k). Alors on a
I’estimation uniforme des variations totales suivante:

(4.60) lklr <C=C(A,H,T) VweH.

DEMONSTRATION. On reprend a, y, u donnés par la Proposition 4.4. On
peut écrire pour tous 0 <s<t<T

Ix(t) —al” =[w(t) —al" +|k(t)[* = Aw(t) —a k(1))
—w(t) = a” + 2 (k(u), dk(u)) - 2 (w(u) - a, dk(u))
0 0
=2 (w(t) - w(u), dk(u)
=lw(t) - af" - 2[{x(u) - a, dk(u))
0
- 2f0t<w(t) — w(u), dk(u)),

puis par difference, en utilisant successivement la Proposition 4.4 puis la
bornitude de H (Jlw|| < C’) et de I'intervalle de temps (0 < s, t < T < ),

|x(t) —al* —|x(s) - al*

=|w(t) - al* —|w(s) - al’ - 2/:<x(u> — a, dk(u))

+ 2[:<w(u) —w(s), dk(u)) — 2 k(t), w(t) — w(s))
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<|w(t) — s =|w(s) — af’ = 29K} + 2yu(t - s)
+2u [ [ x(u) = aldu + 2 [(w(u) - w(s), dk(u))
+2(x(t) —a+a—w(t),w(t) —w(s))
< 2(sup{lw(u) —w(Vv)|;Iv—ul < [t —sl} — y)lkls

+C+ Cllx — all

Puisque H est relativement compacte, on sait d’'aprés le théoréme d'Ascoli
gu'il existe n = n(H) > 0 tel que

(4.61) sup{lw(u)—W(v)|;|v—u|sn}<% VweH,
par conséquent, si |t — s| < 7,

(4.62) |x(t) —al® —|x(s) —a]® < C + Clix — all — Ik}

et, en particulier,

(463) |x(t) —al°—|x(s) —a’<C+Clx—al silt—sl<n.
Soit N € N* tel que Nn > T. On pose

(4.64) t=in, 0<i<N.

En utilisant I'inégalité éléementaire,

(4.65) ab < za’+1b> Va,beR

et I'estimation (4.63), on peut écrire pour tout 0 <t < T,

-1
[x(t) —al = L (Ix(t.) =" =[x(t) ~af)
+x(t) —a’ =|x(t,) - al" +|w(0) = af’
<N(C+Cllx—al) +C

Ix —al®> < C + Cllx — all
<C+C%2+|x-al?/2

Ix — all* < C.

En revenant a (4.62), on obtient
ylkl§ < C +|x(s) —al* + Cllx—all silt—s|<mn,
klf <C silt—s| <,

kl+ < ZIkIE:H

i

< NC. O
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4.5. Etape 5: fin de la démonstration du théordme. Soit w € C,(0;T];
RY). Par densité de C*([0;T;RY) dans C(0; T];RY), il existe une suite
w, € C*([0; T];RY) n C,([0; T1; RY) telle que
(4.66) w, »w dans C([0; T];RY).

Grace a la Proposition 4.7, il existe une unique solution (x,, k,) de S(A,
w,,, T) pour tout n. D'aprés les Propositions 4.3 et 4.9, on a

(4.67) X0 = Xpll < Cliw, = WllY? w752 0,
d'oll I'existence de (x, k) vérifiant
(4.68) (Xn, Ky) 752 (x, k) dans C([0; T]; R?9)

et puisque |k, |t < C par la Proposition 4.9, on peut conclure que (x, k) est
solution de S(A,w, T) grace a la Proposition 4.5. Finalement, on a demontré
que pour toute w € C,([0; T1; RY), le probléme S(A, w, T) posséde une unique
solution (x, k). Il est donc possible de définir I'application suivante sur
CA(0; TT; RY):

It Cu([0;TLRY) - C([0;T];RY)

4.69
( ) w — X.

D’aprés les Propositions 4.3 et 4.9, I'application T' est HGlderienne d'ordre
sur les compacts de C,([0; T]; R?) donc en particulier continue. Ceci termine
la demonstration du Théoréme 3.2. O

5. Cas stochastique (EDS multivoques): bases et enjeux. Etant don-
nées:

1. d € N*;
2. A opérateur maximal monotone multivoque de R? tel que
(5.1) Int(D(A)) # J;

3. (Q, F,{F}, P) espace probabilisé filtré vérifiant les conditions habituelles;

4. W ={W, F; 0 <t <%} mouvement Brownien d-dimensionnel standard
défini sur (Q, F,P) avec W, = 0;

5 b:RY—- R%et o: R - RY ® RY applications Lipschitziennes;

6. X, € D(A),

on cherche un couple de processus ( X, K) vérifiant:

() X ={X,, F; 0 <t <} processus continu, adaptgé, défini sur (Q, F, P),
a valeurs dans D( A) avec X, = X,, P-p.s.;
(i) K={K,, F; 0 <t <} processus continu, adapté, a variation finie,
défini sur (Q, F,P), a valeurs dans R¢, K, = 0, P-p.s.;
(i) dX; = b(Xp dt + (X, dW, — dK; 0 < t < », P-p.s;
(iv) pour tout douple de processus (a, 8), a ={a;, F; 0 <t <} et B =
{ B, F;; 0 < t < =} continus, adaptés, définis sur (Q, F,P), a valeurs dans RY,




SKOROHOD PROBLEM 521

verifiant

(5.2) (ay, By) €Gr(A)  VYue [0 +=[,
la mesure

(5.3 (X, — a,, dK, — B, du)

est P-p.s. positive sur R*.

Le probléme [(i), (ii), (iii), (iv)] sera note EDSMY(A, b, o, X,). Tout a fait
formellement, on I'&crira sous la forme

dX, + A(X,) dt 3 b(X,) dt + o( X,) dW,,

(54) Xo = X, €D(A).

On peut maintenant rappeler le résultat fondamental d'existence et d’'uni-
cité pour I'équation différentielle stochastique multivoque associée a un opér-
ateur maximal monotone multivoque de R¢: (cf. [4], [5]; voir aussi [2] lorsque
A = de). Pour tout d € N*, on a le théoréme.

THEOREME 5.1 (EDSMY). Pour tout opérateur maximal monotone multi-
voque A de RY vérifiant (5.1), tout t, € D( A), toutes applications b, o Lip-
schitziennes, il existe une unique solution du probléme EDSMY(A, b, o, X,).

Il est intéressant de noter que puisque I'on peut considérer en particulier
A sous la forme d¢ avec ¢ seulement convexe, s.c.i., strictement propre,
le Théoréme 5.1 donne un résultat d'existence et d'unicité fortes pour
des équations différentielles stochastiques possédant un coefficient de dé-
rive éventuellement trés singulier. Le Théoréme 5.1 permet en particulier
d’obtenir des diffusions qui sont réflechies dans un domaine D de R®
et qui possédent un coefficient de dérive discontinu et explosant au bord du
domaine D.

Gardons a l'esprit les cas particuliers de (5.4), lesquels montrent toute la
richesse de cette classe d’eéquations difféerentielles stochastiques.

1. Soient D un convexe fermé d'intérieur non vide de R® et A = ¢(1,). Dans
ce cas la solution X de (5.4) est une diffusion (pour les données b et o)
réflechie normalement dans le convexe D [voir Proposition (3.1)].

2. d = 1 et soient n un entier, n > 2, A = dgp avec ¢(x) = —((n — DIn x)/2
si x > 0 et +o sinon. On peut alors montrer (voir [11]) que le processus X
associé est un processus de Bessel de dimension n.

3. Soit d € N, d > 2. Pour tout x € RY, on note x = (x®, x®, ..., x¥) ses
composantes. On considére la fonction convexe s.c.i. strictement propre de
RY définie par

(55) o(x)= l<i<j<d
+ oo, sinon,

avec A > 0, et les coefficients b: RY - RY, o: RY » RY ® RY de la forme
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suivante:

(5.6) (b(x)V =b(x») VxeR%1<ix<d,
et

(5.7) gi(x) =8, 5(xV)  VxeR%1<i, j<d,

pour des fonctions b:R -> R, &: R - R convenables données.

On peut alors montrer (voir [6]) que I'équation differentielle stochastique
multivoque (5.4) associée a ces données s'écrit composante par composante,

dt

xt(l) — Xt(j) !
dt

)(52) — )(gi)’

dX® = B(X®) dt + 7(XD) dW® + LT
<j#l<

dX@ = B(X@) dt + 7(X@) dW® + A, ¥

1<j#2<d
dX® =b(XM) dt + F(XP)dw D + A, Y _
" =b(X) F(X{) dw, C ) ()
1<j#i<d t t
~ dt
dX{® =B(X®) dt + F(X@) WD + A Y ———o
l<j+d<d X = Xy

qui est un systéme d'équations difféerentielles stochastiques régissant le
mouvement sur la droite réelle de d particules chargées, soumises a un
champ extérieur b, a des perturbations aléatoires et en interaction via une
répulsion électrostatique.

Les équations difféerentielles stochastiques multivoques permettent donc
de modeéliser et d’etudier des systémes de particules en interaction avec un
potentiel d'interaction éventuellement trés singulier. On renvoie le lecteur a
[6] pour un exemple d'étude de ce genre de systémes de particules.

6. Démonstration de I'existence forte pour les EDS multivoques.
Nous allons donner maintenant, comme application du théoréme d'existence
et d'unicité pour le probléme de Skorohod multivoque, une deuxiéme démon-
stration (aprés celle donnée dans [5]) de la partie existence dans le Théo-
réme 5.1.

Il est connu que I'espace L2(Q; C([0; T];RY)) est un espace de Banach pour
la norme

(6.1) I 11 = B sup Ix,f).

0<t<T

et donc aussi pour chacune des normes

(6.2) Il XMllx=sup [e‘“[El/z( sup IXSIZ)}, A >0,

0<t<T O<s<t
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puisque, pour tout A > 0, les normes |- ||| et [l -[ll, sont équivalentes.
Oon note L2,(Q;C(0; T];RY) le sous-espace vectoriel fermé de L?(Q;
C(0; T];RY) formé des processus X qui sont {F}-adaptés, c'est-a-dire tels
que X, soit F-mesurable pour chaque t € [0; T ].

Soit Y ={Y,,F; 0 <t < T} un processus continu, adapté, défini sur (Q,
F,P), a valeurs dans RY. D’aprés le Théoréme 3.2, il existe un unique cou-
ple(Z,H),Z={Z,,F;0<t<T}, H={H, F;0 <t < T}, de processus con-
tinus, adaptés, définis sur (Q, F,P), a valeurs dans RY, tel que pour P-
presque tout o € Q, (Z.(w), H.(w)) soit la solution de

(6.3) S(A; Xo + /O'b(vs(w)) ds + (/O'a(vs) dWS)(w);T).

On pose alors
(6.4) F(Y) = Z.

PrOPOSITION 6.1. L'espace L2,(Q; C([0; T];RY)) est stable par F; c’est-a-
dire,

(6.5) F(L2(Q:C([0; TT;RY)))  L2g(Q: C([0; TT; RY)).

DEMONSTRATION.  Soit Y € L2,(Q; C([0; T]; R?)). On note comme précédem-
ment(Z,H), Z={Z,,F;0<t<T}, H={H,, F; 0 <t < T}, l'unique couple
de processus continus, adaptés, définis sur (Q, F,P), a valeurs dans R¢, tel
que pour P-presque tout w € Q, (Z.(w), H.(w)) soit la solution de

(6.6) S(A; Xo + [O'b(vs(w)) ds + (fo'a(vs) dWS)(w);T).

On souhaite montrer que Z = F(Y) € L2,(Q,C(0; T];RY). On reprend a, v,
w donnés par la Proposition 4.4. On pose (avec les conventions habitu-
elles)

(6.7) ,=infl0 <t <T:|Y| +1Z] > p}, p € N*,

Alors 7, est un {F}-temps d'arrét pour tout p € N* et 7, 7= quand p 1,

P-p.s. En utilisant successivement la formule d’Ito, la Proposition 4.4,
I'inégalité (4.65) et I'hypothése Lipschitz faite sur (b, o) et l'inégalité de
Davis, on peut écrire

|z

SATY

—al’=1x, —al* + ZfSM"< b(Y,),Z, — adu
0
+2[*" (o (Y,), 2, — @) dw,
0
—2["""(z, —a,dH) + [T Ptr(oo*(Y,)) du
0 0
<C+l-alf+cf Iz, —af du
0 P

FC Wy P dut2[7 (0 (Y,), 2, — @) aw,,
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E( sup IZSMp—aIZ) sC+Cf0t[E( sup 1Z,., . —alz)du

O<s<t 0<s<u

/S/wp(a-(Yu)' Zu - a> qu

+ 2[E( sup
0

O<s<t

|

<c+cliv?+ cf‘m( sup 12, — a|2) du
0

O<s<u
tA T 2 1/2
{/0 "lo(Y)] 12, — al® du} )

Or, en utilisant I'inégalité (4.65) et I'hnypothése Lipschitz faite sur o, on peut
obtenir la majoration

ot

< C[E( sup |Zsmp - al.(l + sup IYSI))

O<s<t 0<s<T

+C[E( sup IYSIZ)

0<s<T

+ CE

<c@+IlYI? + %[E( sup 1Z,,,,, ~ a|2),

O<s<t

d'ou, en revenant a l'inégalité précédente,

[E( sup 1Z,,,, - a|2) <CL+ Y2
O<s<t
(6.8) t
+Cf [E( sup |Z,,, —alz)du,
0 P

O<s<u
puis par le lemme de Gronwall,
6.9 [E( sup 12, , . |2) <C(L+ Y 1%)ecT,
(6.9) JSuP 1Ze s, ( )

et on conclut finalement a l'aide du lemme de Beppo-Levi en faisant p 1. O

ProposiTION 6.2. Pour A > 0 suffisamment grand, F est une contraction
de I'espace L2,(Q; C(0; T1;R) muni de || - Ill,; c’est-a-dire, il existe A, > 0
tel que pour tout A > A,, on peut trouver une constante 0 < C = C(b, o, T, V)
< 1 vérifiant

IFCY) = FCYD Il < CllY = Yl

(6.10) VY, Y e L%(Q;C([0; T];RY)).
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DEMONSTRATION. Soient A >0 et Y,Y’ € L2,(Q;C(0; T];RY). On note

a
(Z,H), z={Z,,F; 0<t<T}, H={H,F; 0 <t<T}, l'unique couple de
processus continus, adaptés, définis sur (Q, F, P), a valeurs dans RY, tel que
pour P-presque tout o € Q, (Z.(w), H.(w)) soit la solution de

(6.11) S(A; Xo + [ b(Yy(w))ds + (f'a(vs) dWS)(w);T),
0 0
et(Z',H), 2 ={Z,,F; 0<t<T}, H ={H{,F; 0 <t < T}, l'unique couple

de processus continus, adaptés, définis sur (Q, F,P), a valeurs dans R¢, tel
gue pour P-presque tout w € Q, (Z'(w), H/(w)) soit la solution de

(6.12) S(A; Xo + fo'b(vg(w))ds + (fo’a(v_;) dWS)(w);T),

de sorte que

(6.13) F(Y)=Z, F(Y)=2.

Pour p € N*, on pose

(6.14) 7, =infl0 <t < T, + Y| + [Z,] + 1Z}] = p}.

Alors 7, est un {F}-temps d'arrét pour tout p € N* et 7,1 quand p T%

P-p.s. D'aprés la formule d'It9, la Proposition 4.1, I'hypothése Lipschitz sur
(b, o), l'inégalité (4.65), I'inégalité de Davis, on peut écrire

Zo0ny = Zins [ =2 [ (B(Y) = b(Y), 2, — Z0) du
+ 2o (V) = o (V). 2, - Zi) dw,
- 2[*""(z, - Z{, dH, — dH))
0
S/\1'p , I\
+f0 tr[{a(Y,) — o (YO Ho (Y,) — o (Y))'] du,
S S
Zes, —ZnnfsCf o= YilPdurcf 1z, — 2, du
+ 27 (Yy) = o (V). Z, — Z0) dw,,
0
[E( Sup |ZS/\Tp - ZIS/\TF,|2)
O<s<t

sCfOt[E( sup IYS—YS’IZ)du+CfOtE( sup 1Z,,,, — Z Iz)du

S/\Tp

O<s<u 0<s<u
+ 2E| sup | [ P(a (V) = o (Y)), 2y — ZW) dW, )
O<s<tl”0
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scfot ( sup |Y, —le)du+Cf ( sUp 1Zg,, — Zin, ) )du

O<s<u 0<s<u

1/2
tA T
+ CE {[OA Plo(Yy) — a(Y) |} 1Z, -z, du} )

Or, en utilisant de nouveau l'inégalité élémentaire (4.65) et I'hypothése
Lipschitz sur o, on peut obtenir la majoration

tAT 1/2
C[E({fo Plo(Y,) — a(Y) |1z, — Z,I? du} )

O<s<t

1/2
sC[E( sup 1Zg, . — Zs. )| {ftlo(Yu)—(r(Yu’)l2 dU} )
0

< %[E( sup 1Zg,,, — Zi,, |2) +Cf ( sup IYS—YS’IZ)du

O<s<t O<s<u
d’ol, en revenant a l'inégalité précédente,

E( Sup|ZSAT ZéA%|)

O<s<t

sc/ot(sup |Y—Y|)du+Cf (sup 1Zsrr) — Z;Mpl)du

O<s<u O0<s<u
puis par le lemme de Gronwall
(6.15) [E( sup 1Z,,,, —Zi,, |2) < CeC‘/t[E( sup Y, — YS’IZ) du
O<s<t 0 O<s<u

et on conclut finalement a I'aide du lemme de Beppo-Levi en faisant p 1% que
I'on peut écrire

(616) [ sup 1z, -z <c['E( sup IV, - ¥,I*) du
O<s<t 0 0<s<u
On en déduit
( sup |z, — Z! |2) < Cf ( sup Y, — YS’IZ) du

O<s<t O0<s<u

<Cf e2Me 2“‘[E( sup Y, — Y/ |2)

O0<s<u
- (c/otezw du) Y = Y712

< Ce?/A Y = Y'II,
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puis finalement,

Ilz-2zM%= sup e*“‘.[E( sup |Z, - Z;IZ)

o<t<T O<s<t

C/NIY =Y lIR,

IA

d'ou le résultat si I'on prend A\, = C = C(b, o, T). O

Choisissons A > Ay, oU A, est donné par la proposition précédente; on a
donc que F est une contraction de I'espace de Banach L2,(Q; C(0;T1;R?))
lorsque I'on munit L2,(Q; C(0; T;RY) de la norme ||| - [Il,. Le théoréme du
point fixe de Banach permet alors d'affirmer I'existence d’'un unique point fixe
X pour F. En particulier, X € L2,(Q;C(0; TI;R%), X = F(X) et il existe
K € L2,(Q; C(0; T1; R?)), & variation finie tel que pour P-presque tout o € Q,
(F(X)(0), K(w)) = (X(w), K.(w)) soit la solution de

(6.17) S(A; Xo + [O‘b(xs(w))ds + (‘/;).O'(XS) dWS)(w);T),

autrement dit (X, K) est solution du probléme EDSMY(A;b; o; x,) sur
[0; T]. Par la technique classique de recollement, on construit une solution du
probléme sur [0; +<o[. Ceci termine la démonstration de la partie existence
du Théoréme 5.1.

REMARQUE. L’unique solution (X, K) du probléme EDSMY(A; b; o; X,)
pourrait aussi &tre obtenue comme limite dans L2,(Q; C(0;T];R%)) de la
suite des itérées de Picard définie par

XD = F(XM); n e N¥,

(6.18)
XO® = x,.

7. Compléments en dimension 1.

7.1. Régularité de I'. On a montré dans le Section 4 que l'application de
Skorohod T associee a un opérateur maximal monotone multivoque A
de RY est Holderienne d'ordre 3 sur les compacts de C([0; T]; RY). La méme
régularité est obtenue par Lions et Snitzman [12] d'une part, et Saisho [13]
d'autre part dans le cas ol A est le sous-differentiel de la fonction indicatrice
d’un convexe fermé (sans autre hypothése) de RY. Dans [7], Dupuis et Ishii
obtiennent une caractérisation des convexes fermés de RY pour lesquels
I'application T est Lipschitzienne: ce sont les polyédres. En particulier, en
dimension 1, l'application de Skorohod associée au sous-difféerential de tout
convexe fermé de R est Lipschitzienne. On va montrer que ce résultat s'étend
a I'ensemble des opérateurs maximaux monotones multivoques de R.
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THEOREME 7.1. Soit A un opérateur maximal monotone multivoque de R
vérifiant (3.1). Alors I'application de Skorohod T associée a A par le Théoréme
3.2 est Lipschitzienne. Plus précisément, pour toutes w,w' € C,([0; T];RY),
on a l'estimation

(7.2) [T(w) —T(wW)| < 2[lw—w].
DEMONSTRATION.  Puisque C*([0; T];RY) N C,([0; T];RY) est dense dans

CA(0; TI;RY) et T continue, il suffit de prouver (7.1) pour w,w’ € C*([0; TI;
RY) N C,(0; T]; RY). Soient w,w' € C*([0; T];R%) N C,(0; T];RY). On pose

(7.2) x=T(w), X =T(o).

Si on note x, et x|, les solutions de S(A,,w,T), SCA,,w, T) respective-
ment, c'est-a-dire,

(1) = W(t) = Ag(Xa(1)),

(72 ,(0) = w(0).
- Xn(1) = W () = Ay(Xn(1)),
X,(0) = w'(0),
alors on sait que
Xn =2 X et X, —= X dansC([0;T];RY).

Il suffit donc de prouver

(7.5) Ix, = xpll < 2llw —w]|  VneN*,
autrement dit

(7.6) [x,(1) = xh(D)] <2[lw—w| Vte[0;T],VneN*
Soient n € N*, 0 <t < T. Le résultat est clair si t = 0 car

(7.7) | %,(0) = x,(0)| =|w(0) = W(0)| < lw — wl.

On peut donc supposer 0 < t < T et aussi bien str x,(t) # x},(t); admettons
par exemple que I'on ait x,(t) > x| (t). On pose

(7.8) G={0<s<t:x,(s)=xy(s)},
puis
(7.9) 7= max(sup G;0),

de telle sorte que

(7.10) Xn(S) = X;(s), T<s<t,
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et de plus, pour 7 = 0 comme pour 7> 0, on a
(1 (WD) =W (D) = (W(r) = w(2)) + (xa(7) = X(1))]
< 2[lw —w|.

On calcule alors en utilisant la monotonie de A,

|Xn(t) - X,n(t)l = Xn(t) - X,n(t)
(W(t) —w'(1)) = (w(r) =W (7)) + (Xn(7) = X(7))
= [ (A(xa(9)) = An(X0())) ds
<|(w(t) = w(1)) = (W(r) =w(7)) + (Xo(7) = Xp(7))]

< 2|lw — w'|. O

7.2. Remargue sur la démonstration d'existence. Pour obtenir I'existence
d'une solution (forte) a l'gquation differentielle stochastique multivogque
EDSMY(A, b, o, X,), on a appliqgué la méthode d'itération de Picard via
I'application de Skorohod I'. En dimension d = 1, cette application I'" est
Lipschitzienne d’aprés le Théoréme 7.1 ce qui permet d'obtenir directement la
solution X de EDSMY(A, b, o, X,) en posant

(7.12) X =T(Y),

ol Y est l'unique solution [existence et unicité assurées par le caractére
Lipschitz des fonctionnelles b(T"), o(T")] de

(7.13) Yo =X, + [B(T(Y)(s)) ds + [‘o(T(Y)(s)) dW,.

7.3. Grandes déviations des équations differentielles stochastiques multi-
voques unidimensionnelles. A l'aide des résultats de grandes déviations ob-
tenus pour I'équation (1.8) lorsque A = 0 dans [10], la méthode de I'applica-
tion continue appliquée dans [1] et le caractére Lipschitz de 'application de
Skorohod, on peut trés facilement obtenir un résultat de grandes déviations
pour I'équation difféerentielle stochastique multivoque (1.8).

THEOREME 7.2. Soient:
(i) A opérateur maximal monotone multivoque de R tel que
(7.14) Int(D(A)) # J;

(i) E = (Q, F,{F}, P) espace probabilisé filtré vérifiant les conditions habi-
tuelles;
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(i) W = {W,, F, 0 < t < ©} mouvement Brownien unidimensionnel stan-
dard défini sur (Q, F, P), W, = 0;
(iv) b: R - R et o: R — R vérifiant pour une certaine constante 0 < C < oo,

(7.15) [b(x)|+|o(x)|<C Vx€eR,
(7.16) |b(x) —b(y)|+|o(x) —o(y)| <Clx -yl V X,y €eR,
(7.17) |U(X)|2% VY x € R;

(V) X, € D(A);
(vi) T>0.

Pour tout £ > 0, on note X, I'unique solution de I’équation différentielle
stochastique multivoque unidimensionnelle:

(7.18) dX{ + A(X{?) dt 2 b(X{®) dt + % (X)) dW,,
et pour g € C([0; T]; R), g(0) = x,, on pose
(7.19) A g) = inf{A(f): fe Co([0;T];R), T(f) =g},

avec pour toute f € C,([0; T]; R),

1fT (f(s) —b(I(f)(s))*

ds, si fabsolument continue,

(720) X(f)={2 7 2(T(F)(s))

+ o0, sinon,
puis
(7.21) A(E) =inf{A(9g): g € E},

si E est un Borélien de C([0; T]; R). Alors:

(i) pour tout R > 0, I’ensemble {A < R} est un compact de C([0; T]; R); en
particulier, A est s.c.i. sur C([0; T]; R);
(ii) pour tout Borélien E de C([0; T];R), on a

— A(Int(E)) < liminfe INnP( X € E)
>0

limsups INP(X® € E) < —A(E),

-0

(7.22)

IA

ol I'on convient de noter Int(E) et E I'intérieur et I'adhérence (pour la
topologie de la convergence uniforme) respectivement de toute partie E de
C(O; T R).

Autrement dit, (PX, £) est un systéme de grandes déviations pour la fonc-
tionnelle d’action A.
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DEMoNsTRATION. |l suffit de remarquer que I'on peut écrire X sous la
forme
(7.23) X =T (Y ) Ve>0,

ol Y ) est I'unique solution de I'équation différentielle stochastique classique
(univoque)

(7.24) dy ) = b(L(Y®),) dt + &% (L(Y©),) dW,,

pour laquelle on connait les grandes déviations d'aprés [10]. En effet, grace
aux hypothéses faites sur b, o et le caractére Lipschitz de T', les résultats de
[10] s'appliquent ici (Ie theoréme de Freidlin et Wentzell n'était pas énoncé
pour des fonctionnelles non anticipatives sur C([0; T]; R) mais leur résul-
tat reste vrai dans ce cas comme l'ont remarqué initialement Anderson et
Orey [1]). On obtient les grandes déviations de X (®) en transportant celles de
Y () en utilisant la méthode bien connue de I'application continue (voir [1]
par exemple). O

REMARQUE. A laide de l'application de Skorohod I définie dans le
Théoréme 3.2, on peut (en s'inspirant du cas des EDS réfléchies) définir un
schéma de discrétisation de type Euler pour les équations differentielles
stochastiques multivoques et montrer la convergence d'un tel schéma; on
renvoie le lecteur a [4] pour plus de détails sur le sujet.
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