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`PROBLEME DE SKOROHOD MULTIVOQUE

BY EMMANUEL CEPA´
Universite d’Orleans´ ´

On prouve un resultat d’existence et d’unicite pour une generalisation´ ´ ´ ´
Ž .par introduction d’un operateur maximal monotone multivoque du´

Ž .probleme de Skorohod avec reflexion normale deterministe associe a un` ´ ´ ´ `
convexe ferme D de � d. La formulation a partir des operateurs maximaux´ ` ´
monotones multivoques permet de considerer des drifts singuliers ex-´
plosant au bord du domaine. Cette ‘‘approche multivoque’’ clarifie la
connexion entre probleme de Skorohod et semigroupes nonlineaires. En` ´
guise d’application, on considere ensuite le cas stochastique: les equations` ´
differentielles stochastiques multivoques sont ainsi revisitees. Par conse-´ ´ ´
quent, cette contribution fournit une nouvelle methode de construction´
de diffusions reflechies normalement possedant un coefficient de derive´ ´ ´ ´
discontinu, explosif.

ŽAn existence and uniqueness result is proven for a generalization by
.introduction of a multivalued maximal monotone operator of the deter-

Ž .ministic Skorohod problem with normal reflection associated with a
closed convex D in � d. The maximal monotone operator formulation
allows for drifts that blow up as one gets near the boundary. This
‘‘multivalued approach’’ clarifies the connection between nonlinear semi-
group theory and the Skorohod problem. As a consequence, we discuss
then the stochastic case: multivalued stochastic differential equations are
thus revisited. Therefore, we give an alternative way to construct dif-
fusions with normal reflecting boundary conditions and discontinuous,
exploding drift.

� �1. Introduction. Lorsque Skorohod 14 construisit la solution d’une
equation differentielle stochastique sur �� reflechie en 0, il utilisa de façon´ ´ ´ ´
essentielle les proprietes d’une certaine application sur l’espace des fonctions´ ´
continues reelles sur ��, a valeurs dans lui-meme. Cette application etait´ ` ˆ ´
definie a partir d’un probleme deterministe associe a l’equation differentielle´ ` ` ´ ´ ` ´ ´
stochastique: ce probleme a pris des lors le nom de probleme de Skorohod et` ` `
l’application qui en decoule, application de Skorohod. Explicitons la notion de´

Ž �. � �probleme de Skorohod d’abord sur � : etant donnee w continue sur 0; T ,` ´ ´
Ž .T � 0, a valeurs dans �, telle que w 0 � 0, on appelle solution du probleme` `

� Ž .de Skorohod sur � de donnee w, tout couple de fonctions x, k satisfai-´
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sant à

� Ž . 4 �1. x � x t ; 0 � t � T continue, a valeurs dans � ;`
� Ž . 4 Ž2. k � k t ; 0 � t � T continue, a variation bornee sa variation totale sur` ´

� � � � . Ž .0; t est notee k , a valeurs dans �, k 0 � 0;´ `t

3.
� �1.1 x t � w t � k t � t � 0; TŽ . Ž . Ž . Ž .

4.
T

� �1.2 � d k � 0.Ž . H s� x Ž s.� 04
0

Le but est donc, en ajoutant une certaine fonction k a la donnee w qui est` ´
continue, a valeurs dans �, d’obtenir une fonction continue, a valeurs dans` `
�� de façon minimale, c’est-a-dire k ne varie que lorsque c’est indispensable`

� Ž .�c’est-a-dire si x � 0 condition 4 . En fait, dans ce cas particulier, la fonction`
k est monotone et le probleme possede une unique solution qui est connue` `
explicitement:

1.3 k t � 0 	 inf w s ; x t � w t � 0 	 inf w s .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .
0�s�t 0�s�t

Ž .L’application de Skorohod est alors definie sur une partie de l’espace des´
� � Ž� � .fonctions continues de 0; T dans �, note C 0; T ; � , de la façon suivante:´

� � � �� : C 0; T ; � �C 0; T ; � ,Ž . Ž .
1.4Ž .

w � x .

Remarquons que cette application est ici lipschitzienne de constante de
Lipschitz 2. On peut etendre a tout domaine ‘‘suffisamment regulier’’ D de � d´ ` ´
la notion de probleme de Skorohod de la façon suivante: etant donnee` ´ ´

dŽ� � . Ž .w � C 0; T ; � telle que w 0 � D, on appelle solution du probleme de`
Ž .Skorohod avec reflexion normale sur D de donnee w, tout couple de fonc-´ ´

Ž .tions x, k satisfaisant a:`
� Ž . 41. x � x t ; 0 � t � T continue, a valeurs dans D;`
� Ž . 4 d2. k � k t ; 0 � t � T continue, a variation bornee, a valeurs dans � ,` ´ `

Ž .k 0 � 0;
3.

� �1.5 x t � w t � k t � t � 0; T ;Ž . Ž . Ž . Ž .
4.

T
� �1.6 � d k � 0;Ž . H s� x Ž s.� IntŽD .4

0

5.
t

� � � �1.7 k t � n d k � t � 0; T ,Ž . Ž . H ss
0

� � � �avec pour d k -presque tout s � 0; T , n appartient a l’ensemble des`s
Ž .normales exterieures unitaires a D au point du bord x s .´ `
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Ž .Cette derniere condition qui etait bien sur inutile en dimension 1 precise` ´ ˆ ´
dans quelle direction la fonction k agit pour repousser x a l’interieur du` ´
domaine D, ici selon les normales du domaine. L’unicite pour ce type de´
probleme est obtenue facilement et pour ce qui est de l’existence plusieurs`

� �resultats sont connus, en particulier, 15 obtient l’existence d’une solution´
pour tout domaine convexe D satisfaisant une condition supplementaire qui´

� �est en particulier verifiee si d � 2 ou D borne. Quant a 12 , il prouve un´ ´ ´ `
resultat d’existence pour tout domaine D satisfaisant une condition uniforme´
de sphere exterieure, la condition introduite par Tanaka et une hypothese de` ´ `

Ž . � �type ‘‘regularite du domaine’’ dite d’admissibilite . Ensuite, 13 a demontre´ ´ ´ ´ ´
que l’on pouvait supprimer la condition d’admissibilite dans le probleme´ `
considere par Lions et Sznitman. Dans chacun de ces cas, on peut ensuite de´ ´
nouveau definir l’application de Skorohod comme pour ��.´

Examinons de plus pres le cas ou D est un convexe ferme de � d. Remar-` ` ´
Ž .quons que, d’apres 1.7 , la mesure dk est construite sur le cone normal` ˆ

Žexterieur a D: l’application multivoque i.e., a valeurs dans l’ensemble des´ ` `
d . Ž .parties de � � : x � � ou � est le cone normal exterieur a D en x est le` ˆ ´ `x x

Ž .sous-differentiel de la fonction convexe s.c.i. valant 0 sur D et �� en dehors´
Ž .de D appelee fonction indicatrice de D . Or, le sous-differentiel d’une fonc-´ ´

Ž .tion convexe s.c.i. est un cas particulier d’operateur maximal monotone´
multivoque: il peut donc paraıtre interessant d’etendre la problematiqueˆ ´ ´ ´
precedente a de tels operateurs. Signalons que la maximalite est necessaire´ ´ ` ´ ´ ´

Žpour permettre une formulation variationnelle simple du probleme en`
.termes de produit scalaire . Par consequent, on se propose dans la suite´

d’etendre la notion de probleme de Skorohod a n’importe quel operateur´ ` ` ´
d Žmaximal monotone multivoque de � nous parlerons alors de probleme de`

.Skorohod multivoque , c’est-a-dire, plus necessairement sous forme de sous-` ´
differentiel de la fonction indicatrice d’un convexe ferme et de prouver´ ´
l’existence et l’unicite d’une solution a ce probleme. L’introduction d’operateurs´ ` ` ´
maximaux monotones multivoques permet surtout de considerer des coeffi-´

Ž � �cients de derive discontinus, explosant au bord du domaine voir aussi 9´
.pour ce type de probleme . Il faut noter que dans tout l’article, seul le`

Žprobleme de reflexion normale est aborde on ne considere pas la situation ou` ´ ´ ` `
.la reflexion est oblique ; par consequent, dans toute la suite, le qualificatif´ ´

‘‘avec reflexion normale’’ sera toujours sous-entendu lorsque l’on parlera de´
reflexion ou de probleme de Skorohod.´ `

Apres avoir completement resolu le probleme deterministe, on considere la´ ` ´ ` ´ `
version stochastique du probleme de Skorohod multivoque. Plus precisement,` ´ ´
etant, donnees b: � d � � d et � : � d � � d 
 � d applications Lipschit-´ ´
ziennes, on s’interesse a la resolution de l’equation differentielle stochastique´ ` ´ ´ ´
‘‘multivoque’’ associee a un operateur maximal monotone multivoque A de´ ` ´
� d, d � ��, c’est-a-dire, formellement, du type`

dX � A X dt � b X dt � � X dW ,Ž . Ž . Ž .t t t t t

X � x � D A .Ž .0 0

1.8Ž .
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Ž .En fait, le probleme d’existence et d’unicite pour 1.8 a deja ete complete-` ´ ´ ` ´ ´ `
� �ment resolu en dimension d � 1 par Lepingle et Marois 11 puis en dimen-´ ´

Ž . Ž . � �sion finie d quelconque par l’auteur 1994 dans 5 . Pour montrer l’exis-
� � Žtence d’une solution dans 5 , on avait considere un probleme approche defini´ ´ ` ´ ´

.a partir des approximees Yosida de A puis passe a la limite au sens de la` ´ ´ `
convergence en loi en utilisant la pseudo-topologie de Meyer-Zheng sur
l’espace des trajectoires cadlag et le fait que la convergence au sens de cette` `
topologie implique la convergence uniforme a un changement de temps pres.` `
On obtenait ainsi une solution faible du probleme et, finalement, on avait`

Žconclu qu’il y avait existence forte grace a l’unicite trajectorielle analogue auˆ ` ´
. Žcas unidimensionnel et au theoreme de Yamada-Watanabe etendu au cas´ ` ´

.multivoque . Cette premiere methode de demonstration de l’existence etait` ´ ´ ´
par consequent une methode de type penalisation-compacite. On se propose´ ´ ´ ´
de donner une deuxieme demonstration de l’existence d’une solution forte` ´

Ž . dpour 1.8 avec A operateur maximal monotone multivoque de � et b, �´
Lipschitziens, de façon elementaire; on va, en effet, construire directement´ ´
sur l’espace probabilise donne une solution forte en utilisant seulement´ ´

Žl’existence d’une solution au probleme de Skorohod deterministe voir plus` ´
. � �haut et une methode de point fixe due a 8 . Meme si le resultat d’existence´ ` ˆ ´
Ž .pour 1.8 avait ete obtenu par une autre methode, la presente methode´ ´ ´ ´ ´

semble plus directe, elementaire, mieux adaptee au probleme et surtout elle´ ´ ´ `
ameliore considerablement la connaissance que l’on a de la solution X en´ ´
fournissant par exemple ‘‘gratuitement’’ un resultat de grandes deviations en´ ´
dimension 1.

Le resultat fondamental d’existence et d’unicite fortes pour les equations´ ´ ´
differentielles stochastiques multivoques presente deux interets essentiels´ ´ ´ ˆ
Ž .voir la Section 5 pour plus de details .´
1. Il permet la construction de diffusions reflechies dans un domaine D de � d´ ´

qui possedent un coefficient de diffusion degenere et un coefficient de` ´ ´ ´ ´
derive discontinu, explosant au bord du domaine D.´

2. Il fournit un support theorique pour la modelisation d’une vaste classe de´ ´
Žsystemes de particules en interaction via un potentiel singulier de type`

.electrostatique par exemple et pour l’etude des proprietes qui s’y rat-´ ´ ´ ´
tachent: probleme de collision des particules, comportement du systeme` `
lorsque le nombre de particules tend vers l’infini.

� �Signalons que le lecteur pourra trouver dans 5 une introduction aux
equations differentielles stochastiques multivoques avec de nombreux rappels´ ´
et references ainsi que l’expose de la demonstration d’unicite trajectorielle´ ´ ´ ´ ´

Ž . Ž .pour 1.8 et la premiere methode pour demontrer l’existence forte pour` ´ ´
Ž . � �1.8 . Plus generalement, tous les resultats figurant dans 5 et le present´ ´ ´ ´
article forment un resume d’une partie des resultats obtenus par l’auteur´ ´ ´

� � � �dans sa these 4 . On renvoie le lecteur a 4 pour une redaction plus detaillee` ` ´ ´ ´
et�ou pour d’eventuels complements sur le sujet.´ ´

L’article sera organise de la façon suivante. On donne dans la Section 2 les´
principaux resultats sur les operateurs maximaux monotones multivoques de´ ´



´E. CEPA504

d Ž� definitions, exemples, proprietees elementaires, approximation par des´ ´ ´ ´ ´
.operateurs univoques qui seront necessaires pour enoncer precisement le´ ´ ´ ´ ´

probleme de Skorohod puis pour prouver l’existence et l’unicite d’une solution.` ´
Dans la Section 3, on definit rigoureusement la notion de probleme de´ `
Skorohod multivoque, puis on enonce le resultat principal de cet article, a´ ´ `
savoir le theoreme d’existence et d’unicite d’une solution pour ce probleme.´ ` ´ `
Dans la Section 4, on demontre ce theoreme d’existence et d’unicite. La´ ´ ` ´

Ž .formulation du probleme stochastique telle qu’elle a ete faite dans 1.8 est` ´ ´
purement formelle et n’a pour seul but que de donner une idee du probleme´ `
pose au lecteur: une formulation precise est donnee dans la Section 5, puis on´ ´ ´
donne dans la Section 6 une nouvelle demonstration de l’existence d’une´
solution forte pour les equations differentielles stochastique multivoques en´ ´
dimension finie quelconque en appliquant les resultats deterministes essen-´ ´
tiellement. Dans la Section 7, on developpe quelques complements sur le´ ´

Ž .probleme de Skorohod multivoque deterministe et stochastique dans le cas` ´
particulier de la dimension 1.

2. Operateurs maximaux monotones multivoques. On renvoie le´
� � � �lecteur a 5 , et surtout a l’ouvrage de Brezis 3 , pour des resultats plus` ` ´ ´

complets sur les operateurs maximaux monotones multivoques. Dans toute la´
suite, d est un entier naturel non nul fixe.´

Ž . ŽDEFINITION 2.1. i On appelle operateur multivoque par opposition aux´ ´
. d doperateurs habituels ou ‘‘univoques’’ de � toute application A de � dans´

Ž d . Ž d . dPP � , ou PP � designe l’ensemble des parties de � . Le domaine de A est` ´
l’ensemble

2.1 D A � x � � d : A x � � .� 4Ž . Ž . Ž .
Un operateur multivoque de � d est completement determine par la donnee´ ` ´ ´ ´
de son graphe defini par´
2.2 Gr A � x , y � �2 d : x � � d , y � A X .� 4Ž . Ž . Ž . Ž .
Ž . dii Un operateur multivoque A de � est dit monotone si et seulement si´

² :2.3 y � y , x � x � 0 � x , y , x , y � Gr A ,Ž . Ž . Ž . Ž .1 2 1 2 1 1 2 2

² : dou � , � est le produit scalaire usuel de � .`
Ž . diii Un operateur monotone multivoque A de � est dit maximal mono-´

Ž .tone s’il est maximal pour l’inclusion des graphes dans l’ensemble des
operateurs monotones multivoques, c’est-a-dire A est maximal monotone si et´ `

Ž . 2 dseulement si A est monotone et pour tout x, y � � tel que
² :2.4 y � v , x � u � 0 � u , v � Gr A ,Ž . Ž . Ž .

Ž .alors y � A x .

Ž .PROPOSITION 2.2 Exemple fondamental . Soit � une fonction convexe de
d d � � Ž Ž . .� , c’est-a-dire une application �: � � ��; �� telle que � tx� 1�t y �`
Ž . Ž . Ž . d � �t� x � 1 � t � y , pour tous x, y � � , t � 0; 1 . On appelle domaine ef-
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Ž . � d Ž . 4fectif de � l ’ensemble dom � � x � � : � x � �� et on dit que � est
Ž . Ž . Ž Ž .propre resp. strictement propre si dom � est non vide resp. dom � est

.d’interieur non vide . On appelle sous-differentiel de �, note 	�, l ’operateur´ ´ ´ ´
multivoque de � d defini par son graphe de la façon suivante:´

² : d2.5 x , y � Gr 	� � � x � � z � y , x � z � z � � .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .

Avec les definitions precedentes, le sous-differentiel d’une fonction convexe,´ ´ ´ ´
Ž . dsemicontinue inferieurement s.c.i. en abrege , propre de � est un operateur´ ´ ´ ´

maximal monotone multivoque de � d.

Cas particulier. Sous-differentiel de la fonction indicatrice d’un convexe´
ferme. Soit D un convexe ferme non vide de � d. On appelle fonction indica-´ ´
trice de D, notee I , la fonction definie par´ ´D

0, si x � D ,2.6 I x �Ž . Ž .D ½��, si x � D.

ŽOn verifie facilement que I est une fonction convexe, s.c.i., propre elle est´ D
Ž . . Ž .strictement propre si Int D � � avec dom I � D.D

On a alors pour tout x dans D,

d ² :2.7 	 I x � y � � : y , z � x � 0, � z � D ,� 4Ž . Ž .D

c’est-a-dire,`

�, si x � D ,�
� 40 , si x � Int D ,Ž .2.8 	 I x �Ž . Ž .D �
 , si x � 	 D ,x

ou l’on a note 
 le cone normal exterieur a D en x.` ´ ˆ ´ `x

Ž � �. d Ž .Notations. On peut montrer voir 3 que pour tout x � � , A x est un
d Ž . Ž .convexe ferme de � ; ceci permet de definir l’operateur univoque A� x �´ ´ ´

Ž . d dproj 0 , x � � , ou pour tout convexe ferme C de � , proj designe la` ´ ´AŽ x . C
Ž . dprojection sur C et proj 0 � � , avec � un point a l’infini de � , fixe, et pour` ´�

� � d Ž .lequel on prendra � � ��. Par consequent, pour tout x � � , A� x est´
Ž . Ž .l’element de norme minimale de A x ; on aura donc l’equivalence x � D A´ ´ ´

� Ž . �� A� x � ��.

PROPOSITION 2.3. Soit A operateur maximal monotone multivoque de � d.´
Ž .Alors A est borne au voisinage de tout point interieur a D A ; c’est-a-dire,´ ´ ` `

Ž .pour tout x � D A , il existe un voisinage V de x tel que

2.9 A x�Ž . Ž .�
�x �V

soit une partie bornee de � d. En particulier, A est borne sur tout compact´ ´
Ž Ž ..inclus dans Int D A .
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Ž � �PROPOSITION 2.4 Approximation Yosida ‘‘multivoque’’; voir 3 pages 23, 27,
. d28 . Soit A operateur maximal monotone multivoque de � . Il existe une´

Ž .suite J , A d’operateurs univoques verifiant:´ ´n n

Ž . Ž . Ž . di J nieme resolvante est une contraction univoque definie sur �´ ´n
Ž .tout entier, a valeurs dans D A . De plus,`

d�

2.10 J y proj y � y � � ;Ž . Ž . Ž .Ž .n D An��

Ž . Ž .ii A nieme approximee Yosida est un operateur maximal mono-´ ´n
Ž . dtone univoque defini sur � tout entier, Lipschitzien de rapport n, A �´ n

Ž .n I � J ;n
Ž . Ž .iii pour tout y � D A , �

2.11 A y A� y ,Ž . Ž . Ž .n n��

� Ž . � � Ž . �avec A y � A� y quand n��;n
Ž . Ž .iv pour tout y � D A ,

2.12 A y � � � quand n��;Ž . Ž .n

Ž . d Ž . Ž Ž ..v pour tout y � � , A y � A J y .n n

3. Probleme de Skorohod associe a un operateur maximal mono-` ´ ` ´
tone multivoque.

3.1. Donnees.´
1. d � �� ;
2. A operateur maximal monotone multivoque de � d tel que´
3.1 Int D A � �;Ž . Ž .Ž .

3. T � 0;
d� Ž . 4 Ž .4. w � w t ; 0 � t � T continue, a valeurs dans � , w 0 � D A .Ž .`

Ž� � d . Ž pŽ� � d . � � 4.On note C 0; T ; � resp., C 0; T ; � , p � � � �� l’espace des
Ž p. � � dfonctions continues resp. de classe C sur 0; T a valeurs dans � et`

Ž� � d . Ž� � d .C 0; T ; � le sous-ensemble ferme de C 0; T ; � forme des fonctions w´ ´A
Ž .telles que w 0 � D A .Ž .

´ Ž .3.2. Enonce du probleme. On cherche un couple de fonctions x, k telles´ `
que:

� Ž . 41. x � x t ; 0 � t � T continue, a valeurs dans D A ;Ž .`
� Ž . 4 d2. k � k t ; 0 � t � T continue, a variation bornee, a valeurs dans � ,` ´ `

Ž .k 0 � 0;
3.

� �3.2 x t � w t � k t � t � 0; T ;Ž . Ž . Ž . Ž .
Ž . � � d4. pour tout couple de fonctions 
 , � continues sur 0; T , a valeurs dans �`

telles que

� �3.3 
 u , � u � Gr A � u � 0; T ,Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .
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la mesure

² :3.4 x u � 
 u , dk u � � u duŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .
est positive.

Ž .Le probleme precedent est note SS A, w, T .` ´ ´ ´

3.3. Cas particulier. La proposition suivante montre que le probleme`
Ž .SS A, w, T est bien une generalisation du probleme de Skorohod associe a un´ ´ ` ´ `

d � �convexe ferme de � defini dans 15 .´ ´

PROPOSITION 3.1. Soit D un convexe ferme d’interieur non vide de � d.´ ´
Ž .Alors le probleme SS I , w, T est equivalent au probleme de Skorohod associe` ´ ` ´D

Ž . � �a D, w, T defini dans 15 .` ´

DEMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que, d’apres le Lemma 4.8 et´ `
le fait que pour A � I , l’operateur A� est l’operateur identiquement nul sur´ ´D

Ž . �D, la condition 3.2 4 est equivalente a la condition suivante qui sera notee´ ` ´
Ž �.� � �3.2 4 ; pour toute fonction 
 continue sur 0; T , a valeurs dans D, la me-`

sure
² :3.5 x u � 
 u , dk uŽ . Ž . Ž . Ž .

Ž .est positive. On va en premier lieu demontrer que toute solution x, k de´
Ž . � �SS I , w, T est solution du probleme etudie dans 15 . On commence par` ´ ´D

Ž . Ž .montrer que x, k verifie la condition 1.6 de Tanaka; c’est-a-dire,´ `
T

� �3.6 � d k � 0.Ž . H s� x Ž s.� IntŽD .4
0

� � � � � Ž . Ž .4Soit t ; t une composante de l’ouvert s � 0; T ; x s � Int D . Il suffit de1 2
� �montrer que k est constante sur a; b puor tous t � a � b � t . On pose1 2

� �3.7 V � x s ; s � a; b .� 4Ž . Ž .
Ž .La partie V est un compact inclus dans l’ouvert Int D , donc il existe � � 0

tel que

3.8 z � � d : dist V , z � � � Int D ,� 4Ž . Ž . Ž .
Ž . d � �ou l’on a note dist V, z la distance entre V et z. Soient e � � , e � 1 et` ´

Ž �.a � s � t � b. En appliquant la condition 3.2 4 avec


 u � x u � � e,Ž . Ž .
puis


 u � x u � � e,Ž . Ž .
on peut ecrire´

t² :3.9 e, dk u � 0,Ž . Ž .H
s

c’est-a-dire,`
² :3.10 e, k t � k s � 0,Ž . Ž . Ž .
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puis
d � �² :k t � k s � sup e, k t � k s ; e � � , e � 1� 4Ž . Ž . Ž . Ž .

� 0,
Ž . Ž .d’ou le resultat. Il reste a voir que x, k verifie la condition 1.7 de Tanaka;` ´ ` ´

c’est-a-dire,`
t

� � � �3.11 k t � n d k � t � 0; T ,Ž . Ž . H ss
0

� � � �avec pour d k -presque tout s � 0; T , n appartient a l’ensemble des nor-`s
Ž .males exterieures unitaires a D au point du bord x s . Il est classique que k´ `

Ž . � �peut s’ecrire sous la forme 3.11 avec n � 1; il faut s’assurer que pour´ s
� � � �d k -presque tout s � 0; T , n appartient a l’ensemble des normales ex-`s

Ž . Ž �.terieures unitaires a D au point du bord x s . Or la condition 3.2 4´ `
Ž .appliquee pour 
 u � 
 , 
 quelconque dans D, donne pour tous 0 � s �´

t � T,
t

� �² :3.12 x u � 
 , n d k � 0,Ž . Ž .H uu
s

d’où
� �² :3.13 x u � 
 , n � 0 � 
 � D , d k -p.p.,Ž . Ž . u

ce qui implique bien le resultat voulu par 
 .´
Reciproquement, il faut prouver que toute solution du probleme considere´ ` ´ ´

� � Ž .dans 15 resout le probleme SS I , w, T ; ceci est immediat car pour toute´ ` ´D
� �fonction 
 continue sur 0; T , a valeurs dans D, on peut ecrire, si 0 � s �` ´

t � T,

t t
� �² : ² :3.14 x u � 
 u , dk u � x u � 
 u , n d k � 0,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .H H uu

s s

� � � �puisque pour d k -presque tout u � 0; T , n appartient a l’ensemble des`u
Ž .normales exterieures unitaires a D au point du bord x u . �´ `

3.4. Resultats.´

THEOREME 3.2. Pour tous d � ��, A operateur maximal monotone multi-´ ` ´
d Ž . Ž� � d .voque de � verifiant 3.1 , w � C 0; T ; � , il existe une unique solution´ A

Ž . Ž .x, k du probleme SS A, w, T . De plus, l ’application`
� � d � � d� :C 0; T ; � �C 0; T ; �Ž . Ž .A3.15Ž .

w � x ,

Ž .est continue pour la topologie de la convergence uniforme .

4. Demonstration de l’existence et l’unicite: cas deterministe.´ ´ ´
Convention. Dorenavant, dans les calculs, toutes les constantes, dont la´

valeur n’a pas lieu d’etre precisee, seront notees indifferemment C.ˆ ´ ´ ´ ´
Nous allons demontrer le theoreme precedent en plusieurs etapes.´ ´ ` ´ ´ ´
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´4.1. Etape 1: unicite.́

Ž . Ž � �. � �PROPOSITION 4.1. Soient x, k , x , k des fonctions continues sur 0; T ,
a valeurs dans � d, telles que k, k� a variation finie, x, x� a valeurs dans` ` `
D A etŽ .

² :4.1 x u � 
 u , dk u � � u du � 0,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .
² � � :4.2 x u � 
 u , dk u � � u du � 0,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .

Ž .pour tout couple de fonctions 
 , � continues verifiant´

� �4.3 
 u , � u � Gr A � u � 0; T .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .

Alors la mesure

² � � :4.4 x u � x u , dk u � dk uŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .

� �est positive sur 0; T .

Ž . Ž � �.DEMONSTRATION. Soient x, k , x , k verifiant les hypotheses de la Pro-´ ´ `
position 4.1. Pour n � ��, prenons

x u � x� uŽ . Ž .
Žn.4.5 
 � J ,Ž . n ž /2

x u � x� uŽ . Ž .
Žn.4.6 � � A ,Ž . n ž /2

Žn. Žn. Ž Žn.Ž . Žn.Ž .. Ž . Ž . Ž Ž ..alors 
 , � continues et 
 u , � u � Gr A car A y � A J yn n
d Ž .pour tout y dans � d’apres la Proposition 2.4 v .`

Ž . Ž . Ž Žn. Žn.. �En appliquant 4.1 et 4.2 pour 
 , � , n � � , on peut ecrire´

x u � x� u x u � x� uŽ . Ž . Ž . Ž .
4.7 0 � x u � J , dk u � A du ,Ž . Ž . Ž .n n¦ ;ž / ž /2 2

x u � x� u x u � x� uŽ . Ž . Ž . Ž .
� �4.8 0 � x u � J , dk u � A du ,Ž . Ž . Ž .n n¦ ;ž / ž /2 2

Ž Ž . �Ž ..d’ou en ajoutant et retranchant x u � x u �2 dans le premier membre de`
Ž .chacun des produits scalaires, on obtient, grace a la relation A � n I � Jˆ ` n n

Ž .voir Proposition 2.4 ,

x u � x� u 1 x u � x� uŽ . Ž . Ž . Ž .
0 � � A ,n¦ ž /2 n 2

4.9Ž .
x u � x� uŽ . Ž .

dk u � A du ,Ž . n ;ž /2
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x� u � x u 1 x u � x� uŽ . Ž . Ž . Ž .
0 � � A ,n¦ ž /2 n 2

4.10Ž .
x u � x� uŽ . Ž .

�dk u � A du ,Ž . n ;ž /2

Ž . Ž .puis en sommant les equations 4.9 et 4.10 ainsi obtenues´
2�1 2 x u � x uŽ . Ž .

� �² :0 � x u � x u , dk u � dk u � A duŽ . Ž . Ž . Ž . n ž /2 n 2

x u � x� u x u � x� uŽ . Ž . Ž . Ž .
�� � J , dk u � dk u ,Ž . Ž .n¦ ;ž /2 2

par consequent´
² � � :x u � x u , dk u � dk uŽ . Ž . Ž . Ž .

x u � x� u x u � x� uŽ . Ž . Ž . Ž .
�� �2 � J , dk u � dk u ,Ž . Ž .n¦ ;ž /2 2

puis en passant a la limite quand n � � d’apres la convergence` `

�

4.11 J x proj xŽ . Ž . Ž .Ž .n D An��

Ž � �.rappelee dans la Proposition 2.4, et, grace a la convexite de D A voir 5 ,Ž .´ ˆ ` ´
x u � x� uŽ . Ž .

4.12 � D A ,Ž . Ž .
2

on obtient le resultat voulu apres application du theoreme de convergence´ ` ´ `
dominee de Lebesgue via le caractere contractant de J . �´ ` n

Ž .PROPOSITION 4.2. Le probleme SS A, w, T possede au plus une solution.` `

Ž . Ž � �. ŽDEMONSTRATION. Soient x, k , x , k deux solutions du probleme SS A,´ `
.w, T . On peut ecrire, grace a la Proposition 4.1,´ ˆ `

t2� � �² :x t � x t � �2 x u � x u , dk u � dk uŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .H
0

� 0,
d’ou x � x� et donc par difference k � k�. �` ´

La demarche utilisee dans la suite pour prouver l’existence d’une solu-´ ´
Ž . � � � � � �tion de SS A, w, T s’apparente a celle utilisee dans 15 , 12 et 13 . On de-` ´ ´

montre d’abord l’existence d’une solution pour un ensemble de donnees´
Ž �Ž� � d .. Ž� � d .w C 0; T ; � dense dans C 0; T ; � , puis on obtient une estimation an

� �priori uniforme de k qui permet de construire une solution par passage àTn
Ž .la limite dans SS A, w , T . Cependant, dans notre situation, on doit en plusn

Ž‘‘gerer’’ l’eventuelle singilarite de A au bord penser simplement a A � 	�´ ´ ´ `
.avec � fonction convexe explosant au bord de son domaine effectif .
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´4.2. Etape 2: estimations a priori.

� Ž� � d . Ž . Ž � �.PROPOSITION 4.3. Soient w, w � C 0; T ; � . Si x, k et x , k sont,A
Ž . Ž � .respectivement, solutions de SS A, w, T , SS A, w , T alors

1�21�2� � � �	 	 	 	 	 	 � � � �4.13 x � x � w � w w � w � 4 k � 4 k ,Ž . Ž .T T

Ž� � d . � �ou l ’on convient de noter pour f � C 0; T ; � , g a variation finie sur 0; T ,` `

	 	4.14 f � sup f t ,Ž . Ž .
0�t�T

p�1
s� �g � sup g t � g t ;Ž . Ž .Ýt i�1 i½

i�0

0 � s � t � t � ��� � t � t � T , p � �� ,0 1 p 54.15Ž .

� � � � 0 � �g � g � t � 0; T .t t

Ž .DEMONSTRATION. Pour tout 0 � t � T, on peut ecrire d’apres 3.2 et la´ ´ `
Proposition 4.1,

2 2 2� � �x t � x t � w t � w t � k t � k tŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .
² � � :�2 w t � w t , k t � k tŽ . Ž . Ž . Ž .

t2� � �² :� w t � w t � 2 k s � k s , dk s � dk sŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .H
0

t � � �² :�2 w t � w s � w t � w s , dk s � dk sŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .H
0

t � �² :�2 w s � w s , dk s � dk sŽ . Ž . Ž . Ž .H
0

t2� � �² :� w t � w t � 2 x s � x s , dk s � dk sŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .H
0

t � � �² :�2 w t � w s � w t � w s , dk s � dk sŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .H
0

	 � 	 2 	 � 	 � � � � �� w � w � 4 w � w k � k ,Ž .T T

d’ou le resultat. �` ´

d Ž .PROPOSITION 4.4. Il existe a � � , � � 0, � � 0 ne dependant que de A´
Ž� � d . Ž . Ž .tels que pour toute w � C 0; T ; � , si x, k est solution de SS A, w, TA

alors pour tous 0 � s � t � T, on a

t ts� �² :4.17 x u � a, dk u � � k � � x u � a du � �� t � s .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .H t H
s s
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Ž Ž .. � Ž .�DEMONSTRATION. Soient a � Int D A non vide par l’hypothese 3.1 ,´ `
Ž . Ž Ž ..� � 0 tel que B a, � � Int D A et

� �4.18 � � sup y ; y � A x , x � B a, � .Ž . Ž . Ž .� 4
d � �D’apres la Proposition 2.3, on a 0 � � � �. Pour tout e � � , e � 1, on a`

Ž . Ž .puisque x, k est solution de SS A, w, T et par definition de �,´
² : ² :x u � a � � e, dk u � x u � a � � e, A� a � � e duŽ . Ž . Ž . Ž .

� � � x u � a � �� du.Ž .Ž .
� �Soit 0 � s � t � t � ��� � t � t � T une subdivision quelconque de s; t ;0 1 p

en utilisant l’estimation precedente, on peut ecrire´ ´ ´
ti�1² :² :k t � k t , e � e, dk uŽ . Ž . Ž .Hi�1 i

ti

ti�1�1 ² :� � x u � a, dk uŽ . Ž .H
ti

ti�1�1 ² :�� x u � a � � e, dk uŽ . Ž .H
ti

ti�1�1 ² :� � x u � a, dk uŽ . Ž .H
ti

ti�1�1��� x u � a du � � t � t ,Ž . Ž .H i�1 i
ti

dont on deduit´
d � �² :k t � k t � sup k t � k t , e ; e � � , e � 1Ž . Ž . Ž . Ž .� 4i�1 i i�1 i

t ti�1 i�1�1 �1² :� � x u � a, dk u � �� x u � a duŽ . Ž . Ž .H H
t ti i

� � t � t ;Ž .i�1 i

puis en sommant les inegalites obtenues´ ´
p�1

t�1 ² :k t � k t � � x u � a, dk uŽ . Ž . Ž . Ž .Ý Hi�1 i
si�0

t�1� �� x u � a du � � t � sŽ . Ž .H
s

et finalement, prenant la borne superieure sur l’ensemble des subdivisions´
� �de s; t ,

0 � s � t � t � ��� � t � t � T ,0 1 p

on tire

t ts �1 �1� � ² :k � � x u � a, dk u � �� x u � a du � � t � s . �Ž . Ž . Ž . Ž .t H H
s s
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PROPOSITION 4.5. On suppose que:

Ž . Ž . Ž� � d . Ž� � d .i w suite de C 0; T ; � telle que w � w dans C 0; T ; � ;n n A n n��

Ž . Ž . Ž .ii le probleme SS A, w , T admet une solution x , k pour tout n � �;` n n n
Ž . Ž . Ž . Ž� � 2 d .iii x , k � x, k dans C 0; T ; � ;n n n��

Ž . � �iv k � C pour tout n � �.Tn

Ž . Ž .Alors x, k est solution de SS A, w, T .

DEMONSTRATION. On a clairement x continue, a valeurs dans D A , kŽ .´ `
Ž . Ž . Ž . Ž .continue, a variation finie, k 0 � 0, x t � w t � k t , 0 � t � T. Il reste a` `

² Ž . Ž . Ž . Ž . : � �montrer que la mesure x u � 
 u , dk u � � u du est positive sur 0; T
Ž . dpour tout couple de fonctions 
 , � continues, a valeurs dans � et telles que`

� �4.19 
 u , � u � Gr A � u � 0; T .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .

Pour tous n � ��, 0 � s � t � T, on a

t² :4.20 x u � 
 u , dk u � � u du � 0.Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .H n n
s

Ž � �On aura besoin dans la suite du lemme suivant voir 13 pour une demon-´
.stration :

Ž Žn.. Žn. � � d �LEMME 4.6. Soient k une suite de fonctions k : 0; T � � , d � � ,n
continues a variation finie telles que:`

Ž . � Žn. �i sup k � C � �;Tn
Ž . Žn. � �ii k � k uniformement sur 0; T ;´n��

Ž Žn.. Žn. � � df une suite de fonctions f : 0; T � � continues telles quen

Ž . Žn. � �iii f � f uniformement sur 0; T .´n��

Alors pour tous 0 � s � t � T, on a

t tŽn. Žn. � ² :² :4.21 f u , dk u f u , dk u .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .H Hn��
s s

Ž .Il suffit alors de passer a la limite dans 4.20 en utilisant les convergences`
Ž . Ž .iii , l’estimation uniforme iv et le Lemme 4.6 pour obtenir

t² :4.22 x u � 
 u , dk u � � u du � 0. �Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .H
s

´4.3. Etape 3: approximation.

�Ž� � d . Ž� � d .PROPOSITION 4.7. Pour toute w � C 0; T ; � � C 0; T ; � , il existeA
Ž .une unique solution du probleme SS A, w, T .`
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1Ž� � d . Ž 2Ž� � d ..DEMONSTRATION. Pour f � C 0; T ; � resp. f � C 0; T ; � , on note´
˙ ¨ � dŽ . Ž . Ž� � .f resp. f la derivee premiere resp. seconde de f. Soit w � C 0; T ; � �´ ´ `

Ž� � d . �C 0; T ; � . On considere pour tout n � � le probleme approche` ` ´A

x t � w t � A x t ,Ž . Ž . Ž .Ž .˙ ˙n n n4.23Ž .
x 0 � w 0 ,Ž . Ž .n

1Ž� � d .qui possede une unique solution x � C 0; T ; � car A Lipschitzien.` n n
Soit h � 0. Pour 0 � t � T � h, on pose

4.24 x� t � x t � h ; w� t � w t � h ,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .n n

de telle sorte que x� est solution den

x� t � w� t � A x� t ,Ž . Ž . Ž .Ž .˙ ˙n n n4.25Ž .
x� 0 � x h .Ž . Ž .n n

Soit � � 0. Pour 0 � t � T � h, on pose
1�22�4.26 � t � x t � x t � � .Ž . Ž . Ž . Ž .ž /n n

Ž . Ž .En utilisant 4.23 , 4.25 et la monotonie de A , on obtientn

�˙4.27 � t � w t � w t ,Ž . Ž . Ž . Ž .˙ ˙
dont on deduit´

�x t � x t � � tŽ . Ž . Ž .n n

t ˙� � 0 � � s dsŽ . Ž .H
0

1�2 t2� �� x 0 � x 0 � � � w s � w s ds.Ž . Ž . Ž . Ž .˙ ˙Hž /n n
0

En faisant � � 0 dans l’inegalite precedente, on tire´ ´ ´ ´
t� � �4.28 x t � x t � x 0 � x 0 � w s � w s ds,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .˙ ˙Hn n n n

0

c’est-a-dire,`
t

4.29 x t � h � x t � x h � x 0 � w s � h � w s ds,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .˙ ˙Hn n n n
0

puis divisant par h � 0 et faisant tendre h vers 0,

t
x t � x 0 � w s dsŽ . Ž . Ž .˙ ˙ ¨Hn n

0

t
� w 0 � A w 0 � w s dsŽ . Ž . Ž .Ž .˙ ¨Hn

0

t
� w 0 � A� w 0 � w s ds,Ž . Ž . Ž .Ž .˙ ¨H

0
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que l’on peut ecrire´
�4.30 x t � C � C A , w , T � n � � .Ž . Ž . Ž .˙n

On en deduit les majorations´
�4.31 x t � C � C A , w , T � n � � ,Ž . Ž . Ž .n

Ž . Ž .et d’apres 4.23 et 4.30 ,`
�4.32 A x t � C � C A , w , T � n � � .Ž . Ž . Ž .Ž .n n

On definit´
t �4.33 k t � A x s ds, 0 � t � T ; n � � .Ž . Ž . Ž .Ž .Hn n n

0

Ž . Ž .D’apres les estimations 4.30 , 4.31 et le theoreme d’Ascoli, on peut affirmer` ´ `
Ž� � d .qu’il existe x, k � C 0; T ; � telles que, a extraction pres d’une sous-suite,` `

� 2 d� �4.34 x , k x , k dans C 0; T � .Ž . Ž . Ž . Ž .n n n��

Ž . Ž . Ž .A l’aide de 4.32 , 4.34 on deduit que k a variation finie, k 0 � 0 et´ `
Ž . Ž . Ž .x t � w t � k t . Il reste a voir que x est a valeurs dans D A et laŽ .` `

² Ž . Ž . Ž . Ž . :positivite de la mesure x u � 
 u , dk u � � u du . S’il existait t �´ 0
� � Ž . Ž0; T tel que x t � D A alors d’apres la Proposition 2.4 utiliser laŽ . `0

� Ž . � d .croissance par rapport a n de A z , z � � , on aurait` n

�

4.35 A x t � �,Ž . Ž .Ž .n n 0 n��

Ž . Ž .ce qui est impossible d’apres la majoration uniforme 4.32 , d’ou x t � D AŽ .` `
Ž .pour tout 0 � t � T. Remarquons que l’inegalite 4.32 donne´ ´

� � �4.36 k � C � n � � .Ž . Tn

� � �On va prouver tout d’abord que pour toute fonction continue 
 sur 0; T à
Ž .valeurs dans D A et telle que

T �4.37 A� 
 u du � ��,Ž . Ž .Ž .H
0

la mesure

² � � :4.38 x u � 
 u , dk u � A� 
 u duŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .
� � Ž . Ž .est positive sur 0; T . Puisque x , k est solution de SS A , w, T pour toutn n n

n � ��, on peut ecrire´
t � �² :4.39 x u � 
 u , dk u � A 
 u du � 0.Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .H n n n

s

Ž . Ž . Ž� � 2 d .En utilisant la convergence de x , k vers x, k dans C 0; T � , l’esti-n n
� �mation uniforme k � C et le Lemme 4.6, on obtientTn

t t� �� ² :² :4.40 x u � 
 u , dk u x u � 
 u , dk u ,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .H Hn n n��
s s
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Ž .puis a l’aide de 4.37 , de l’estimation`
� �4.41 A 
 u � A� 
 uŽ . Ž . Ž .Ž . Ž .n

Ž .donnee par la Proposition 2.4 et le theoreme de convergence dominee de´ ´ ` ´
Lebesgue, on peut ecrire´

t � �² :x u � 
 u , A 
 u duŽ . Ž . Ž .Ž .H n n
s4.42Ž .

t � �� ² :x u � 
 u , A� 
 u du .Ž . Ž . Ž .Ž .Hn��
s

Ž . Ž .Finalement, en passant a la limite dans 4.39 via les convergences 4.40 et`
Ž .4.42 , on obtient

t � �² :4.43 x u � 
 u , dk u � A� 
 u du � 0.Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .H
s

Ž .En utilisant 4.43 et le lemme suivant, on va obtenir que la mesure

² :4.44 x u � 
 u , dk u � � u duŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .
Ž .est positive pour tout couple de fonctions 
 , � continues verifiant´

� �4.45 
 u , � u � Gr A � u � 0; T ,Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .
ce qui termine la demonstration de la Proposition 4.7. �´

Ž .LEMME 4.8. Soit x, k couple de fonctions continues telles que x a valeurs`
dans D A , k a variation finie etŽ . `

² � � :4.46 x u � 
 u , dk u � A� 
 u du � 0,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .
� � � Ž .pour toute fonction continue 
 sur 0; T a valeurs dans D A et verifiant` ´

Ž . Ž .4.37 . Alors pour tout couple de fonctions 
 , � continues verifiant´
� �4.47 
 u , � u � Gr A � u � 0; T ,Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .

la mesure

² :4.48 x u � 
 u , dk u � � u duŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .
� �est positive sur 0; T .

Ž .DEMONSTRATION. Soit 
 , � couple de fonctions continues telles que´
Ž Ž . Ž .. Ž .
 u , � u appartient a Gr A pour tout 0 � u � T. On a donc pour toute`

� Ž . Ž .fonction continue 
 a valeurs dans D A et verifiant 4.37` ´
² � � :4.49 x u � 
 u , dk u � A� 
 u du � 0;Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .

² � � :4.50 
 u � 
 u , � u du � A� 
 u du � 0.Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .
Pour n � �� prenons

x u � 
 uŽ . Ž .
�4.51 
 u � J .Ž . Ž . n ž /2
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� Ž . Ž .Alors 
 est continue, a valeurs dans D A et satisfait 4.37 car`
x u � 
 uŽ . Ž .T T�4.52 A� 
 u du � A du � ��,Ž . Ž .Ž .H H n ž /20 0

Ž . Ž Ž .. d � Ž .�d’apres A y � A J y pour tout y dans � Proposition 2.4 v , le fait que` n n
Ž �Ž .. Ž �Ž ..A� 
 u est par definition l’element de norme minimale de A 
 u , et la´ ´ ´

Ž . Ž . �continuite de A , x, 
 . En appliquant 4.49 et 4.50 avec 
 , on peut ecrire´ ´n

x u � 
 uŽ . Ž .
�4.53 0 � x u � J , dk u � A� 
 u du ,Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .n¦ ;ž /2

x u � 
 uŽ . Ž .
�4.54 0 � 
 u � J , � u du � A� 
 u du ,Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .n¦ ;ž /2

Ž Ž . Ž ..d’ou, en ajoutant et retranchant x u � 
 u �2 dans le premier terme`
�de chacun des produits scalaires en utilisant de nouveau la relation A �n

Ž .�n I � J ,n

x u � 
 u 1 x u � 
 uŽ . Ž . Ž . Ž .
0 � � A ,n¦ ž /2 n 2

4.55Ž .
dk u � A� 
 � u du ,Ž . Ž .Ž . ;


 u � x u 1 x u � 
 uŽ . Ž . Ž . Ž .
0 � � A ,n¦ ž /2 n 2

4.56Ž .
� u du � A� 
 � u du ,Ž . Ž .Ž . ;

puis en sommant les equations ainsi obtenues,´
1
² :0 � x u � 
 u , dk u � � u duŽ . Ž . Ž . Ž .

2

2 x u � 
 u x u � 
 uŽ . Ž . Ž . Ž .
� A , A� J dun n¦ ;ž / ž /ž /n 2 2

x u � 
 u x u � 
 uŽ . Ž . Ž . Ž .
� � J , dk u � � u duŽ . Ž .n¦ ;ž /2 2

or

x u � 
 u x u � 
 uŽ . Ž . Ž . Ž .
4.57 A � A J ;Ž . n nž / ž /ž /2 2

donc

x u � 
 u x u � 
 uŽ . Ž . Ž . Ž .
4.58 A , A� J du � 0Ž . n n¦ ;ž / ž /ž /2 2
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par definition de A�, d’ou´ `
² :x u � 
 u , dk u � � u duŽ . Ž . Ž . Ž .

x u � 
 u x u � 
 uŽ . Ž . Ž . Ž .
� �2 � J , dk u � � u du .Ž . Ž .n¦ ;ž /2 2

On passe ensuite a la limite quand n � �� dans l’equation precedente` ´ ´ ´
exactement comme dans la fin de la demonstration de la Proposition 4.1. �´

Ž .Notons que d’apres l’unicite d’une solution obtenue pour SS A, w, T , toutes` ´
Ž . Ž . Ž .les sous-suites convergentes de x , k convergent vers x, k ou x, k est`n n

Ž .l’unique solution de SS A, w, T . On en deduit qu’il y a convergence de toute´
la suite

� 2 d� �4.59 x , k x , k dans C 0; T ; � .Ž . Ž . Ž . Ž .n n n��

´ � �4.4. Etape 4: estimation uniforme de k .T

Ž� � d .PROPOSITION 4.9. Soit H partie relativement compacte de C 0; T ; �A
� Ž� � d .�pour la norme de la convergence uniforme induite par C 0; T � telle que

Ž . Ž . Ž .pour tout w � H, SS A, w, T possede une unique solution x, k . Alors on a`
l ’estimation uniforme des variations totales suivante:

� �4.60 k � C � C A , H , T � w � H .Ž . Ž .T

DEMONSTRATION. On reprend a, � , � donnes par la Proposition 4.4. On´ ´
peut ecrire pour tous 0 � s � t � T´

2 2 2 ² :x t � a � w t � a � k t � 2 w t � a, k tŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .
t t2 ² : ² :� w t � a � 2 k u , dk u � 2 w u � a, dk uŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .H H

0 0

t² :� 2 w t � w u , dk uŽ . Ž . Ž .H
0

t2 ² :� w t � a � 2 x u � a, dk uŽ . Ž . Ž .H
0

t² :� 2 w t � w u , dk u ,Ž . Ž . Ž .H
0

puis par difference, en utilisant successivement la Proposition 4.4 puis la´
Ž	 	 �. Ž .bornitude de H w � C et de l’intervalle de temps 0 � s, t � T � � ,

2 2x t � a � x s � aŽ . Ž .
t2 2 ² :� w t � a � w s � a � 2 x u � a, dk uŽ . Ž . Ž . Ž .H

s

t² : ² :� 2 w u � w s , dk u � 2 k t , w t � w sŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .H
s
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2 2 s� �� w t � s � w s � a � 2� k � 2�� t � sŽ . Ž . Ž .t

t t² :� 2� x u � a du � 2 w u � w s , dk uŽ . Ž . Ž . Ž .H H
s s

² :� 2 x t � a � a � w t , w t � w sŽ . Ž . Ž . Ž .
t� � � � � �� 2 sup w u � w v ; v � u � t � s � � k� 4Ž . Ž .Ž . s

	 	� C � C x � a .

Puisque H est relativement compacte, on sait d’apres le theoreme d’Ascoli` ´ `
Ž .qu’il existe � � � H � 0 tel que

�
� �4.61 sup w u � w v ; v � u � � � � w � H ,� 4Ž . Ž . Ž .

2

� �par consequent, si t � s � �,´
2 2 t	 	 � �4.62 x t � a � x s � a � C � C x � a � � kŽ . Ž . Ž . s

et, en particulier,

2 2 	 	 � �4.63 x t � a � x s � a � C � C x � a si t � s � � .Ž . Ž . Ž .
Soit N � �� tel que N� � T. On pose

4.64 t � i� , 0 � i � N.Ž . i

En utilisant l’inegalite elementaire,´ ´ ´ ´
1 12 24.65 ab � a � b � a, b � �Ž . 2 2

Ž .et l’estimation 4.63 , on peut ecrire pour tout 0 � t � T,´
l�1

2 2 2x t � a � x t � a � x t � aŽ . Ž . Ž .Ý ž /i�1 i
i�0

2 2 2� x t � a � x t � a � w 0 � aŽ . Ž . Ž .l

	 	� N C � C x � a � CŽ .
	 	 2 	 	x � a � C � C x � a

2 	 	 2� C � C �2 � x � a �2

	 	 2x � a � C.

Ž .En revenant a 4.62 , on obtient`
2s� � 	 	 � �� k � C � x s � a � C x � a si t � s � � ,Ž .t

� � s � �k � C si t � s � � ,t

� � � � t ik � kÝT ti� 1

i

� NC. �
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´ Ž� �4.5. Etape 5: fin de la demonstration du theoreme. Soit w � C 0; T ;´ ´ ` A
d . �Ž� � d . Ž� � d .� . Par densite de C 0; T ; � dans C 0; T ; � , il existe une suite´

�Ž� � d . Ž� � d .w � C 0; T ; � � C 0; T ; � telle quen A

� � d4.66 w � w dans C 0; T ; � .Ž . Ž .n

Ž . ŽGrace a la Proposition 4.7, il existe une unique solution x , k de SS A,ˆ ` n n
.w , T pour tout n. D’apres les Propositions 4.3 et 4.9, on a`n

1�2 �

	 	 	 	4.67 x � x � C w � w 0,Ž . n m n m n , m��

Ž .d’ou l’existence de x, k verifiant` ´

� 2 d� �4.68 x , k x , k dans C 0; T ; �Ž . Ž . Ž . Ž .n n n��

� � Ž .et puisque k � C par la Proposition 4.9, on peut conclure que x, k estTn
Ž .solution de SS A, w, T grace a la Proposition 4.5. Finalement, on a demontreˆ ` ´ ´

Ž� � d . Ž .que pour toute w � C 0; T ; � , le probleme SS A, w, T possede une unique` `A
Ž .solution x, k . Il est donc possible de definir l’application suivante sur´

Ž� � d .C 0; T ; � :A

� � d � � d� : C 0; T ; � � C 0; T ; �Ž . Ž .A4.69Ž .
w � x .

1D’apres les Propositions 4.3 et 4.9, l’application � est Holderienne d’ordre` ¨ 2
Ž� � d .sur les compacts de C 0; T ; � donc en particulier continue. Ceci termineA

la demonstration du Theoreme 3.2. �´ ´ `

´( )5. Cas stochastique EDS multivoques : bases et enjeux. Etant don-
nees:´
1. d � �� ;
2. A operateur maximal monotone multivoque de � d tel que´
5.1 Int D A � �;Ž . Ž .Ž .
Ž � 4 .3. �, FF, FF , � espace probabilise filtre verifiant les conditions habituelles;´ ´ ´t

� 44. W � W , FF ; 0 � t � � mouvement Brownien d-dimensionnel standardt t
Ž .defini sur �, FF, � avec W � 0;´ 0

5. b: � d � � d et � : � d � � d 
 � d applications Lipschitziennes;
6. x � D A ,Ž .0

Ž .on cherche un couple de processus X, K verifiant:´
Ž . � 4 Ž .i X � X , FF ; 0 � t � � processus continu, adapte, defini sur �, FF, � ,´ ´t t

a valeurs dans D A avec X � x , �-p.s.;Ž .` 0 0
Ž . � 4ii K � K , FF ; 0 � t � � processus continu, adapte, a variation finie,´ `t t

Ž . ddefini sur �, FF, � , a valeurs dans � , K � 0, �-p.s.;´ ` 0
Ž . Ž . Ž .iii dX � b X dt � � X dW � dK ; 0 � t � �, �-p.s.;t t t t t
Ž . Ž . � 4iv pour tout douple de processus 
 , � , 
 � 
 , FF ; 0 � t � � et � �t t

� 4 Ž . d� , FF ; 0 � t � � continus, adaptes, definis sur �, FF, � , a valeurs dans � ,´ ´ `t t
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verifiant´
�5.2 
 , � � Gr A � u � 0; �� ,Ž . Ž . Ž .u u

la mesure
² :5.3 X � 
 , dK � � duŽ . u u u u

est �-p.s. positive sur ��.

�Ž . Ž . Ž . Ž .� dŽ .Le probleme i , ii , iii , iv sera note EDSM A, b, � , x . Tout a fait` ´ `0
formellement, on l’ecrira sous la forme´

dX � A X dt � b X dt � � X dW ,Ž . Ž . Ž .t t t t t

X � x �D A .Ž .0 0

5.4Ž .

On peut maintenant rappeler le resultat fondamental d’existence et d’uni-´
cite pour l’equation differentielle stochastique multivoque associee a un oper-´ ´ ´ ´ ` ´

d Ž � � � � � �ateur maximal monotone multivoque de � : cf. 4 , 5 ; voir aussi 2 lorsque
. �A � 	� . Pour tout d � � , on a le theoreme.´ `

Ž d .THEOREME 5.1 EDSM . Pour tout operateur maximal monotone multi-´ ` ´
d Ž .voque A de � verifiant 5.1 , tout t � D A , toutes applications b, � Lip-Ž .´ 0

dŽ .schitziennes, il existe une unique solution du probleme EDSM A, b, � , x .` 0

Il est interessant de noter que puisque l’on peut considerer en particulier´ ´
A sous la forme 	� avec � seulement convexe, s.c.i., strictement propre,
le Theoreme 5.1 donne un resultat d’existence et d’unicite fortes pour´ ` ´ ´
des equations differentielles stochastiques possedant un coefficient de de-´ ´ ´ ´
rive eventuellement tres singulier. Le Theoreme 5.1 permet en particulier´ ` ´ `
d’obtenir des diffusions qui sont reflechies dans un domaine D de � d´ ´
et qui possedent un coefficient de derive discontinu et explosant au bord du` ´
domaine D.

Ž .Gardons a l’esprit les cas particuliers de 5.4 , lesquels montrent toute la`
richesse de cette classe d’equations differentielles stochastiques.´ ´

d Ž .1. Soient D un convexe ferme d’interieur non vide de � et A � 	 � . Dans´ ´ D
Ž . Ž .ce cas la solution X de 5.4 est une diffusion pour les donnees b et �´

� Ž .�reflechie normalement dans le convexe D voir Proposition 3.1 .´ ´
Ž . ŽŽ . .2. d � 1 et soient n un entier, n � 2, A � 	� avec � x � � n � 1 ln x �2

Ž � �.si x � 0 et �� sinon. On peut alors montrer voir 11 que le processus X
associe est un processus de Bessel de dimension n.´

d Ž Ž1. Ž2. Žd ..3. Soit d � �, d � 2. Pour tout x � � , on note x � x , x , . . . , x ses
composantes. On considere la fonction convexe s.c.i. strictement propre de`
� d definie par´

� Ž j. Ž i. Ž1. Ž2. Žd .�� ln x � x , si x � x � ��� � x ,Ž .Ý�
 1�i�j�d5.5 � x �Ž . Ž . ���, sinon,

avec � � 0, et les coefficients b: � d � � d, � : � d � � d 
 � d de la forme
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suivante:
Ž .i Ž i. d˜5.6 b x � b x � x � � , 1 � i � d ,Ž . Ž . Ž .Ž .

et

5.7 � x � � � x Ž i. � x � � d , 1 � i , j � d ,Ž . Ž . Ž .˜i j i j �

˜pour des fonctions b: � � �, � : � � � convenables donnees.˜ ´
Ž � �.On peut alors montrer voir 6 que l’equation differentielle stochastique´ ´

Ž .multivoque 5.4 associee a ces donnees s’ecrit composante par composante,´ ` ´ ´
dt

Ž1. Ž1. Ž1. Ž1.˜dX � b X dt � � X dW � � ,˜Ž . Ž . Ýt t t t � Ž1. Ž j.X � Xt t1�j�1�d

dt
Ž2. Ž2. Ž2. Ž2.˜dX � b X dt � � X dW � � ,˜Ž . Ž . Ýt t t t � Ž2. Ž j.X � Xt t1�j�2�d

��� � ���

dt
Ž i. Ž i. Ž i. Ž i.˜dX � b X dt � � X dW � �˜Ž . Ž . Ýt t t t � Ž i. Ž j.X � Xt t1�j�i�d

��� � ���

dt
Žd . Žd . Žd . Žd .˜dX � b X dt � � X dW � � ,˜Ž . Ž . Ýt t t t � Žd . Ž j.X � Xt t1�j�d�d

qui est un systeme d’equations differentielles stochastiques regissant le` ´ ´ ´
mouvement sur la droite reelle de d particules chargees, soumises a un´ ´ `

˜champ exterieur b, a des perturbations aleatoires et en interaction via une´ ` ´
repulsion electrostatique.´ ´

Les equations differentielles stochastiques multivoques permettent donc´ ´
de modeliser et d’etudier des systemes de particules en interaction avec un´ ´ `
potentiel d’interaction eventuellement tres singulier. On renvoie le lecteur a´ ` `
� �6 pour un exemple d’etude de ce genre de systemes de particules.´ `

6. Demonstration de l’existence forte pour les EDS multivoques.´
Nous allons donner maintenant, comme application du theoreme d’existence´ `
et d’unicite pour le probleme de Skorohod multivoque, une deuxieme demon-´ ` ` ´

Ž � �.stration apres celle donnee dans 5 de la partie existence dans le Theo-` ´ ´
reme 5.1.`

2Ž Ž� � d ..Il est connu que l’espace L �; C 0; T ; � est un espace de Banach pour
la norme

� � 1�2 � �26.1 X � � sup X ,Ž . tž /
0�t�T

et donc aussi pour chacune des normes

2��t 1�2� � � �6.2 X � sup e � sup X , � � 0,Ž . � sž /
0�t�T 0�s�t
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� � � �puisque, pour tout � � 0, les normes � et � sont equivalentes.´�
2 Ž Ž� � d .. 2ŽOn note L �; C 0; T ; � le sous-espace vectoriel ferme de L �;´ad

Ž� � d .. � 4C 0; T ; � forme des processus X qui sont FF -adaptes, c’est-a-dire tels´ ´ `t
� �que X soit FF -mesurable pour chaque t � 0; T .t t

� 4 ŽSoit Y � Y , FF ; 0 � t � T un processus continu, adapte, defini sur �,´ ´t t
. dFF, � , a valeurs dans � . D’apres le Theoreme 3.2, il existe un unique cou-` ` ´ `
Ž . � 4 � 4ple Z, H , Z � Z , FF ; 0 � t � T , H � H , FF ; 0 � t � T , de processus con-t t t t

Ž . dtinus, adaptes, definis sur �, FF, � , a valeurs dans � , tel que pour �-´ ´ `
Ž Ž . Ž ..presque tout � � �, Z � , H � soit la solution de� �

� �

6.3 SS A; x � b Y � ds � � Y dW � ; T .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .H H0 s s sž /ž /0 0

On pose alors
6.4 F Y � Z.Ž . Ž .

2 Ž Ž� � d ..PROPOSITION 6.1. L’espace L �; C 0; T ; � est stable par F; c’est-a-`ad
dire,

2 � � d 2 � � d6.5 F L � ; C 0; T ; � � L � ; C 0; T ; � .Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .ad ad

2 Ž Ž� � d ..DEMONSTRATION. Soit Y � L �; C 0; T ; � . On note comme precedem-´ ´ ´ad
Ž . � 4 � 4ment Z, H , Z � Z , FF ; 0 � t � T , H � H , FF ; 0 � t � T , l’unique couplet t t t

Ž . dde processus continus, adaptes, definis sur �, FF, � , a valeurs dans � , tel´ ´ `
Ž Ž . Ž ..que pour �-presque tout � � �, Z � , H � soit la solution de� �

� �

6.6 SS A; x � b Y � ds � � Y dW � ; T .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .H H0 s s sž /ž /0 0

Ž . 2 Ž Ž� � d ..On souhaite montrer que Z � F Y � L �, C 0; T ; � . On reprend a, � ,ad
Ž� donnes par la Proposition 4.4. On pose avec les conventions habitu-´

.elles
� � � � �6.7 � � inf 0 � t � T : Y � Z � p , p � � .� 4Ž . p t t

� 4 �Alors � est un FF -temps d’arret pour tout p � � et � �� quand p��,ˆp t p
�-p.s. En utilisant successivement la formule d’Ito, la Proposition 4.4,ˆ

Ž . Ž .l’inegalite 4.65 et l’hypothese Lipschitz faite sur b, � et l’inegalite de´ ´ ` ´ ´
Davis, on peut ecrire´

s	�p2 2� � � � ² :Z � a � x � a � 2 b Y , Z � a duŽ .Hs 	 � 0 u up
0

s	�p² :�2 � Y , Z � a dWŽ .H u u u
0

s	� s	�p p �² :�2 Z � a, dH � tr �� Y duŽ .Ž .H Hu u u
0 0

s
2 2� � � �� C � x � a � C Z � a duH0 u 	 � p

0

s s	�p2� � ² :�C Y du � 2 � Y , Z � a dW ,Ž .H Hu 	 � u u up
0 0
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t2 2� � � �E sup Z � a � C � C � sup Z � a duHs 	 � s 	 �ž / ž /p p
00�s�t 0�s�u

s	�p² :� 2� sup � Y , Z � a dWŽ .H u u už /00�s�t

� �2� C� sup Ysž /
0�s�T

t2 2� � � �� C � C Y � C � sup Z � a duH s 	 �ž /p
0 0�s�u

1�2
t	� 2p 2� �� C� � Y Z � a du .Ž .H u u½ 5ž /0

Ž .Or, en utilisant l’inegalite 4.65 et l’hypothese Lipschitz faite sur � , on peut´ ´ `
obtenir la majoration

1�2
t	� 2p 2� �C� � Y Z � a duŽ .H u u½ 5ž /0

� � � �� C� sup Z � a 1 � sup Y�s 	 � sž /pž /
0�s�t 0�s�T

2 1 2� � � �� C 1 � Y � � sup Z � a ,Ž . s 	 �2 ž /p
0�s�t

d’ou, en revenant a l’inegalite precedente,` ` ´ ´ ´ ´

� �2 � � 2
� sup Z � a � C 1 � YŽ .s 	 �ž /p

0�s�t

t 2� �� C � sup Z � a du,H s 	 �ž /p
0 0�s�u

6.8Ž .

puis par le lemme de Gronwall,

� �2 � � 2 CT6.9 � sup Z � C 1 � Y e ,Ž . Ž .t 	 �ž /p
0�t�T

et on conclut finalement a l’aide du lemme de Beppo-Levi en faisant p��. �`

PROPOSITION 6.2. Pour � � 0 suffisamment grand, F est une contraction
2 Ž Ž� � d .. � �de l ’espace L �; C 0; T ; � muni de � ; c’est-a-dire, il existe � � 0`�ad 0

Ž .tel que pour tout � � � , on peut trouver une constante 0 � C � C b, � , T, �0
� 1 verifiant´

� �� �F Y � F Y � C Y � YŽ . Ž . ��

� 2 � � d� Y , Y � L � ; C 0; T ; � .Ž .Ž .ad

6.10Ž .
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� 2 Ž Ž� � d ..DEMONSTRATION. Soient � � 0 et Y, Y � L �; C 0; T ; � . On note´ ad
Ž . � 4 � 4Z, H , Z � Z , FF ; 0 � t � T , H � H , FF ; 0 � t � T , l’unique couple det t t t

Ž . dprocessus continus, adaptes, definis sur �, FF, � , a valeurs dans � , tel que´ ´ `
Ž Ž . Ž ..pour �-presque tout � � �, Z � , H � soit la solution de� �

� �

6.11 SS A; x � b Y � ds � � Y dW � ; T ,Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .H H0 s s s˙ ž /ž /0 0

Ž � � . � � � 4 � � � 4et Z , H , Z � Z , FF ; 0 � t � T , H � H , FF ; 0 � t � T , l’unique couplet t t t
Ž . dde processus continus, adaptes, definis sur �, FF, � , a valeurs dans � , tel´ ´ `

Ž �Ž . �Ž ..que pour �-presque tout � � �, Z � , H � soit la solution de� �

� �
� �6.12 SS A; x � b Y � ds � � Y dW � ; T ,Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .H H0 s s sž /ž /0 0

de sorte que

6.13 F Y � Z ; F Y � � Z� .Ž . Ž . Ž .
Pour p � ��, on pose

� � � � � � � � � �6.14 � � inf 0 � t � T : Y � Y � Z � Z � p .� 4Ž . p t t t t

� 4 �Alors � est un FF -temps d’arret pour tout p � � et � �� quand p��ˆp t p
�-p.s. D’apres la formule d’Ito, la Proposition 4.1, l’hypothese Lipschitz sur` ˆ `
Ž . Ž .b, � , l’inegalite 4.65 , l’inegalite de Davis, on peut ecrire´ ´ ´ ´ ´

s	�p2� � �� � ² :Z � Z � 2 b Y � b Y , Z � Z duŽ . Ž .Hs 	 � s 	 � u u u up p
0

s	�p � �² :� 2 � Y � � Y , Z � Z dWŽ . Ž .H u u u u u
0

s	�p � �² :� 2 Z � Z , dH � dHH u u u u
0

s	� �p � �� tr � Y � � Y � Y � � Y du,� 4 � 4Ž . Ž . Ž . Ž .H u u u u
0

s s
2 2 2� � �� � � � � �Z � Z � C Y � Y du � C Z � Z duH Hs 	 � s 	 � u u u 	 � u 	 �p p p p

0 0

s	�p � �² :� 2 � Y � � Y , Z � Z dW ,Ž . Ž .H u u u u u
0

� � �2� sup Z � Zs 	 � s 	 �ž /p p
0�s�t

t t2 2� �� � � �� C � sup Y � Y du � C � sup Z � Z duH Hs s s 	 � s 	 �ž / ž /p p
0 00�s�u 0�s�u

s	�p � �² :� 2� sup � Y � � Y , Z � Z dWŽ . Ž .H u u u u už /00�s�t
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t t2 2� �� � � �� C � sup Y � Y du � C � sup Z � Z duH Hs s s 	 � s 	 �ž / ž /p p
0 00�s�u 0�s�u

1�2
t	� 2p 2� �� �� C� � Y � � Y Z � Z du .Ž . Ž .H u u u u½ 5ž /0

Ž .Or, en utilisant de nouveau l’inegalite elementaire 4.65 et l’hypothese´ ´ ´ ´ `
Lipschitz sur � , on peut obtenir la majoration

1�2
t	� 2p 2� �� �C� � Y � � Y Z � Z duŽ . Ž .H u u u u½ 5ž /0

1�2
t 2� �� �� C� sup Z � Z � Y � � Y duŽ . Ž .Hs 	 � s 	 � u u½ 5p pž /00�s�t

t2 2� �1 � � � �� � sup Z � Z � C � sup Y � Y du,Hs 	 � s 	 � s s2 ž / ž /p p
00�s�t 0�s�u

d’ou, en revenant a l’inegalite precedente,` ` ´ ´ ´ ´

� � �2� sup Z � Zs 	 � s 	 �ž /p p
0�s�t

t t2 2� �� � � �� C � sup Y � Y du � C � sup Z � Z duH Hs s s 	 � s 	 �ž / ž /p p
0 00�s�u 0�s�u

puis par le lemme de Gronwall

t2 2� �Ct� � � �6.15 � sup Z � Z � Ce � sup Y � Y duŽ . Hs 	 � s 	 � s sž / ž /p p
00�s�t 0�s�u

et on conclut finalement a l’aide du lemme de Beppo-Levi en faisant p�� que`
l’on peut ecrire´

t2 2� �� � � �6.16 � sup Z � Z � C � sup Y � Y du.Ž . Hs s s sž / ž /
00�s�t 0�s�u

On en deduit´

t2 2� �� � � �� sup Z � Z � C � sup Y � Y duHs s s sž / ž /
00�s�t 0�s�u

t 2�2 �u �2 �u � �� C e e � sup Y � Y duH s sž /
0 0�s�u

t 2�2 �u � �� C e du Y � YH �ž /0 �

2 �t � � � 2� Ce �� Y � Y ,��
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puis finalement,

� � � 2 �2 �t � � �2Z � Z � sup e � sup Z � Z� � s sž /
0�t�T 0�s�t

� � � 2� C�� Y � Y ,��

Ž .d’ou le resultat si l’on prend � � C � C b, � , T . �` ´ 0

Choisissons � � � , ou � est donne par la proposition precedente; on a` ´ ´ ´0 0
2 Ž Ž� � d ..donc que F est une contraction de l’espace de Banach L �; C 0; T ; �ad

2 Ž Ž� � d .. � �lorsque l’on munit L �; C 0; T ; � de la norme � . Le theoreme du´ `�ad
point fixe de Banach permet alors d’affirmer l’existence d’un unique point fixe

2 Ž Ž� � d .. Ž .X pour F. En particulier, X � L �; C 0; T ; � , X � F X et il existead
2 Ž Ž� � d ..K � L �; C 0; T ; � , a variation finie tel que pour �-presque tout � � �,`ad

Ž Ž . Ž . Ž .. Ž Ž . Ž ..F X � , K � � X � , K � soit la solution de� � � �

� �

6.17 SS A; x � b X � ds � � X dW � ; T ,Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .H H0 s s sž /ž /0 0

Ž . dŽ .autrement dit X, K est solution du probleme EDSM A; b; � ; x sur` 0
� �0; T . Par la technique classique de recollement, on construit une solution du

� �probleme sur 0; �� . Ceci termine la demonstration de la partie existence` ´
du Theoreme 5.1.´ `

Ž . dŽ .REMARQUE. L’unique solution X, K du probleme EDSM A; b; � ; x` 0
2 Ž Ž� � d ..pourrait aussi etre obtenue comme limite dans L �; C 0; T ; � de laˆ ad

suite des iterees de Picard definie par´ ´ ´

X Žn�1. � F X Žn. ; n � �� ,Ž .
6.18Ž .

X Ž0. � x .0

7. Complements en dimension 1.´

7.1. Regularite de �. On a montre dans le Section 4 que l’application de´ ´ ´
Skorohod � associee a un operateur maximal monotone multivoque A´ ` ´

1d dŽ� � .de � est Holderienne d’ordre sur les compacts de C 0; T ; � . La meme¨ ˆ2
� � � �regularite est obtenue par Lions et Snitzman 12 d’une part, et Saisho 13´ ´

d’autre part dans le cas ou A est le sous-differentiel de la fonction indicatrice` ´
Ž . d � �d’un convexe ferme sans autre hypothese de � . Dans 7 , Dupuis et Ishii´ `

obtiennent une caracterisation des convexes fermes de � d pour lesquels´ ´
l’application � est Lipschitzienne: ce sont les polyedres. En particulier, en`
dimension 1, l’application de Skorohod associee au sous-differential de tout´ ´
convexe ferme de � est Lipschitzienne. On va montrer que ce resultat s’etend´ ´ ´
a l’ensemble des operateurs maximaux monotones multivoques de �.` ´
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THEOREME 7.1. Soit A un operateur maximal monotone multivoque de �´ ` ´
Ž .verifiant 3.1 . Alors l ’application de Skorohod � associee a A par le Theoreme´ ´ ` ´ `

� Ž� � d .3.2 est Lipschitzienne. Plus precisement, pour toutes w, w � C 0; T ; � ,´ ´ A
on a l ’estimation

� �	 	7.1 � w � � w � 2 w � w .Ž . Ž . Ž .

�Ž� � d . Ž� � d .DEMONSTRATION. Puisque C 0; T ; � � C 0; T ; � est dense dans´ A
Ž� � d . Ž . � �Ž� �C 0; T ; � et � continue, il suffit de prouver 7.1 pour w, w � C 0; T ;A

d . Ž� � d . � �Ž� � d . Ž� � d .� � C 0; T ; � . Soient w, w � C 0; T ; � � C 0; T ; � . On poseA A

7.2 x � � � , x� � � �� .Ž . Ž . Ž .
� Ž . Ž � .Si on note x et x les solutions de SS A , w, T , SS A , w , T respective-n n n n

ment, c’est-a-dire,`

x t � w t � A x t ,Ž . Ž . Ž .Ž .˙ ˙n n n7.3Ž .
x 0 � w 0 ,Ž . Ž .n

x� t � w� t � A x� t ,Ž . Ž . Ž .Ž .˙ ˙n n n7.4Ž .
x� 0 � w� 0 ,Ž . Ž .n

alors on sait que

� � � � d� �x x et x x dans C 0; T ; � .Ž .n nn�� n��

Il suffit donc de prouver

	 � 	 	 � 	 �7.5 x � x � 2 w � w � n � � ,Ž . n n

autrement dit

� � �	 	 � �7.6 x t � x t � 2 w � w � t � 0; T , � n � � .Ž . Ž . Ž .n n

Soient n � ��, 0 � t � T. Le resultat est clair si t � 0 car´
� � �	 	7.7 x 0 � x 0 � w 0 � w 0 � w � w .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .n n

Ž . � Ž .On peut donc supposer 0 � t � T et aussi bien sur x t � x t ; admettonsˆ n n
Ž . � Ž .par exemple que l’on ait x t � x t . On posen n

7.8 G � 0 � s � t : x s � x� s ,� 4Ž . Ž . Ž .n n

puis

7.9 � � max sup G ; 0 ,Ž . Ž .

de telle sorte que

7.10 x s � x� s , � � s � t ,Ž . Ž . Ž .n n
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et de plus, pour � � 0 comme pour � � 0, on a

� � �w t � w t � w � � w � � x � � x �Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .n n7.11Ž .
	 � 	� 2 w � w .

On calcule alors en utilisant la monotonie de A ,n

� �x t � x t � x t � x tŽ . Ž . Ž . Ž .n n n n

� w t � w� t � w � � w� � � x � � x� �Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .n n

t �� A x s � A x s dsŽ . Ž .Ž . Ž .Ž .H n n n n
�

� � �� w t � w t � w � � w � � x � � x �Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .n n

	 � 	� 2 w � w . �

7.2. Remarque sur la demonstration d’existence. Pour obtenir l’existence´
Ž .d’une solution forte a l’equation differentielle stochastique multivoque` ´ ´

dŽ .EDSM A, b, � , x , on a applique la methode d’iteration de Picard via´ ´ ´0
l’application de Skorohod �. En dimension d � 1, cette application � est
Lipschitzienne d’apres le Theoreme 7.1 ce qui permet d’obtenir directement la` ´ `

dŽ .solution X de EDSM A, b, � , x en posant0

7.12 X � � Y ,Ž . Ž .

�ou Y est l’unique solution existence et unicite assurees par le caractere` ´ ´ `
Ž . Ž .�Lipschitz des fonctionnelles b � , � � de

t t
7.13 Y � x � b � Y s ds � � � Y s dW .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .H Ht 0 s

0 0

7.3. Grandes deviations des equations differentielles stochastiques multi-´ ´ ´
voques unidimensionnelles. A l’aide des resultats de grandes deviations ob-´ ´

Ž . � �tenus pour l’equation 1.8 lorsque A � 0 dans 10 , la methode de l’applica-´ ´
� �tion continue appliquee dans 1 et le caractere Lipschitz de l’application de´ `

Skorohod, on peut tres facilement obtenir un resultat de grandes deviations` ´ ´
Ž .pour l’equation differentielle stochastique multivoque 1.8 .´ ´

THEOREME 7.2. Soient:´ `
Ž .i A operateur maximal monotone multivoque de � tel que´

7.14 Int D A � �;Ž . Ž .Ž .
Ž . Ž � 4 .ii EE � �, FF, FF , � espace probabilise filtre verifiant les conditions habi-´ ´ ´t

tuelles;
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Ž . � 4iii W � W , FF , 0 � t � � mouvement Brownien unidimensionnel stan-t t
Ž .dard defini sur �, FF, P , W � 0;´ 0

Ž .iv b: � � � et � : � � � verifiant pour une certaine constante 0 � C � �,´

7.15 b x � � x � C � x � �,Ž . Ž . Ž .
� �7.16 b x � b y � � x � � y � C x � y � x , y � �,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .

1
7.17 � x � � x � �;Ž . Ž .

C

Ž .v x � D A ;Ž .0
Ž .vi T � 0.

Pour tout � � 0, on note X Ž� ., l ’unique solution de l ’equation differentielle´ ´
stochastique multivoque unidimensionnelle:

7.18 dX Ž� . � A X Ž� . dt � b X Ž� . dt � � 1�2� X Ž� . dW ,Ž . Ž . Ž . Ž .t t t t t

Ž� � . Ž .et pour g � C 0; T ; � , g 0 � x , on pose0

˜ � �7.19 � g � inf � f : f � C 0; T ; � , � f � g ,Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .� 4A

Ž� � .avec pour toute f � C 0; T ; � ,A

2� ˙1 f s � b � f sŽ . Ž . Ž .Ž .ŽT
ds, si f absolument continue,H
˜ 27.20 � f �Ž . Ž . 2 � � f sŽ . Ž .Ž .0���, sinon,

puis

7.21 � E � inf � g : g � E ,� 4Ž . Ž . Ž .

Ž� � .si E est un Borelien de C 0; T ; � . Alors:´
Ž . � 4 Ž� � .i pour tout R � 0, l ’ensemble � � R est un compact de C 0; T ; � ; en

Ž� � .particulier, � est s.c.i. sur C 0; T ; � ;
Ž . Ž� � .ii pour tout Borelien E de C 0; T ; � , on a´

� � Int E � lim inf � ln � X Ž� . � EŽ . Ž .Ž .
��0

Ž� .� lim sup � ln � X � E � �� E ,Ž . Ž .
��0

7.22Ž .

Ž . Žou l ’on convient de noter Int E et E l ’interieur et l ’adherence pour la` ´ ´
.topologie de la convergence uniforme respectivement de toute partie E de

Ž� � .C 0;T ; � .

Ž X Ž� . .Autrement dit, � , � est un systeme de grandes deviations pour la fonc-` ´
tionnelle d’action �.
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DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que l’on peut ecrire X Ž� . sous la´ ´
forme

7.23 X Ž� . � � Y Ž� . � � � 0,Ž . Ž .

ou Y Ž� . est l’unique solution de l’equation differentielle stochastique classique` ´ ´
Ž .univoque

7.24 dY Ž� . � b � Y Ž� . dt � � 1�2� � Y Ž� . dW ,Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .t tt t

� �pour laquelle on connait les grandes deviations d’apres 10 . En effet, grace´ ` ˆ
aux hypotheses faites sur b, � et le caractere Lipschitz de �, les resultats de` ` ´
� � Ž10 s’appliquent ici le theoreme de Freidlin et Wentzell n’etait pas enonce´ ` ´ ´ ´

Ž� � .pour des fonctionnelles non anticipatives sur C 0; T ; � mais leur resul-´
tat reste vrai dans ce cas comme l’ont remarque initialement Anderson et´

� �. Ž� .Orey 1 . On obtient les grandes deviations de X en transportant celles de´
Ž� . Ž � �Y en utilisant la methode bien connue de l’application continue voir 1´

.par exemple . �

REMARQUE. A l’aide de l’application de Skorohod � definie dans le´
Ž .Theoreme 3.2, on peut en s’inspirant du cas des EDS reflechies definir un´ ` ´ ´ ´

schema de discretisation de type Euler pour les equations differentielles´ ´ ´ ´
stochastiques multivoques et montrer la convergence d’un tel schema; on´

� �renvoie le lecteur a 4 pour plus de details sur le sujet.` ´
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