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Z6ros d'applications 
holomorphes de C n dans 

Myriam Ounaies 

C / t  

A b s t r a c t .  It is known that ,  unlike the one dimensional case. it is not possible to find an 

upper  bound for the zeros of an entire map from C ~ to C a, n>_2, in te rms of the growth of the 

map. However, if we only consider the "non-degenerate" zeros, that  is, the zeros where the jacobian 

is not "too small",  it becomes possible. We give a new proof of this fact. 

Nous nous int~ressons dans ce travail h la recherche d 'une borne sup~rieure pour 
l'cnsemble des z~ros d 'une application enti~re. Cette question est li6e au probl~me 
de B6zout transcendental pour les applications holomorphes. Le th6or~me classique 
de B6zout dit que si A1, ..., AN sont des ensembles alg6briques, alors 

d e g A A j < _ f f I d e g A j .  
j=l  j=l 

Pour une fonction f enti~re dans C avec f (0)- -1 ,  on salt que 

n(r, f - 1  (0)) _< C log 3 b ( a r ,  f )  

pour tout a > 1. 
Par analogie avec le nombre de z6ros d 'un polyn6me, ceci suggbre que 

log/l b (ar, f)  
joue le r61e du degrb. La question qui se pose alors naturellement est, dans le cas 
oh F est une application holomorphe de C ~ dans C ~, pour a > 1, a-t-on 

(*) n(r, F -1 (0)) <_ C(log lllF( ar) ) n. 

Un contre-exemple de Cornalba et Shiffman [2] montre qu'en g~n~ral, ceci n'est 
pas vrai, ils ont en effet montr6 que pour toute fonction positive S(r) telle que 
S(r ) ] '+oc ,  il existe une application F: C2--+C e, d'ordre z~ro, telle que 

n(r,F-l(0)) 
--4 +zxz. 

S(r)  

Pourtant,  si on considbre les z6ros de F ~ non-d6g6n6r6s ~. c'est ~ dire pour lesquels 
le Jacobien ~ n'est pas trop petit  ~), il est possible d'obtenir la relation (*) (voir [5]). 
Nous appliquons ici les techniques que nous avions utilis6es dans [6] pour retrouver 
les r6sultats de Li et Taylor [5]. 
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0.  N o t a t i o n s  e t  d d f i n i t i o n s  

Nous utiliserons les notations suivantes : si z= (z l  . . . . .  zn) E C n, 

(3_~ \1/2 . 
Ilzll = Izjl 2) , ~= 20011zlt 2, ~3k= ~./3k. 

Nous noterons B(a, r) la boule {zeC~]llz-a]] <r}.  
Pour une application holomorphe F: C n--+C ~, nous noterons JF(z) le Jacobien 

de F au point z, F - l ( 0 )  l'image r~ciproque de 0 par F et 

MF(r)= sup [[F(z)l I. 
z 6 B ( O . r )  

Si V est un sous-ensemble de C n, nous noterons Card V le cardinal de V e t  

n(r, V) = Card(YnB(O, r)). 

Duns tout l'article, C~ d~signera une constante qui ne d~pend que de n, sa valeur 
pourra varier. 

1. R ~ s u l t a t s  p r i n c i p a u x  

Le th~or~me fondamental de ce travail est le r~sultat suivant. 

T h d o r ~ m e  1.1. Soit F une fonction holomorphe de C n duns C n. Soit f 
une ]onetion positive sur C n. En posant ](r)=supM_< r f (z) ,  on suppose que ] est 
croissante et que 

MF(r) << A(f(r))  B, oiz A et B sont des constantes positives. 

Notons N f = {  a j  } l'ensemble des zeros de F qui v~rifient 

1 
[JF(aj)[ >_ f(aj)" 

Alors, si r e s t  assez grand pour que l o g f ( r ) > t  et r '>r,  

r t 2 n  - ' ~ t 
n(r, Nf)  < Cn ( r , _ r ) 2 ,  ( r ' - r )  -"/log l(r )(log f ( r  ))n. 

Comme consequence de ce th~or~me, nous retrouvons les th~or~mes 4.1 et 5.1 
de Li-Taylor [5]. 
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Rappelons que dans cet article, Ap(C n) d~signe l 'ensemble des fonctions enti~- 
res telles que, il existe deux constantes positives A et B avec 

If(z)l < Aexp(Bp(z)) pour tout z E C n, 

p ~tant une fonction poids pluri-sousharmonique. Nous renvoyons h [1] ou [7] pour 
les d~finitions et les propri6t6s de cet espace. 

On dit que V={ak}kEN est d ' interpolation pour Ap(C') si pour toute suite de 
nombres complexes {Ck}keN v6rifiant 

ICkl ~ A' exp(B'p(ak)), A' et B '  6tant des constantes positives, 

il existe une fonction fEAp(C n) tel]e que f(ak)=Ck pour tout k. 

On note ~5(r) =suPlzl<r p(z). 
D'apr~s le corollaire 2.7 de Berenstein-Li [1], si V est d ' interpolation pour 

Ap(Cn), il existe une application F = ( f l , . . . ,  f , ) ,  avec fj  appar tenant  h Ap(C n) 
pour jE{1 ,  ... ,n} telle que V c F - I ( o )  et 

IJF(aj) I >_ r pour tout j E N. 

I1 suffit alors d 'appliquer th~or~me 1.1 avec f (z)=(expBp(z))/r  et # = a r  pour 
obtenir le r6sultat du th6or~me 4.1 de [5]. 

C o r o l l a i r e  1.2. Si V = { aj } jeN est d'interpolation pour Ap(Cn),  alors, pour 
tout a> 1, 

n(r, V) = O(p(c~r) ). 

Ensuite, en appliquant le th~or~me 1.1 avec f(Z)=MF(Izl)B/e et r'=c~r, a > l ,  
on obtient le r~sultat du th~or~me 5.1 de [5]. 

C o r o l l a i r e  1.3. On note V={aj}  I'ensembles des zdros de F tels que 

IJr(aj)l > Eir( laj  I)- ' .  
Alors, pour tout ~> 1, n(r, V)--O((log lllE(~r))n). 

Soit maintenant  ~,>0. 

Si on pose r'=r+r(loglogMf(r)) -2, on a 

n(r, V) <_ C~ (log log ME(r))2n(2+l/(log e+B log hIF(r')))(log MF(r') ) n 

_< C ,  (log MF(r')) ~+~ 

s i r  est assez grand. D'apr~s Gruman  [4], il existe une suite rk?+CO qui v~rifie 

)tlF(r'k) <_ 2MF(rk) off r~ =rk +rk(loglog )~lF(rk)) -2. 

On en conclut que 

n(rk, V) <_ C~(Iog 2tlF(rk)) "+~ 

si k est assez grand, ou encore le corollaire suivant. 
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Coro l la i re  1.4. Pour tout ~,>0, 

n(r, V) 
lira sup 
~ + ~  Oog Mr(r))"+~ 

=0. 

2. P r e u v e  d u  t h d o r ~ m e  

Soit F une application holomorphe C n dans C '~, non identiquement nulle. 
Soient deux rayons r r > r > 0  (r sera choisi assez grand au besoin). 

L e m m e  2.1. I1 existe une constante Cn>0 telle que, pour tout ~ > 0  (~ dd- 
pendra dventuellement de r), 

B rr2n 
(0,r) i0cS1og IIFII2 A(iOOtIFII2"Y) n-1 < Cn (r ,_r)2n 21IF(r') 2~(n-1) log l~IF(r'). 

Preuve. Posons rk = r ' - k ( r ' - r ) / n  pour kE {1, 2, ..., n} et 

Ik = s i0c5 log IIFII2/x(iOOIIfll2~)k-~/x~_k. 

En utilisant le lemme 1.2.2 de [6], nous avons les estimations suivantes 

Ik_< 2 1 2 2 s (r~-l-IIzll 2)2iO01~ 2~)k-a/x~-k 
(rk-1 --rk) (O,rk-1) 

1 
(-2 r2~2 ktk--1 - k] 

x/B(o,~_~) ]lFII2~iOOl~ IlFll2 AiOO(r~-i -Ilzll2)2A(iOOllFlI2"Y)k-aA~'~-k 

<- 8r~- l (n - -k  + 2 /B(O,~k_~) Ilfll2~iOSl~ Ilfll2 A(iOOIIfll2~)k-Z A~"-k+~ 

_<8n 3MF(r')2~- - Ik-1. 
(r'-r)~ 

Aprbs itdration, cel/~ donne 

MF(r')2~(--1) 
In_<(8n3) n-1 (r, r)2(n_a) I1. 
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I1 reste h majorer  11. En proc~dant  comme ci-dessus, nous obtenons  

1 fB I Iog IIFII21~" I1 _< 8n 3 (r,2 _ r2-------- ~ (0.~') 

On peut  ~crire 

[log [[F[[2[ = l o g  + [[F[[2+log - [[F[[ 2 et log [[F[[ 2= lOg  + [[F[[2-log - [[F[[ 2 

avec log + l lFIl2=sup{log tfFll2,0} et log- IIFI]2= - inf{tog llVlt2,0}. En supposant  
que F ( 0 ) r  moyennant  une t rans la t ion au besoin, 

-! fo log Ill(0)[[~ < - -  log IIF(z)[[~ d,~(z). 
- -  7 r n r l 2 n  (O.r') 

On en d6duit  que 

log- IIf(z)ll 2 dA(z) _< log + IIf(z)ll 2 d,~(z) ,~-----T-- log IIf(O)ll, 
(0,<) (o.~') 

et que, par  consequent,  

]log IIf(z)ll21 dA(z) <_ 2 log + IIf(z)ll 2 d~(z) s-----T-- log IIf(O)ll 
(0.r') (O.r') 

< Cn log .~lF(r')r '2" . 

Finalement ,  
r t )  n 

I ,  <_ Cn (r ,_r)2n l~lF(r') 2~(n-D log MF(r ' ) .  [] 

Remarque. Nous pouvons aussi t rouver  ce type  d 'es t imat ions  dans [3] dans un 
cadre plus g~n~ral. 

Rappelons  main tenant  le r~sultat suivant qui donne une version quant i ta t ive  
du th~or~me d' inversion locale. 

T h ~ o r ~ m e  2.2.  ([6]) Soit F une application holornorphe de C n dans C "  et 
r ~ > r > 0 .  

Soit zoEB(O, r) tel que JF(Zo)~O, alors F est injective sur B(zo, S) oct 

S = C ~ ( r ' - - r ) " + l M F ( r ' ) - ~ l J F ( z o ) l  

et F (B(zo ,  I S ) )  contient la boule B(F(zo) ,  S ')  oit 

St = Ctn ( r t - - r ) 2 n A [ F ( r ' )  - 2n+ l [ JF (  zo )I 2. 
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Proposit ion 2.3. Pour ~/>0, 

Cn'Tn-l l~lF(r') 4n(n- 1)~t log MF(r') 
~ ,  lJf(a)l <~-1)~ <_ 

aE F - a (0)nB(0,r) ( r t  - -  r ) 4 n ( n - 1 ) W  

(r')2- 
(r'-r)2~" 

1 ! Preuve. Soit rl=~(r -r).  Un caleul montre  que les mesures 

iOvSlog I[z[[2 A(iOO[[z[[2"r) ~-1 et ~"l[zll-2"+2("-a)'~ dA(z) 

sont egales ~ une constante prbs. On en ddduit avec le lemme 2.1 que 
(2.4) 

/8 C. (r') 2" 
(0,rl) IIFl[-2n+2(n-1)'Y]JF(Z)]2 dA(z) < .yn (r,_r)2n MF(r')2~(n-D log MF(r'). 

Pour tout  aEF-I(O)NB(O,r), d'aprbs le thdorbme 2.2, F est injective sur 
B(a, S), en particulier, les boules B(a, 1S) sont deux ~ deux disjointes. De plus, 
F(B(a, �89 contient B(O,S'). 

B(o,~I) IlFll-2n+2(n-1)~lJF(z)12 dA(z) 

>- Z /B ~ 2 [[F[i-2"+2(n-1)~JJl:lU dA(z) 
a e F _ l ( O ) N B ( O , r  ) ( , S /  ) 

>- ~ fs o s, IIz11-2"+2("-~)~ dX(~) 
a e S - l ( O ) n B ( O , T )  ( '  ) 

> c~ Z (s') ~"-')~- 
? 

aEF-l(O)nB(O,r) 

En rempla~ant S p par sa valeur donnde par le thdor~me 2.2 et en utilisant (2.4), 
on obtient facilement le rdsultat. [] 

Preuve du thdor~me 1.1. On applique la proposition 2.3 avec 

1 

"Y = 4 ( n - 1 ) l o g  ] ( r ' ) "  

Alors 

n(r, Ni ) <_ 1 ~ iJF(a)ll/~og](T, ) 
e 

a C V n B ( O , r )  

(r')~- 
<_ Cn(logf(rt))n(r'-r) -n/l~ (r,_r)2--------- ~ .  [] 
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