Ark. Mat., 39 (2001), 375-381
© 2001 by Institut Mittag-Leffier. All rights reserved

Zéros d’applications
holomorphes de C™ dans C"

Myriam Ounaies

Abstract. It is known that, unlike the one dimensional case. it is not possible to find an
upper bound for the zeros of an entire map from C" to C*, n>2, in terms of the growth of the
map. However, if we only consider the “non-degenerate” zeros, that is, the zeros where the jacobian
is not “too small”, it becomes possible. We give a new proof of this fact.

Nous nous intéressons dans ce travail a la recherche d’une borne supérieure pour
I’ensemble des zéros d'une application entiere. Cette question est liée au probleme
de Bézout transcendental pour les applications holomorphes. Le théoréme classique
de Bézout dit que si Ay, ..., A, sont des ensembles algébriques, alors

deg ﬁ A; < ﬁ deg A;.
j=1 j=1

Pour une fonction f entiere dans C avec f(0)=1, on sait que
n(r. f~1(0)) < Clog My(ar. f)

pour tout a>1.
Par analogie avec le nombre de zéros d’un polynéme, ceci suggére que

log Mg(ar, f)

joue le role du degré. La question qui se pose alors naturellement est, dans le cas
ou F est une application holomorphe de C" dans C”, pour a>1, a-t-on

(%) n(r, F~1(0)) < C(log Mp(ar))".

Un contre-exemple de Cornalba et Shiffman [2] montre qu’en général, ceci n’est
pas vral, ils ont en effet montré que pour toute fonction positive S(r) telle que
S(r)T+00, il existe une application F: C2—C?, d’ordre zéro, telle que

n(r, F~1(0))
S(r)
Pourtant, si on considére les zéros de F' « non-dégénérés». c’est a dire pour lesquels
le Jacobien «n’est pas trop petit», il est possible d’obtenir la relation (x) (voir [5]).
Nous appliquons ici les techniques que nous avions utilisées dans [6] pour retrouver
les résultats de Li et Taylor [5].

— +20.
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0. Notations et définitions

Nous utiliserons les notations suivantes: si z=(21,...,2,)€C",

Il = (g |zj\2)1

Nous noterons B(a,r) la boule {2€C"|||z—al| <7}
Pour une application holomorphe F: C* — C™, nous noterons Jy(z) le Jacobien
de F au point z, F~1(0) I'image réciproque de 0 par F et

/2 i o= 1
. ﬁ=§88||2“2= 6k=H/8k-

Mp(r)= sup [F(2)||.
z€B(0.71)

Si V est un sous-ensemble de C", nous noterons Card V le cardinal de V et
n(r,V)=Card(VNB(0,7)).

Dans tout l'article, C,, désignera une constante qui ne dépend que de n, sa valeur
pourra varier.

1. Résultats principaux
Le théoréme fondamental de ce travail est le résultat suivant.

Théoréme 1.1. Soit F' une fonction holomorphe de C" dans C™. So_z't f
une fonction positive sur C*. En posant f(r)=sup, <, f(z), on suppose que f est
croissante et que

Mgp(r) <A(f(r))2, ot A et B sont des constantes positives.

Notons Ny={a;} l’ensemble des zéros de F qui vérifient

1
|JF(a;)l = ——

flag)
Alors, si v est assez grand pour que log f (ry>1t et r'>r,
,’,/271 =, -
3 (17 =)™/ 5 (log "))

Comme conséquence de ce théoréme, nous retrouvons les théorémes 4.1 et 5.1
de Li-Taylor [5].

n(r, Nf) <C,
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Rappelons que dans cet article, A4,(C") désigne I’ensemble des fonctions entié-
res telles que, il existe deux constantes positives A et B avec

|f(2)] < Aexp(Bp(z)) pour tout z€ C”,

p étant une fonction poids pluri-sousharmonique. Nous renvoyons & (1] ou [7] pour
les définitions et les propriétés de cet espace.

On dit que V={ax}ren est d’interpolation pour 4,(C") si pour toute suite de
nombres complexes {Cy }ren vérifiant

|Ck| < A" exp(B’p(ay)), A’ et B’ étant des constantes positives,

il existe une fonction f€A4,(C") telle que f(ax)=C) pour tout k.

On note p(r)=sup,, <, p(2).

D’apres le corollaire 2.7 de Berenstein-Li [1], si V est d’interpolation pour
Ap(C™), il existe une application F=(fy,..., fn), avec f; appartenant & A,(C"™)
pour je{1,...,n} telle que VCF~1(0) et

|Jr(aj)| > eexp(—Bp(a;)) pour tout j €N.

Il suffit alors d’appliquer théoréme 1.1 avec f(z)=(exp Bp(z))/c et r'=ar pour
obtenir le résultat du théoréme 4.1 de [5].

Corollaire 1.2. Si V={a;}en est d’interpolation pour A,(C"), alors, pour
tout a>1,

n(r, V) =O(p(ar)).

Ensuite, en appliquant le théoreme 1.1 avec f(z)=AMg(|2|)Z /e et r'=ar, a>1,
on obtient le résultat du théoreme 5.1 de [5].

Corollaire 1.3. On note V={a;} l'ensembles des zéros de F tels que
|7r(aj)| > eMp(la]) 8.
Alors, pour tout a>1, n(r,V)=0((log Mp(ar))™).

Soit maintenant ~>0.
Si on pose r'=r+r(loglog Mr(r)) "2, on a

n(r, V) < Cu(log log Mip(r)) > +1/(os s+ Blog Mr () (log Mp(r'))"
< Cn(log Mp(r'))™*7
si r est assez grand. D’aprés Gruman [4], il existe une suite 7+ T+o0 qui vérifie
Mp(r}) <2Mp(ry) ol rf, =ri+ri(loglog Mp(ry)) 2.
On en conclut que
n(re, V) < Cr(log Mp(ri))™ "

si k est assez grand, ou encore le corollaire suivant.
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Corollaire 1.4. Pour tout v>0,

lim sup n(r,V)

EENCGLSE—
r—+oo (log Mp(r)) 7

2. Preuve du théoréme

Soit F' une application holomorphe C" dans C", non identiquement nulle.
Soient deux rayons ' >7>0 (r sera choisi assez grand au besoin).

Lemme 2.1. Il eziste une constante C, >0 telle que, pour tout v>0 (y dé-
pendra éventuellement de r),

r,2n

(r'_r)2n A'[F("J)h(n‘l) log ]V[F‘(r,)-

[ iovtog|FIAG0dIFIP) <C,
B(0,r)

Preuve. Posons ry=r'~k(r'—r)/n pour k€{1,2,...,n} et
Ie= [ 0Blog |FIPAGOBIFIPT)*~ Afoi.
B(O.Tk)

En utilisant le lemme 1.2.2 de [6], nous avons les estimations suivantes

1
Li< 553
(7"1%—1_7"%)2

1

B (ri_1—77)?

X/ IF|I*"i08 log | F||* Aid8(r7_, —||2I|*)> AGOBIFII*")" 2 ABn—r
B(O,rk_1

[ R laIiatiog IFIPAGOSIFI™) ABk
B(0,r—1)

8ri_ (n—k+1)
(lec—l _T%)z
MF(,,.I)27

(r'—r)2 L1

/ |F|2"i08 log || FI2 A (O8] FlI*)* 2 ABn_i 11
B(0,rx—1)
< 8n3

Apres itération, cela donne

poy Mp(r)12)

3
In < (&)™ =5 Sy v
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Il reste & majorer I). En procédant comme ci-dessus, nous obtenons
1
nesnt s [ gl PRI,
(r'*=r2) Jpo.r
On peut écrire

|log || F|I?| =log" [|F||*+log™ | F|* et log|lF|* =log" ||F||*~log™ ||F||?

avec log™ || F||?=sup{log i F||2,0} et log™ |F||?=— inf{log | F}{2,0}. En supposant
que F'(0)#£0, moyennant une translation au besoin,

n!
,n.n,r/?n

log [F(0)]|* <

/ log [LF(2)[[2 dA(2).
B(0.r")

On en déduit que

( /)2n n

T is
/ log™ [[F(2)|2 dA(z) < / log* [ F(2)I12 dA(z) — " tog | F(0)1,
B(0.r') B(0.r") n:

et que, par conséquent,

,rl 2n7rn
[ noglFePiane) <2 [ g IFEIR arz) - - 1og | F )]
B(0.r") B(0.r") n:
< Cplog Mp(r')yr'™".
Finalement,
L < Co T ) tog Ap ). O
n = nm"p(’l‘) og Mp\T ).

Remarque. Nous pouvons aussi trouver ce type d’estimations dans [3] dans un
cadre plus général.

Rappelons maintenant le résultat suivant qui donne une version quantitative
du théoréme d’inversion locale.

Théoréme 2.2. ([6]) Soit F une application holomorphe de C™ dans C™ et
' >r>0.
Soit 20€ B(0,7) tel que Jp(z0)#£0, alors F est injective sur B(zg, S) ot

8 =Cr(r'=r)" "' Me(r') "|JF(20)]
et F(B(z0,15)) contient la boule B(F(z),S’) ot

S =Cp(r'—r)?" Mp(r') "2 Jp(20) %
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Proposition 2.3. Pour v>0,

T @ < G MEGD) T T log Me(r) ()
e€F~1(0)NB(0,r) - (' —=r)tn(n=1)7 =)

Preuve. Soit 71=3(r'—r). Un calcul montre que les mesures

i09log ||z||* A (10D 2]*)" 1 et A"zl T2 DTAN(2)

sont egales & une constante prés. On en déduit avec le lemme 2.1 que

(2.4)
gf_ (T/)2n

F —2n+2(n—1)'yJ P 2d)\ 2} < N Me(r 2y(n—1) logMF(’r’).
L T (I dNz) < S8 S M ()

Pour tout a€ F~}(0)NB(0,r), d’aprés le théoreme 2.2, F est injective sur
B(a, S), en particulier, les boules B{a, $5) sont deux & deux disjointes. De plus,
F(B(a, 3S)) contient B(0,5’).

/ P20+ ()2 dA(2)
B(0,r1)

> Z / ”F”“2n+2(n—1)’Y|JF|2 dA(Z)
a€F-1(0)nB(0,r) Y B(a.5/2)

> [ e
B(0,5")

a€F-1(0)NB(0,r)

> n z (81)2(9—-1)7.

a€F~1(0)NB(0,r)

v

2|

En remplacant S’ par sa valeur donnée par le théoréme 2.2 et en utilisant (2.4),
on obtient facilement le résultat. O

Preuve du théoréme 1.1. On applique la proposition 2.3 avec
1
=
4(n—1)log f(')
Alors

1 ry ‘I"
"("”va)SE Z |JF(a)|l/logf( )
acVNB(0.r)

< Callog F(r'))" (' =r) ‘f“(—(_)—)
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