Sur le probléme de la dérivée oblique II

Kazuaki Taira

Résumé. — Poursuivant I’étude du probléme de la dérviée oblique entreprise
dans [10], on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour lexistence et
I'unicité des solutions avec perte d’ume dérivée par rapport au cas coercif; on géné-
ralise aussi le Théoréme 1 de [10].

0. Introduction

Dans cet article, on considére comme dans [10] le probléme de la dérviée oblique
pour le laplacien avec un paramétre réel A, satisfaisant au principe du maximum
et on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence et I"unicité des
solutions avec perte d’une dérviée par rapport au cas coercif dans le cadre des
espaces de Sobolev, généralisant aussi le Théoréme 1 de [10]. Les résultats obtenus
sont résumés au paragraphe suivant.

Dans la démonstration, comme précédemment, on raméne P’étude du probléme
de la dérivée oblique a celle d’'un opérateur pseudo-différentiel T(2) du premier
ordre & paramétre réel A, sur le bord; puis, en calculant explicitement le symbole
de T(1) et en introduisant une variante d’une méthode de Agmon-Nirenberg, on
peut utiliser le Théoréme 3.1 de Melin [7] pour donner des conditions suffisantes
et le Théoréme 5.9 de Hormander [5] pour donner une condition nécessaire.

Je tiens 4 remercier B. Helffer dont les conseils m’ont permis de simplifier la
démonstration de certains résultats.

Le plan de cet article est le suivant:

. Enconcé des résultats.

. Symbole de T'(4).

. Comportement de 7T(4).

. Indice de T(1).

. Démonstration des Théorémes 1 et 2.
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1. Enoncé des résultats

Soit 2 un domaine borné d’un espace euclidien R?, Q étant une variété com-
pacte 4 bord I' de classe C*, de dimension n.

On considére comme dans [10] le probléme de la dérviée oblique suivant:
Pour deux fonctions f et ¢ définies dans Q et sur I' respectivement, trouver une
fonction u dans @ telle que

A+Du=f dans Q,
ou

(*) _
Bu=a Em

+ou+bulp=¢ sur I.

Ici A est un nombre réel, A est le laplacien sur Q, a et b sont des fonctions 2
valeurs réelles et C™ sur I', v est la normale unitaire extérieure a I', et o est un champ
de vecteurs sur I.

On poursuit I’étude du probléme de Dexistence et I'unicité des solutions de
(#) dans le cadre des espaces de Sobolev comme dans [10]. Rappelons que, dans
le cas coercif, i.e., dans le cas ot a(x)0 sur I', on uitilise pour démontrer des
théorémes d’unmicité des solutions du probléme (%) la formule de Green (cf. [6])
ou bien le principe du maximum positif au bord (cf. [1]). Mais, dans le cas non-
coercif, i.e., dans le cas ol @ s’annule en des points de I', on ne peut pas en général
utiliser la formule de Green. (Notons que, s’il existe un champ de vecteurs y sur
I’ tel que a=ay sur I', on peut utiliser la formule de Green comme dans ta dé-
monstration du Théoréme 7.4 de [9].) Dans cet article, on utilisera donc le principe
du maximum positif au bord.

Supposons que la condition aux limites # satisfait au principe du maximum
positif au bord (cf, [1]):

(PMB) ucCYQ), x’¢I' et u(x)=supu(x)=0
x€Q
= Bu(x)= 0.

Draprés le Théoreme X de Bony—Courrége—Priouret [1], on voit que la propriété
(PMB) est satisfaite si et seulement si

(H.1) a(x)=0 et b(x)=0 surT.

Notons que I'hypothése (H.1) correspond aux hypothéses (A.1) et (B.0) dans [10].
On obtient d’abord le:

Théoréme 0. (cf. [6]) Soit s=2. On suppose:

(H.1) a(x)=0 et b(x)=0 sur I.
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Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

1) 1l existe un A<Q tel que le probléme (%) admette une solution unique u dans
H:(Q) pour toutes fEH*"2(Q) et pc H3%(I).

i} Pour tout A<0, le probléme (x) admet une solution unique u dans H*(Q)
pour toutes fCH"2(Q) et o€ H* ¥4(I).

iii) L’hypothése (A.0) est satisfaite:

(A.0) a(x) =0 sur TI.

Ici H*(Q) (resp. H*(I')) désigne 'espace de Sobolev sur Q (resp. I') d’ordre s.

On étudie donc des conditions nécessaires et suffisantes pour que le prob-
léme (%) admette une solution unique u dans H*~'(Q) pour toutes fcH*"2(Q) et
Q€ H*73*(I") avec perte d’'une dérviée par rapport au Théoréme O.

Soit  (x, E)=(%1, Xg, -+ s Xp_15 &1,y .., Ey_q)  des coordonnées locales du
fibré cotangent T*I' 4 T, (g,.j(x))léi’ j=n—1 1a métrique riemannienne de I' induite
par la métrique naturelle de R" et (g"(x)) la matrice inverse de (g;(x)). Pour
f, g€C=(T*TI'), on désigne par {f, g} le crochet de Poisson de f et g:

,._1( of og of 3g]

Vet = 205 ax, "o e

En utilisant le Théoreme 3.1 de Melin [7], on peut donner des conditions
suffisantes.

Théoréme 1. Soit s=[n/2]4+4. On suppose:
(H.1) a(x)=0 et b(x)=0 sw I.

(B.1) b(x)=0 sur I'y={x€l; a(x) =0}
(C)s En tout point x€T,,

b(x)—% divoc(x)+%(s—3/2){]é]2, X&) > 0

pour tout ECTET avec 0=|E|=1. Ici diva est la divergence de o par rapport a la
métrique (g,;(x)) de I, |&]=VgU(x)&EE; et d(1=k=n—1) est une composante de o.

Alors, pour tout A<O0, le probléme (%) admet une solution unique u dans H*~Y(Q)
pour toutes fEH*"2(Q) et @€ H ().

Remarque 1.1. Si ’hypothése (C.1) dans le Théoréme 1 de [10]:
(C.1) o« s’annule au second ordre sur I,

est satisfaite, alors I’hypothése (C), se réduit & I’hypothése (B.1); donc le Théoréme 1
ci-dessus généralise le Théoréme 1 de [10].
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Remarque 1.2, En raisonnant comme dans la démonstration du Théoréme 1
ci-dessus, on peut démontrer que les conclusions des Théorémes 2 et 3 et des
Corollaires 1 et 2 de [9] subsistent sans ’hypothése (B)” de [9].

De plus, en utilisant lIe Théoréme 5.9 de Hormander [5], on peut donner une
condition nécessaire et suffisante.

Théoréme 2. Soit s=2. On suppose:
(H.1) a(x)=0 e b(x)=0 surl.
(H.2) 1 existe une constante C,=0 telle que
(LD ok ()| = Coa(x)|E] sur T

Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
i) Il existe un A<O tel que le probléme (+) admette une solution unique u dans
H*~Y(Q) pour toutes fEH*"2(Q) et ocH*~3¥I).
ii) Pour tout A<O0, le probléme (%) admet une solution unique u dans H*~*(Q)
pour toutes fEH*%(Q) et @C H*~¥¥I).
iii) L’hypothése (B.1) est satisfaite:

(B.1) b(x) =0 sur I'y={x€l; a(x)=0}.

2. Symbole de 7'(4)

En utilisant le noyau de Poisson #(A) et le noyau de Green % (4) (1=0) comme
dans [10], on raméne I’étude du probléme ( *) & celle de 'opérateur pseudo-différentiel
TA)=RP(X):

0
o~ BPN)o=a W(@(ﬁ)(p)‘,-%—o«p%—b(p
du premier ordre 3 paramétre réel 4, sur le bord I" (cf. [10], Prop. 2.3).

Pour calculer le symbole de I'opérateur pseudo-différentiel T(1) du premier
ordre sur I', on aura besoin du

Lemme 2.1. Soit 1=0. Posons:
0
n@e = 5-(2He)r-
On a alors H(A)=I(A)*, on II(L)* est adjoint formel de II(A).

Ce résultat est une conséquence immédiate de la formule de Green.
En utilisant un résultat de Fujiwara—Uchiyama [3] et le Lemme 2.1, on peut
calculer le symbole de IT(1):
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Lemme 2.2. Soit A=0. Le symbole de l'opérateur pseudo-différentiel II(1)

est donné par:
p1(x, &, )+ po(x, &, A)+des termes d’ordre = —1

= e+ [3 (282 - nme)

+V_(m2" i(;{é (ViEF=2)5— 0x; [VEI(—)]

21 1 3x 35 (l’ |E]2— )]]+des termes d’ordre = —1 dépendant de A.

Iei w,(,) (resp. M(x)) désigne la deuxiéme forme fondamentale
(resp. la courbure moyenne) en un point x de I’hypersurface I'cR”, &=
(89 (X)&;, 87 (X)Ej5 -0, 87H(X)E) et e(x)=(dét (gY ()"

Démonstration. D’aprés un résultat de [3], on voit que le symbole de II (1) est:
en  VE A5 (%L - DM) T 1)

+des termes d’ordre =—1 dépendant de 4,
ou ro(x, &, 1) est un terme réel d’ordre zéro dépendant de A.
On va calculer ry(x, &, A). Soit (U, ¥) une carte locale de I'. On a alors pour

toutes ¢, YeCy (U):
(@, TOY )2y = (T (D @, ¥) 2y

OMe( () -y (Jc“1 (x)) o(x)dx
o (1 (x)) - T (W (¥ (1 (0) e (%)) dx

Rn-1

Rr-1

0007 @) (5 10 e ) ) e

ou IT,(A)* est I’adjoint formel de IT(1) dans L*(R"!).
En utilisant les formules (2.11) et (2.14) de Hérmander [4], on déduit de (2.1)
que le symbole de IT(A)* est:

@2 VEF T+ 2 (“I’él(f 9 -—(n—l)M(x))

V(o £ D4+ 33 . 36 (VEF—2)

1
+g St VD5 (e(x))]]

+des termes d’ordre = —1 dépendant de 4,
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Puisque IT(1)=1II(1)* d’aprés le Lemme 2.1, on obtient d’aprés (2.1) et (2.2) que

1( 1 n-1 0 TE))
rO(x, 55 A):_E(Q(X) 136 (V '—'-(Q(X))

+ 3 36 (VEF=7))

c.q.f.d
D’aprés le Lemme 2.2, on obtient le

Lemme 2.3. Soit A=0. Le symbole de I'opérateur pseudo-différentiel T(A)=
all (A)+o+b est donné par:

2.3) t(x, & ) +(x, &, 1) +des termes d'ordre = —1 dépendant de A

= [a@)pi(x, & D+ V=Tt E]+[b(X)+a(x) po(x, & A

+des termes d'ordre=—1 dépendant de A.

3. Comportement de 7(4)

On va étudier le comportement de 'opérateur pseudo-différentiel T(4) lorsque
A tend vers — oo, en utilisant une variante d’une méthode de Agmon—Nirenberg
comme dans [10].

Soit S=R/27Z le cercle unité, y¢.S. En utilisant le noyau de Poisson # du

problé¢me:
82
[A+3 ]w—O dans QXS,

Wres =@ sur I'XS,

on peut introduire opérateur pseudo-différentiel T'=%%:

- ~ 0 = . A
@~ BPp = QW(W(P)IFxS‘f‘WP‘{"b(P

du premier ordre sur I'XS.
D’aprés un résultat de Fujiwara—Uchiyama [3], en raisonnant comme au
paragraphe 2, on obtient le
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Lemme 3.1. Soit (x, &, y, ))=(%1, Xgs oo » Xy _15 E15 &as o, E4_1s Vo 1) des coor-
données locales du fibré cotangent T*I'XT*S=T*(I'XS). Le symbole de I'opé-
rateur pseudo-difféventiel T sur I'X S est donné par:

3.1 5Q, &y, )+ Ex, €, v, n)+des termes d'ordre =—1
= Lo VT4 V=T 6+ [p 440 (225 - )

+V= la(JO[VQ(’OZ, 13& 5z, VIEF+n) 5 3x [Vixﬁ)]

2 T 35 () élz—}-n)]]-l—des termes d’ordre = —1.

Soit A=(1—A"—03%/dy?)'2, ol A’ est 'opérateur de Laplace—Beltrami corres-
pondant & la métrique ( g j(x)) de I'. Pour tout s¢R, le symbole de 4* est donné

par:
(3.2) (E12+m2y2+V —1F,_1(x, &, y, n)+des termes d’ordre =s—2,

ou 7,_,(x, &, y, n) est un terme réel d’ordre s—1. En effet, il suffit de remarquer que
(L+ (e +p2pl2 = ([512_;_nz)s/2+%(]é[2_{_;?2)s/2-1+m.

En raisonnant comme dans la démonstration du Lemme 2.2, on déduit que
le symbole de ’adjoint formel (1°)* est:

I e | (RS NOES 7P (LR

—ZVQ(x)Z -1 35 ((1P4n22) — ox; (V G )]]—l-des termes d’ordre =s—2.

En utilisant le développement en fonctions propres de (—A4’—0%/dy?) sur I'X S
comme dans la démonstration de la Proposition 4 de Fujiwara [2], on voit que,
pour toutes &, ycC=(I'XS),

(/Ts (7)9 &)LZ(I"x 5 = ((/35 /TS &)Lz(l"x S)s

d’ot (A%)*=A° par définition. On en déduit d’aprés (3.2) et (3.3) le
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Lemme 3.2. Soit scR. Le symbole de I'opérateur pseudo-différentiel A° sur
I’'X S est donné par:

(3.4 L(x, &y, M+L_1(x, & y,n)+des termes dordre = s—2

m—1 a

= &+ V=T (Vo Z3oge (e+n™) o (—1—]

Ve(x)
1 wpy O

-5 .j=1W((|€[2+112)5/2))+des termes d’ordre = s—2.
J J

En utilisant le Théoréme 3.1 de [7], on peut maintenant généraliser le Lemme
3.3 de [10}.

Lemme 3.3. Soit scR et t<s—1. Pour qu'il existe des constantes C,=0 et
C{, dépendant de s et t, telles que, pour toute GeC=(I'XS), on ait:

(3.5) Re (A% 7°T3, ®)raarxs) = Cy |G a2 5— Ci |@lire-11ax5)5

il est nécessaire et suffisant que les hypothéses (A.1) et (C), soient satisfaites.

Démonstration. Rappelons d’abord que 'inégalité (3.5) peut se localiser (cf. [2],
[7]). On va donc étudier (3.5) sous la forme suivante: Soit (U, x) (resp. (¥, »)) une
carte locale de I' (resp. S). Etant donné un compact K (resp. L) de U (resp. V),
trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il existe des constantes
C,=>0 et C,, dépendant de K, L, s et ¢, telles que

Re (A% 7°T3, ®)aarxs) = Cal®is-s/2rxsy— Co |Bie-1300x5)

pour toute $€Cy’ (UX V) ayant son support compact contenu dans KXLc UXV.
11 suffit donc de trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il
existe des constantes C3>0 et C;, dépendant de x(K), x(L), s et ¢, telles que

(3.6) Re [, (V2B AT 05 -5 ) dxy

= Cy | 3rs-s/2mm— Cs [ 3t~ 1/2m)

pour toute Y€Cy (R") ayant son support compact contenu dans x(K)Xx(L)c
2(U)Xs (V).

Pour appliquer le Théoréme 3.1 de [7] a P'opérateur pseudo-différentiel
(Vo %3 T(1/Yo)) d’ordre 25—2 dans R”, on va calculer son symbole. D’aprés
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(3.1) et (3.4), en utilisant la formule (2.11) de [4], on voit que le symbole de
(Ve 2 T(1/Y0) est:

(3.7 Pos—2(x, & ¥, )+ Pog_5(x, &, v, n)+des termes d’ordre = 25s—4
= [£0x, &, yo M) bos—s(x, &, y, ]+

+[i0(x’ éa ¥, ’1) 725—3(xa é’ Y, 11)—|—f1(x, és Y, 11) i2s—4(x5 69 Y, 11)

r D I
_ V__l Vo(x) 2j=1 aé} (f1(x’ Sy, 77)72.9—3()6, ¢y, ’7)) axj (V@]

—V=1 };i%(izs_a(x, 2 n))aixj(fl(x, & v m)]

+des termes d’ordre=2s—4.

D’aprés le Théoréme 3.1 de [7], on obtient d’abord que, pour établir I'inégalité
(3.6), il faut que
Reﬁ2s—2(xa ‘53 y’ 17) = a(x)(!éIZ_*_nz)s—l = 0

sur Pensemble {(x, &, y, NE(T*I'XT*S)\O; (x,»)eUXV}, ie., que P'hypothése
(A.1), soit satisfaite:
Ay, a(x)=0 sur U.

On va donc étudier I'inégalité (3.6) sous cette hypothése (A.1),. Posons:
Suxv ={(x & p, ET* T XT*S)\O; (x, YEUXV,
EP+n2 =1 et Refus(x, & yim = a()(E+n2 " = 0},

Puisque la fonction a s’annule au second ordre sur Uy,={x€U; a(x)=0} d’aprés
’hypothése (A.1),, on déduit de (3.7) que le symbole sous-principal p, _.(x, &, y, n)
de (Vo A*~3 T(1/Vo)) sur £, est donné par:

(38) ﬁés—:%(x’ éa Vs ’1) EﬁZs—B(xa f? Vs ’1)
i I N ® .
—ﬁ (21.:1W(p2s_2(x’ é’ Y, ’7))+W(st—z(xa éa Vs '1))]

_ %@—3/2){1512, o (x) 5k}+b(x)—%diva(x).
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De méme, on déduit que le hessien HReﬁzs_z(x, &, y,m) de Re Py o(x, & v, 1)
sur 2y, est donné par:
T
0a .

T4 ) ;
HReﬁzs_z(xs é; y; ’1) = [axlax] 1=, j=n—1
0 . 0

( 6 )

ce qui entraine que
(3.9) la matrice J-Hg,; _ (x,& y,7) est nilpotente sur X'y, od

~[0
J=
1

n

n

0

En appliquant le Théoréme 3.1 de [7] (cf. [10], Théoréme 3.4) a lopérateur
pseudo-différentiel (Jo A*~2T(1/}@)), on obtient d’aprés (3.8) et (3.9) qu’on a I'iné-
galité (3.6) pour toute Y&C;” (R ayant son support compact contenu dans x(K)X
X (L) y(U)Xx(V) si et seulement si les hypothéses (A.1),, et (C),; sont satis-
faites:

(A.Dy a(x) =0 sur U.

] (I, = la matrice identité d’ordre n).

(O),y En tout point x€Uy={x€U; a(x)=0},
b(x)—% div ()5 (s~ (£ #(6) = 0

pour tout €T T avec 0=[¢|=1. c.q.fd,

En appliquant I'inégaité (3.5) 3 ¢=p® " avec pcC~(I') et [€Z et en utilisant
les Lemmes 3.1 et 3.2 de [10] comme dans la démonstration de la Proposition 4.6
de [8], on déduit du Lemme 3.3 la

Propesition 3.4. Soit 1'= —1[2 avec I€Z et s=3/2. On suppose:
(A.1) a(x) =0 sur TI.
(C), En tout point x€I'y={xel'; a(x)=0},
b(x)——% div oc(x)—!—% (s—=3/2){|g]% a*(x) &)= 0
pour tout E€TXT avec 0=|E|=1.

11 existe alors une constante R>0 dépendant de s telle que, si |A'|=I*Z=R,
on ait:
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i) Il existe une constante C,>0 dépendant de s telle que, pour toute ¢ € H*~**(I')
avec T(A)o € H~32(I'), on ait

1s—3/2 ’

STVT () @l1any)

ii) Il existe une constante C;=0, dépendant de 1 et s, telle que, pour toute
WEH (Y avec T(XYYeH (), on ait

W [5r-varsry = CF | TRY* Ylig-svarngry

Remarque 3.5 (d’aprés Referee). Le Lemme 3.3 (donc aussi la Proposition 3.4)
peut se généraliser comme suit. Soit R un opérateur pseudo-différentiel elliptique
d’ordre s—3/2 sur I'X S tel que

[Cpﬁﬂ(r) = C4(|T(/V)‘P|§¥s-3/2(1")+ A

v

IcpIZs—mer |4

1E((p® eily)llzqs-alz(px S) [N |(pﬁqs—3/2(p)+ lZs—3 I(p!iz(p)

pour toute @€C*= (I') (le symbole = désigne des normes équivalentes). En remplagant
A%~3 dans (3.5) par R*R, considérons I'inégalité suivante:

(310) Re(ﬁ*ﬁf@, (5);_2(,{*,( 5= C !_R@l:z{}({xs)—"cl kﬂi}"-”%{“x 5)

{ce qui aussi donnera les inégalités de la Proposition 3.4). Nous faisons d’abord
la circonscripton:

(R*RT®, @)r2rws) = (TRG, Rp)rarwsy+ (R, TIRRP, RP)racrxs
= (/7'17, l/7)L2(rx5),

ot Jy=Rp et A=T+[R, T]R™'. Notons que T+T*=all+la+2b—div «,
car [T*=1T (cf. Lemme 2.1) et a+o*= —div a. 1l est facile de voir que, si a=0
sur T, alors le symbole sous-principal de (afl +fIa) s’annule quand =0 et on
en peut dire autant de Trace. De plus, le symbole principal § de { =[{R, TIR™*
est égal a:

g = {logF, o*&} quand a =0,

7 désignant le symbole principal de R. 11 en réulte que une condition pour avoir
une constante C=>0 dans (3.10) est donnée par:

(D) b——;—div x+Regd=0 quand a=0.

En choisissant R=A°"%% on obtient justement la condition (C),. Notons que la
condition (D) dépend de 7. Par exemple, si on multiplic 5 par une fonction
exp [tG(x)], alors § est remplacé par §'={log 7, «* &} +¢{G, o* & }; par conséquent,
la condition (D) est réalisée s’il y a G telle que {G, #*&}=0 ou bien {G, o*&)<0
quand a=0.
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4. Indice de T'(A)
Soit A=0. Pour tout s€R, on introduit un opérateur non-borné et fermé
T (A): H3*Ty>H*"%*) de la maniére suivante:
a) Le domaine de définition de J (1) est
DT W) = {p€ H=*>(I); T() e H*~**(I)}.
b) 7 (A)e=T(A)¢ pour toute p€P(T (4)).

D’aprés la Proposition 3.4, en raisonnant comme au Paragraphe 4 de [10],
on obtient tout d’abord la

Proposition 4.1. Soitr A= —[?> avec I€Z et s=3/2. On suppose:
(A.1) a(x)=0 sur I.
(C), En tout point x€ly={x€l; a(x)=0},

b(x)—% div oc(x)—i—% (s—3/2){|E[2, d*{x) &} =0

pour tout E€TET avec 0=(E|=1.
1l existe alors une constante R>0 dépendant de s telle que, si |A'|=I*=R,
Popérateur T (X): H ¥ I)—>H*"%2(I') est bijectif.

Par un argument de perturbation compacte, on va montrer que, pour tout
A=0, l'opérateur J (1) est d’indice zéro. D’aprés le Lemme 2.2, on voit que, pour
tout 1=0 fixé, le symbole de I'opérateur pseudo-différentiel T(1) sur I" est donné
par:

0, (&, &) —(n

@n e+ =Tee]+ b g (25 —1)M(x))

#1100 (V20 gt (0 g (=)~ g g (9D)]

+des termes d’ordre = —1 dépendant de 4,

ce qu’on obtient en développant les termes en (2.3) d’aprés la formule de Taylor.
On déduit de (4.1) le

Lemme 4.2. Pour tous A, \'=0 fixés, il existe un opérateur pseudo-différentiel
KA, 2) d'ordre —1 sur I', dépendant de A et X', tel que

T() = TO)+KQG, V).
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D’aprés le Lemme 4.2, en remarquant que opérateur K(2, 1'): H* %)
H3¥(I') est compact en vertu du théoréme de Rellich, on voit que

Ind 7 (1) = Ind T (V).

On obtient donc d’aprés la Proposition 4.1 la

Proposition 4.3. Soit A=0 et s=3/2. On suppose que les hypothéses (A.1)
et (C), sont satisfaites. Alors, I'opérateur I (A): H*"*¥I)~H*"**T) est d’indice
Zéro.

5. Démonstration des Théorémes 1 et 2

Démonstration du Théoréme 1. En vertu de la Proposition 2.3 de [10] avec
t=s—1, il suffit de montrer que, si les hypothéses (H.1), (B.1) et (C), (s=[n/2]+4)
sont satisfaites, ’opérateur J (1): H*~¥*(I")—~H*"3*T") est bijectif. Ceci s’obtient
de la méme maniére que dans la démonstration du Théoréme 1 de [10] en utilisant
le Lemme de Sobolev, le principe du maximum de Hopf—Giraud (cf. [10], Prop.
5.1) et la Proposition 4.3.

Démonstration du Théoréme 2. 1) iii)—~ii): En vertu de la proposition 2.3 de
[10] avec f=s5—1, il suffit de montrer que, si les hypothéses (H.1), (H.2) et (B.1)
sont satisfaites, Popérateur I (1): H* ¥2(I')>H*"¥*T') est bijectif. Ceci se dé-
montre de la méme mani¢re que dans la démonstration du Théoréme 2 de [10],
en remarquant que I’hypothése (C), se réduit a I'hypothése (B.1) car o s’annule au
second ordre sur [y={x€I'; a(x)=0} d’aprés Uinégalité (1.1) et en utilisant le
principe du maximum, la Proposition 4.3 et (au lieu du lemme de Sobolev) la pro-
position suivante:

Proposition 5.1. Soir 1=0. On suppose:

(A1) a(x)=0 sur T.

(H.2) 1l existe une constante C,=>0 telle que

(L. k& | = Coa(x)|E}] sur T*I.
(B.1) b(x)=0 sur I'y={xel; a(x) =0}

Pour tout s€R, on a alors:
U€HS"1(Q), A+ DucC=(Q) et BucC=I)= ucC=(Q).

Démonstration. Comme dans la démonstration de la Proposition 6.1 de [10],
il suffit de montrer la propriété

(5.1) Pe@’ (I et TA)peC=(I) = @cC=(I).
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Ceci va se démontrer en utilisant le théoréme suivant di & Hoérmander ([5], Théo-
réme 5.9):

Théoréme 5.2. Soit P un opérateur pseudo-différentiel a support propre dordre
m dans un ouvert Q de R”, de symbole principal p,,(x, &) et de symbole sous-principal
Piri—1(x, &). Supposons que I'image de p,, appartient @ un céne fermé y d’angle inférieur
d n et que l'image de —p,,_, sur I'ensemble caractéristique appartient & un autre
cone fermé y’ tel que yny' ={0}.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) Pour tout compact KCQ et tous s,s" réels, il existe une constante Cy , o
telle que
lullgm-1+52) = Cx, 5, ¢ (| Pull ooy + ull @), u€ Gy (K).

i) En tout point caractéristique (x,&) de P, ou bien p,,_,(x, £)0, ou bien
Tr H, (x, &)#0.

De plus, P et P* sont hypoelliptiques dans €.

Fin de la démonstration de la Proposition 5.1. Puisque le symbole principal
t(x, £) de T(A) est égal a:

t(x, &) = a(x)[¢]+a*(x) &

d’apres (4.1), Phypothése (H.2) implique que I'opératenr 7'(4) vérifie la condition
du cone dans le Théoréme 5.2; par conséquent P’ensemble caractéristique 2 est
égal a:
Z = {(x, HET*I\0; #(x,¢) = 0}
= {(x, OETTN\0; a(x) = 0}.

De plus, il résulte de (4.1) que le symbole sous-principal 7, (x, &) de T'(4) sur X
est donné par:
f(x, &) = b(x),
car les fonctions a(x)|¢] et of (x)&, s’annulent au second ordre sur ¥ d’aprés I'iné-
galité (1.1). Comme par hypothése
Ret;(x, &) =a(x)|E] =0 sur T*I
et
—t15(x, &) =—b(x) <0 sur Z,
on déduit du Théoréme 5.2 que Popérateur T'(1) est hypoelliptigne dans I'. D’on
la propriété (5.1). c.q.f.d

2) ii)=1): Trivial.

3) i)=iii): D’aprés la Proposition 2.3 de [10] avec t=s—1, on voit que, si
pour un A<0 le probléme (%) admet une solution unique u dans H*~'(Q) pour
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toutes fEH2(Q) et @CH* %), alors Popérateur fermé 7 (1): H **I)—~
H*73¥(I") est bijectif. D’aprés le Théoréme du graphe fermé, on en déduit qu’il
existe une constante C,;>0 telle que

[@las-sr2ry = C5|T (D) @lps-sr2ry

pout toute @EC= (N D(T (A).

Comme par hypothése b(x)=0 sur I', en appliquant le Théoréme 5.2 a
Popérateur pseudo-différentiel T(4), on déduit que, pour démontrer que b(x)=>0
sur I'y={x€I'; a(x)=0}, ie., que le symbole sous-principal #;(x, &) de T(1) est
strictement positif sur Z={x, )¢ T*I'\0; a(x)=0}, il nous faut montrer que
Tr H, est nul sur Z. Ceci se démontre de la méme manicre que dans la démonstra-
tion du Lemme 3.3, car les fonctions a(x)|¢] et o*(x)&, s’annulent au second ordre
sur ~ d’aprés (1.1). c.q.f. d.
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