
Sur le probl me de la d6riv6e oblique II 
Kazuaki Taira 

R6sum6. - -  Poursuivant l '6mde du probl6me de la d6rvi6e oblique entreprise 
darts [113], on donne des conditions n6cessaires et suffisantes pour l'existence et 
l'unicit6 des solutions avec perte d'une d6riv6e par rapport  au cas coercif; on g6n6- 
ralise aussi le Th6or6me 1 de [10]. 

O. Introduction 

Darts cet article, on consid~re comme dans [10] le probl~me de la d6rvi6e oblique 
pour le laplacien avec un param&re r6el 2, satisfaisant au principe du maximum 
et on donne des conditions n6cessaires et suffisantes pour l'existence et l'unicit6 des 
solutions avec perte d'une d6rvi6e par rapport  au cas coercif darts le cadre des 
espaces de Sobolev, g6n6ralisant aussi le Th6or~me 1 de [10]. Les r6sultats obtenus 
sont r6sum6s au paragraphe suivant. 

Dans la d6monstration, comme pr6c6demment, on ramane l'&ude du probl~me 
de la d6riv6e oblique b, celle d 'un op6rateur pseudo-diff6rentiel T(2) du premier 
ordre ~t param~tre r6el 2, sur le bord; puis, en calculant explicitement le symbole 
de T(2) et en introduisant urte variante d'une m6thode de Agmon-Nirenberg, on 
peut utiliser le Th6or~me 3.1 de Melin [7] pour donner des conditions suffisantes 
et le Th6or~me 5.9 de HOrmander [5] pour donner une condition n6cessaire. 

Je tiens ~t remercier B. Helffer dont les conseils m'ont  permis de simplifier la 
d6monstration de certains r&ultats. 

Le plan de cet article est le suivant: 

1. t~nconc6 des r6sultats. 
2. Symbole de T(2). 
3. Comportement de T(2). 
4. Indice de T(2). 
5. D6monstration des Th6or~mes 1 et 2. 
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1. ]~nonc~ des r~sultats 

Soit ~2 un domaine born6 d'un espace euclidien R", ~ ~tant une vari6t6 com- 
pacte ~t bord /" de classe C ~  de dimension n. 

On consid~re comme darts [10] le probl~me de la d6rvi6e oblique suivant: 
Pour  deux fonctions f et q) d~finies dans ~2 et sur F respectivement, trouver une 
fonction u dans g2 telle que 

(2+A)u  = f  dans f2, 

(*) Ou 
a -~+~u + bu[r sur F. 

Ici ,~ est un nombre r6el, A est le laplacien sur ~2, a et b sont des fonct ions/ t  
valeurs r6elles e tC  = sur F, v est la normale unitaire extdrieure/~ F, et e est un champ 
de vecteurs sur F. 

On poursuit l'6tude du probl~me de l'existence et l'unicit6 des solutions de 
( . )  dans le cadre des espaces de Sobolev comme dans [10]. Rappelons que, darts 
le cas coercif, i.e., dans le cas off a(x)#O sur F, on uitilise pour d6montrer des 
th6or~mes d'~ficit~ des solutions du probl~me ( . )  la formule de Green (cf. [6]) 
ou bien le principe du maximum positif au bord (cf. [1]). Mais, dans le cas non- 
coercif, i.e., dans le cas off a s'annule en des points de F, on ne peut pas en g6n6ral 
utiliser la formule de Green. (Notons que, s'il existe un champ de vecteurs 7 sur 
F tel que e = a 7  sur F, on peut utitiser la formule de Green comme dans la d& 
monstration du Th6or~me 7.4 de [9].) Dans cet article, on utilisera donc le principe 
du maximum positif au bord. 

Supposons que la condition aux limites N satisfait au pr~acipe du maximum 
positif au bord (cf. [1]): 

(PMB) uECI(~),  x'EF et u(x ' )=supu(x )~O 
x 6 ~  

= ~  ~ u  (x')  -> 0. 

D'apr~s le Th6or~me X de Bony--Courr~ge--Priouret  [1], on voit que la propri6t6 
(PMB) est satisfaite si et seulement si 

(H.1) a(x)>=O et b(x)>=O sur F. 

Notons que l'hypoth~se (H.1) correspond aux hypotheses (A.1) et (B.0) dans [10]. 
On obtient d 'abord le: 

Th6or6me 0. (cf. [6]) Soit s>=2. On suppose: 

(H.1) a(x)>=O et b(x)~O sur F. 
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Alors les assertions suivantes sont dquivalentes: 
i) II existe un ) ,<0 tel que le problkme ( . )  admette une solution unique u dans 

Its(f2) pour toutes fEHS-2(O) et ~oEH~-3/2(I'). 
ii) Pour tout ),<0, le problkme ( . )  admet une solution unique u dans H~(I2) 

pour toutes fE H~-2((2) et q~EH~-3/2(/'). 
iii) L'hypothkse (A.0) est satisfaite: 

(A.0) a(x) > 0  sur r .  

Ici H '  (f2) (resp. H* (F)) d6signe l'espace de Sobolev sur g2 (resp. F) d'ordre s. 
On 6tudie donc des conditions n6cessaires et suffisantes pour que le prob- 

16me ( . )  admette une solution unique u dans H*-~(O) pour toutes fEH*-2(O) et 
cpEH*-a/Z(F) avec perte d'une d6rvi6e par rapport au Th6or6me 0. 

Soit (x, {)=(xl ,  x2, -.-, x , -a ,  4,, {2, ..-, ~ , -0  des coordonn6es locales du 
fibr6 cotangent T*F ~ F, (&j(X))l~_i,j~_,_ , la m6trique riemannienne de F induite 
par la m6trique naturelle de R" et (giJ(x)) la matrice inverse de (gij(x)). Pour 
f gEC~(T*C), on d6signe par {f,g} le crochet de Poisson de f et g: 

n l f Of Og Of 
{f, g} = Z ~ - i  I,-~j Oxj axj ~ ' ) "  

En utilisant le Th6or~me 3.1 de Melin [7], on peut donner des conditions 
suffisantes. 

Ttl6or6me 1. Soit s>=[n/2]+4. On suppose: 

(H.1) a (x) >= 0 et b (x) >= 0 sur F. 

(B.1) b(x) > 0 sur F0 = {xEF; a(x) = 0}. 

(C)s En tout point xEFo, 

1 1 
b (x) - -~- div a (x) + ~- (s - 3/2) {1~] 2, ak (X) ~k} > 0  

pour tout ~ET*F avec 0~l~l~l. Ici div~ est la divergence de ~ par rapport ?t la 

mdtrique (gij(x)) de F, ]~]= l/giJ(x)~i~j et ~k(1 <=k<:n - 1) est une composante de ~. 
Alors, pour tout ),<0, le problkme ( . )  admet une solution unique u clans H*-l(f2) 

pour toutes fEH*-2(f2) et ~pE H*-~/2(F). 

Remarque 1.1. Si l'hypoth6se (C.1) dans le Th6or6me 1 de [10]: 

(C.1) c~ s'annule au second ordre sur F 0 

est satisfaite, alors l'hypoth6se (C)~ se r6duit/t l'hypoth6se (B. 1); donc le Th6or6me 1 
ci-dessus g6n6ralise le Th6or6me 1 de [10]. 
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Remarque 1.2. En raisonnant comme dans la d6monstration du Th6or~me 1 
ci-dessus, on peut d6montrer que les conclusions des Th6or6mes 2 et 3 et des 
Corollaires 1 et 2 de [9] subsistent sans l'hypoth6se (B)" de [9]. 

De plus, en utilisant le Th6or6me 5.9 de H6rmander [5], on peut donner lane 
condition n6cessaire et suffisante. 

Th6or~me2. Soit s>-2. On suppose: 

(H.1) a(x)  >= O et b(x)  >= O sur F. 

(H.2) 1l existe une constante Co>0 telle que 

(1.1) ta*(X)~k[ <= Coa(x)]~I sur T*F. 

Alors les assertions suivantes sont dquivalentes: 

i) 1l existe un 2 < 0  tel que le probldme ( . )  admette une solution unique u dans 

H s - l ( f 2 )  pour toutes fEH' -2 (O)  et eEHS-Z/2(F). 
ii) Pour tout 2 <  O, le problkme ( . )  admet une solution unique u dans H ~-1 (f2) 

pour toutes fEH'"2(g2) et eEH~-3/2(F). 
iii) L'hypothkse (B.1) est satisfaite: 

(B.1) b(x)  > 0 sur 1"o = {xEF; a(x)  = 0}. 

2. Symbole de T(2) 

En utilisant le noyau de Poisson ~(2) et le noyau de Green ~(2) (2<_-0) comme 
dans [10], on ram6ne l'6tude du probl6me (~) ~t celle de l'op6rateur pseudo-diff6rentiel 

0 

du premier ordre h param6tre r6el 2, sur le bord F (cf. [10], Prop. 2.3). 
Pour calculer le symbole de l'op6rateur pseudo-diff6rentiel T(2) du premier 

ordre sur F, on aura besoin du 

Lemme 2.1. Soi t  4<=0. Posons: 

n(2)  e = ~ (~('~)e)[ '~" 

On a alors H(2)=H(2)*,  o4 H(2)* est l'adjoint formel  de H(2). 

Ce r6sultat est une cons6quence imm6diate de la formule de Green. 
En utilisant un r6sultat de Fujiwara--Uchiyama [3] et le Lemme 2.1, on peut 

calculer le symbole de H(2): 
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Lemme 2.2. Soit 2<=0. Le symbole de l'opdrateur pseudo-diff6rentiel //(2) 
est donnO par: 

Pl (X, ~, ~.) q- PO (X, ~, ~) ~- des termes d'ordre <- - 1 

t Ir (n-1)M(x)} 

X n-1 0 (1/]'~'-~ ~-~j ( ~(X~ ) 
1 a z ( ~ ) ]  

- - 2  ~ - ~  t~xjc~4j +des termes d'ordre ~ -  1 dependant de 2. 

Ici COx(, ) (resp. M(x)) d6signr la deuxi6me forme fondamentale 
(resp. la courbure moyenne) en un point x de l'hypersurface F c R ' ,  ~-- 
(glJ(x)~j, g~J(x)~j, ..., g'-lJ (x)4j) et 0(x)=(d6t (giJ(x))f/2. 

Ddmonstration. D'apr6s un r6sultat de [3], on voit que le symbole de H(2) est: 

[r 
+des termes d'ordre ~---1 d6pendant de 2, 

off to(x, 4, 2) est un terme r6el d'ordre z6ro d6pendant de 2. 
On va calculer ro(x, 4, 2). Soit (U, Z) une carte locale de F. On a alors pour 

toutes g0, ~CCo(U): 
((P, //(2)*~)L~(n = (//(,~.)tp, ~)L2(r) 

= f~._,/ /(~)~(x-~(x)) �9 ~(z-~(x))e(x)dx 

= fR~-, ~(z-~(x))'//o(O*(~'(x-~(x))Q(x))~x 

1 I = fR,,_,e(x (x)) //o(~)*Q(x)) O(z-~(x))~(x)dx, 

off //o(,~.)* est l'adjoint formel de //(2) dans L2(R'-I). 
En utilisant les formules (2.11) et (2.14) de H6rmander [4], on d6duit de (2.1) 

que le symbole de//(2)* est: 

(2.2) ]/]-~----~-'k [ 1  ~ ~ ~) (n--1)M(x)) t ' l~-~-Y 
~2 

-- ~--T(ro(x, 4, L) +.,_,'~ .-1 OxjO~-----7 (g~T~- 2) 

1 Z~__ : _ ~ j  (]/T~--~) to (Q (x)))] 

4-des tcrmes d'ordrr ~ - 1  d@endant de 2. 



182 Kazuaki Taira 

Puisque / / (2 )= / / (2 )*  d'apr~s le Lemme 2.1, on obtient d'apr~s (2.1) et (2.2) que 

1( 1 .-1 0 ( r  O@(~(x)) 

+N-I 0xj0r 
c. q. f. d. 

D'apr~s le Lemme 2.2, on obtient le 

Lemme 2.3. Soit  2<--0. Le symbole de l'opdrateur pseudo-diffdrentiel T(2)= 
a I I ( 2 ) + ~ + b  est donnd par:  

(2.3) h (x, 4, 2) + to (x, ~, 2) + des termes d'ordre <- - 1 d@endant de 2 

= [a (x) p~ (x, 4, 2) + 1/---i e k ~k] + [b (x) + a (x) Po (x, ~, 2)] 

+des  termes d'ordre<= - I ddpendant de 2. 

3. Comportement de T(2) 

On va 6mdier le comportement de l 'op&ateur pseudo-diff&enfiel T(2) lorsque 
2 tend vers - ~ ,  en utilisant une variante d'une m6thode de Agmon--Nirenberg 
comme dans [10]. 

Soit S=R/2rcZ le cercle unit6, y6 S. En utilisant le noyau de Poisson ~3 du 
probl6me: 

A +  r ? = 0  dans f2• 

tff, lr• = ~ sur F •  

on peut introduire l'op6rateur pseudo-diff&entiel i P - ~ :  

0 

du premier ordre sur FX S. 
D'apr~s un r6sultat de Fujiwara--Uchiyama [3], en raisonnant comme au 

paragraphe 2, on obtient le 
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Lemme 3.1. Soit (x, ~, y, r/)=(x 1, x 2, . . . ,  x ,_  1 , 41, ~2 . . . .  , ~ _ , ,  Y, ~1) des coor- 
donndes locales du fibrd cotangent T * F X  T* S =  T * ( F X  S). Le  symbole de l'opd- 
rateur pseudo-diffdrentiel T sur F;< S est donnO par: 

(3.1) T~ (x, ~, y, rl) + To (x, ~, y, t?) + des termes d'ordre ~= - 1 

[a(x) ] / ,4 ,2+ r / ' +  ]/-----i e k 4k] + [b (x) + -~- a (x) [. co, (~, ~) (n ~ I)M(x)) 
1412+~ 2 

+ ]/---f a (x)(]/~--~)Z~"- l - ~ J  ( ] / ~ 2 )  - �9 ~ -~  { f ~ / 0  1 

)] 2 0 x j O 4 j  ( ~ )  + des termes d'ordre <=- 1. 

Soit A=(1--A'-02/0y2)  '/2, off A" est l'op6rateur de Laplace--Beltrami corres- 
pondant / t  la m6trique (gii(x)) de F. Pour tout sER, le symbole de A~ est donn6 
par: 
(3.2) (t~l~+~2)sJ2+ t / - ~ L - l ( x ,  4, y, t /)+des termes d'ordre =<s-2, 

off 7~_1(x, 4, Y, t/) est un terme r6el d'ordre s--1. En effet, il suffit de remarquer que 

(1 + 141 . +n2) ~/~ = (I~P+ ~2)~/2 + 2  (!412+~2)~/2-~ + . . . .  

En raisonnant comme darts la d6monstration du Lemme 2.2, on ddduit que 
le symbole de l'adjoirtt formel (zT~) * est: 

. , + ~ , - 1  0 2 
(3.3) (1412+,2)s/2-1/--5 ~_l(x, 4, y, ,t) z:j=x Ox~O~j ((I~I~+"uV2) 

, - 1  0 - 2 +  2,~/2, 0 ( 1 ~ 
-2Vb-~bX~=l~j((l~i  n ) )3-~j (~--T~x)J)+des termes d'ordre <=s-2. 

En utilisant le d6veloppement en fonctions propres de (-A' ,-c~2/Oy 2) sur F •  
comme darts la d6monstration de la Proposition 4 de Fujiwara [2], on voit que, 
pour toutes q3 ,~CC=(F•  

d'ofl (~)*=/Ts par d6finition. On en ddduit d'apr~s (3.2) et (3.3) le 
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Lemme 3.2. Soit sER. Le symbole de l'op~rateur pseudo-diffgrentiel ~ sur 
F>(S est donnd par: 

0.4) is (X, ~, y, 11) -~- Is - 1 (X, ~, y, 11) + des termes d'ordre ~_ s-- 2 

n l l O  1 

1 -1  0 ~ ] 
((1r162 2)) +des termes d'ordre <- s - 2 .  

En utilisant le Th6or6me 3.1 de [7], on peut maintenant g6n6raliser le Lemme 
3.3 de [10]. 

Lemme 3.3. Soit sER et t < s - 1 .  Pour qu'il existe des constantes Cx>0 et 
C~, ddpendant de s et t, telles que, pour route ~ E C = ( F X S ) ,  on ait: 

(3.5) 
~ 2  P ~ 2  

Re (X~-ZTq3, q3)L,(r• S) => C1 I~OIHS-~/'(FxS)-- C1 I(tglHt-1/,(F• 

il est ndcessaire et suffisant que les hypothdses (A.1) et (C)~ soient satisfaites. 

Ddmonstration. Rappelons d'abord que l'irt6galit6 (3.5) peut se loeallser (of. [2], 
[7]). On va done 6tudier (3.5) sous la forme suivante: Soit (U, Z) (resp. (V, n)) une 
carte locale de F (resp. S). Etant donn6 un compact K (resp. L) de U (resp. V), 
trouver des conditions ndcessaires et suffisantes pour qu'il existe des constantes 
C~>0 et C~, d6pendant de K, L, s e t  t, telles que 

~ 2  P - 2  
Re (22'-"  2Fq3, q3)z,cr • s) >= C219 In'-3/,(r• s)-- C2 ]tp In*-~/,r • s) 

pour toute (oEC~(U)< V) ayant son support compact contenu dans K •  U• V. 
I1 suffit done de trouver des conditions n6cessaires et suffisantes pour qu'il 

existe des constantes Cz>0  et C~, d6pendant de z(K),  ~(L), s e t  t, telles que 

(3.6) Re fR,  (l/~-)zT2~-3 T - ~ ( x ) )  ~ (x, y ) . ( t ( x , y ) d x d y  

~ 2  �9 2 
=> c3101,,s-~,,cR.- el  I~IM,-x,,~. 

pour toute ~ECo(R ~) ayant son support compact contenu dans x ( K ) X •  

x ( v ) x ~ ( v ) .  
Pour appliquer le Th~oreme 3.1 de [7] 5. l'op6rateur pseudo-diff6rentiel 

d'ordre 2 s - 2  dans R ", on va calculer son symbole. D'apres 
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(3.1) et (3.4), en utilisant la formule (2.11) de [4], on voit que le 
(1/-0 - -1i 2~-3 T(1/1/Q)) est: 

(3.7) 

185 

symbole de 

/~2~-2(x, 4, Y, 7)+ff~,-z(x, 4, Y, 7)+des  termes d'ordre <= 2 s - 4  

- [ dx, 4, y, 7) dx ,  y, 7)1+ 

+ [?o(X, 4, Y, 7) 12,-a(x, 4, Y, 7) + ?l(x, 4, Y, 7) 12,-4(x, 4, Y, 7) 

n 1 oq 9 

--1/-~.~;-: ~-~j (12s-3(x, r Y, 7)) ~-~--~j ('z(x, r Y, 7))] 

+des  termes d'ordre<_-2s-4. 

D'apr~s le Th6or~me 3.1 de [7], on obtient d 'abord que, pour 6tablir l'in6galit6 

Re/~2s-2(x, 4, Y, 7) = a(x)(t~lz+7z) *-1 --> 0 
(3.6), il faut que 

sur l'ensemble {(x, 4, Y, 7)E(T*FX T ' S ) \ 0 ;  (x, y)E UX V}, 
(A.1)v soit satisfaite: 

(A.1)tr a(x) >= 0 sur U. 

i.e., que l'hypoth6se 

On va donc 6tudier l'in6galit4 (3.6) sous cette hypoth~se (A.1)v. Posons: 

2vxv = {(x, 4, Y, 7)~(T*F• (x, y)~U• 

1~12+72 = 1 et Re/'/~_z(X, r y, 7) = a(x)(l~12+Te) s-1 = 0}. 

Puisque la fonction a s'annule au second ordre sur Uo={XC U; a(x)=0} d'apr~s 
l'hypoth~se (A.1)u, on d6duit de (3.7) que le symbole sons-principal p~_z(X, 4, Y, r/) 
de ( l ~ X  ~s-3 T(1/1/~)) sur ~v •  est donn6 par: 

~ t  X (3.8) P~s-z( , 4, Y, 7) =- ff2~-3(x, 4, Y, 7) 

1 ( ~ _ 1  3 2 3 s ) 
21/~ T 2j=l OxjO~j (,ff2~-~(x, 4, Y, 7))+ ~--~(,ffzs-2(x, 4, Y, 7)) 

1 1 
= 7 (s -- 3/2) {[~t 2, ~k (x) ~k} + b (x) --~- div ~ (x). 
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De mSme, on d6duit que le hessien HR~h,_~(X, ~, y, q) de Re fi2s_2(x, ~, y, tl) 
sur ~uxv  est donn6 par: 

i 0 ] 
( 02a (x)) ~ i 0 

H R ~ h ' - ~ ( x ' ~ ' Y ' 1 1 ) = [ ~  l<=i'j--n--1 0 

t o --UI 
ce qui entraine que 
(3.9) la matrice J.HReh,_~(X, ~,y, t/) est nilpotente sur Z v x v ,  off 

] = [  0 ! - I " } I ,  0 ( I , = l a m a t r i c e i d e n t i t 6 d ' o r d r e n ) .  

En appliquant le Th6or6me 3.1 de [7] (cf. [10], Thdor6me 3.4) ~ l'op6rateur 

pseudo-diffdrentiel (1/-0 ~2'-8~(1/1/0)), on obtient d'apr6s (3.8)et (3.9) qu'on a l'in6- 
galit6 (3.6) pour toute ~EC o (R") ayant son support compact contenu dans z (K)X 
• 2 1 5  si et seulement si les hypoth6ses (A.1)v et (C)s v sont satis- 
faites: 

(A. l)u 

(c),~ 

a (x )=>0  sur U. 

En tout point xEU0={xEU;  a(x)=0},  

b(x) - 1  div 1 (x) + ~- (s - 3/2) {l~j 2, a k (x) ~k} > 0 

pour tout ~ET*F avec 0<=141<=1. c . q . f . d .  

En appliquant l'in6gait6 (3.5) h q5 =qo| uy avec q)EC ~ (F) e t / E Z  et en utilisant 
les Lemmes 3.1 et 3.2 de [10] comme dans la d6monstration de la Proposition 4.6 
de [8], on d6duit du Lemme 3.3 la 

Proposition 3.4. Soit 2 ' = - - I  2 avec IEZ et s>=3/2. On suppose: 

(A.1) a(x) >= 0 sur r .  

(C)s En tout point xECo={xEF; a(x)=0},  

I 1 
b(x) " 7  div c~(x) + 7 (s - 3/2) {I~l 2, ak(x) Ck} > 0 

pour tout ~ET*F avec 0<_-]~l<=l. 
II existe alors une constante R > 0  ddpendant de s telle que, si I2 ' [=12~R, 

on ait: 
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i) II existe une constante C4>0  d~pendant de s telle que, pour toute (p E Hs-3/~(F) 
avec T(2")~pCH~-3/Z(F), on air 

[~'- ~/2(r) + 

ii) I1 existe une constante C~>0,  d@endant de 2" et s, telle que, pour toute 
~ H - S + 3 / 2 ( F )  avec T(2')*t~EH-~+3/2(F), on air 

2 
I~'lH-~+~,~(n <= c;  I r(2')* 

Remarque 3.5 (d'apr6s Referee). Le Lemme 3.3 (donc aussi la Proposition 3.4) 
peut se g6n6raliser comme suit. Soit _Run op6rateur pseudo-diff6rentiel ellipfique 
d'ordre s- -3 /2  sur F X S  tel que 

" i l y  2 2 . 2 s - -  3 , 2 

pour toute q~EC ~ (F) (le symbole ~. d6signe des normes 6quivalentes). En rempla~ant 
~2s-~ dans (3.5) par /~*R, consid6rons l'in6galit6 suivante: 

(3.10) Re(/~*/~Tq3, O ) L 2 ( I ' x S )  - ~ 2  , . 2  

(ce qui aussi donnera les in6galitds de la Proposition 3.4). Nous faisons d'abord 
la circonscripton: 

(/~*/~T~, ~)L2r x S) = ( T R i o ,  R~O)L~(r  • s)  Jr- ([/~, T ] / ~ - 1 / ~ , / ~ ) L ' r  S) 

= (X~ ,  ~ ) ~ ) ,  

off ~----Rq~ et ~=~V+[R,  SV]/~ -1. Notons que T + T * = a f f l + H a + 2 b - - d i v ~ ,  

car /7"----/1 (cf. Lemme 2.1) et ~+~*---- - d i v  ~. I1 est facile de voir que, si a ~ 0  
sur F, alors le symbole sous-principal de (affl+ffla) s'annule quand a ~ 0  et on 

en peut dire autant de Trac~e. De plus, le symbole principal ~ de Q=-[/~, 2P]R -~ 
est 6gal h: 

q ---- {log g, a ~ )  quand a = 0 ,  

? d6signant le symbole principal de/~.  I1 en r6ulte que une condition pour avoir 
une constante C > 0  dans (3.10) est donn6e par: 

1 
(D) b - -~-d iva+Re~7  > 0 quand a = 0. 

En choisissant /~=A~-S/~, on obtient justement la condition (C)~. Notons que la 
condition (D) d6pend de L Par exemple, si on multiplie /~ par une fonction 
exp [tG (x)], alors ~] est remplac6 par #' = {log ?, ~ r + t {G, ~ �9 ~},  par consdquent, 
la condition (D) est r6alis6e s'il y a G telle que {G, ~g~}>0  ou bien {G, ~ ) < 0  
quand a=0 .  
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4. Indice de T(2) 

Soit 2~0 .  Pour tout sER, on introduit un op6rateur non-born6 et ferm6 
J-(2): H'-z/2(F)~H~-3/2(F) de la mani6re suivante: 

a) Le domaine de d6finition de 3"(2) est 

~(J-(2)) = {r T(2)qgEH*-3/2(F)}. 

b) ~q'(2)qg----T(2)q~ pour toute ~oEg(~a'(2)). 

D'apr6s la Proposition 3.4, en raisonnant comme au Paragraphe 4 de [I0], 
on obtient tout d'abord la 

Proposition 4.1. Soit 2"-----I 2 avec IEZ et s~3/2 .  On suppose: 

(A.1) a(x)>=O sur F. 

(C)s En tout point xEFo={xEF;  a(x)=0}, 

1 . 1 2 b(x)---~ dlv a(x) +-~ ( s -  3/2){1~l , ~k(x) Ck} > 0 

pour tout ~ET*F avec 0<_141<=1. 
11 existe alors une constante R > 0  d@endant de s telle que, si 12'[=12~R, 

l'opdrateur ~ H~-zl2(F)~HS-Z/2(F) est bijectif. 

Par un argument de perturbation compacte, on va montrer que, pour tout 
2<=0, l'op6rateur ~d-'(2) est d'indice z&o. D'apr6s le Lemme 2.2, on voit que, pour 
tout 2<=0 fix6, le symbole de l'op6rateur pseudo-diff6rentiel TO,) sur F est donn6 
par: 

(4.1) [a(x)[~l+]/Z-l~k~k]+[b(x)+la(x)(Oox(~'~) ( n - 1 ) M ( x ) )  
I~I ~ 

+ l/---~a(x ) - -  . 1 0 . -1 

+des termes d'ordre <=-1 d6pendant de 2, 

ce qu'on obtient en d6veloppant les termes en (2.3) d'apr~s la formule de Taylor. 
On d6duit de (4.1) le 

Lemme 4.2. Pour tous 2, 2 _=0 fixds, il existe un opdrateur pseudo-diffdrentiel 
K(2, 2') d'ordre - 1  sur F, ddpendant de 2 et 2", tel que 

T(2) = T(2")+K(2, 2"). 
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D'apr6s le Lemme 4.2, en remarquant que ?op6rateur K(2, 2"): H~-81~(F)~ 
H~-s/2(F) est compact en vertu du th6or6me de Rellich, on voit que 

Ind J ( 2 )  = Ind ~-(2'). 

On obtient doric d'apr6s la Proposition 4.1 la 

Proposition 4.3. Soit 2<=0 et s>=3/2. On suppose que les hypothOses (A.1) 
et (C)~ sont satisfaites. Alors, l'opdrateur 9"-(2): Hs-3/~(F)~H'-~/2(F) est d'indiee 
zdro. 

5. D~monstration des Th~or~mes 1 et 2 

Ddmonstration du Thdorkme 1. En vertu de la Proposition 2.3 de [10] avec 
t = s - 1 ,  il suffit de montrer que, si les hypoth6ses (H.1), (B.1) et (C)s (s>=[n/2]+4) 
sont satisfaites, l'op6rateur ~--(2): Hs-z/2(F)~HS-S/2(F) est bijectif. Ceci s'obtient 
de la m~me mani6re que dans la d6monstration du Th6or6me 1 de [10] en utilisant 
le Lemme de Sobolev, le principe du maximum de Hopf--Giraud (cf. [10], Prop. 
5.1) et la Proposition 4.3. 

Ddmonstration du ThkorOme 2. 1) iii)-*ii): En vertu de la proposition 2.3 de 
[10] avec t=s - -1 ,  il suffit de montrer que, si les hypotheses (H.1), (H.2) et (B.1) 
sont satisfaites, l'op6rateur ~J-(2): H~-3/2(F)--~H~-8/2(F) est bijectif. Ceci se d6- 
montre de la marne mani6re que dans la d6monstration du Th6or6me 2 de [10], 
en remarquant que l'hypoth6se (C), se r6duit /~ l'hypoth6se (B. 1) car ct s'annule au 
second ordre sur Fo--{xEF; a(x)=O} d'apr~s l'in6galit6 (1.1) et en utilisant le 
principe du maximum, la Proposition 4.3 et (au lieu du lemme de Sobolev) la pro- 
position suivante: 

Proposition 5.1. Soit 2<=0. On suppose: 

(A.1) a(x) >= O sur F. 

(H.2) l l  existe une constante (7o>0 telle que 

(1.1) I~kl --<C0a(x)l~t s u r  r*r .  
(B.1) b(x) > 0 sur Fo = {xEF; a(x) = 0}. 

Pour tout sER, on a alors: 

uEH~-I(~2), (2+A)uEC=(O) et ~uEC=(F)=> uEC=(~). 

Ddmonstration. Comme dans la d6monstration de la Proposition 6.1 de [10], 
il suffit de montrer la propri6t6 

(5.1) (pE~'(F) et T(2)q~EC=(F) => (pECk(F). 
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Ceci v a s e  d6montrer en utilisant le th6or6me suivant dfi g H6rmander ([5], Th6o- 
r6me 5.9): 

Th~or~me 5.2. Soit P un opdrateur pseudo-diffdrentiel gl support propre d'ordre 
m dans un ouvert (2 de R n, de symbole principal Pm (X, 4) et de symbole sous-principal 
P~-I (x, ~). Supposons que l'image de Pm appartient gt un cdne fermd ? d'angle infdrieur 
dl zc et que l'image de -P',,,-1 sur l'ensemble caractdristique appartient gl un autre 
c6ne fermd 7" tel que ? n 7"-= {0}. 

Alors les assertions suivantes sont dquivalentes: 

i) Pour tout compact K c  f2 et tous s, s' rdels, il existe une constante Cx,s, s, 
telle que 

I[ullH-,-l+s(~) <= ci~,s,,,(llPull~lS(~) + llullH~'(~)), uEC~~ (K). 

ii) En tout point caractdristique (x, ~) de P, ou bien p" (x, ~)r ou bien m--1 

Tr H~,. (x, 4) r 0. 
De plus, P e t  P* sont hypoelliptiques dans (2. 
Fin de la ddmonstration de la Proposition 5.1. Puisque le symbole principal 

q(x,  ~) de T(2) est 6gal /t: 

q(x,  ~) = a(x)[41+~(x)~ 

d'apr6s (4.1), l 'hypoth6se (H.2) implique que l'op~rateur T(2) v6rifie la condition 
du c6ne dans le Th6or6me 5.2; par cons6quent l'ensemble caract6ristique 2; est 
6gal 5: 

= {(x, 4 ) ~ r * r \ 0 ;  h(x, 4) = 0} 

= {(x, 4 ) ~ T * F \ 0 ;  a(x) = 0}. 

De plus, il r6sulte de (4.1) que le symbole sous-principal to(X, 4) de T(2) sur 
est donn6 par: 

to(X, ~) = b(x), 

car les fonctions a(x)141 et ek(x)4 k s'annulent au second ordre sur 2; d'apr6s Find- 
galit6 (1.1). Comme par hypoth6se 

Ref i (x ,  4) = a(x)14] _->0 sur T*F 
et 

-tg(x, 4 ) = - b ( x ) < 0  sur Z, 

on d6duit du Th6or6me 5.2 que l'op6rateur T0~) est hypoelliptique darts F. D'ofl 
la propri6t6 (5.1). c . q . f . d .  

2) ii)=,i): Trivial. 

3) i)=~iii): D'apras la Proposition 2.3 de [10] avec t = s - 1 ,  on voit que, si 
pour un 2 < 0  le probl~me ( , )  admet une solution unique u dans H~-I(~?) pour 
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toutes fEHS-2( f2)  et (pEns-3/2(I'), alors l 'op6rateur  ferm6 J ( 2 ) :  Hs-a/2(F) "~ 
Hs-312(F) est bijectif. D ' a p r &  le Th6or6me du graphe ferm6, on en d6duit qu'il 

existe une constante C 5 > 0  telle que 

l~olm-,/,(r) <= C5 IT(2) q~l~/,-,/,(r~ 

pou t  toute 9 E C ' ( F ) c ~ ( J ( 2 ) ) .  
C o m m e  par  hypo th&e  b(x)~=O sur P,  en appl iquant  le Th6orSrne 5.2 ~t 

l 'op6rateur  pseudo-diff6rentiel T(2), on  d6duit que, pour  d6montrer  que b ( x ) > 0  

sur P 0 = { x E F ;  a(x)- -0} ,  i.e., que le symbole sous-principal to(X, 4) de T(2) est 

strictement posit if  sur 2~={x, ~ ) C T * F \ 0 ;  a(x)- -0} ,  il nous faut  mont re r  que 

Tr  Htl est nul sur 2;. Ceci se d6montre  de la rn~me maniSre que dans la d6monstra-  
t ion du Lemme 3.3, car les formtions a(x)[4[ et ~k(x)~ k s 'annulent  au  second ordre 

sur 27 d ' ap r& (1.1). c . q . f . d .  
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