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Groupes de difféomorphismes.

1 Introduction

Dans cet article, on prouve l’existence du flot du système hyperbolique quasi-linéaire

∂tu (t, x)+D2u (t, x) ( f (t, x,u (t, x))) = 0, (1)

sur les espaces fonctionnelsD (Rn;Rm), S (Rn;Rm) (espace de Schwartz), C∞0 (Rn;Rm) (complété de
C∞c (Rn;Rm) dans l’espace d’HölderC∞ (Rn;Rm) d’exposant r=∞), et H∞ (Rn;Rm)=

⋂
k∈NHk (Rn;Rm),

et sur la variété des applications C∞ (M; N), où M est une variété fermé, N est une variété paracom-
pacte sans bord, f est une fonction (ou une section) donnée de classe C∞ et D2u est la dérivée de u
par rapport à x. D’après les terminologies physiques, ce type d’équations d’ordre 1 est nommé ’loi
hyperbolique de conservation’.

Avant de parler de la contribution présentée par cet article par rapport aux travaux récents
sur la théorie des lois de conservation, on jette un aperçu rapide sur la ”théorie des lois hyper-
boliques de conservation”, qui a bien sûr une relation avec notre équation (1), et sur la ”théorie de
la différentiation dans les espaces localement convexes”, qui nous intéresse dans cet article.

En effet, la première théorie traite l’existence, l’unicité et la stabilité des solutions (faibles ou
classiques) des systèmes hyperboliques des lois de conservation, et parmi les outils utilisés dans
cette théorie, on site, par exemple, les méthodes géométriques des courbes caractéristiques inventées
par le mathématicien William R. Hamilton, les méthodes basées sur les formules de Hopf-Lax et
de Lax-Oleinik, les méthodes basées sur la construction des suites des solutions approchées, les
méthodes qui utilisent l’approche des solutions au sens viscosité, et enfin les méthodes basées sur
la notion des solutions variationnelles.

On voit que les trois références [6], [10] et [21] présentent une grande partie de la théorie des
lois hyperboliques. En effet, dans [6], on trouve une bonne étude sur les lois hyperboliques de
conservation et leur relation avec la physique des milieux continus. L’auteur discute, par exemple,
∗e-mail address: hermasnadji@yahoo.fr
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les lois d’équilibre dans la physique des milieux continus, la définition des systèmes hyperboliques
des lois d’équilibre, l’entropie et la stabilité des solutions classiques des systèmes hyperboliques,
la théorie L1 des lois hyperboliques de conservation, la théorie des chocs et ondes admissibles et la
méthode de compacité par compensation. Dans la référence [10], les auteurs parlent du phénomène
de la désintégration des solutions des systèmes hyperboliques non linéaires des lois de conservation.
En effet, ils étudient les lois approximatives de conservation et leurs caractéristiques approxima-
tives, la construction des solutions exactes comme des limites des solutions approximatives, et enfin
l’existence et la désintégration des solutions avec des données de Cauchy arbitraires. L’auteur de
la référence magistrale [21] traite les systèmes hyperboliques des lois de conservation et la théorie
mathématique des ondes de choc. La matière présentée par l’auteur contient les équations hyper-
boliques quasi-linéaires, les systèmes des lois de conservation, les lois scalaires de conservation, et
la désintégration des solutions lorsque la variable temporelle tend vers l’infinie.

On peut consulter également les références [1], [2], [3], [5], [7], [8], [13], [16], [17], [18],
[19], [20], [25], [26], [27], [28] et [38] pour le sujet des lois de conservation et des équations
hyperboliques

On discute maintenant deux notions de dérivabilité adoptées dans la théorie de la différentiation
dans les espaces localement convexes.

On rappelle que, d’après [14], le calcul différentiel dans les espaces normés (basé sur la dérivabilité
usuelle de Fréchet) n’a pas une extension canonique unique aux espaces localement convexes. De
plus, il n’existe pas dans l’extension raisonnable de ce calcul, qui utilise les ensembles bornés, une
facilité suffisante dans la manipulation de la règle de la chaı̂ne. Pour cela, les mathématiciens qui
travaillent sur l’analyse et la géométrie différentielle des variétés différentiables modelées sur les es-
paces localement convexes, rejettent cette notion et la remplacent par des notions plus convenables
aux questions de l’analyse globale comme la ’dérivabilité faible’ utilisée dans [4], [11], [23], [24],
[30], [31], [32], [33], [34] et [35] et la ’dérivabilité convenable’ utilisée dans [9] et [15]. Pour la
même raison, on adopte, dans ce travail, ces deux notions. Selon la référence [37], la dérivabilité
faible s’appelle parfois ’dérivabilité de Michal-Bastiani’.

Voici la définition de la dérivabilité faible. Etant donné deux espaces localement convexes E et
F et un ouvert Ω de E, on dit qu’une fonction f :Ω→ F est faiblement de classe C1, ou simplement
de classe C1

F , sur Ω si il existe une fonction continue (x,v) ∈Ω×E 7→ D f (x) (v) ∈ F telle que

lim
t→0

f (x+ tv)− f (x)
t

= D f (x) (v) ,∀x ∈Ω,∀v ∈ E.

Par récurrence, on définit les classes C j
F , j ≥ 2. Il est évident que si E est normé, on a les inclusions

C j (Ω; F) ⊂C j
F (Ω; F), j ≥ 1.

Avant de donner la définition de la dérivabilité convenable, on rappelle la notion de la C∞-
topologie.

Etant donné un espace vectoriel topologique localement convexe E, la C∞-topologie de E est,
par définition, la topologie finale par rapport à la famille C∞(R,E). L’espace topologique C∞E
constitué de l’ensemble E et cette topologie, n’est en général pas un espace vectoriel topologique,
mais l’identité IdE est continue de C∞E dans E muni de sa topologie originale.

Etant donné un deuxième espace localement convexe F et un ouvert Ω de C∞E, on dit qu’une
fonction f :Ω→ F est convenablement de classe C∞ (en anglais ’conveniently smooth’ selon [37]),
ou simplement de classe C∞conv, sur Ω si pour toute courbe γ ∈ C∞ (R;Ω), f ◦ γ ∈ C∞ (R; F). Cette
notion est plus faible que celle donnée précédement. Par exemple, toute forme ` ∈ E′ (espace des
formes linéaires et bornées de E) est de classe C∞conv (voir [15]), alors que les formes dans E′ −E∗

ne sont pas de classe C∞F , où E∗ désigne le dual topologique de E. On attire l’attention ici sur le fait
que l’égalité E′ = E∗ n’est pas vraie dans le cas général.
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En ce qui concerne les flots, on peut dire que l’existence du flot d’un champ de vecteurs ou, plus
général, le flot d’une équation différentielle abstraite de la forme

u′ (t) = X (t,u (t)) ,

sur une variété différentiable modelée sur des espaces localement convexes n’est pas toujours as-
surée et constitue en fait un problème délicat, et ceci revient principalement à l’absence d’un ana-
logue convenable du théorème de Cauchy-Lipschitz pour ce type de variétés différentiables. En
général, l’analyse sur les variétés de Fréchet et les variétés modelées sur les espaces localement
convexes est difficile, et les théorèmes classiques de l’analyse sur les espaces de Banach comme le
théorème d’inversion locale et le théorème des fonctions implicites, ne sont pas valables dans ce
cadre (voir [11] et [15]). En tenant en compte de cette réalité et du fait que les espaces fonctionnels
D (Rn;Rm), S (Rn;Rm), H∞ (Rn;Rm), C∞0 (Rn;Rm) et C∞ (Rn;Rm) ne sont pas des espaces de Banach,
on peut considérer facilement que l’existence du flot de l’équation (1) sur l’un de ces espaces est un
résultat significatif et non trivial, ce qui donne une importance à ce travail.

Notre méthode pour prouver l’existence des flots repose sur une nouvelle approche géométrique
basée sur le fait que l’équation (1) peut être considérée comme un champ de vecteurs sur chacun
des espaces fonctionnels indiqués précédemment. En effet, grâce aux conditions supposées sur la
fonction f , l’application (t,u) 7→ − Du (·) ( f (t, ·,u (·))) est de classe C∞conv de R×D (Rn;Rm) dans
D (Rn;Rm) et est de classe C∞F de R× E dans E et de R×C∞ (M; N) dans TC∞ (M; N), où E est
l’un des espaces de Fréchet S (Rn;Rm), H∞ (Rn;Rm), C∞0 (Rn;Rm) et C∞ (Rn;Rm). Partant de cette
situation, on vérifie, en utilisant une méthode des courbes caractéristiques, que l’équation (1) ad-
met, pour toute fonction ϕ appartenant à l’un des ensembles D (Rn;Rm), E et C∞ (M; N), une seule
solution maximale (t, x) 7→F (t,ϕ) (x) définie de Iϕ ×Rn dans Rm ou bien de Iϕ ×M dans N vérifiant
F (0,ϕ) = ϕ, où Iϕ est un intervalle ouvert contenant 0. Ce résultat est donné dans la proposition
2.3. De plus, on remarque que l’application F : (t,ϕ) 7→ F (t,ϕ) possède la propriété suivante: si ϕ
est donnée et si s ∈ Iϕ, il existe un δ > 0 tel que

F (t,ϕ) = F (s,ϕ)◦ Φ̃−1
t , t ∈ ]s−δ, s+δ[ ,

où t 7→ Φ̃t est une applicatione continue de l’intervalle ]s−δ, s+δ[ dans le groupe topologique
DiffC1 (Rn) (ce groupe est défini dans la proposition 2.2). En tenant ces données en considération, on
démontre, en première étape, que F est en fait un flot de classe C∞conv de (1) sur l’espaceD (Rn;Rm)
en utilisant une propriété simple caractérisant les courbes de classe C∞ deD (Rn;Rm) signalée dans
le lemme 2.5. Le résultat obtenu est donné dans le théorème 2.4. En deuxième étape, on vérifie,
sous des conditions supplémentaires sur la fonction f , que la même application constitue un flot de
classe C∞F de (1) sur les espaces de Fréchet S (Rn;Rm), H∞ (Rn;Rm), C∞0 (Rn;Rm) et C∞ (Rn;Rm).
La preuve de cette affirmation énoncée dans le théorème 3.1, est basée sur la structure de Lie du
groupe DiffC∞ (Rn) introduite dans la proposition 2.2 et la réciproque du théorème de Taylor (voir
l’appendice). Dans la section 4, on vérifie par une méthode similaire que F est un flot de classe C∞F
de l’équation (1) sur la variété des applications C∞ (M; N), ce qui constitue l’énoncé du théorème
4.1.

D’après cette discussion rapide sur les outils utilisés dans les différentes démonstrations, on dire
facilement que ce travail se situe à l’intersection de deux théories différentes, théorie des équations
différentielles hyperboliques et celle des variétés et groupes de dimension infinie.
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2 Existence du flot dansD (Rn;Rm)

Soit f : R×Rn ×Rm → Rn une fonction de classe C∞. On note F =
(
F1,F2

)
le flot de l’équation

différentielle
F′ (t) = ( f (t,F (t)) ,0) ∈ Rn×Rm,

et on considère sur f les conditions suivantes:

sup
|t|≤R,‖y‖2≤R

x∈Rn

‖ f (t, x,y)‖2 <∞,∀R > 0, (2)

lim
‖x‖2→∞

sup
|t|≤R,‖y‖2≤R

∥∥∥∂xk f (t, x,y)
∥∥∥

2 = 0,∀k = 1, . . . ,n,∀R > 0, (3)

sup
|t|≤R,‖y‖2≤R

x∈Rn

∥∥∥∂y j f (t, x,y)
∥∥∥

2 <∞,∀ j = 1, . . . ,m,∀R > 0 (4)

lim
‖x‖2→∞

sup
|t|≤R,‖y‖2≤R

∥∥∥∂y j f (t, x,y)
∥∥∥

2 = 0,∀ j = 1, . . . ,m,∀R > 0. (5)

Proposition 2.1. On suppose que la fonction f vérifie les conditions (2), (3) et (4), et soit ϕ ∈
Ck (Rn;Rm) (k ∈ N∗∪{∞}) une fonction bornée ainsi que ses dérivées d’ordre 1. Alors il existe un
intervalle ouvert Iϕ contenant 0 tel que pour tout t ∈ Iϕ, l’applicationΦt : x ∈Rn 7→ F1 (t, x,ϕ (x)) ∈Rn

est un difféomrphisme de classe Ck, et la fonction u définie par

u (t, x) = ϕ
(
Φ−1

t (x)
)
, (t, x) ∈ Iϕ×Rn,

constitue une solution de classe Ck du problème

(P)
{
∂tu (t, ·)+D2u (t, ·) ( f (t, ·,u (t, ·))) = 0,

u (0, ·) = ϕ.

Proof. On va utiliser une méthode de courbes caractéristiques. D’après la condition (2), le flot F
est défini sur R×Rn×Rm tout entier. Donc on peut écrire

F (t, x,y) =
(
x+

∫ t

0
f
(
τ,F1 (τ, x,y) ,y

)
dτ,y

)
, (t, x,y) ∈ R×Rn×Rm.

Encore d’après (2), on a

‖x‖2− const (R) ≤ inf
|t|≤R,‖y‖2≤R

∥∥∥F1 (t, x,y)
∥∥∥

2 , x ∈ R
n,R > 0. (6)

En utilisant cette inégalité et les conditions (3) et (4), on vérifie que

sup
|t|≤R,‖y‖2≤R

x∈Rn

∥∥∥∂xk F1 (t, x,y)
∥∥∥

2 <∞,k = 1, . . . ,n,R > 0, (7)

et
sup

|t|≤R,‖y‖2≤R
x∈Rn

∥∥∥∂y j F1 (t, x,y)
∥∥∥

2 <∞, j = 1, . . . ,m,R > 0. (8)

Soit maintenant v ∈ C1 (]a,b[×Ω;Rm) une solution du problème (P) où Ω est un ouvert de Rn

et a < 0 < b. On considère le flot G :U ⊂ ]a,b[×Ω→ Rn de l’équation

G′ (t) = f (t,G (t) ,v (t,G (t))) ,
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et on pose
H (t, x) = (G (t, x) ,v (t,G (t, x))) , (t, x) ∈ U.

Pour tout (t, x) ∈ U, on écrit

∂tH (t, x)

= (∂tG (t, x) ,∂tv (t,G (t, x))+D2v (t,G (t, x)) (∂tG (t, x)))

= ( f (t,H (t, x)) ,∂tv (t,G (t, x))

+D2v (t,G (t, x)) ( f (t,G (t, x) ,v (t,G (t, x)))))

= ( f (t,H (t, x)) ,0) ,

Par conséquent,
H (t, x) = F (t, x,ϕ (x)) , (t, x) ∈ U,

ce qui nous donne

G (t, x) = x+
∫ t

0
f
(
τ,F1 (τ, x,ϕ (x)) ,ϕ (x)

)
dτ, (t, x) ∈ U,

et
v (t,G (t, x)) = ϕ (x) , (t, x) ∈ U. (9)

On remarque ici que si Ω = Rn, alorsU = ]a,b[×Rn.
On pose

Φt (·) = F1 (t, ·,ϕ (·)) = Id (·)+
∫ t

0
f
(
τ,F1 (τ, ·,ϕ (·)) ,ϕ (·)

)
dτ,

et on définit un intervalle Iϕ ⊂ R comme suit:

t ∈ Iϕ∩R+⇔∀s ∈ [0, t] ;Φs : Rn→ Rn est un Ck-difféomrphisme,

t ∈ Iϕ∩R−⇔∀s ∈ [t,0] ;Φs : Rn→ Rn est un Ck-difféomrphisme.

Il est évident que 0 ∈ Iϕ. Prouvons que Iϕ est ouvert. Soit t ∈ Iϕ. En utilisant (3), (4), (6), (7), (8), et
la formule

∂xkΦt (·) = ek +
∫ t

0
∑

1≤`≤n
∂x` f

(
τ,F1 (τ, ·,ϕ (·)) ,ϕ (·)

)
×∂xk

(
F1

)`
(τ, ·,ϕ (·))dτ

+
∫ t

0
∑

1≤`≤n
1≤ j≤m

∂x` f
(
τ,F1 (τ, ·,ϕ (·)) ,ϕ (·)

)
×∂y j

(
F1

)`
(τ, ·,ϕ (·))∂xkϕ j (·)dτ

+
∫ t

0
∑

1≤ j≤m
∂y j f

(
τ,F1 (τ, ·,ϕ (·)) ,ϕ (·)

)
∂xkϕ j (·)dτ,

(10)

on vérifie que la suite
(
JΦs

)
s∈R converge uniformément, dans Rn, vers JΦt lorsque s→ t, et que

lim‖x‖2→∞ JΦt (x) = 1. Mais comme JΦt (x) , 0 quel que soit x ∈ Rn, il vient

inf
x∈Rn

JΦt (x) > 0. (11)

Soit δ > 0 tel que

|s− t| < δ⇒∀x ∈ Rn :
∣∣∣JΦs (x)− JΦt (x)

∣∣∣ ≤ 1
2

inf JΦt .
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Par suite,

0 <
1
2

inf JΦt ≤ JΦs (x) , |s− t| < δ, x ∈ Rn,

ce qui entraı̂ne que Φs est un Ck-difféomorphisme local pour tout s ∈ R avec |s− t| ≤ δ. D’autre part,
il est évident, grâce à (3), (4), (7), (8) et (10), que∥∥∥∥(∂k (Φt) j

)∥∥∥∥
L∞(Rn;L(Rn;Rn))

<∞.

Par suite, selon (11) et l’inégalité∥∥∥M−1
∥∥∥

2 ≤
n!
|detM|

‖M‖
n−1
2 ,M∈GL (n;R) ,

on peut écrire l’estimation∥∥∥∥∥(∂k
(
Φ−1

t

) j
)∥∥∥∥∥

L∞(Rn;L(Rn;Rn))
≤ n! sup

x∈Rn

1
JΦt (x)

∥∥∥∥(∂kΦ
j
t

)∥∥∥∥n−1

L∞(Rn;L(Rn;Rn))

< ∞.

qui montre que Φ−1
t est Lipschitzienne. Soit maintenant s ∈ R et (x,y) ∈ Rn ×Rn avec |s− t| < δ et

Φs (x) = Φs (y). On a

‖x− y‖2 ≤ const (Φt)‖Φt (x)−Φt (y)‖2
= const (Φt)‖Φt (x)−Φs (x)+Φs (y)−Φt (y)‖2

= const (Φt)

∥∥∥∥∥∥
∫ t

s
f
(
τ,F1 (τ, x,ϕ (x)) ,ϕ (x)

)
dτ

−

∫ t

s
f
(
τ,F1 (τ,y,ϕ (y)) ,ϕ (y)

)
dτ

∥∥∥∥∥∥
2
.

Ainsi, en utilisant (3), (4), (7), (8) et le théorème des accroissements finis, il vient

‖x− y‖2 ≤ const (Φt)const ( f ,ϕ,δ, t) |s− t| ‖x− y‖2 .

Si const(Φt)const ( f ,ϕ,δ, t) |s− t|< 1, on a nécessairement x= y et doncΦs est injective. Choisissons
alors δ > 0 tel que

|s− t| < δ⇒ const (Φt)const ( f ,ϕ,δ, t) |s− t| < 1.

Dans ce cas, pour tout s ∈ ]t−δ, t+δ[, Φs est un Ck-difféomrphisme de classe Ck de Rn dansΦs (Rn).
Fixons s ∈ ]t−δ, t+δ[. Si y ∈ Φs (Rn), alors il existe une suite

(
x j

)
⊂ Rn telle que Φs

(
x j

)
→ y.

Comme
(
x j

)
est bornée d’après (2), on peut supposer que x j → x. Par suite, Φs (x) = y ∈ Φs (Rn).

Donc Φs (Rn) est à la fois ouvert et fermé dans Rn, ce qui prouve que Φs (Rn) = Rn. Par conséquent,
Φs est un Ck-difféomrphisme de classe Ck de Rn dans lui même quel que soit s ∈ ]t−δ, t+δ[, ce qui
entraı̂ne que ]t−δ, t+δ[ ⊂ Iϕ. D’où Iϕ est un intervalle ouvert de Rn.

On remarque, d’après ce qui précède, que l’ensemble des t ∈ R tels que Φt : Rn → Rn soit un
Ck-difféomrphisme, est un ouvert de R et que Iϕ est la composante connexe de cet ensemble qui
contient 0.

Concernant la solution v, on a d’après (9)

v (t, x) = ϕ
(
Φ−1

t (x)
)
, t ∈ Iϕ,

(
t,Φ−1

t (x)
)
∈ U.

D’autre part, il est évident que la fonction u : (t, x) ∈ Iϕ ×Rn 7→ u (t, x) = ϕ
(
Φ−1

t (x)
)
∈ Rm constitue

une solution de (P). �
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Soit k ∈ N∗. On note, dans cet article, Ck (Rn;Rm) l’espace des fonctions ξ ∈ Ck (Rn;Rm) (es-
pace d’Hölder d’exposant k) telles les dérivées ∂αξ (x), |α| = k, sont uniformément continues, et que
lim‖x‖→∞

∥∥∥∂ jξ (x)
∥∥∥

2 = 0 quel que soit j ∈ {1, . . . ,n}. Pour k=∞, on pose C∞ (Rn;Rm)=
⋂

k∈N∗ C
k (Rn;Rm).

Le groupe des Ck-difféomorphismes g : Rn → Rn ayant la forme g = Id + ξ avec ξ ∈ Ck (Rn;Rn),
sera noté DiffCk (Rn). Concernant ces espaces et ces groupes, on a la proposition suivante, qui se
démontre exactement comme le lemme 2.1, la proposition 2.2, et le théorème 2.6 dans [12].

Proposition 2.2. 1. L’application (ξ,η) 7→ ξ (Id+η) est de classe C j du produit Ck+ j (Rn;Rm)×(
Id+Ck (Rn;Rn)

)
dans Ck (Rn;Rm) quel que soit (k, j) ∈ N∗×N.

2. Pour tout (k, j) ∈ N∗ ×N, DiffCk (Rn) est un groupe topologique ouvert de l’espace affine
de Banach Id +Ck (Rn;Rn) et l’application g 7→ g−1 est de classe C j de DiffCk+ j (Rn) dans
DiffCk (Rn).

3. DiffC∞ (Rn) est un groupe de Lie de classe C∞F , régulier et ouvert de l’espace affine de Fréchet
Id+C∞ (Rn;Rn), son algèbre de Lie est C∞ (Rn;Rn) munie du crochet

[
ξ,η

]
=

∑
1≤i≤n

(
ηi∂iξ− ξ

i∂iη
)
.

L’existence des solutions maximales (en la variable t) de l’équation (1) constitue l’objectif de la

Proposition 2.3. 1. Si la fonction f vérifie les conditions (2), (3) et (4), alors pour toute fonction
ϕ ∈ C1 (Rn;Rm)∩Ck (Rn;Rm) où k ∈ N∗∪{∞}, il existe un intervalle ouvert Iϕ contenant 0 et
une unique fonction u ∈Ck

(
Iϕ×R

n;Rm
)

solution maximale du problème (P).

2. Si f vérifie les conditions (2), (3) et (5), alors pour toute fonction ϕ ∈C1 (Rn;Rm)∩Ck (Rn;Rm)
(k ∈ N∗∪{∞}), il existe un intervalle ouvertIϕ contenant 0 et une unique fonction u ∈Ck

(
Iϕ×R

n;Rm
)

solution maximale du problème (P).

Proof. On remarque d’abord que F (t, ·) ∈Diff
(
Rn+m)

quel que soit t ∈ R. Par conséquent, pour tout
(t,y) ∈ R×Rm, F1 (t, ·,y) ∈ Diff (Rn). De plus, si s ∈ R, le flot de l’équation différentielle

F′s (t) = ( f (t+ s,Fs (t)) ,0) ∈ Rn×Rm,

est donné par la fomule

Fs (t, x,y) = F
(
t+ s,F (s, ·)−1 (x,y)

)
= F

(
t+ s,F1 (s, ·,y)−1 (x) ,y

)
, (t, x,y) ∈ R×Rn×Rm.

Soit u ∈C1 (]a,b[×Rn;Rm) une solution de l’équation (1) telle que pour un certain s ∈ ]a,b[, u (s, ·) ∈
C1 (Rn;Rm). Comme dans la démonstration de la proposition 2.1, on montre qu’il existe un intervalle
ouvert Ju(s,·) contenant s tel que, pour tout t ∈ Ju(s,·), Φ̃t ∈ Diff (Rn), où

Φ̃t (x) = F1 (t,Fs (−s, x,u (s, x)))

= F1
(
t,F (s, ·)−1 (x,u (s, x))

)
, (t, x) ∈ R×Rn,

et que
u (t, x) = u

(
s, Φ̃−1

t (x)
)
, t ∈ ]a,b[∩ Ju(s,·), x ∈ Rn.

Par suite, si v ∈C1 (]c,d[×Rn;Rm) une autre solution de (1) telle que v (s, ·) = u (s, ·), alors

u (t, x) = v (t, x) , t ∈ ]a,b[∩ ]c,d[∩ Ju(s,·), x ∈ Rn.
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Ainsi donc, pour terminer cette démonstration, il suffit de vérifier que si u ∈ C1 (]a,b[×Rn;Rm) est
une solution de (P), alors u (t, ·) ∈ C1 (Rn;Rm) quel que soit t ∈ ]a,b[.

Soit u ∈ C1 (]a,b[×Rn;Rm) une solution de (P) et t ∈ ]a,b[. D’après ”(3), (4), (6), (7), (8), et
(10)” ou ”(3), (5), (6), (7), (8), et (10)”, il existe R > 0 tel que Φt soit un difféomrphisme de classe
Ck de {‖x‖2 > R} dans Φt ({‖x‖2 > R}) et que

sup
y∈Φt({‖x‖2>R})

∥∥∥∥∥(∂k
(
Φ−1

t

) j
(y)

)∥∥∥∥∥
2
<∞. (12)

Posons a = supx∈Rn

∥∥∥∥∫ t
0 f

(
τ,F1 (τ, x,ϕ (x)) ,ϕ (x)

)
dτ

∥∥∥∥
2
. Nous allons vérifier d’abord que, pour tout

M > R+a,
{
‖y‖2 ≥ M

}
⊂ Φt ({‖x‖2 > R}).

En effet, soit M > R+ a et z ∈
{
‖y‖2 ≥ M

}
∩Φt ({‖x‖2 > R}). Il existe une suite

(
x j

)
⊂ {‖x‖2 > R}

telle que
(
Φt

(
x j

))
⊂

{
‖y‖2 ≥ M

}
et Φt

(
x j

)
→ z quand j→∞. Par conséquent, ‖z‖2 ≥ M. D’autre

part, comme
(
x j

)
est bornée, on peut supposer que x j → x lorsque j→∞. Par suite, Φt (x) = z et

‖x‖2 ≥ ‖z‖2 − a ≥ M − a > R. D’où z ∈
{
‖y‖2 ≥ M

}
∩Φt ({‖x‖2 > R}), ce qui prouve que l’ensemble{

‖y‖2 ≥ M
}
∩Φt ({‖x‖2 > R}) est fermé dans Rn. Mais cet ensemble est ouvert dans

{
‖y‖2 ≥ M

}
et

n’est pas vide puisque ‖Φt (x)‖2→∞ lorsque ‖x‖2→∞, donc comme
{
‖y‖2 ≥ M

}
est connexe, on a{

‖y‖2 ≥ M
}
∩Φt ({‖x‖2 > R}) =

{
‖y‖2 ≥ M

}
.

Fixons M > R+a. Grâce à (9), on a la formule

u (t, x) = ϕ
(
Φ−1

t (x)
)
,‖x‖2 ≥ M,

qui montre, avec (12), que u (t, ·) ∈ C1 ({‖x‖2 > M} ;Rm). Par conséquent, u (t, ·) ∈ C1 (Rn;Rm). �

On donne maintenant la définition, qu’on a adopté dans cet article, pour les flots.
Soit M une variété différentiable modelée sur des espaces topologiques localement convexes

complets, Ω un ouvert de R×M contenant {0}×M et X : (t, x) ∈Ω 7→ X (t, x) ∈ T M une section telle
que πM ◦X (t, x) = x pour tout (t, x) ∈Ω, où πM est la projection naturelle de T M dans M. On dit que
l’équation

u′ (t) = X (t,u (t)) ,

possède un flot dans Ω s’il existe un ouvert U ⊂ R×M contenant {0} ×M et une application FX :
U ⊂ R×M → M de classe C∞conv (ou de classe C∞F ) tels que, pour tout x ∈ M, l’ensemble Ix =

{t ∈ R : (t, x) ∈ U} est un intervalle ouvert de R et la courbe t ∈ Ix 7→ FX (t, x) ∈ M constitue une
solution unique maximale du problème{

u′ (t) = X (t,u (t)) ,
u (0) = x.

Théorème 2.4. Supposons que f vérifie les conditions (2), (3) et (4). Alors l’équation (1) admet un
flot de classe C∞conv surD (Rn;Rm).

Dans la démonstration de ce théorème, on va utiliser les deux lemmes suivants, dont le premier
parmi eux est un cas particulier du lemme 42.5 dans [15].

Lemme 2.5. Soit I un intervalle ouvert de R et Ω un ouvert de Rn. Alors l’espace des courbes
C∞ (I;D (Ω;Rm)) coı̈ncide avec le sous-espace des fonctions γ ∈ C∞ (I×Ω;Rm) possédant la pro-
priété: pour tout intervalle [a,b]⊂ I, il existe un compact K ⊂Ω tel que γ (t, x)= 0 pour tout t ∈ [a,b]
et tout x ∈ Rn−K.

Lemme 2.6. L’application (t,ϕ) 7→ Φt est continue de R×C1 (Rn;Rm) dans Id+C1 (Rn;Rn).
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Proof. Soit (t, s) ∈ R2 et (ϕ,ψ) ∈ C0 (Rn;Rm)2. On a

Φt −Ψs = F1 (t, ·,ϕ (·))−F1 (s, ·,ψ (·))

= (t− s)
∫ 1

0
∂tF1 (s+ θ (t− s) , ·,ψ (·)+ θ (ϕ (·)−ψ (·)))dθ

+
∑

1≤ j≤m

(
ϕ j (·)−ψ j (·)

)
×

∫ 1

0
∂y j F1 (s+ θ (t− s) , ·,ψ (·)+ θ (ϕ (·)−ψ (·)))dθ.

Comme ∂tF1 (·, ·, ·) = f
(
·,F1 (·, ·, ·) , ·

)
, alors d’après (2) et (8), on peut écrire l’inégalité

‖Φt −Ψs‖L∞ ≤ const (t, s,ϕ,ψ)
(
|t− s|+ ‖ϕ−ψ‖L∞

)
,

où const est une fonction localement bornée deR2×C0 (Rn;Rm)2 dansR+. Ceci prouve que l’application
(t,ϕ) 7→ Φt est localement Lipschitzienne de R×C0 (Rn;Rm) dans Id+C0 (Rn;Rn). Par conséquent,
cette application est continue de R×C1 (Rn;Rm) dans Id+C0 (Rn;Rn).

Fixons (s,ψ) ∈ R×C1 (Rn;Rm) et soit k ∈ {1, . . . ,n}. Selon (10) pour tout ϕ ∈ C1 (Rn;Rm), on a

∂xkΦt (·) = Θ (t, ·,ϕ (·) ,∂1ϕ (·) , . . . ,∂nϕ (·)) ,

où Θ : R×Rn×Rm×Rnm→ R est une fonction continue. Soit ε > 0. D’après (3), (4), (6), (7), et (8),
il existe R > 0 tel ∥∥∥∂xkΦt (x)

∥∥∥
2 ≤

ε

2
,‖x‖2 ≥ R, |t− s| ≤ 1,‖ϕ−ψ‖C1 ≤ 1.

Posons b = 1+ ‖ψ‖C1 . Comme la fonction Θ est uniformment continue dans l’ensemble

[s−1, s+1]×
{
x ∈ Rn : ‖x‖2 ≤ R

}
×

{
y ∈ Rm : ‖y‖2 ≤ b

}n+1 ,

on peut trouver 0 < δ ≤ 1 tel que∥∥∥∂xkΦt (x)−∂xkΨt (x)
∥∥∥

2 ≤ ε,‖x‖2 ≤ R, |t− s| ≤ δ,‖ϕ−ψ‖C1 ≤ δ.

Par suite, ∥∥∥∂xkΦt (x)−∂xkΨt (x)
∥∥∥

2 ≤ ε, x ∈ R
n, |t− s| ≤ δ,‖ϕ−ψ‖C1 ≤ δ,

ou encore ∥∥∥∂xkΦt −∂xkΨt
∥∥∥

L∞ ≤ ε, |t− s| ≤ δ,‖ϕ−ψ‖C1 ≤ δ.

Ceci prouve que l’application (t,ϕ) ∈R×C1 (Rn;Rm) 7→ ∂xkΦt ∈C
0 (Rn;Rn) est continue en tout point

(s,ψ). D’où le résultat désiré. �

Démonstration du théorème 2.4. Si ϕ ∈ D (Rn;Rm), l’unique solution du problème (P), qui est de
classe C∞ de Iϕ×Rn dans Rm, sera notée F (·,ϕ).

Soit
[
α,β

]
⊂ Iϕ où ϕ ∈ D (Rn;Rm). D’après (3), (4), (6), (7), (8), et (10), il existe M > 0 tel que

Φ−1
t (x) ∈ Rn− suppϕ, t ∈

[
α,β

]
,‖x‖2 > M.

D’où, selon (9), on a
F (t,ϕ) (x) = ϕ

(
Φ−1

t (x)
)
= 0, t ∈

[
α,β

]
,‖x‖2 > M,

ce qui prouve, grâce au lemme 2.5, que F (·,ϕ) ∈C∞
(
Iϕ;D (Rn;Rm)

)
.
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Vérifions que l’ensemble D =
{
(t,ϕ) ∈ R×D (Rn;Rm) : t ∈ Iϕ

}
est un ouvert de R×D (Rn;Rm).

Soit ϕ0 ∈ D (Rn;Rm). On note Λ l’ensemble des nombres réels λ > 0 ayant la propriété: pour tout
t0 ∈ [0,λ[, il existe un intervalle ouvert I contenant t0 et un ouvert O ⊂D (Rn;Rm) contenant ϕ0 tels
que F soit continue de I×O dans C1

0 (Rn;Rm) (complété de C∞c (Rn;Rm) dans C1 (Rn;Rm)).
Etant donné R > 0, comme dans les démonstrations des propositions 2.1 et 2.3, on utilise (3),

(4), (7), (8) et (10) pour montrer qu’il existe ε > 0 tel que pour tout t ∈ ]−ε,ε[ et tout ϕ ∈ D (Rn;Rm)
avec ‖ϕ−ϕ0‖C1 < R, on a t ∈ Iϕ ⊂ Iϕ. D’où

]−ε,ε[×OR = ]−ε,ε[×
{
ϕ ∈ D

(
Rn;Rm)

: ‖ϕ−ϕ0‖C1 < R
}
⊂ D.

D’après la proposition 2.2 et le lemme 2.6, l’application (t,ϕ) 7→ Φ−1
t est continue de ]−ε,ε[×OR

dans DiffC1 (Rn). D’autre part, on sait, grâce à la proposition 2.2, que l’application (ξ,η) 7→ ξ (Id+η)
est continue deD (Rn;Rm)×

(
Id+C1 (Rn;Rn)

)
dans C1

0 (Rn;Rm). D’où (t,ϕ) 7→ F (t,ϕ) = ϕ◦Φ−1
t est

continue de ]−ε,ε[×OR dans C1
0 (Rn;Rm), ce qui signifie que ]0, ε[ ⊂ Λ et que Λ n’est pas vide.

Vérifions par l’absurde que supIϕ0 = supΛ. L’inégalité supΛ ≤ supIϕ0 est évidente. Si 0 < λ =
supΛ < supIϕ0 , alors λ ∈ Iϕ0 et (λ,ϕ0) ∈ D. Posons donc ϕ̃0 = F (λ,ϕ0) et choisissons ε > 0 tel que,
pour tout t ∈ ]−ε,ε[ et tout ϕ ∈ D (Rn;Rm) avec ‖ϕ− ϕ̃0‖C1 < ε, t ∈ Iϕ ⊂ Iϕ. Comme dans le début de
la démonstration de la proposition 2.3, on peut écrire

F (t,ϕ0) = ϕ̃0 ◦ Φ̃
−1
t , t ∈ Iϕ0 ∩ Jϕ̃0 ,

où Jϕ̃0 est un intervalle ouvert contenant λ et

Φ̃t (x) = F1 (t,Fλ (−λ, x, ϕ̃0 (x))) , (t, x) ∈ R×Rn.

On vérifie, en utilisant les mêmes techniques de la preuve du lemme 2.6, que l’application t 7→ Φ̃t

est continue de R dans Id+C1 (Rn;Rn). D’où, d’après la proposition 2.2, on a

lim
t→λ
F (t,ϕ0) = lim

t→λ
ϕ̃0 ◦ Φ̃

−1
t = ϕ̃0 ◦ Φ̃

−1
λ = ϕ̃0,

dans C1 (Rn;Rm), ce qui implique qu’on peut trouver δ ∈ ]0,min(ε,λ)[ tel que

λ−δ < t ≤ λ⇒ ‖F (t,ϕ0)− ϕ̃0‖C1 <
ε

2
.

Soit t0 ∈ ]λ−δ,λ[. D’après la définition deΛ, il existe un intervalle ouvert I contenant t0 et un ouvert
O ⊂ D (Rn;Rm) contenant ϕ0 tels que l’application F : I ×O ⊂ D→ C1

0 (Rn;Rm) est continue. On
peut choisir O de sorte que

∀ϕ ∈ O,‖F (t0,ϕ)−F (t0,ϕ0)‖C1 <
ε

2
.

Ainsi,
∀ϕ ∈ O,‖F (t0,ϕ)− ϕ̃0‖C1 < ε,

ce qui nous permet de poser

g (t,ϕ) = F (t− t0,F (t0,ϕ)) = F (t0,ϕ)◦Φ−1
t−t0 , |t− t0| < ε,ϕ ∈ O.

La fonction g est continue de ]t0−ε, t0+ε[×O dans C1
0 (Rn;Rm), de plus, pour toute ϕ ∈ O, g (·,ϕ) (·)

est une solution de (1) avec g (t0,ϕ) = F (t0,ϕ). Alors grâce à l’unicité, on a ]t0−ε, t0+ε[×O ⊂ D et

g (t,ϕ) = F (t,ϕ) , (t,ϕ) ∈ ]t0−ε, t0+ε[×O,
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ce qui constitue une contradiction puisque λ < t0+ε. D’où supIϕ0 = supΛ.
De façon similaire, on vérifie que, pour tout t0 ∈

]
infIϕ0 ,0

[
, il existe un intervalle ouvert I con-

tenant t0 et un ouvertO⊂D (Rn;Rm) contenant ϕ0 tels que F soit continue de I×O dans C1
0 (Rn;Rm).

Ainsi, on a vérifie que l’ensemble D est un ouvert de R×D (Rn;Rm) et que F est continue de D
dans C1

0 (Rn;Rm). Il reste donc à montrer que F est de classe C∞conv de D dansD (Rn;Rm).
Soit γ =

(
γ1,γ2

)
∈ C∞ (R; D) et

[
α,β

]
⊂ R. Comme γ2 est une courbe de classe C∞ de R dans

D (Rn;Rm), il existe, grâce au le lemme 2.5, un compact K ⊂ Rn tel que

γ2 (t) (x) = 0,∀t ∈
[
α,β

]
,∀x ∈ Rn−K.

D’après ce fait et les relations (3), (4), (6), (7), (8) et (10), il existe M > 0 tel que

Φ−1
γ1(t) (x) ∈ Rn−K,∀t ∈

[
α,β

]
,∀x ∈ Rn,‖x‖2 > M,

où Φγ1(t) (·) = F1
(
γ1 (t) , ·,γ2 (t) (·)

)
. D’où, selon (9), on a

F◦γ (t) (x) = γ2 (t)◦Φ−1
γ1(t) (x) = 0, t ∈

[
α,β

]
,‖x‖2 > M,

ce qui entraı̂ne, grâce au le lemme 2.5, queF◦γ ∈C∞ (R;D (Rn;Rm)). D’oùF ∈C∞conv (D;D (Rn;Rm)).
�

Corollaire 2.7. Supposons que f vérifie les conditions (2), (3) et (4) et ne dépend pas de t. Alors
l’opérateur différentiel u 7→−D2u (·) ( f (·,u (·))) est un champ de vecteurs de classe C∞conv surD (Rn;Rm)
possédant un flot de classe C∞conv.

Proof. On note A l’opérateur u 7→ −D2u (·) ( f (·,u (·))) et soit u ∈ C∞ (R;D (Rn;Rm)). Il est évident
que Au ∈ C∞ (R×Rn;Rm). D’autre part, si

[
α,β

]
⊂ R, il existe, d’après le lemme 2.5, un compact

K ⊂ Rn tel que
u (t, x) = 0,∀t ∈

[
α,β

]
,∀x ∈ Rn−K.

Par suite,
Au (t, x) = 0,∀t ∈

[
α,β

]
,∀x ∈ Rn−K,

ce qui entraı̂ne (toujours selon le lemme 2.5) que Au ∈C∞ (R;D (Rn;Rm)). D’où

A ∈C∞conv
(
D

(
Rn;Rm)

;D
(
Rn;Rm))

.

�

Remarque 2.8. Dans la démonstration du théorème 2.4, on a vérifié, en réalité, que l’ensemble{
(t,ϕ) ∈ R×C1 (Rn;Rm)

: t ∈ Iϕ
}

est un ouvert de R×C1 (Rn;Rm) et que F est continue de cet ensemble dans C1 (Rn;Rm). Ce résultat
sera amélioré dans la section suivante.

Remarque 2.9. L’équation (1) n’est en général pas complète surD (Rn;Rm), ce qui signifie que son
flot F n’est pas forcément défini sur R×D (Rn;Rm) tout entier. On peut justifier ce fait à travers le
célèbre exemple suivant.

On suppose que n = m = 1 et que

f (t, x,y) = y, (t, x,y) ∈ R3.
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Dans ce cas, l’équation (1) coı̈ncide avec l’équation de Riemann suivante, qui s’appelle aussi ”in-
viscid Burgers’ equation”.

∂tu (t, x)+u (t, x)∂xu (t, x) = 0.

On trouve cette équation simple dans la théorie des dynamiques des gaz.
Soit ϕ ∈ D (R;R). On a

Φt (x) = x+ tϕ (x) , (t, x) ∈ R2.

Par conséquent, la relation (9) nous montre que l’unique solution maximale u ∈ C∞
(
Iϕ×R;R

)
du

problème {
∂tu (t, x)+u (t, x)∂xu (t, x) = 0,

u (t, ·) = ϕ,

vérifie
u (t, x+ tϕ (x)) = ϕ (x) , (t, x) ∈ Iϕ×R. (13)

Ceci signifie que, pour tout x ∈ R, u est consante sur le segment droit
{
(t, x+ tϕ (x)) : t ∈ Iϕ

}
.

Soit (x,y) ∈R2 tel que ϕ (x), ϕ (y). Pour t = y− x/ (ϕ (x)−ϕ (y)), on a (t, x+ tϕ (x))= (t,y+ tϕ (y)).
Donc si t ∈ Iϕ, la relation (13) donne

ϕ (x) = u (t, x+ tϕ (x)) = u (t,y+ tϕ (y)) = ϕ (y) ,

ce qui constitue une contradiction. D’où t = y− x/ (ϕ (x)−ϕ (y)) < Iϕ et Iϕ , R. On résume alors:
pour tout ϕ ∈ D (R;R)| {0}, Iϕ , R, et en général, pour toute fonction ϕ ∈ C1 (R;R) non constante,
Iϕ , R.

3 Existence du flot dans les espaces C∞ (Rn;Rm), C∞0 (Rn;Rm), H∞ (Rn;Rm),
et S (Rn;Rm)

Dans cette section, on va considérer la condition suivante sur la fonction f :

sup
|t|≤R,‖y‖2≤R

x∈Rn

∥∥∥∥∂ j
t ∂
α
x∂

β
y f (t, x,y)

∥∥∥∥
2
<∞,∀ ( j,α,β) ∈ N1+n+m,∀R > 0, (14)

En supposant que f vérifie (3) et (14) (et donc (6)) et en dérivant la relation

F1 (t, x,y) = x+
∫ t

0
f
(
τ,F1 (τ, x,y) ,y

)
dτ, (t, x,y) ∈ R×Rn×Rm,

on obtient
sup

|t|≤R,‖y‖2≤R
x∈Rn

∥∥∥∥∂ j
t ∂
α
x∂

β
y F1 (t, x,y)

∥∥∥∥
2
<∞, ( j,α,β) ∈ N1+n+m−0,R > 0. (15)

Dans le théorème qui suit, on remplace la dérivabilité convenable, qu’on a utilisé dans le
théorème 2.4, par la dérivabilité de Michal-Bastiani.

Théorème 3.1. Supposons que la fonction f vérifie les conditions (3) et (14), alors l’équation (1)
admet un flot de classe C∞F sur les espaces de Fréchet C∞ (Rn;Rm), C∞0 (Rn;Rm), H∞ (Rn;Rm), et
S (Rn;Rm).

On a besoin de quelques lemmes pour faire la démonstration de ce théorème, qui est similaire à
celle du théorème 2.4.



Flot d’un système hyperbolique 13

Lemme 3.2. L’application (t,ϕ) 7→ Φt est de classe C∞F de R×C∞ (Rn;Rm) dans Id+C∞ (Rn;Rm).

Proof. Soit k, N ∈ N∗. Pour tout (t, s) ∈ R2 et tout (ϕ,h) ∈ Ck (Rn;Rm)2, on peut écrire d’après la
formule de Taylor

F1 (s+ t, ·,ϕ (·)+h (·))−F1 (s, ·,ϕ (·))
=

∑
1≤ j+|α|<N

t jh(·)α
j!α! ∂

j
t ∂
αF1 (s, ·,ϕ (·))+N

∑
j+|α|=N

t jh(·)α
j!α!

×
∫ 1

0 (1− θ)N−1 ∂
j
t ∂
αF1 (s+ θt, ·,ϕ (·)+ θh (·))dθ.

(16)

Selon (15), les applications

(s,ϕ) ∈ R×Ck (Rn;Rm)
7→ ∂

j
t ∂
αF1 (s, ·,ϕ (·)) ∈ Ck (Rn;Rm)

, j+ |α| ≥ 1,

sont Lipschitzienne et donc continues. De même, selon (15), les applications

((s,ϕ) , (t,h))

7→

∫ 1

0
(1− θ)N−1 ∂

j
t ∂
αF1 (s+ θt, ·,ϕ (·)+ θh (·))dθ, j+ |α| = N,

sont Lipschitzienne de
(
R×Ck (Rn;Rm)

)2
dans Ck (Rn;Rm). Par conséquent, les applications

(s,ϕ) 7→
(
(t,h) 7→

t jh (·)α

j!α!
∂

j
t ∂
αF1 (s, ·,ϕ (·))

)
, j+ |α| ≥ 1,

sont continues deR×Ck (Rn;Rm) dans Poly j+|α|
(
R×Ck (Rn;Rm) ;Ck (Rn;Rm)

)
(l’espace des polynômes

homogènes de dégré j+ |α|), et les applications

((s,ϕ) , (t,h)) 7→((
t̃, h̃

)
7→

t̃ jh̃ (·)α

j!α!

∫ 1

0
(1− θ)N−1 ∂

j
t ∂
αF1 (s+ θt, ·,ϕ (·)+ θh (·))dθ

)
,

j+ |α| = N, sont continues de
(
R×Ck (Rn;Rm)

)2
dans PolyN

(
R×Ck (Rn;Rm) ;Ck (Rn;Rm)

)
. Ainsi

donc, d’après la réciproque du théorème de Taylor et (16), (t,ϕ) 7→ Φt est de classe CN de R×
Ck (Rn;Rm) dans Id+Ck (Rn;Rm), et comme N est arbitraire, cette application est donc de classe C∞

deR×Ck (Rn;Rm) dans Id+Ck (Rn;Rm). D’autre part, on sait que l’injection naturelle C∞ (Rn;Rm) ↪→
Ck (Rn;Rm) est de classe C∞F . Par conséquent, (t,ϕ) 7→ Φt est de classe C∞F de R×C∞ (Rn;Rm) dans
Id+Ck (Rn;Rm). D’où (t,ϕ) 7→Φt est de classe C∞F de R×C∞ (Rn;Rm) dans Id+C∞ (Rn;Rm) puisque
k est arbitraire. �

Lemme 3.3. On note E l’un des espaces fonctionnels de Fréchet indiqués dans le théorème 3.1.
Alors F (t,ϕ) ∈ E pour tout ϕ ∈ E et tout t ∈ Iϕ.

Proof. Soit ϕ ∈ E et t ∈ Iϕ. Comme dans la démonstration de la proposition 2.3, on peut trouver
R > 0 tel que Φt soit un difféomrphisme de

{
‖y‖2 > R

}
dans Φt

({
‖y‖2 > R

})
et tel que on ait (12).

Comme E ⊂ C∞ (Rn;Rm), on a Φt ∈ Id+C∞ (Rn;Rm) selon le lemme précédent. En utilisant ce fait
et (12), on vérifie que

sup
x∈Φt({‖y‖2>R})

∥∥∥∂αxΦ−1
t (x)

∥∥∥ <∞,∀α ∈ Nn−0.

D’où, en dérivant la relation

F (t,ϕ) (x) = ϕ
(
Φ−1

t (x)
)
, x ∈ Φt

({
‖y‖2 > R

})
,
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qui est valable d’après (9), on obtient

∂αx {F (t,ϕ)} (x) =
∑
β≤α

ψβ (x)∂βxϕ
(
Φ−1

t (x)
)
, x ∈ Φt

({
‖y‖2 > R

})
,

où α ∈ Nn et ψβ sont des fonctions de classe C∞ et bornées sur l’ouvert Φt
({
‖y‖2 > R

})
. Grace à ces

formules et les propriétés

lim
‖x‖2→∞

∥∥∥Φ−1
t (x)

∥∥∥
2

‖x‖2
= 1,

et
{‖x‖2 ≥ M} ⊂ Φt

({
‖y‖2 > R

})
,M > R+a,

avec a = supx∈Rn

∥∥∥∥∫ t
0 f

(
τ,F1 (τ, x,ϕ (x)) ,ϕ (x)

)
dτ

∥∥∥∥
2
, il n’est pas difficile de conclure que F (t,ϕ) ∈

E. �

Le lemme suivant se démontre comme le lemme 2.1 dans [12].

Lemme 3.4. L’application (ϕ,Φ) ∈ E× (Id+C∞ (Rn;Rm)) 7→ ϕ◦Φ ∈ E est de classe C∞F .

Démonstration du théorème 3.1. On va vérifier que l’ensemble DE =
{
(t,ϕ) ∈ R×E : t ∈ Iϕ

}
est un

ouvert de R×E et que F ∈C∞F (DE; E).
Soit ϕ0 ∈ E. On note Λ l’ensemble des nombres réels λ > 0 ayant la propriété: pour tout t0 ∈

[0,λ[, il existe un intervalle ouvert I contenant t0 et un ouvertO⊂ E contenant ϕ0 tels que I×O⊂DE

et F ∈C∞F (I×O; E).
Soit R > 0. En utilisant (3), (4), (7), (8) et (10), on montre qu’il existe ε > 0 tel que pour tout

t ∈ ]−ε,ε[ et tout ϕ ∈ C1 (Rn;Rm) avec ‖ϕ−ϕ0‖C1 < R, on a t ∈ Iϕ ⊂ Iϕ. D’où

]−ε,ε[×OE,R = ]−ε,ε[×
{
ϕ ∈ E : ‖ϕ−ϕ0‖C1 < R

}
⊂ DE .

Selon la proposition 2.2 et le lemme 3.2, l’application (t,ϕ) 7→ Φ−1
t est de classe C∞F de ]−ε,ε[×

OE,R dans DiffC∞ (Rn), et selon le lemme 3.4, l’application (ξ,η) 7→ ξ (Id+η) est de classe C∞F
de E × (Id+C∞ (Rn;Rn)) dans E. Par conséquent, (t,ϕ) 7→ F (t,ϕ) = ϕ ◦Φ−1

t est de classe C∞F de
]−ε,ε[×OE,R dans E. Donc ]0, ε[ ⊂ Λ, ce qui prouve que Λ n’est pas vide.

On va vérifier par l’absurde que supIϕ0 = supΛ. On suppose que λ = supΛ ∈
]
0,supIϕ0

[
et

on pose ϕ̃0 = F (λ,ϕ0). Soit ε > 0 tel que, pour tout t ∈ ]−ε,ε[ et tout ϕ ∈ E avec ‖ϕ− ϕ̃0‖C1 < ε,
t ∈ Iϕ ⊂ Iϕ. Comme limt→λF (t,ϕ0) = ϕ̃0 dans C1 (Rn;Rm), on peut trouver δ ∈ ]0,min(ε,λ)[ tel que

λ−δ < t ≤ λ⇒ ‖F (t,ϕ0)− ϕ̃0‖C1 <
ε

2
.

Soit t0 ∈ ]λ−δ,λ[. D’après la définition deΛ, il existe un intervalle ouvert I contenant t0 et un ouvert
O ⊂ E contenant ϕ0 tels que F ∈C∞F (I×O; E). On choisit O tel que

∀ϕ ∈ O,‖F (t0,ϕ)−F (t0,ϕ0)‖C1 <
ε

2
.

Comme
∀ϕ ∈ O,‖F (t0,ϕ)− ϕ̃0‖C1 < ε,

on peut donc définir une fonction g par

g (t,ϕ) = F (t− t0,F (t0,ϕ)) = F (t0,ϕ)◦Φ−1
t−t0 , |t− t0| < ε,ϕ ∈ O.
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La fonction g est de classe C∞F de ]t0−ε, t0+ε[×O dans E, de plus, pour toute ϕ ∈ O, g (·,ϕ) (·) est
une solution de (1) avec g (t0,ϕ) = F (t0,ϕ). Alors grâce à l’unicité, on a ]t0−ε, t0+ε[×O ⊂ DE et

g (t,ϕ) = F (t,ϕ) , (t,ϕ) ∈ ]t0−ε, t0+ε[×O,

ce qui constitue une contradiction puisque λ < t0+ε. D’où supIϕ0 = supΛ.
De façon analogue, on vérifie que, pour tout t0 ∈

]
infIϕ0 ,0

[
, il existe un intervalle ouvert I

contenant t0 et un ouvert O ⊂D (Rn;Rm) contenant ϕ0 tels que F soit de classe C∞F de I×O dans E.
La démonstration du théorème est terminée. �

Corollaire 3.5. Supposons que la fonction f vérifie les conditions (3) et (14) et ne dépend pas de
la variable t. Alors l’opérateur différentiel A : u 7→ −D2u (·) ( f (·,u (·))) est un champ de vecteurs de
classe C∞F sur E possédant un flot de classe C∞F .

Proof. Etant donné k ∈ N∗, on note Ek l’un des espaces de Banach suivants:

- Sk, l’espace des fonctions u ∈Ck (Rn;Rm) telles que

lim
‖x‖2→∞

〈x〉k
∥∥∥∂αu (x)

∥∥∥
2 = 0,∀α ∈ Nn, |α| ≤ k,

- Ck
0 (Rn;Rm), le complété de C∞c (Rn;Rm), ou bien de Ck

c (Rn;Rm), dans l’espace d’HölderCk (Rn;Rm),

- HCk
0 (Rn;Rm) = Hk (Rn;Rm)∩Ck

0 (Rn;Rm),

- Ck (Rn;Rm).

Il n’est pas difficile de voir que E = ∩k∈N∗Ek est l’un des espaces considérés dans le théorème
3.1. En utilisant la réciproque du théorème de Taylor, on vérifie que A est de classe C∞ de Ek dans
Ek−1 quel que soit k ≥ 2. Mais comme les injections naturelles E ↪→ Ek, k ≥ 1, sont de classe C∞F ,
on a alors A ∈C∞F (E; Ek) pour tout k ≥ 1. Par conséquent, A ∈C∞F (E; E). �

4 Existence du flot dans C∞ (M; N)

Dans cette section, on considère une variété fermé M et une variété paracompacte sans bord N,
et on munit l’ensemble C∞ (M; N) de sa structure différentielle naturelle, qui est une structure de
Fréchet (voir [11], [15] et [31]). Le groupe de difféomorphismes Diff (M) est un groupe de Lie-
Fréchet de classe C∞F , régulier (au sens de Milnor) et ouvert de C∞(M; M), son algèbre de Lie est
gDiff (M) = X (M) munie du crochet [X,Y] = Y ◦X−X ◦Y (voir [15], [22], [31], [32], [33] et [35]).

On a le

Théorème 4.1. Soit f ∈ C∞ (R×M×N→ T M) est une section de classe C∞. Alors l’équation (1)
admet un flot de classe C∞F sur C∞ (M; N).

Proof. Comme M est compacte, le flot F =
(
F1,F2

)
de l’équation différentielle

F′ (t) =
(

f (t,F (t)) ,0F2(t)

)
∈ T M×T N,

est défini sur R × M × N tout entier. Pour ϕ ∈ C∞ (M; N) et t ∈ R, on note Φt (·) l’application
F1 (t, ·,ϕ (·)). On vérifie, comme dans la démonstration de la proposition 2.1, que l’intervalle Iϕ ⊂ R
défini par

t ∈ Iϕ∩R+⇔∀s ∈ [0, t] ;Φs ∈ Diff (M) ,

t ∈ Iϕ∩R−⇔∀s ∈ [t,0] ;Φs ∈ Diff (M) ,
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est ouvert dans R et que la fonction (t, x) ∈ Iϕ×M 7→ ϕ◦Φ−1
t (x) ∈ N constitue une solution de (P).

Le résultat de la proposition 2.3 est facile à établir ici puisque la variété M est compacte. En
effet, si u ∈ C∞ (]a,b[×M; N) est une solution de (P) avec ϕ ∈ C∞ (M; N), alors pour tout s ∈ ]a,b[,
il existe ε > 0 tel que

u (t, x) = u
(
s, Φ̃−1

t (x)
)
, (t, x) ∈ ]s−ε, s+ε[×M,

où
Φ̃t (x) = F1

(
t,F (s, ·)−1 (x,u (s, x))

)
, (t, x) ∈ R×M.

Ceci montre que, pour toute ϕ ∈ C∞ (M; N), il existe un intervalle maximale Iϕ contenant 0 et une
solution unique F (·,ϕ) (·) ∈C∞

(
Iϕ×M; N

)
de (P).

On utilise la réciproque du théorème de Taylor, comme dans la démonstration du lemme 3.2,
pour vérifier que l’application (t,ϕ) 7→ Φt (·) est de classe C∞F de R×C∞ (M; N) dans C∞ (M; M).
On peut considérer encore ce résultat comme une conséquence de ce qu’on appelle, dans l’analyse
globale, ’Omega Lemma’ (voir [29] et [31]).

Maintenant, on suit exactement les étapes de la preuve du théorème 3.1 pour vérifier que
l’ensemble D=

{
(t,ϕ) ∈ R×C∞ (M; N) : t ∈ Iϕ

}
est un ouvert deR×C∞ (M; N) et queF ∈C∞F (D;C∞ (M; N)).

�

Dans l’ appendice suivant, on exposera le théorème classique de Taylor, qu’on a utilisé dans ce
travail, pour justifier quelques résultats. Ce théorème constitue l’un des théorèmes fondamentaux
de l’analyse mathématique.

5 Appendice: Théorème de Taylor

Soit E et F deux espaces de Banach. Pour k ≥ 1, on désigne par Lk (E; F) l’espace des applications
k-linéaires et continues de E dans F et par Polyk (E; F) l’espace des polynômes homogènes de degré
k de E dans F. On rappelle que Polyk (E; F) est défini comme suit:

Polyk (E; F)

=
{
P : E→ F : ∃B ∈ Lk (E; F) ,P (x) = B (x, . . . , x) , x ∈ E

}
.

Pour chaque ouvert Ω de E, on pose

Ω̃ = {(x,v) ∈Ω×E : ‖v‖ < d (x,∂Ω)} ,

où d (x,∂Ω) est la distance entre x et ∂Ω. L’ensemble Ω̃ est un ouvert de Ω×E grâce à la continuité
de la fonction x 7→ d (x,∂Ω).

Théorème 5.1 (Théorème de Taylor). Etant donné deux espaces de Banach E et F, un ouvertΩ⊂ E
et une fonction f :Ω→ F, les deux énoncés suivants sont équivalents:

1. f est de classe Ck, k ≥ 1.

2. Il existe des fonctionsΦ j ∈C0
(
Ω;Poly j (E; F)

)
(1 ≤ j ≤ k) et Rk ∈C0

(
Ω̃;Polyk (E; F)

)
tels que

f (x+ v) = f (x)+
∑

1≤ j≤k

Φ j (x) (v)+Rk (x,v) (v) , (x,v) ∈ Ω̃,

et que Rk (x,0) = 0 quel que soit x ∈Ω.
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Si l’une des deux conditions précédentes est vraie, on a nécessairement:

Φ j (x) (v) =
D j f (x) (v) j

j!
, (x,v) ∈Ω×E,1 ≤ j ≤ k

et

Rk (x,v) (w) =
∫ 1

0

(1− t)k−1

(k−1)!
Dk f (x+ tv) (w)k dt

−
Dk f (x) (w)k

k!
, (x,v) ∈ Ω̃,w ∈ E.

L’implication 2⇒ 1 est connue sous le nom ’réciproque du théorème de Taylor’. Pour une
démonstration de ce théorème voir par exemple [29], [31] et [36].
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