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Abstract

In this paper we present an approximation of viscosity solution of non linear partial
differential equation with dirichlet bounded conditions. Our approach used a fully
nonlinear PDE in an unbounded domain. To approximate its unique viscosity solution
one needs to localize the PDE under consideration and to define artificial boundary
conditions. It is known that backward stochastic differential equations (BSDEs) are
a useful tool to estimate the error due to misspecified Dirichlet boundary conditions
on the artificial boundary [12], but we perfect in this paper their approximation of
localization error.
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Résumé Nous donnons dans ce papier une approximation des solutions de viscosité
des systemes des équations aux dérivées partielles non linéaires. Notre approche consiste
a localiser le systeme des équations variationnelles sur un intervalle ouvert et trouver une
approximation avec des conditions de Dirichlet au bord artificielles, puis étudier la con-
vergence de cette approximation en utilisant les Equations Différentielles Stochastiques
Rétrogrades (EDSRs) Réfléchies.

Mots clés : EDSRs; Inégalités variationnelles;Solutions de viscosité; Conditions de Dirich-
let; Option Américaine.

Introduction

Le probléme du calcul des prix d’options américaines est un probleme délicat. Bensoussan
et Lions dans [1] ont montré qu’il existe un lien entre ce probléme et les inéquations aux
dérivées partielles paraboliques dans un domaine non borné. Pour la résolution numérique
de ces inéquations variationnelles on a besoin de réduire les domaines d’intégration en
domaine borné et il est difficile de définir des conditions au bord qui donnent de bonnes
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précisions globales. Ainsi Lamberton et Lapeyre dans [12] ont proposé un contrdle de
Ierreur de localisation due a des conditions artificielles de Dirichlet pour des EDP lingaires
en Finance. Dans [2], Berthelot et al. ont étudié I’erreur de localisation due a des condi-
tions au bord de Neumann pour des EDP non lin¢aires. Nous proposons dans ce travail
un controle de I’erreur de localisation due a des conditions de Dirichlet pour des EDP non
lineaires.

Nous commencerons par rappeler des résultats sur les EDSR réfléchies a temps final
fixe et sur les EDSR réfléchies a temps final aléatoire borné avant de passer a la définition
de solution de viscosité de notre probleme localisé et a quelques résultats de régularité de
cette solution. Ensuite nous étudierons I’erreur de localisation.

1 Quelques résultats sur les EDSRs Réfléchies

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades ont été introduites (dans le cas non
linéaire) par Pardoux et Peng [15]. Elles ont de nombreuses applications en mathématiques
financieres [8] [10], en controle stochastique [7] .

Nous rappelons les notions de solutions des EDSRs Réfléchies a temps final fixe [8] et a
temps final aléatoire. Ensuite nous vérifierons I’existence et I’unicité de solution des EDSRs
Réfléchies a temps terminal aléatoire borné. Enfin nous étudions le lien entre la solution de
ces équations et les solutions de viscosité d’EDPs paraboliques non lingaires.

1.1 EDSR Réfléchie a temps final fixe

Soit {W,, 0 <t < T} un mouvement Brownien standard défini sur un espace probabilisé
(Q,7,P). Soit {F;, 0 <t < T} la filtration naturelle de {W;} augmentée des ensembles P
négligeables.

On considere trois données : la premiere est la valeur terminale £ telle que :

(j) £ est Fr mesurable et E|¢]> < +co.
La deuxieme est la fonction f: QX RXR — R telle que :

T
(J) Y,20eRXR, {f(t,y,2), 0<r<T}estunprocessus prévisible tel queEf |f(.,t,y,z)|2dt<
0

o)

(jjj) f estuniformément k-Lipschitzienne en y et z :
lf@y,2) = f&.Y . DN <k(ly—-yI+lz=2']) Yt<TVyy,z,Z eR.
La troisiéme est la barriere L qui est un processus continu, progressivement mesurable
et tel que

(jv) E( sup |L,|2) < 00 -p.s.
0<t<T
Nous faisons aussi I’hypothese de compatibilité suivante : Ly <& p.s.
El-Karoui et al. ont introduit les EDSRs réfléchies [8], ol le processus Y de la solution
(Y,Z,R) est maintenu au dessus d’une barriere grace a un processus de réflexion R.
La solution de ’EDSR réfléchie a temps final fixe T est un triplet {(¥;,Z;,R;), 0 <t < T}
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de processus ¥, progressivement mesurable a valeurs respectivement dans R, R et R, et
satisfaisant :

T
(i) (Zp)o<s<r est un processus prévisible tel que E f |Z,|2dt < o0;
0

(@) (Y1)o<i<r est un processus prévisible tel que E( sup |Y,|2) < 00, R est Fr mesurable
0<t<T

et vérifie E([R7[%) < oo;

T T T
(iif) Yt=§+f f(S,Ys,Zs)dS—f stWs‘"'f dR;, Vte[0,T];
t t t

@(iv)y i>L;, VYO<Lt<T;

T
(v) R est un processus continu croissant tel que f (Ys—Ly)dR; =0.
0

Sous ces hypotheses, El Karoui et al. [8] ont montré le

Théoreme 1.1. Sous les hypothéses (§),(j)),(jjj) et (jv) il existe une unique solution a
I’EDSR réfléchie (i), (i), (iii), (iv), (v).

Par ailleurs, on rappelle la proposition 3.6 page 711 [8] qui assure I’unicité de la solu-
tion. Nous I’adapterons par la suite a notre probleme a temps final aléatoire.

Proposition 1.1. Soient (¢, f,L) et (¢', f’, L") deux triplets vérifiant les hypothéses (§),(j ), (jj])
et (jv). On suppose que (Y,Z,R) est solution de I’EDSR réfléchie (¢, f,L) et (Y',Z',R’) so-
lution de I’EDSR réfléchie (¢', f',L"). On pose

Ae=¢g-¢, Af=f-f, AL=L-L"
AY=Y-Y, AZ=Z-7', AR=R-R.

Alors il existe une constante C telle que

T
E( sup |AY,*+ f (AZ)*dt+|AR7 %)
0

0<s<T

1/2
E( sup |AL,|2)] w12,

0<t<T

T
< CE(|A§|2 + f IAf(t, Yt,Z,)IZdt) +C
0

ol

Yr=E

T T
P+ | 1f(5,0,0)Pds+ sup |LJ* +|€'1 + f If(5,0,0)]*ds + sup |L;|2].
0 0<t<T 0 0<t<T
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1.2 EDSR Réfléchie a temps terminal aléatoire borné

Dans ce paragraphe, on s’intérésse a I’étude des EDSRs Réfléchies a temps final aléatoire
borné.

Une solution d’une EDSR réfléchie Eq(f,&,7,L) a temps final aléatoire 7, un temps
d’arrét borné par T p.s (r < T p.s.), est un triplet {(¥;,Z;,R;),t < T} de processus progres-
sivement mesurables tels que Z; = 0 pour ¢ € (7,T], Rt = R, et :

T T T
2 Y,=Yr +f f(s, Y, Zs)ds —f ZdW, +f dR;, Y t€[0,T],
INT t t

AT AT

(2ii) Y, =¢&sur{t>1),

Qi) Y, 2L, Vi<,

TAT
Qiv) f (Ys— Ly)dR; = 0.
0

Soient les hypotheses suivantes : f: QXRXR — R est une fonction telle que

(3i) f(.,y,z) est un processus progressivement mesurable pour tout (y,z) € RXR,

£ est F; mesurable et B|&]? + EfOT 1£(s,0,0)?ds < +oo.

(3ii) f est monotone en y : Ju réel tel que
=Y. [ty - [ty ) <puly-yF, Yi<T, ¥yy,zeR
(3iii) f est uniformément k-Lipschitzienne en z :

|f(t’y’z)_f(t’y’Z’)| < KlZ_Z/|, Vi< T, Vy,Z,Z/ eR

(3iv) L estun processus continu progressivement mesurable tel que

E sup |Ls|2 < +o00.
0<t<t

Darling et Pardoux [6] ont établi 1’existence et ’unicité de la solution d’'une EDSR ( non
réfléchie ) a temps final aléatoire non borné sous des hypotheses similaires. Par ailleurs
El-Karoui et al. [8] ont introduit les EDSR réfléchies a temps final fixe. Dans le théoréme
suivant nous vérifions 1’existence et I’unicité de la solution d’une EDSR réfléchie a temps
final aléatoire borné.

Théoreme 1.2. Sous les hypotheses (3i) — (3iv) et en supposant aussi que & > L., il existe
un unique triplet (Y,Z,R) solution de Eq(f,&,7,L), et vérifiant

T T
E(sup 1Y, + f IZSIst+|RT|2)§CE(|§|2+ f I£(s,0,0)ds+ sup |LJ*|. (1.1)
0 0

0<t<t 0<t<t
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Démonstration du Théoreme 1.2.
Existence. Soit

{f(t’yvz) = f(t9y>Z)H{ZST}’ (12)

Li=Lgsur{s<t} et Li=L.sur{s>T}
Soit (Y, Z,R) solution de 'EDSR a temps final fixe T suivante:

T T T
Y,:§+f f(s,Ys,Zs)ds—f stWs+f dR,, ¥ t€[0,T],
t t t

Y, >L, Vt<T,
_ ) , (1.3)
RS est un processus continu croissant tel que

T —_ - —_
f (Y- Ly)dR, = 0.
0

Cette EDSR a temps final fixe admet une unique solution d’apres El-Karoui et al. [8].
Vérifions que Z; = 0 sur (7,T) et que Ry = R-.
On applique la formule d’1td & (Y, —&)* entre s =tV 7 et s = T et on obtient :

T
(Fr =& =(Foe -8 =2 f s, 75 20)(Fs - )ds
INT

T T T
—2f (Ys—g)dRerzf (I_’s—f)dWS—i-f Z2ds
NT VT VT

Le terme de gauche de 1’égalité (1.4) est nul par définition de I’EDSR réfléchie (1.3).

1.4)

T T
Par la proposition 1.1, on a E, (Y, —f)zds < 400, donc E¢, . (Ys—&)dW, =0.

_ _ T _ T
En utilisant que f(s, Y5,Z;) =0 sur (¢ vV 7,T) par définition de f, (1.2) et en conditionnant

par rapport a ¥,y les deux termes de 1’égalité (1.4) on a :
0=(Yrr—&)P? +Eg, [ f Zfds} ~2Es,,. [ f (¥ —f)dRs]. (1.5)
tNT T
Par ailleurs
T . T T .
f (Ys_é:)dRs = (Ys_Ls)dRs+f (Ls_é:)dRs
T T T
T - -
= f (L= &)dR; par la condition de réflexion,
t

VT

T
= f (L —&)dR; par construction de L.
T

L’égalité (1.5) devient

T
0= V=& +Es,. [ f Z:ds
t

VT

+(E- LBy, [Rr = Ruve|, (1.6)
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d’ou, puisque L, < & par hypothese,
(thT—f)Z =0,

T
Em( f Zfds) =0,
T

(¢~LoEr,, [Rr —Ru:| = 0.

et

De ce fait
Z,=0sur (r,T), Rr=R,, etY,=&pourte(r,T)p.s.

A présent, nous concluons :

T T T
T f Lyen f (s, Vs, Zo)ds — f Z.dW, + f dR..
t t t

T T T
7=é+ f F(s5, 5 Z)ds— f 7AW, + f iR,
t t t

et donc (¥, Z,R) est solution de ’EDSR a temps final aléatoire Eq(f,&,7,L).
Unicité
Soient (Y,Z,R) et (Y’,Z’,R’) deux solutions de ’EDSR Eq(f,&,7, L) réfléchie a temps ter-
minal aléatoire 7.
On pose
AY=Y-Y, AZ=Z-Z AR=R-R.

Soit ¢ € [0, T]. En appliquant la formule d’Itd, on a

T

T T
E(lAY,M|2+ f |AZS|2ds)§2E f AY(f(s,Y5,Zs) - f(5,Y,Z)))ds +2E f AYd(ARy).
INT INT INT
(1.7)
Comme

f (Y, - Y)d(R, - R)) = f (Y, ~ L)d(R, ~R) + f (Ly—Y))d(R, ~R)),
0 0 0
S_f(Ys_Ls)dR;_f(Y;_Ls)dRs,
0 0
<0,

et I’inégalité (1.7) devient
T T
E(lAY,M|2+ f |AZS|2ds)§2E f AY(f(s,Ys,Zs) — f(s5,Y.,Z0))ds.
INT INT

Par la propriété de Lipschitzde fona:

T T
E(|AYW|2+ f |AZS|2ds)S2KE f (IAY > +|AY,AZ|)ds,
INT INT

T

g K
<KQ2+¢&)E f (AYP)ds+—E f IAZ,|%ds,
IAT & t

AT

K T T
E(IAY,,\T|2+(1—;) f |Azs|2ds)scE f (IAY,*)ds. (1.8)
INT INT
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En posant £ = 2K et appliquant le Lemme de Gronwall on a
E|AY . = 0.

Comme ¢ est arbitraire dans [0,7] donc AY = 0.
De I’inégalité (1.8) avec £ = 2K on obtient

1 T T
~E f |AZ,|*ds < CE f (AY)ds =0,
2 INT AT
donc
AZ =0.

Enfin on déduit de ’EDSR réfléchie que R=R’.
Pour montrer (1.1), on applique la formule d’Itd et on obtient:
pourtout 0 <t <T

T T T T
Y2, + f \Z|2ds = £ +2 f Yo f(s, Y, Zs)ds+2 f Y dR; -2 f Y, ZdW,
INT t t

AT INT AT

T T T
=242 f Y, f(s, Yy, Zy)ds +2 f LydR,—2 f Y, ZdW,  (1.9)
t 13 t

AT AT AT

Par ailleurs par I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy

T 12
( | Y§|zs|2ds) }
t

1 1 T
sC—E( sup Y§)+§CE f \Z,|%ds,
t

1<s<T

.
Ef Y Z, dW; < CE
t

AT

Comme Z; = 0 sur (7,7T] et Y; = ¢ sur (7,T] et par construction dans la 1ere partie preuve et
(i) et (ii), on obtient

.
E f Y, Z,dW, < +c0.
t

AT

S
Donc {f Y.Z2,dW,, t<u< T} est une martingale.
t

AT

T

i
ElY i +E f Z,2ds = Bl + 2B f Y\ f(5, Y5, Z)ds + 2B f LydR,.
INT t

AT INT

T

Par la propriété de lipschitz de f on a

1 T T
E|Y;rr)> + =B f 1Zs|>ds < CE)&* + CE f If(5,0,0)?ds+2C?E sup |L,?
2 INT INT INTSSZT (1 . 10)

1
+ 5 CEIR, - Ronel?.
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Majorons & présent E[R2].
De I’égalité

T T
R: =Y _f_f f(S, Ys’Zs)ds"'f ZdW;,
0 0

en appliquant la formule d’1t6 et en utilisant I’'inégalité (1.10) on obtient

E[R?] < CE

€1 + f |£(s,0,0)*ds + sup |LS|2].
0

0<s<t

Donc

T T
E(sup 1Y% + f |ZS|2ds+R3)sC{E|§|2+E f If(5,0,0)*ds +E sup |Lt|2}.
0 0

0<s<t 0<t<t

1.3 Relation entre EDSRs Réfléchies a temps terminal aléatoire borné et EDPs
paraboliques semi linéaires avec conditions de Dirichlet

Les EDSRs permettent de donner une interprétation probabiliste des solutions de certaines
EDPs. Dans [18], Peng décrit comment une EDSR (non réfléchie) a horizon aléatoire est
liée a une solution d’EDP avec conditions au bord de Dirichlet.
Dans cette partie, on va étudier le lien entre une équation parabolique et une EDSR a
échéance aléatoire bornée.

On considere I’EDS suivante :

{dX?x =b(s, X )ds+ o (s, X )dWs, t<s<T (L1D)

th,x =x

ol b et o sont supposés Lipschitz en x et uniformément continues en temps sur [0, T].
Soit O un ouvert borné de R, et x € O et soit 7" le temps d’arrét défini par :

™ =inf{s>t; s<T Xf;xia}- (1.12)

En convenant que inf0 = T, le temps d’arrét 7"-* est donc fini p.s.
Dans la suite nous écrirons parfois 7 au lieu de 7% et 7/ au lieu de 77 .

On consideére un cas particulier de 'EDSR réfléchie Eq(f,&,7,L) avec & = ¢(1,X2") et
Ly =y(s,X;") pourtout t < s < T':

T T T
Y = (1, X5%) + f FO.X,".Y,", 2, )do - f ZLdw, + f dR*,
SAT s s

SAT SAT
Eq(f, ¢, T 0) Yo¥ > u(s, X)) Yi<s<t,
[ - wsxiars <o
0
(1.13)

On suppose que
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[ ={x €00, P("" > f) = 0} est fermé (1.14)

o ¢(.,.) et Y(.,.) sont deux fonctions : [0,7] xR — R continues conjointement en ¢ et
en x pour tout € [0,7] et x € R, a croissance au plus linéaire en x

e f est continue et uniformément Lipschitz par rapport (x,z) et vérifie la condition de
monotonie en y (3ii).

Sous ces hypotheses, le théoreme 1.2 s’applique. Donc il existe un seul quadruplet
(X", Y5, 72", R™) solution adaptée de (1.13).
Pour tout (¢, x) € [0,T] X O, on définit la fonction déterministe u par

ut,x) =Y. (1.15)

Et par I’unicité trajectorielle de la solution de 1 ’equation (1.13) et la propriété du flot, on a
u(s. Xy = ¥y

Théoréeme 1.3. u € Cp([0,T]xO).

Cette preuve s’inspire pour I’essentiel de Darling et Pardoux [6] qui ont traité 1’ interprétation
probabiliste des problemes elliptiques.

Proof. e En utilisant I’hypothese (1.14) Darling et Pardoux [6] ont montré que I’ application
(t,x) — " est continue .
e On pose pour s € [0,7]  Y;* = ¥Y}"* qui est déterministe donc Y§* est toujours Fy adapté.

Soit (#,x) et (¢, x) € [0, T1XO.
La preuve du théoréeme 1.2 montre que nous pouvons convenir que

]I{SZT} Y, = ¢(Ta X‘f-’x)’ I[{s>‘r}f(s’ X, Y, Zs) =0, I[{s>‘r}Zs =0, ]I{s>‘r}dRs =0. (116)

On applique la formule d’Itd entre t At et TV 7°:

VT

VT
IAY ne* + f IAZ,*ds = |p(r, X¥) = p(x/ XL P -2 f AYAZdW
t

A tAY

TVT
+2 f AY(F(s, X5, Y% Z0%) = £, X0 Y 70 Yd s
INY

VT
+2 f AY dAR;.
IAY

VT

On rappelle que AYdAR; < 0.

’

AV
En utilisant les propriétés de f (monotonie en y et Lispchitz en x et z) et en appliquant le
lemme de Gronwall on a

E|AY < CE|lp(r, X5 — (', XL )P+ sup XI5 - X0V (1.17)

N <s<(TVT')
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La continuité de ¢ et du temps d’arrét 7"* par rapport aux deux variables assurent que
{¢(7,X7"), (t,x) € [0,T] x O} est borné. Donc |¢(r,X7™) — ¢(z/, X, )* est uniformément
intégrable. Par le théoreme de la convergence dominée

E(lp(r. Xt - ¢ XL )F) — 0 quand  (1,x) > (7',x). (1.18)

Par ailleurs, par I’inégalit¢ de Burkholder Davis Gundy, il existe une constante C > 0
dépendant de T et de la constante de Lipschitz de b et o telle que :

E( sup |X§’X—X§/’x’|2]sC{Ix—x'|2+(1+|x|2V|x'|2)|t—t'|}. (1.19)

r<s<(rvt’)

En combinant (1.18) et (1.19) on obtient

|AY,A,/|2 — 0 quand (t,x) > (@, x).

m|
1.3.1 Solution de viscosité
A présent, on considere le systéme suivant
min {—0,u(t, x) — Aul(t, x) — f(t, x,u(t, x),(Ouc)(t,x));ult,x) —(t, x)} =0,
Y(t,x)€[0,T)xO
w(T,x)=¢(T,x), YxeO (120)

u(t,x) = ¢(t,x), Y(t,x) € [0,T) x 00
&, x) > y(t,x) Y(t,x)€[0,T]x00
avec ¢(T, x) = ¢(T, x) sur 60

ou I’opérateur A est défini par:

o 1 9?
=b — 4+ -0 —.
A =b(t,x) pp + 20’ (t,x) Fws

Nous définissons la notion de solution de viscosité du probléme ci dessus (1.20)

Definition 1.2. (sous solution de viscosité)

u € C([0,T]xO,R) est sous-solution de viscosité du systeme (S PPDE) si

u(T,x) < (T, x) Yx € O et pour toute fonction ¢ € C2([0,T] x 0) et tout (7, x) maximum
local de la fonction u — ¢, on a

min {_al‘(p(t’ -x) - ﬂéo(l’ x) - f(t’ X, M(t’ X), (axsoo-)(t’ X)), I/l(t, X) - w(ta X)} < 0
(t,x)€[0,T)x 0O,

min | ¢(t, x) — (1, x);

min{—0¢(t, x) — Ap(t, x) — f(t, x,u(t, x),(0rpo)(t, x)), u(t,x) —Y(t, x)}] <0
(t,x) €[0,T)x00.
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Definition 1.3. (sur solution de viscosité)
Une fonction u € C([0,T] x O) est sur-solution de viscosité du probleme (1.20)
si u(T,x) > ¢(T,x) ¥ x € Oet pour ¢ € C2([0,T] x O) et tout (¢,x) minimum local de la
fonction u — ¢, on a
min {—0p(t, x) — Ap(t, x) — f (1, x,u(t, x), (Oxpo)(t, X)); u(t, x) — (2, x)} = 0
(t,x)e[0,T)x0,

max |¢(t, x) — ¢(t, x);

min{—0¢(t, x) — Ap(t, x) — f(t, x,u(t, x), (oo )(t, x)), u(t, x) — Y(t, x)}] >0
(t,x) €[0,T)x00.

Definition 1.4. (solution de viscosité )
Une solution de viscosité du probleme (1.20) est a la fois sous et sur solution de viscosité
de (1.20).

Théoréeme 1.4. La fonction u définie en (1.15) est une solution de viscosité du probléme
(1.20).

Démonstration du Théoréeme 1.4. On s’inspire essentiellement de Cvitanic et Ma [5] et
Darling et Pardoux [6]. Sans perte de généralité nous allons seulement montrer que u est
sous-solution.

Soit ¢ € C13([0,7T7] x 0) tel que (¢, x) soit maximum local de u — ¢ (sans perte de généralité
on peut supposer que u(t, x) = ¢(t, x)).

Admettons provisoirement qu’il existe une probabilité P absolument continue par rapport 4
PP telle que pour tout temps d’arrét T tel que t <7< T

i T 8 X X X X X
E ft —{a—f(e,xg ) — A0, X,") — £(0, X", u(0,X5"), (Vor)(0, Xy ))}d@

~-E(RL-R™) <0.

(1.21)

Montrons que u est sous-solution de viscosité.
Si u(t, x) < ¥(t, x) alors u est sous-solution.
Donc on va supposer que u(t, x) > y(t, x).

e Soit x e OU (A0 NT*) avec I défini par (1.14). Nous voulons montrer ainsi que :

G(t,x,u,p) = —aa—(':(t, x)—Ap(t,x)— f(t,x,u(t,x), Veo)(t,x)) <0

Supposons le contraire : G(t, x, u, ) > 0.
Alors il existe gy > 0 tel que

pour (1, x) € [0, T1x O, Ti(t,x) := min{u(t, x) —¥(t, x) ; G(t, x,u,0)} > £o.

On pose :
71 = inf(s € (1, T1, Ty (5, X < %0} AT,
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D’apres la loi de Blumenthal O-1, sur I 7% >¢ P-p.s, et donc comme P est absolument
continue par rapport P, 7 >t P-p.sdonc >t P-p.s.
Pour s<tiona

% <Ty(s, X"

d’ou

G(S,X” u(s, X5, ¢(s, th)) %0

et donc par (1.21),
JB(r -0 -BRE - R <0. (1.22)

Or pour tout p; mesurable tel que p; > (s, X5*) on peut écrire que
(Y _ps)ths’x <0.
OrY, :)’x = u(6, Xé’x) sur [t,71], en raison de I’unicité trajectorielle de la solution de 1’équation

Eq(f,¢,7,4), et u(é, Xg’x) - % > (6, X;’x), entre ¢ et ;. On en déduit

—(R”“—R”C)—fT (Y”—u(a X, +— ) dRy*
:fﬁ[ (u(ax’x)— )
f Y5 —w@. X5 |dry" =

Comme R;" est un processus croissant positif, on obtient E(R; — R;™) = 0, et (1.22)
devient

deX

TEr-n=0

Ceci contredit le fait que 71 > 1. G(¢, x,u, ) est donc bien négatif ou nulle
e Six€dONT, alors 7* =1 P-p.s. donc u(t,x) = ¥, = ¢(r", x) = ¢(t,x). D’out

min | @(t, x) — ¢(t, x);

min{—0¢(t, x) — Ap(t, x) — f(t, x,u(t, x), (oo )(t, x)), u(t, x) — Y(t, x)}] <0

(t,x) €[0,T) % dO.
Il nous reste & montrer I’inégalité (1.21). Si on réécrit I’équation différentielle stochas-
tique rétrograde Eq(f,¢,7"*,) en remplagant Yﬁ’zx par u(Tz,Xﬁ’zx) avec 7, un temps d’arrét
tel que ¢ < 1, < T on obtient

T2 T2
(2, X5Y) = u(t,x) - f FO.X5".Y,", 2 )do + f Z5 dWy— f dR;".
t t

La formule de Taylor avec reste intégrale donne:

FO.XG Y. Z5%) = £(0.X"u(0,X5"). (Vo) 0. X)) + aa (25" ~ (Voo )(0.X5")))
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avec

1
g = f V£, X5 u(0,X55), sZ5 + (1 - $)(Voor)(6, X))ds,
0

et donc

T2
u(ta, X5 = u(t,x) - f F(0.X5",u(®,X,), (Vo) (0, X;))do
T2 l T2 T2
- f (@0:Zy" — (Vo )(0, X5 ))d6 + f Z AWy — f dR;".
t t I3
Par ailleurs pour ¢ € C'2([0,T1x O):

T2
o(t,x) + f a—“’(a,xgx)dm f
t at t

© fx fx 1 (™ * f.x 8290 fx
(0, X, ).V(p(@,Xe’ )dW9+§ tr(oco” (68, X, ))E(H,XH’ )d6.
t t X

T

2
@(2, X2) b0, X,™).V(0,X;")do

+

Comme (¢, x) est maximum local de u — ¢ et u(t, x) = ¢(t,x) donc
w(t2, X5) — (12, X57) < 0, d’ou on obtient :

T2 a
0> f {—a—‘fw,X;’X)—ﬂego(e,X;’X)—f(e,xgx,uw,ng‘),(Vw)(e,xg"))}de
t
T2

T2 T2
- f dRy" - f (@0:Zy" — (Vo )(0, X, ™))d6 + f[ (Zy" = (Voor)(0, X, ) dWy.

t t
Comme a; est borné sur [0, 7] donc le processus
@ :=exp {— ftr a,dWy— % ftr |05|2ds} , ¥ €[t,T] est une P-martingale sur [z, T]. Par le théoreme

de Girsanov ( cf [13], page 186) , il existe une probabilité P telle que % = ©7.( absolument
continue par rapport a P).
Ainsi Wﬁ =W,-W,- ftr @,ds est un P mouvement Brownien.

Donc

S S
M = f (@63 Zy" = (Vo) (@, X5 ))d6 + f (Zg" = (Veo)(8, Xy )dWe,
t t
S
= f (Zy" = (Vo) (0, X, )dWy t<s<T
t

est une martingale. On déduit (1.21) en prenant I’espérance sous la probabilité P.
m]

Remarque 1.5. L’unicité de la solution de viscosité pour le probleme de Dirichlet (1.20) est
déduit de M. Crandall, H. Ishii, et P-L. Lions [4] section 7.C.

2 Erreur de Localisation: Cas du Put Américain

2.1 Présentation du probleme

On se place sous la probabilité P pour laquelle (W;)o<<7 est un mouvement Brownien
standard, et tel que le prix de I’actif risqué (X;); vérifie

dX[ = X[(r dt"‘ g dW[).
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On note par

et
#(x) = (K—x)" = ¢(x) = Y(x) dans le cas d’option américaine

Les inégalités aux dérivées partielles paraboliques associées au calcul du prix du Put américain
sont les suivantes:

3
a—L;+ﬂxu—ruS0, u>y sur [0,T)XR,

PDE(]) ( Ou (2.1)
ot

+ Au—ru)—u)=0 sur [0,T) xR,
u(T,x)=¢(x) VY xeR.

Le systeme d’inéquations variationnelles (2.1) admet une solution unique u(¢, x) continue et
2

bornée telle que les dérivées au sens des distributions o o et gy de u sont localement
x Ox
bornées [9]. Cette solution vérifie

u(t,x)= sup E(e"(T")gb(X;’x)),
€11

ou (X™*) est le prix de 'actif risqué issu de x a I'instant 7 et Jp, 77 est I’ensemble des F;-
temps d’arrét a valeurs dans [#,T].
Pour (¢,x) € [0,T] xR, on considere le systeme suivant:

T T
Yo = ¢(X55) - f rYy " do - f Z; dWy+ (RF" - RYY),
* , 2.2)
Yo 2 (X)) Vi< s<T, f (Yy* = y(X)dRY" = 0.
0

Le systeme (2.2) admet une seule solution adaptée (Y"*,Z"*, R™*) qui vérifie
T
E( sup Y12 + f 1252 ds + |R;x|2) < 400.
t<s<T t

De plus, le théoreme 1.4 nous dit que u(#,x) = ¥;”* est une solution de viscosité du systeme
(2.1).

Proposition 2.1. e Pourtout s € [t,T], lafonction x> Yo" est convexe décroissante
sur (0, +00) presque siirement.

t,x

e Auvoisinage de 0 la fonction x+— Ytt’x est dérivable et 8t =-1.
x
Proof. e Convexité de la fonction x> Yo" pourtoutr < s < T.
Soient 1 € [0, 1] et x1,x; € R.
On note par

&= Ap(XM1) + (1 = Dp(X2),
é‘} — ¢(Xt,/lx1+(l—/l)x2)’
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etpour / =Y,Z ouR,
{ {= A0+ (1= g,

Z — {t,/lxl +(1-2)x .

Pour montrer que I’application x - Y-* est convexe, il suffit de vérifier que (¥, —
¥5)* <0 pour tout s € [£,T].

Or, on a
o T T T
Ys:é:T—rf Yede—f ngW9+f dRy,
A s N s
Y

& YseltTl,

Er—r f Yydo — f ZodWy + f dR,,

>& Vsel,T)et (Yy—&)dR, =0.

\%

et

Y
Y

Remarquons d’abord que, par la convexité de ¢,
Ez2& YselnTl

De plus, si on applique la formule d’Tt6-Tanaka a la fonction x — (x*)? & la semi-
martingale ¥ — ¥, on obtient que le processus

S S
((K — P - =P - f 2V - Vo) do - f 2(Yo— Vo) (Zo— Zg)dWi

t t

S
+ f 2(Yy- Yo td(R —R)(.)) est continu croissant.
t

Donc st
E(Y,-¥,)* <2E f T(Yg — Yoyt d(R - R),.
s
Or
(Yo—Yo)" < (Yg—&p)" < Yy—4,
donc

T
E(Y, - 7" < -2E f (Yo—Yo)*dRy,
N
<0,
d’ou le résultat.

Décroissance p.s de la fonction x — Y>* sur (0, +00).

Soient x; et x, dans (0, +00) tels que x| > xp.

Pour tout s € [t, T], puisque ¢ est décroissante on a ¢(X5™) < ¢(X5*?). Par le Théoréme
de comparaison [8], on obtient que

YO <Y VselrTl,

et en particulier Y,”O >V > (K-x); Y xe(0,+00).
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e Différentiabilité de la fonction x — Y;* au voisinage de 0.
Pour x = 0, le processus (Y"?,Z"9, R"Y) est solution de ’EDSR Réfléchie suivante

T T T
Y =K-r f Y dg - f Z0dWe + f dRS’
s N N
YO>Kkvi<s<T, [ (¥2-K)dRY =0.

Remarquons que (Y?O,Z?O,R’;O) = (K,0,Kr(s — 1)) est la seule solution adaptée de
cette équation,d’ou,

pour tout x € [0,K) K=Y > (K-x), (2.3)
. . 2rK . .. . .
Si on note par x* = o le point critique pour le put perpétuel américain (cf
o r

Lamberton et Lapeyre [12]) et d’aprés le fait que le prix du put perpetuel américain
est plus chére que le prix du put américain normal on a Ytt’x* < K—-x". Associé a
I’inégalité (2.3) on a

Y™ = K—x*, avec x* > 0.

De plus, si on note x*(¢) = sup{x > 0, Y[’x = K — x}, alors
YO = K- x (0.

Y 0 < x<x*(p), il existe 4 € (0,1) tel que x = Ax*(¢). Par la convexité de I’application
x +— Y} on obtient

Y <Ay O 4 (- )Y = AK - X (1) + (1 - DK = (K = Ax* (1))
< (K—x). 2.4)
Par ailleurs par la définition de ’EDSR réfléchie Y:* > (K —x)* > K — x. En associant
cette inégalité a I’inégalité (2.4) on déduit
VO<x<x'() Y =K-x,

t,x

en particulier, la fonction x — Y,’ * est dérivable au voisinage de 0 et —— = —1.

ox

2.2 Approximation par localisation

Dans ce paragraphe, on se propose d’approximer le systéme d’inéquations variationnelles
(2.1) en le localisant sur un intervalle [/, L] par le systtme d’EDP semi linéaire avec condi-

tions de Dirichlet au bord artificielles :
S
a—”; +AG—-ra<0, a>¢ sur[0,T)x(L),

Oy A iy d—) = 0 sur [0.T)x(LL).
o 2.5)
u(T,x)=¢(x) Yxe(,L),

a() =), @r,L)=@L) V1el0,T)
o) = (D), et $(L) = ¢(L).
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ou ¢ est la fonction définie, comme dans [11], par

B K—x x<x*
= Y
$x) (K—x*)(i*) x> x",
X
avec
. 2rK -2r .
= —, =—, [I<Xx"<L.
o2 +2r o?

Pour (¢,x) € [0,T] X [[,L], on note T = 7" le temps de sortie du processus X"* du domaine
[, L].

D’apres le théoreme 1.4, la fonction i(t, x) = ¥/ est une solution de viscosité du systeme
d’inéquations aux dérivées partielles (2.5) ol le processus (Y**, Z"*, R"*) est la solution de
I’EDSR

T T T
v =goc - [ ovgrao- [ zgawes [ aRy
EDSRR(IY SAT JsAt SAT
Yotz g(XsH Y s e (1,7), f (75 — p(X")dR = 0.

t

On rappelle aussi que la solution exacte (EDS RR(I)) est équivalente a la solution du systéme
d’EDP semi linéaires localisé en (/, L) avec comme condition de Dirichlet au bord u(t, X=*).
On renomme cette solution u.

T T T
Yor = u(r, X0 - f rY, do - f Z; AW+ f dR;”,
EDSRR(I)/’ SAT SAT SAT

]
Yo > XYV s € (1,7, f (Y — (XE) R = 0.

t

2.3 Erreur de localisation

L’analyse de I’erreur d’approximation entre 1’équation non localisé et 1’équation localisé
consiste a contrdler I’erreur entre les solutions des EDSRs associées.

Proposition 2.2. Soient u(t, x) = Y;™* solution de viscosité de (2.1) et i(t,x) = Y"* solution de
viscosité de (2.5). 1l existe une constante positive Ct dépendant de T telle que: ¥ x € [-L, L],

In(x) = In() - [ul(T =)}
o V2T -1) ))

In(L) — In(x) — (T - \\'/?
o V2T -1) )) }

Le procédé est presque le méme que dans [2] a la différence qu’ici on travaille avec
des conditions au bord de Dirichlet plutot qu’ avec des conditions au bord de Neumann.
Cependant, avec notre fonction au bord particuliere nous avons pu expliciter un majorant
précis de I’erreur de localisation.

jut,x) — (. ) < CT{ (B, D -p0*) " (Erfc(
2.6)

+ (E|M(T, L)— (Eb(L)|4)l/2 (Erfc(
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Proof. lu(t,x)~u(t, 0" = |Y;" = V[P,
On pose

AY" =Y =T
AZES = 265 =71,
AR := RE¥ —RLY,
AGY* = {uls, X5) = SO ooy ou xtcr)-

On applique la formule d’It6 entre s =fet s =7 eton a
_ T T
IAYP P < BJYE - g(XEN)* - 2rE f (AY")?ds +2E f AY"™ d AR%*.
t t
En utilisant la propriété de reflexion on déduit
T T _ T _
B [ Avraary =2 [ (- oo Ry B [ (1 - g0 R
t t t
La croissance des processus R;" et R%* assure que
T
E f AY"*dARY <0,
t

Donc
AY; P < CElu(r, D) = $(DP Trer, xropy +Elu(t, L) = S Ty g, xivey)-

jut, ) — i, 9P < C{(E|u(7’, D-e") " (P <T.xt*=1)"”

+(Blur. D - dr) (e <Tx =) }

Or
P(T < TixH = l) < P{t<m<fT(W5 W)= —1n(x)+lni)+ I,uI(T—t)}
In(x) —In(}) — |ul(T —1)
Erf .
= C( oN2IT-1) )
(cf Borodin-Salminen 1.2.4 page 154 [3])
De méme,
]P(T < T’X;,x — L) < P( sup (WS _ Wt) > ln(L) - ln();)—_ |/1|(T - t))
t<s<T
In(L) —In(x) — |ul(T —1)
Erf .
= C( AT -0 )



Résolution numérique d’inégalités variationnelles

19

On remarque que

In(x) —In(/) — |u|(T — t))
o V2T 1)

[eV(0)

Erfc (

(1n<x>—1n<l>—|u|<T—t)>—%exp(— 1 (1“(1)_1“(””” =0

202 T—1

et que

In(L) — In(x) — |ul(T = 1)
Erf
' °( 2T D) )
V) (In(L) - In(x) — [ul(T = )2

s (m(L) ~In) + (7 - t))z
2072 T-t

* exp [—

D’ou quand [ — 0 et L — oo, |u(t, x) — u(t, x)] — O.

3 Erreur de localisation: Cas général

Dans ce paragraphe, on considere I’EDS suivante :

dX* = b(s, X )ds + o (s, X )dW,, t<s<T
{ X = x.
On fait les hypotheses suivantes :
(4i) f estuniformément «x-Lipschitz par rapport a (x,y,z),
(4ii) ¢ € C‘i convexe,

(4iii) b et o continues bornées et x-Lipschitz par rapport a x telles que

|b(t,x)| < b et |o(t,x)| < &

(4iv) 1l existe une constante C; > 0 telle que

OSUPT(Ib(t, 0)l +1o (2,0 +1£(2,0,0,0))) +16(0)| < C}.

On considere le systéme variationnel suivant:
Apu(t, x) + Au(t, x) + f (&, x,u(t, x), (Oxuc)(t,x)) <0, u > ¢
(t,x) €[0,T)xR,

(_atu(t’ X) - ﬂu(t’ )C) - f(te X, Ll(t, )C), (8xu0')(t, X))) (M(t’ X) - ¢()C)) = 0
(t,x) € [0, T) xR,

w(T,x)=¢(x) VY xeR,

)}

3.1

(3.2)
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o 1., &
ﬂ—b(t,x)a-l-i(f ([,X)@.

Soit ’EDSR réfléchie a temps final aléatoire associée:

T T T
Yo' =u(r, X7+ f fr, X5 Y0, 20 dr - f 7 dW, + f dR;",
SAT N N

AT AT

EDSRR(II) T
Ve iss < [ 0o sa Ry =0
t

pour tout temps d’arrét 7 < T.

3.1 Localisation avec conditions de Dirichlet au bord artificielles

Pour la localisation du probléme (3.2), on considere le systéme suivant :

O:u(t, x) + Au(t, x) + f(t,x,u(t, x), (Oxuo)(t,x)) <0, #u(t,x) > ¢(t,x)
sur [0,7T) % (-L, L),
(=0u(t,x)—Au— f(t,x,u(t,x),(Oxuc)(t,x))(m—¢)=0 (33)
sur [0,T)x (=L, L),
w(T,x)=¢(x) Y xe(-L,L),

a(t,~L) = §(~-L), a(t,L)=@(L) VY te[0,T).

On suppose que 7 = 7, = inf{s > ¢/|X"*| > L} et on considére I'EDSR réfléchie suivante:

T T T
re=soeys [ e ez [ zeaws [ aRe
EDS RR([])’ SAT. SAT SAT
P B060. [ (T 00 Ry <o

t
u(t,x) = Y;’x est une solution de viscosité du systeme (3.3).
Dans toute la suite on suppose que L > bT et |x| < L—bT.
3.2 Erreur de localisation

L’erreur de localisation, dans un cadre un peu plus général que celui du brownien géométrique,
a la forme suivante:

Proposition 3.1. Sous les hypotheéses (4i) — (4iv), il existe une constante Cr; telle que :

12 _lxu=ta-n] 172
u(t,3) ~ (e, ) < € (Blur. L) - $(L)*) (e i ]

_ 12 e 1/2
+C(E(u(r,—L)—¢(—L))4) (e (T -1) ]
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Proof. On sait que |u(t,x) — i(t,x)| = |Y;* = V1.
En appliquant la formule d’It6 on obtient

.
E|Y™ - V> +E f |25 — 78 dr

SAT

.
= E|Y"™ — (X" +2E f (Y1 = V%)d(RE - R
SAT

r °>4*tr » r *4*r »

.
+2E f (VS =Y (FO XE YIS ZE) = f(r X, Y05, 29 ) dr,
SAT

T T

_ 1 _
Y5 — VP dr + SE f |25 — 75 dr.

SAT

< 2B|u(t, X5%) — (7, X")* + CE f

SAT

On applique le Lemme de Gronwall et on obtient

E|Yy* - V1 < Ce“T ™ (Blu(r, X¢*) — p(X7 ) Lieer) )
Ainsi, en appliquant Cauchy-Schwartz on déduit que

(e, x) - a(t, )P < C [(P (x+* = Lr < 7)) (B, L -d@)*)

+(B(x" = -L,r < 7)) (Blutr,-0) - 1)) 2].

On déroule le méme calcul que dans Lamberton Lapeyre [12] page 99.
On rappelle que

Ase[t,T], Xt > L} { sup |x+(,u—0'2/2)(s—t)+0'(Ws -Wol > L}

t<s<T

c { sup |x+0(Wy—W)| > L—|(u—o?/2)(T —t)l}.

1<s<T
Par ailleurs on rappelle aussi que pour tout réel a > 0, pour tout A
P(sup W, > a) =P(T,<T-1)<e'TVE (e_/lT“) < M=Dema \/ﬁ’
s<T
avec T, =inf{s > t; W, =a}.
En minimisant en 4 ,cela donne
a2
P( sup Wy > a) <e T,
t<s<T

On a donc

_(a=x?
P( sup (x+oWy) > a) <e 7T,

t<s<T
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