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FUNCTIONS ET ELEMENTS ALGEBRIQUES

GlLLES CHRISTOL

Nous etudions les fonctions, analytiques dans le disque unite ouvert,
qui sont algebriques sur le corps des elements analytiques dans le disque
generique (fonctions algebriques) et leurs limites uniformes (elements
algebriques). Nous donnons, entre autre, une caracterisation des ele-
ments algebriques par leur developpement de Taylor a l'origine et nous
faisons le lien de ces resultats avec la structure de Frobenius forte des
equations differentielles lineaires /?-adiques.

We study the analytic functions in the open unit disk which are
algebraic on the field of analytic elements in the generic disk (algebraic
functions) and their uniform limits (algebraic elements). We give a
characterisation of algebraic elements from their Taylor's series at the
origin and we show the connection with the strong Frobenius structure of
p-aάic linear differential equations.

Dans tout cet article, nous considerons un corps k, dit corps des
constantes, ultrametrique, d'inegales caracteristiques, complet et
algebriquement clos.

Depuis les travaux de Krasner on sait associer a toute partie "raison-
nable" D du corps k l'ensemble des "elements analytiques sur D",
c'est-a-dire l'ensemble des limites uniformes de fractions rationnelles sans
poles sur D. Lorsque D est un disque ouvert (x e k\ \x — a\ < r), on
n'obtient pas ainsi toutes les fonctions analytiques dans D. Pour aller plus
loin, il est naturel de considerer les "fonctions algebriques dans Z>",
c'est-a-dire les fonctions analytiques dans le disque D qui sont solution
d'une equation polynδmiale a coefficients dans Γanneau des elements
analytiques dans D. Par analogie avec la terminologie de Krasner, nous
appellerons elements algebriques dans D les limites uniformes (sur D) de
fonctions algebriques dans D.

On peut, par une homotetie translation, se ramener au cas du disque
D = Z>(0,1) = (JC G k\ \x\ < 1}. Le but de cet article est done Γetude des
fonctions et des elements algebriques dans le disque D(0,1). Nous sim-
plifierons et completerons les resultats de [3] et nous ferons le lien entre
ceux-ci et le travail de Robba [16].

Les fonctions analytiques que Γon rencontre en theorie des nombres,
en analyse combinatoire ou en geometrie algebrique sont souvent des
elements algebriques car elles apparaissent comme solutions d'equations
differentielles (lineaires a coefficients polynόmes) qui ont une "structure
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de Frobenius forte" [5]. C'est le cas en particulier des solutions analy-
tiques bornees dans Z>(0,1) des equations differentielles associees aux
connexions de Gaus-Manin. On trouve ainsi les fonctions hyper-geometri-
ques ou, plus generalement, les diagonales de fractions rationnelles (dont
un exemple interessant apparait dans les travaux de Apery sur la transcen-
dance de £(3)), la fonction exponentielle, la fonction de Bessel etc

Les fonctions algebriques sont des fonctions analytiques bornees car
elle n'ont qu'un nombre fini de zeros. II en est done de meme des elements
algebriques. Par suite nous ferons notre etude dans Γanneau d'Amice (§1).
En effet celui-ci contient a la fois Γanneau des fonctions analytiques
bornees dans le disque Z)(0,1) et le corps k(x).

De plus, Γanneau W est complet pour la norme de la convergence
"uniforme au bord" qui, restreinte au corps /c(x), donne la norme de
Gauss. Autrement dit, Γanneau W contient le complete E du corps k(x)
pour la norme de Gauss (dans la terminologie de Dwork-Robba, le corps
E est le corps des elements analytiques dans le disque generique). Dans
cet article nous nous interesserons done a Γensemble des "fonctions" de
W qui sont algέbriques sur le corps E (fonctions algebriques) et a son
complete F (elements algebriques).

En nous appuyant sur un resultat profond de [13], nous montrons (§2)
que toute extension finie du corps E qui est contenue dans Γanneau W
possede une base normale (au sens de la theorie des espaces de Banach
/7-adiques) de la forme 1, e, e2,..., ed~ι.

A toute fonction algebrique nous associons Γanneau engendre (dans le
corps k) par ses "coefficients de Laurent". Dans le §3, nous montrons que
cet anneau a des proprietes de finitude qui permettront des raisonnements
par recurrence analogues a ceux que Γon fait lorsque le corps k est a
valuations discretes (voir Lemme 4.4). Ce resultat nous permet de sup-
primer les restrictions techniques que nous avions du faire dans [3].

La definition precise des elements algebriques est donnee dans le
paragraphe 4. Nous utilisons ici la presentation due a Robba [16] mais
nous montrons qu'on retrouve essentiellement la definition que nous
avions utilisee dans [3].

Nous introduisons un operateur de Frobenius φ sur Γanneau W et
nous montrons, dans le paragraphe 5, que toute fonction algebrique /
verifie la condition suivante:

(C) Les fonctions φn(f) (n = 0,1,...) sont contenues dans un espace
vectoriel de dimension finie sur E.

[Cette propriete est Γanalogue en caracteristique nulle d'une
caracterisation evidente des fonctions algebriques sur le corps Ίc(x) (avec
φ ( / ) = / ' e t £ = *(*)).]
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Sous certaines restrictions sur le corps k, nous montrons, dans le
paragraphe 6, que les fonctions qui verifient la condition (C) sont des
elements algebriques.

Dans le paragraphe 7 nous utilisons les resultats des paragraphes
precedents pour montrer que Γexistence d'une structure de Frobenius
forte pour une equation differentielle (lineaire a coefficients dans le corps
E) est liee a la nature algebrique de ses solutions. Plus precisement nous
montrons qu'une equation differentielle a une structure de Frobenius forte
si (resp. seulement si) elle possede un systeme complet de solutions qui
sont des fonctions (resp. elements) algebriques.

Le Paragraphe 8 est consacre a une etude approfondie des coefficients
de Laurent des elements algebriques. Dans le cas oύ le corps k est le
complete C^ de la clόture algebrique du corps des nombres /?-adiques,
nous obtenons une caracterisation des elements algebriques a partir de
leurs coefficients de Laurent. La caracterisation analogue, en caracteris-
tique p, des fonctions algebriques a ete faite dans [6] (on trouvera dans [6]
une etude detaillee des liens entre cette caracterisation, les automates et
les substitutions). Une des consequences de notre resultat est la stabilite
de Γensemble des elements algebriques par produit de Hadamard.

Finalement nous avons rassemble dans le paragraphe 9 des exemples
et des contre-exemples qui illustrent le reste de Γarticle.

1. L9anneau W. Soit k un corps de caracteristique nulle, algebrique-
ment clos, complet pour une valeur absolue ultrametrique et dont le corps
des restes Ίc est de caracteristique p non nulle. Le corps ~k est algebrique-
ment clos. Nous noterons a Γimage dans le corps Ίc de Γelement a de
Γanneau des entiers 0k du corps k.

Nous noterons W Γensemble des series:

/= Σ «nx"

oύ les "coefficients de Laurent" an sont des nombres du corps k bornes et
qui tendent vers 0 lorsque n tend vers -oo. Nous poserons alors:

| / | = s u p | α j .
«eZ

PROPOSITION 1.1. U ensemble W est un anneau pour les operations de

somme et de produit de Cauchy, complet pour la valeur absolue \ - |.

La seule partie non evidente de cette proposition concerne le produit
de deux fonctions:

/ = Σ «„*", g= Σ fin*"
«GZ
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de Γanneau W, Celui-ci est defini par les relations:

fg= Σ In*"* Yn= Σ «m

cette derniere serie converge, car, pour m tendant vers -oo (resp. + oo), la
suite am (resp. j3n_m) tend vers 0.

Pour demontrer Γegalite \fg\ = |/ | |g|, nous poserons:

r = Σ «„*".
n>0

Quitte a multiplier les fonctions / et g par des puissances convena-
bles de JC, nous pouvons supposer que:

ι / - r ι < ι / ι . \g-g+\<\g\-
Comme les fonctions / + et g+ sont analytiques dans le disque

£>(0,1) = {x e k; \x\ < 1}, 1'egaUte

est bien connue. La relation:

permet done de conclure. D

REMARQUE. NOUS appellerons "fonctions" les elements de Γanneau W
bien que ces fonctions ne soient definies nulle part.

PROPOSITION 1.2. Une fonction / = ΣnGZanx
n de Γanneau W est

inversible si et seulement sΊl existe un indice nQ tel que Γon ait: \f\ = \an |

Supposons la fonction / inversible et posons:

r1 = Σ fa*.

En examinant le terme constant du produit ff~ι, on trouve:

sup|αn/3_J= Σ <*nβ-n = l

Comme les nombres ccnβ_n tendent vers 0 lorsque n tend vers ± oo, il
existe un entier n0 tel que:
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et on trouve:

I/I - i/l/-11 ̂  i/l Aol = l«-.l =s l/|.
Reciproquement, soit n0 le plus petit indice tel que \an \ = |/|. La

serie:

1 + Σ "Λa-lx»-"*
n>n0

est inversible dans Γanneau 0k[[x]] done dans Γanneau W. La fonction:

n>n0

sera done, comme le monόme an xn°, inversible dans Γanneau W. Mainte-
nant ce dernier etant complet, Γinegalite:

Σ ccnx" Σ «„*"
n>nQ

montre que la fonction / est inversible. D

Cette proposition montre en particulier que tout polynόme a coeffi-
cients dans k est inversible dans W. L'anneau W contient done le corps
k(x). Etant complet, il contient aussi le complete E du corps k(x). Dans
la terminologie "classique" de Dwork, la valeur absolue induite sur le
corps k(x) par celle de W s'appelle norme de Gauss et le corps E est le
corps des elements analytiques dans le disque generique.

COROLLAIRE 1.3. Si H est un corps contenu dans Γanneau W, son

corps des restes H {pour la valeur absolue induite par celle de W) est

contenu dans le corps Tc((x)).

Les fonctions du corps H etant inversibles, la Proposition 1.2 montre
que Γapplication:

Σ «nχ" - Σ «„*"
«εZ «eZ

definie sur Γanneau des entiers du corps if et a valeurs dans le corps
Ίc((x)), a pour noyau Γideal maximal:

{/e/Γ;f/|<l}
du corps H. D

2. Extensions algebriques du corps E contenues dans Γanneau W.
Nous notons w Γanneau des vecteurs de Witt du corps \ ([19] II 6)
considere comme plonge dans le corps k. Autrement dit w est Γanneau des
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entiers de Γextension maximale non ramifiee du corps Q^ contenue dans
le corps k.

THEOREME 2.1. Soit H une extension algebrique de degre d du corps E

contenue dans Γanneau W. II existe un element primitif e du corps H tel que

la base 1, e , . . . , ed~ι soit normale, c'est-ά-dire tel que, pour tout element f

du corps H, il existe des elements analytiques at dans le corps E qui

υerifient:

De plus, onpeut choisir lafonction e dans Γanneau x w[[x]].

Soit e un element primitif de Γextension H/E, soit P un polynόme
minimal de e et soit P un polynόme a coefficients dans Γanneau w qui
releve le polynόme P et tel que deg(P) = deg(P). d'apres le Corollaire
1.3, le corps H est contenu dans ^((x)). On sait alors que Γextension H
du corps E = ~k{x) est separable (voir [14] par exemple). La racine e du
polynόme P est done simple. Comme le corps H est complet, le lemme de
Hensel ([1]) assure que le polynόme P a, dans Γanneau des entiers du
corps H, une (unique) racine e qui releve la racine e.

Maintenant, on sait que, pour toute extension algebrique finie H du
corps E, on a [H: E] = [Ή: E] ([13] Corollaire (4) et Lemme (6) page 101,
le corps k est stable au sens de ce livre car il est algebriquement clos). II
vient:

[H:E] > [E(e):E] > [Έ{e)\Έ\ = [HIE] = [H:E]

e'est-a-dire H = E(e).
Soit ai (i = 0,..., d — 1) des elements analytiques du corps E tels

que sup \a\ = 1. Le polynόme:

_ d~ι

Q(x)= Σ at*'
i = 0

est non nul et de degre strictement inferieur a d = [E(e):E]. Done
Q(e) Φ 0. Cest-a-dire:

d-\

Σ a,e' = 1 = sup|fl,.|.

Autrement dit, les fonctions {l9e,...9e
d ι} forment une base nor-

male de Γespace vectoriel H qu'elles engendrent sur le coφs E.
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D'apres un theoreme de Bateman-Duquette [2], Γextension finie H du
corps E = fc(x), etant contenue dans le corps &((x)), peut etre engendree
par un element de Pisot (PV element), c'est-a-dire par un element g entier
sur l'anneau &[l/x], dont tous les conjugues sont de valuation x-adique
strictement positive. En particulier, cet element est de valuation x-adique
strictement negative. Choisissons e = 1/g comme element primitif du
corps H. II appartient a l'anneau xife[[x]] et ses conjugues sont de
valuations x-adiques negatives. L'examen du polygone de Newton
(x-adique) du polynδme P montre que ce dernier peut etre pris de la
forme:

P(X) = X+ xR(X)

oύ R est un polynόme de l'anneau ifc[x, X], Nous choisissons un releve-
ment du polynδme P qui soit de la forme:

P(X) = X-hxR(X)

ou R est un polynόme de l'anneau w[x, X] tel que deg(i?) = deg(iϊ).
L'application X-* -xR(X) etant une contraction de l'anneau JCW[[I]]

pour la valuation x-adique, le polynόme P SL une unique racine dans cet
anneau. Par passage au corps des restes, on verifie que ce ne peut etre que
la racine e car c'est la seule dont Γimage appartienne a l'anneau x&[[x]]. D

3. Anneau des coefficients.

DEFINITION. Un sous anneau A de l'anneau 0k des entiers du corps k
sera dit separable s'il contient l'anneau w et si Γensemble \A\ des valeurs
absolues de ses elements forme une suite decroissante qui tend vers 0.

Pour tout nombre ε positif, nous poserons:

L'anneau A est separable si et seulement si, pour tout ε > 0, les
ensembles \A\ε sont finis.

PROPOSITION 3.1. Si {an} est une suite d'elements de Γanneau Θk qui
tend vers 0, Γanneau w[{αn}] engendre par les nombres an sur Γanneau w
est separable.

Soit ε > 0. Notons Aε l'anneau engendre sur l'anneau w par les
nombres an tels que \<xn\ > ε. Comme la suite an tend vers 0, l'anneau Aε

est engendre par un nombre fini d'elements. L'anneau w etant noetherien,
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il en est de meme de Γanneau Aε. En considerant les ideaux: {a ^ A;
\a\ < r}, on en deduit que Γanneau Aε est separable. Or, par construction,
on a:

Comme ces ensembles sont finis, on voit que Γanneau Aε est separa-
ble. D

REMARQUE. En general, Γanneau w[{αM}] n'est pas noetherien. Par
exemple, si pour chaque nombre premier q nous choisissons un element
πq du corps k tel que TΓ̂  = p, les ideaux:

forment une suite strictement croissante d'ideaux contenus dans Γanneau
separable w[{ irqp

q}\

DEFINITION. Soit /) = Σn&zanix
n des fonctions de Γanneau W de

valeur absolue inferieur ou egale a 1. Nous appellerons anneau des
coefficients des fonctions fi Γanneau w({//}) engendre par les nombres
ani sur Γanneau w.

PROPOSITION 3.2. Soit {/).} un ensemble fini de fonctions de Γanneau
0w qui sont algebriques sur le corps E, V anneau w({ /)}) est separable.

D'apres le Theoreme 2.1, applique a Γextension finie £({/)}) du
corps E, il existe une fonction e de Γanneau w((*)) et des elements
analytiques aιf . du corps E tels que:

d-\

fi- Σ aujeK Ifl^ l^l/ l ^ l .
y = 0

On constate alors que Γanneau w({//}) est contenu dans Γanneau
w({aij})- P°U Γ demontrer la proposition, il suffit done de considerer le
cas oύ les fonctions ft sont des elements analytiques. Dans ce cas, si nous
choisissons pour chaque nombre a du corps ~k un relevement a dans
Γanneau w, le developpement de Mittag-Leffler s'ecrit:

00

//= Σ ΣKn,*n,s, |λ, . n i δ |< |y; . |<i
δeA Uoo « = 0

oύ nous avons pose:
/ \~n—1 „

«»,a = (x ~ «) » en,oa = x

et oil les nombres λ, „ δ forment une suite qui tend vers 0.
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On constate alors que Γanneau w({//}) est contenu dans Γanneau
w[{ λJ n 5}] et que ce dernier est separable d'apres la Proposition 3.1. D

4. Elements algebriques. La definition que nous donnons des elements
algebriques est due a Robba [16] (Γanneau que nous notons W serait note
Wc dans cet article). Le but de ce paragraphe est de demontrer que cette
definition est equivalente a celle qui est donnee dans [3].

Nous notons if le complete de la clόture algebrique du corps des
quotients de Γanneau W et E le complete de la clόture algebrique du
corps E contenu dans le corps Ψ'.

DEFINITION. Les elements de Γanneau F = E Π W s'appellent germes
d'elements algebriques.

LEMME 4.1. Les germes d'elements algebriques sont les limites, dans
I 'anneau W, des suites de functions de W algebriques sur E.

Ce lemme est demontre (Lemme 2.5) dans [16]: a priori tout germe
d'element algebrique / est limite d'une suite d'elements fn du corps if qui
sont algebriques sur le corps E. II faut montrer qu'on peut prendre les fn

dans Γanneau W.

COROLLAIRE 4.2. L'anneau Fest un corps. Pour tout germe d'element
algebrique f de Γanneau Θw, Γanneau w(/) est separable.

Soit / un germe d'element algebrique. D'apres le Lemme 4.1, il existe,
dans Γanneau W, une fonction g algebrique sur le corps E telle que
\f ~ S\ < \g\ La fonction g etant inversible (car g"1 appartient au corps
E[g] lui meme contenu dans Γanneau W) il en est de meme de la fonction

/•
Supposons maintenant que |/ | < 1. Pour tout nombre ε > 0, nous

savons, d'apres le Lemme 4.1, qu'il existe, dans Γanneau W, une fonction
f£ algebrique sur le corps E telle que \f - fε\ < ε. Dans ces conditions,
avec les notations du paragraphe 3, on a:

Mais ce dernier ensemble est fini d'apres la Proposition 3.2. L'anneau
w(/) est done separable. D

Nous noterons 38 l'anneau W Π &[[JC]] des fonctions analytiques
bornees dans le disque Z>(0,1). Par definition, toute fonction de l'anneau
W est somme d'une fonction de l'anneau 38 et d'une fonction du corps E
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(cette derniere est en fait un element analytique dans le complementaire
du disque Z>(0,1)). Ceci nous amene a la definition suivante:

DEFINITION. NOUS appellerons elements algebriques les fonctions de
Γanneau F C\ 3#. Par ailleurs, nous noterons k0 le corps des quotients de
Γanneau w.

LEMME 4.3. Soit f une fonction de Γanneau Ίc[[x]] qui est algebrique sur
le corps Ίc(x). Ilexiste, dans Γanneau w[[x]], une fonction /, algebrique sur
le corps ko(x), qui relevef.

Soit P le polynδme unitaire minimal de la fonction / sur le corps
k(x) et soit P un polynδme unitaire, a coefficients dans le corps ko(x)
qui releve le polynόme P. Comme nous Γavons deja vu (voir [14]), le
polynδme P est separable car la fonction / appartient au corps &((*)).
D'apres le lemme de Hensel, le polynδme P a done une solution g dans
Γanneau w((x)) telle que g = /. Posons:

g=f+g~

oύ la fonction / appartient a Γanneau w[[x]] et oύ la fonction g~
appartient a Γanneau W[1/JC] e'est-a-dire au corps ko(x). On constate
alors que la fonction / est algebrique sur le corps kQ(x) et que e'est un
relevement de la fonction / car g~ = 0. D

LEMME 4.4. Soit A un anneau separable contenu dans Γanneau Φk, et
soit 3? un A-module contenu dans Γanneau ̂ 4[[*]] qui υerifie les conditions
suivantes:

(i) le module !F contient les fonctions de Γanneau w[[x]] qui sont
algebriques sur le corps ko(x),

(ii) si f est une fonction du module $> et si a est un element de Γanneau
A tel que \a\ = |/|, la restriction (f/a) est algebrique sur le corps Ίc(x).
Alors les fonctions du module & sont des limites {dans Γanneau W) de
fonctions de I 'anneau A][x][ algebriques sur le corps k(x). En particulier ce
sont des elements algebriques.

Soit / une fonction du module &. Nous commencons par construire,
par recurrence, une suite de fonctions /„, du module J^, algebriques sur le
corps k(x) et qui verifient Γinegalite:
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Nous posons /0 = 0 et nous supposons la fonction fn construite.
Comme Γanneau A est separable, Γun des coefficients de Laurent de la
fonction /' — fn verifie Γegalite \a\ = \f — fn\. D'apres la condition (ii) et le
Lemme 4.3, il existe une fonction g dans Γanneau w[[x]], algebrique sur le
corps ko(x), qui releve la fonction (/ - fn)/a. Posons:

fn + l = Λ + a8'

Comme le nombre a et Γanneau w sont contenus dans Γanneau A, la
fonction fn+ι appartient bien a Γanneau ^4[[JC]]. De plus elle est, comme
les fonctions fn et ag, algebrique sur le corps k(x). Enfin on a:

1/ £ I _ I / r . . Λ | _ L , \ J ~ Jn

a
~ g

Pour demontrer le lemme, il suffit maintenant de remarquer que la
suite |/ — /J, etant une suite strictement decroissante de valeurs absolues
d'elements de Γanneau separable A, tend vers 0. D

COROLLAIRE 4.5. Les elements algebriques sont les limites uniformes sur
le disque Z>(0,1) (c'est-ά-dire les limites dans W) des suites de fonctions de
I''anneau Si qui sont algebriques sur le corps k(x).

Soit / un element algebrique. Pour prouver le corollaire, quitte a
multiplier / par une constante, on peut supposer que |/ | < 1. Dans ce cas,
d'apres la Proposition 3.2, Γanneau w(/) est separable. Comme la fonc-
tion / appartient au w(/>-module:

il suffit de demontrer que ce dernier satisfait les hypotheses du Lemme
4.4.

La condition (i) est evidente car les fonctions algebriques sur ko(x)
appartiennent au corps F. Soit g une fonction du module &. D'apres le
Lemme 4.1, il existe une fonction gl9 algebrique sur le corps E, telle que
\g — gλ\ < \g\. Par suite, si a est un element de Γanneau w(/) tel que
lαl = l#l = l£il> l a restriction (g/a) = (gx/α) est algebrique sur le corps
k(x). Π

La definition des elements algebriques que donne le corollaire 4.5 est
celle que nous avons utilisee dans [3].

5. Frobenius: action sur les fonctions algebriques. A partir de mainte-
nant, nous supposons qu'il existe un automorphisme continu (et done
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isometrique) σ du corps k dont la restriction a Γanneau w est Γautomor-
phisme de Frobenius ([19] II 6). Pour tout element a de Γanneau Φk, on a
alors:

\σ(a)-ap\< 1.

Nous definissons des operateurs φ et ψ sur Γanneau W par les
formules:

φ( Σ ccA = Σ σ ( θo{an)x"P
«eZ

neZ ; «eZ

On verifie immediatement que φ est un endomorphisme et que:

-7 Σ

PROPOSITION 5.1. Cto a φ(E) = £ n

D'apres un resultat classique ([18], [3]), une fonction / de Γanneau W
appartient au corps E si et seulement si la suite {an} de ses coefficients
de Laurent est presque periodique, c'est-a-dire si, pour tout nombre ε > 0,
il existe un en tier ne (positif) tel que, pour tout n > nε, on ait:

Comme Γautomorphisms σ est une isometrie, on obtient facilement:

φ(E) <zE,

II vient alors: E = \pφ(E) c ψ(£), c'est-a-dire £ = ψ(£). En re-
marquant que, pour toute fonction / de Γensemble φ(W) Π E, on a
/ = φψ(/) oύ la fonction ψ(/) appartient au coφs £, on trouve que
φ(E) = E Π (p(W). D

La Proposition 5.1. se generalise de la faςon suivante:

THEOREME 5.2. Soit H une extension algebrique finie du corps E qui est
contenue dans Γanneau W. On a ψ(H) = H Π ψ(W) et ψ(H) = H.

Soit e Γelement primitif du corps H que nous avons construit dans le
Theoreme 2.1. Notons P le polynδme unitaire minimal de la fonction e.
Par construction, la restriction e est un element primitif du corps H et une
racine simple du polynόme P.
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Nous notons Pφ le polynόme obtenu en appliquant Γoperateur φ a
chacun des coefficients du polynδme P. La fonction φ(e) est une racine
du polynδme Pφ et φ(e) = ep est une racine simple du polynδme Pφ.
Comme la racine ep appartient au corps H, le lemme de Hensel montre
que le polynδme Pψ possede une unique racine, dans le corps complet H,
qui releve ep. Celle-ci ne peut etre que φ(e). Par suite la fonction φ(e)
appartient au coφs H et le coφs φ(H) = φ(E)[φ(e)] est contenu dans
Γintersection H Π φ(W). II vient en outre H = ψφ(H) c \p(H).

Comme e est un element separable sur le coφs E, Γelement ep = φ(e)
est primitif pour Γextension H. On trouve:

[E[φ(e)}: E] > \Έ[e"]: E~] = [Ή:Έ\ = [H:E].

Par suite H = E[φ(e)] et l'image ψ(H) = ψ(E)[e] est contenue dans
le coφs E[e] = H. Nous avons done demontre que ψ(i/) = H.

Finalement, toute fonction de Γensemble H Π φ(W) s'ecrit / =
φψ(/) et appartient done a Γensemble φψ(i/) = φ(H). Autrement dit
nous avons demontre que φ(H) = H Π φ(W). Π

COROLLAIRE 5.3. Toute fonction f de Γanneau W qui est algebrique de
degre n sur le corps E vέrifie la condition:

(Cn) il existe, dans le corps E, des fonctions ai9 non toutes nulles, telles
que:

Σ *y(/) = o.
i = 0

Les n 4- 1 fonctions φ'(/) appartiennent au coφs E[f] et celui-ci est
de dimension n sur le coφs E. D

6 Frobenius: action sur les elements algebnques. Dans ce paragraphe,
nous donnons une reciproque au Corollaire 5.3. L'exemple 6 du para-
graphe 9 ci-dessous montre que, si le coφs k est " trop gros", il existe des
fonctions de Γanneau W, qui ne sont pas des germes d'elements algebriques
et qui, cependant, satisfont la condition (Cn). Pour eviter cette difficulte,
nous devons, a partir de maintenant, supposer que le coφs k est le
complete de la clδture algebrique du coφs des fractions de Γanneau w.

PROPOSITION 6.1. Soit A un anneau separable de Γanneau Θk. Van-
neau A° engendre par les nombres σ'(α), pour i parcourant les entiers et a
parcourant les elements de A, est separable.

Soit ε > 0. Comme Γanneau A est separable, nous pouvons choisir un
ensemble fini { an} d'elements de A tel que:
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Pour tout element a de Γanneau A, il existe alors un nombre a! dans
Γanneau w[{αn}] tel que \a - cΐ\ < ε.

Les nombres an etant dans le complete de la clόture algebrique du
corps k09 il existe des nombres βn, algebriques sur le coφs kθ9 tels que
\an — βn\ < ε. Si on remplace an par βn dans Γexpression de α', on obtient
un nombre a" du corps ko[βn] tel que \a — a"\ < ε.

Maintenant, le corps ko[{βn}]9 etant une extension algebrique finie
du coφs k09 est a valuation discrete. Comme le corps des restes ~k0 = Tc
est algebriquement clos, si on note e Γindice de ramification du corps
&0[{/?„}], on voit que ce dernier est contenu dans le corps ke engendre sur
le corps k0 par les racines e-iemes de p. Or Γautomorphisme σ permute
ces racines et laisse done le corps ke invariant. Par suite le corps
^ol{ σ ' ( Ai)}] (z parcourt les entiers) est lui aussi contenu dans le corps ke.
On trouve alors:

Le coφs ke etant a valuation discrete, Γanneau Θk est separable et il
en est done de meme de Γanneau Aσ. D

COROLLAIRE 6.2. Si [fi] est une famille finie de germes d'elements
algebriques de Γanneau Θw, Γanneau w({φ7(/z)}) (y' = 0,1,...) est
separable.

Les fonctions fi etant, d'apres le Lemme 4.1, des limites de suites de
fonctions algebriques, la Proposition 3.2 montre que Γanneau w({//}) est
separable. On deduit le corollaire de la Proposition 6.1 en remarquant
que:

LEMME 6.3. Soit aι et b des elements algebriques. Si les fonctions at

appartiennent a Γanneau Θw, Γequation:

/= ΣwW+xb
/ = 1

a une unique solution f dans Γanneau x3$. Cette solution est un element
algebrique et verifie \f\ < \b\.

L'image de Γanneau x9& par Γoperateur φ etant contenue dans
Γanneau xp3S, Γapplication Γdefinie par:
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est une contraction de Γanneau xSS pour la valuation x-adique. Elle a
done un unique point fixe / dans cet anneau.

Quitte a multiplier b, et done /, par une constante nous pouvons
supposer que la fonction b appartient a Γanneau 0 w.

Considerons Γanneau separable (d'apres le Corollaire 6.2):

Comme Γanneau A est stable par l'automorphisme σ, Γimage de
Γanneau x4[[*]] par Γoperateur φ est contenue dans Γanneau JC^^JC7 7]]

et Γapplication T est aussi une contraction de Γanneau JG4[[JC]]. II en
resulte que la fonction / appartient a ce dernier. En particulier elle
appartient a Γanneau &w.

Pour toute fonction g de Γanneau W, notons F{ g} Γespace vectoriel
engendre sur le corps F par les fonctions 1, g, <p(g),. . . ,φ 7 (g) , . . . , et
considerons Γensemble & des fonctions g de Γanneau A[[x]] pour
lesquelles cet espace vectoriel est de dimension finie sur le corps F. Si g et
h sont des fonctions de Γensemble #", et si a est un nombre de Γanneau
A, Γespace vectoriel F{ag + h) qui est engendre par les fonctions 1 et:

φJ{ag + h) = σJ(a)σJ{g) + σJ\h)

est contenu dans Γespace vectoriel F{g] + F{h}. II est done de dimen-
sion finie. Autrement dit Γensemble & est un A -module.

Le Corollaire 5.3 montre que, si g est une fonction algebrique sur le
corps E, Γespace vectoriel F{g} est de dimension finie. II en resulte
immediatement que le module & satisfait la condition (i) du Lemme 4.4.

Soit g un element du module & et soit a un element de Γanneau A
tel que \a\ = \g\. L'espace vectoriel F{g) etant de dimension finie, il
existe une relation:

d

*-i+ Σ biφ
i(g/a) = 0

i = 0

oύ les bi sont des germes d'elements algebriques non tous nuls. On peut
de plus choisir les fonctions bi de telle sorte que sup|Z>J = 1. Par passage
au corps des restes, il vient:

b-ι + Σ biig/^Y' = 0
/ = 0

oύ les fonctions Ί>i sont algebriques sur le corps Ίc(x) et non toutes nulles.
La fonction (g/a) est done algebrique sur le corps Ίc(x, b^ e'est-a-dire sur
le corps Ίt{x). Le module J^ satisfait done la condition (ii) du Lemme 4.4.
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D'apres ce lemme, les fonctions du module !F9 et en particulier la
fonction /, sont des elements algebriques. D

PROPOSITION 6.4. Si une fonction f de Γanneau W satisfait une
inegalite du type:

n

oil les at sont des germes d'elements algebriques, il existe un germe
d 'element algebriquefε tel que \f — f£\ < ε.

Sans restreindre la generalite, nous pouvons supposer qu'il existe un
indice j (0 < j < n) tel que:

a y = l , | f l f . |^ l , k | < l sii<j.

Quitte a changer / e n x~mf et at en xm(p'~pJ)ai pour un nombre m
suffisamment grand, on peut supposer que les fonctions ai appartiennent
a Γanneau xA:[[x]] (pour les indices i <j9 on a de toute faςon άi = 0).
Nous posons alors:

a, = />, + c{

avec

t = 0

oil Γoperateur γ + est defini sur Γanneau W par la formule:

4-1 V* n \ \Γ* n

Dans ces conditions nous avons |c,-| < 1 et les fonctions bt appartien-
nent a Γanneau x3S.

Nous considerons alors les applications:

r = i + Σ (
i-y + l \/=0

Avec ces notations, en remarquant que les applications γ + et
diminuent les valeurs absolues, on obtient:

i - 0
< ε.
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Comme, pour toute fonction g de Γanneau W, la fonction γ~(g) =
g — γ + (g) est un element analytique, Γapplication γ + transforme les
germes d'elements algebriques en elements algebriques. La fonction:

appartient a Γanneau xSS et est un element algebrique.
Comme γ + ° Γ ° γ + ( / ) = Γ ° γ + ( / ) (ces fonctions appartiennent a

), on a:

Le Lemme 6.3 permet de construire, par recurrence, une suite (unique)
d'elements algebriques gn, contenus dans Γanneau xSS et tels que:

On a alors:

et le Lemme 6.3 donne la majoration:

\gn+ι - gn\ <\V(gn- gn_λ)\ < sup|c J . | |g π -g l l _ 1 | .

Comme sup|cy| < 1, on constate que la suite gn est convergente. Sa
limite g appartient a Γanneau complet F Π x38 et verifie:

c'est-a-dire:

\T(g-y+(f)) + V(g-y+(f))\<ε.

En appliquant une nouvelle fois le Lemma 6.3, on obtient:

c'est-a-dire, comme |cf.| < 1, |g — γ + ( / ) | < ε. La fonction fε = g + γ~(/)
satisf ait les conditions demandees. D

COROLLAIRE 6.5. Si une fonction f de Γanneau W verifie la conditon
(Cn) du Corollaire 5.3, c'est un germe d'element algebrique. D

Signalons un resultat demontre dans [3] (§11) qui generalise, dans un
cas particulier, le Corollaire 6.5.

THEOREME 6.6. Soit f une fonction de Γanneau W[[JC]]. SΊl existe un
polynbme P de Γanneau w[x; yθ9..., yh] tel que:

1

(ii) le polynbme P(x; y, yp,..., yph) n'est pas identiquement nul
{dans Γanneau k[x, y])
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(iii) il existe un entier i (0 < i < h) pour lequel la fonction
(dP/dyi)(xJJp,...Jph) (de Γanneau k[[x]]) n'est pas nulle. Alors la
fonction f est un element algebrique.

La demonstration de ce theoreme repose sur une etude de Γanneau
des vecteurs de Witt de fc[[x]]. •

7. Elements algebriques et structure de Frobenius forte. Dans ce

paragraphe nous appliquons les resultats des paragraphes 5 et 6 a Γetude
des equations differentielles. En particulier nous supposerons toujours que
le corps k est le complete de la clδture algebrique du corps des fractions
de Γanneau w.

Rappelons brievement les definitions dont nous aurons besoin. Pour
plus de details voir [5].

Soit H un surcorps du corps k muni d'un ensemble de derivations
Der(iJ) qui forme un espace vectoriel de dimension un sur H et pour
lesquelles le corps k est le corps des constantes. La categorie abelienne
MC(H) des modules avec connexion sur H a pour objet les couples
(M, V) formes d'un espace vectoriel M de dimension finie sur H et d'une
connexion V sur M c'est-a-dire d'une application //-lineaire de Der(i/)
dans End^(M) telle que si D est une derivation de Der(/f), a un element
du corps H, et m un vecteur de M on ait:

v(D)(am) = D(a)m + av(D)(m)

et pour morphisme s de (M,v) dans (iV?v') les applications if-lineaires
de M dans N qui verifient:

Si K est un anneau qui contient le corps H et dans lequel les
derivations de Der(#) se prolongent, on note S{{M,v), K) le k espace
vectoriel des solutions de (Af,v) dans Γanneau K c'est-a-dire Γensemble
des applications ϋ-lineaires s de M dans K telles que: s(v(D)(m)) =
D(s(m)).

II est bien connu que Γensemble S((M, V), K) est un espace vectoriel
sur k de dimension inferieure ou egale a la dimension de M sur H.
Lorsqu'il y a egalite entre ces dimensions on dit que le module (Af, V) est
entierement soluble dans Γanneau K.

Si le corps K est une extension algebrique finie du corps H, toute
derivation D de H se prolonge de maniere unique en une derivation de K.
Un tel corps, muni de la connexion canonique "prolongement des deriva-
tions", definit done un objet de la categorie MC(H).
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Nous allons utiliser, dans un cas particulier, un theoreme de Deligne
[7] sur la semi-simplicite des connexions de Gauss-Manin. Nous en
donnons la demonstration dans le cas qui nous interesse.

PROPOSITION 7.1. Toute extension algebrique finie du corps H est un
objet semi-simple de la categorie MC(H).

Tout sous objet d'un objet semi-simple etant semi-simple, il suffit de
demontrer le resultat en considerant une extension normale K du corps
H.

Notons G le groupe de Galois de Γextension K/H. On verifie
facilement que tout element de G definit une solution du module avec
connexion K dans le corps K. On definit ainsi un plongement de Γalgebre
k[G] dans S(K, K). Le theoreme d'independance lineaire des automor-
phismes (Bourbaki Alg. Chap. V, §7 n°5) montre que k[G] est un espace
vectoriel de dimension [K:H] sur k. Par suite le module avec connexion
K est entierement soluble dans le corps K et S(K, K) = k[G].

On sait que Γanneau k[G] est semi-simple (theoreme de Maschke).
Autrement dit les idempotents St de k[G] qui engendrent les ideaux a
gauche minimaux verifient ΣSt = 1 et Sfij = 0 pour i Φ j .

Posons M = {/G K; St(f) = f} Comme, pour toute derivation D
de K et toute fonction / de M , on a:

S,(Df) = DS,(f) = Df,

L'espace vectoriel Mi est stable par derivation et, muni de la connexion
"restriction des derivations de K", definit un sous-objet du module avec
connexion K dans la categorie MC{H). Pour toute fonction / de K on a
/ = ΣSJ. Puisque St est idempotent, SJ appartient a Mt. Done K = ΣMZ.
Par ailleurs, si la fonction / appartient a Γintersection Mt Π MJ9 on
trouve / = SJ = SjSjf = 0. Done le module avec connexion K est la
somme directe des sous modules avec connexion Mt.

Pour achever la demonstration, il suffit de demontrer que les M\ sont
des objets irreductibles. Considerons pour cela un module avec connexion
M strictement contenu dans Mt. Nous avons une suite exacte:

0 -> M -> K -> K/M -> 0.

Puisque le module avec connexion K est entierement soluble dans K
on sait ([5] Corollaire 2.5) qu'il en est de meme des modules avec
connexion M et K/M et que Γespace vectoriel S(K/M, K) est Γensemble
des elements de S(K,K) qui s'annulent sur M, e'est-a-dire Γannulateur
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Ann(M) de M dans k[G]. II vient:

dim^Ann(M) = dimkS(K/M,K)

= dim HK/M= dim HK — dim^M.

Comme M est strictement contenu dans Mi9 on a dim M < dim M%

done dimAnn(M) > dimAnnίM,). L'ideal k[G]St etant minimal, son
annulateur est maximal. Par suite on a Ann(M) = k[G] done M = 0. D

Nous posons Deτ(E) = Ed/dx, ce qui nous permet de considerer la
categorie des ̂ -modules avec connexion. Sur cette categorie on definit le
foncteur de Frobenius qui agit sur les objets par:

avec d'une part: Mφ = φ(M) ® E oϋ φ(M) est le φ(2?)-espace vectoriel
obtenu a partir de M par transport de structure, et d'autre part:

Vφ(xd/dx)φ{m) = pφ[v(dx/dx)m],

DέFiNiTiON. On dit que le module (M, V) a une structure de Frobenius
forte si les modules φh(M, V) sont en nombre fini (a isomorphisme pres).

THEOREME 7.2. Si le E-module avec connexion (M,V) a une structure
de Frobenius forte, toute solution de ( M , v ) dans Γanneau W est en fait
une solution dans le corps F. Inversement si un E-module avec connexion est
entierement soluble dans le corps des fonctions de Γanneau W qui sont
algebriques sur E, alors il a une structure de Frobenius forte.

A toute solution s du U-module avec connexion (M,v) dans Γan-
neau W nous associons Γapplication Zs-lineaire φ(s) de Mφ dans H^qui
est definie par: φ(s)(φ(m)) = φ(s(m)). Un calcul immediat montre que
φ(s) est une solution du module avec connexion φ(M,v) dans Γanneau
W. Si le module (M, v ) possede une structure de Frobenius forte, il y a
un isomorphisme p de (M,v) dans φΛ(M,v). Dans ce cas Γapplication
0, definie par θ(s) = <ρh(s) ° p, est un fc-endomorphisme de S((M, v ) , W).
Comme cet espace vectoriel est de dimension finie, il existe des nombres
λ tels que:

Σ W = °> λ ι φ o

Nous choisissons maintenant une base
(ex\
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de Γespace vectoriel M sur E. L'isomorphisme p est represente par une
matrice A du groupe Gln(E) telle que: p(e) = Aφh(e) etil vient:

Par recurrence, on obtient: θ'(s)(e) = A^hi(s(e)) avec

Ai = Aφh(A)---φ^-^(A),

ce qui donne:

Σ XAψ'Ue)) = 0.
/ = 0

Comme p est un isomorphisme, la matrice A est inversible et il en est
de meme de la matrice At. En multipliant l'egalite ci-dessus par (λ,^,)" 1

on obtient des egalites de la forme:

<PU*J)) = Σ Σ BijkΨUek))
, «0 k = 0

oil les fonctions Bijk sont des elements analytiques. Autrement dit, le
£-espace vectoriel V de base

^[s(ej)\ ( 0 < ί < / , l < 7 < « )

(qui est contenu dans ίF) est conserve par Γoperateur φ.
Pour tout vecteur m de Γespace vectoriel Λf, la fonction s(m)

appartient a V. Les In + 1 vecteurs <p'(.s(m)) (0 < i < In) appartiennent
aussi a cet espace vectoriel de dimension In. II ne sont pas lineairement
independants. II existe done des elements analytiques #,, non tous mils,
tels que Σa^isim)) = 0. D'apres le Corollaire 6.4, la fonction s(m)
appartient au corps F.

L'image par le foncteur de Frobenius d'une somme directe etant la
somme directe des images, pour demontrer la reciproque, nous n'avons
besoin de nous interesser qu'au cas oύ le module (M,v) n'est pas une
somme directe dans MC(E) et oύ il est entierement soluble dans le corps
des fonctions algebriques sur E.

LEMME 7.3. Si un module avec connexion (M,v) est entierement
soluble dans un corps Ket sΊl n'estpas somme directe de sous-modules alors
il possede une solution dans K qui est injectiυe.

Le resultat est evident si dim M = 1. Nous demontrons le lemme par
recurrence sur la dimension de M. Considerons un sous objet (Λf,V) de
(M,V) de dimension maximale (N peut etre eventuellement reduit a 0).
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Le module (iV,v) est, comme le module (M,v), entierement soluble
dans le coφs K. D'apres l'hypothese de recurrence, comme dim TV <
dimAf, il existe une solution injective s de (ΛΓ,v) dans K. Le module
(M,v) etant entierement soluble dans le corps K, on sait que la solution s
peut se prolonger en une solution (que nous noterons encore s) non nulle
de (Af, V) dans K. L'espace vectoriel V = kers est stable par derivation.
Comme V Π N = 0, le module avec connexion (V Θ N, V) est un sous
objet de (Af, V) qui contient (JV, V).

Or le module avec connexion (V Θ N,v) = (V,\?) θ (N,v) etant
une somme directe n'est pas egal a (Af, V). Comme (iV, V) a ete choisi de
dimension maximale on a F θ iV = iV c'est-a-dire V = 0. Autrement dit s
est injective. D

D'apres le lemme nous pouvons choisir une solution injective s du
module (Af,v) dans le coφs des fonctions algebriques sur E qui sont
contenues dans W. Posons K = E{s{eι)) oύ {e; } est une base sur E de
Γespace vectoriel M. Le corps K est done une extension algebrique finie
du corps E, contenue dans Γanneau W, et qui contient Γimage de Γespace
vectoriel M par la solution s.

II resulte du Theoreme 5.2 que le £-espace vectoriel Kφ = φ(K)
®<P(E) E e s t isomoφhe a K (il y a deux definitions differentes de φ(K):
Γune comme image du coφs K par Γoperateur φ de W, Γautre obtenue
par transport de structure a partir du E espace vectoriel K, mais ces deux
definitions coincident a isomoφhisme pres). Par suite, dans la catέgorie
MC{E), on a φ(K) = K. Or la solution s definit un isomoφhisme de
( M , v ) avec un sous-objet de K. Les modules avec connexion φh(M,v)
sont done isomoφhes a des sous objets du module avec connexion
φh(K) = K. Comme le module K est semi-simple, les modules avec
connexion <^(M,V) sont en nombre fini a isomoφhisme pres. Done il
existe des entiers h et k tels que φ/c+/2(M,v) = φk(M,v). Mais on
demontre ([5] Proposition 10.1) que sur la sous categorie de MC(E)
formee des objets entierement solubles dans W9 le foncteur φ est pleine-
ment fidele. II en resulte que Γon a φh( M, v ) = (Af, V). •

Signalons pour terminer ce paragraphe que Γexistence d'une structure
de Frobenius forte n'est completement elucidee que dans le cas des
equations differentielles du premier ordre [4].

8. Caracterisation des elements algebriques par leurs coefficients de
Laurent. Dans le Theoreme 5.2, nous avons vu que <p(F) = F Π ψ(W) et
ψ(F) = F. Nous nous proposons de preciser ce resultat.
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Posons, pour 0 < r < p, ψ r = ψ <> x~r, c'est-a-dire:

(on a en particulier ψ0 = ψ).
Si V est un sous ensemble de W et si / est une fonction de W nous

notons: d(f,V) = inf g e K | /- g\.

THEOREME 8.1. Les conditions suiυantes sont equiυalentes:
(1) la fonction f est un germe d 'element algebrique.
(2) Pour tout ε > 0, la fonction f est contenue dans un Θk-module Vε de

type fini tel que, pour tout r (0 < r < p) et toute fonction g de Vε on ait

(3) Pour tout ε > 0, la fonction f est contenue dans un Θ^-module W£ de
type fini tel que, pour tout r (0 < r < p) et toute fonction g de Wε on ait

(1) => (2): Le nombre ε > 0 est fixe dans toute la demonstration.
Nous allons en fait montrer que la fonction / verifie la condition:

(2') II existe un β^-module Vε de type fini tel que, pour toute fonction
g de Vε et tout nombre r (0 < r < p), on ait d(\pr(g), Vε) < ε et une
fonction fε de Vε telle que \f - fε\ < ε.

Verifions d'abord que (2') entraine (2). Pour cela il suffit de considerer

le 0 rmodule K = K + Θkf- E n e f f e t> P O U Γ t o u t e fonction g + af de Vε,
la majoration

d(φr(g+af),Vε)<ε

s'obtient immediatement a partir des majorations:

et

d(*r(g + afe)9 Vε) < d(φr(g + afB), F;) < ε.

Maintenant, il est clair que pour verifier la condition 2') on peut
remplacer la fonction / par n'importe quelle fonction g telle que \f — g\
< ε. Ceci permet de se ramener au cas oύ la fonction / est algebrique sur
E.

Considerons la fonction e associee par le Theoreme 2.1 a Γextension
algebrique finie E(f) de E. Nous avons vu dans le Theoreme 5.2 que les
fonctions φ θ ) z (resp. φ(e)1) forment, pour 0 < / < n = [E(f): E] =
[E(f): E], une base du coφs E(f) sur £(resp. E(f) sur E). On obtient
des developpements:

n-l n-l

/ = Σ ^iψ(e)\ ej = Σ bu<p(e)1

i=0 i=0
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et on verifie, par passage au corps des restes apres normalisation, que les
elements analytiques ai et btj satisfont les inegalites:

supjtfj =1/1 et supz.|6,7| =\ej\ = 1.

Les elements analytiques etant des limites de fractions rationnelles, il
existe des polynόmes Ai9 BlJ et Q de k[x] qui satisfont les inegalites:

\ai-Ai/Q\<e, \btJ-B,/Q\ < ε/\f\,

Par ailleurs, comme:

on peut trouver un nombre entier h tel que:

β'-φ(β)H<e/l/l
Pour tout polynδme P de k[x] tel que \P\ < |/|, on a:

P/Qph - P/φ(Q)phl < ε.

Si on remarque que ψ r(gφ(/)) = Ψr(g)/? on obtient:

Nous posons:

sup/degv4z = α, sup/jdtgB^ = /?, degβ = γ

et nous considerons le sous ensemble de E(e):

n-l

Pi e k[x]9 |Λ | < | / | , degP, < a +

Le degre des polynόmes Pt etant borne, il est clair que Vε' est un
tf^-module de type fini.

Soit g une fonction de V'e, on trouve:

< ε.

Comme < |P,| < |/|, on a:

< ε.
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Nous considέrons done les polynόmes:

*,- Σ1ψ,to)avβ'4-'*~1-1.
7 = 0

De telle sorte que la fonction: gc = Σ, Riφ(e)'/Qp verifie

I'Φris) ~ 8ε\ κ ε On trouve d'une part:

\Rt\< s u p | P , | < | / |

et d'autre part, en remarquant que Γoperateur ψr divise le degre des
polynόmes par p:

deg/?, < supdegP/p + β + (ph - p*1'1 - l )γ

< a/p + β/(p - 1) + yp"-1 + β+(ph- ph~ι - l)γ

<a + βp/(p-l) + yph.

Par suite la fonction gε appartient au module V[. On a done
d(ψr(g),V;)<ε.

Les relations:

et

degA Q?"-1 = α + γ(^ Λ - l) < α + βp/(p - 1) + γ^Λ

montrent que la fonction /ε = ΣAiφ(e)i/Q appartient a V'B. Comme on a
|/ - fε\ < sup\ai - At/Q\ < ε, on trouve d{f, Vr

z) < ε, ce qui achέve de
demontrer que la fonction / satisfait a la condition T).

(2) => (3): Nous posons Wε = Vε <&Θ ΘE. Pour tout element analy-
tique a de ΘE et toute fonction g de Vε on a:

5=0 5=r+l

Ce qui donne: d(ψr(ag), We) < svpsd(ψs(g),Vε) < ε. On en deduit
que le (^^module Wε verifie la condition 3).

(3) => (1): la condition 3) permet d'associer a chaque fonction g de Wε

des fonctions gr (0 < r < p), de Wε, telles que |ψr(g) — gr| < ε. Nous
definissons une application θ de Wε dans φίW^) ®Θ E en posant:

- Σ *"φ
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et nous prolongeons par recurrence sur h > 0 cette application en une
application de φh(Wε) ®φ*(£) E dans φh+1(Wε) (Ξ>φh+i{E)E en posant
θ(aψh(g)) = aψh(θ(g)).

Soit n la dimension du £-espace vectoriel Wε ® E (cet espace est de
dimension finie car Wε est de type fini). Les n + 1 fonctions /) =
φi(θn~i(f)) (0 < i < n) appartiennent a φ"( Wε) ® £. Cet espace vectoriel
etant de dimension n au plus, il existe des elements analytiques ai9 tels
que:

n

Σ<tifi = O sup,|α,| = l .
( = 0

Or la relation:

r=0

montre que Γon a: |g - ^(g)| < ε. On en deduit que:

D'apres la Proposition 6.3, il existe un germe d'elements algebriques
fε tel que \f — fε\ < ε. Ceci ayant lieu pour tout ε, la fonction / elle-meme
est un germe d'element algebrique. D

REMARQUES: (1) Les modules Vε et Wε sont contenus dans le corps F.
C'est en ce sens que la Proposition 8.1. precise le Theoreme 5.2.

(2) Le fait que le corps k soit contenu dans le complete de la clόture
algebrique de k0 n'intervient que dans la demonstration 3 => 1.

On peut definir sur Γanneau W un "produit de Hadarnard" en
posant:

COROLLAIRE 8.2. F est stable par produit de Hadamard.

Soit (/•)/-1,2 deux fonctions de i% et soit Fε(/,) les β^-modules
correspondants (Theoreme 8.1.2). Considerons le 0k-module ^ ( / i * / 2 )
engendre par les produits gλ* g2 (gi e Vjifd)- C'est un Θk-module de
type fini puisque un systeme generateur est donne par les produits de
Hadamard des elements des systemes generateurs des modules Vε{ft).
D'autre part soit gir des fonctions du module Fε(/Z) telles que \gir —
Ψr(8i)\ < ε Comme:
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On trouve |ψ r( gλ * g2) — g^r * g2,r\
 < ε La fonction fλ * f2 verifie la con -

dition (2) de la Proposition 8.1 done appartient h F. D

COROLLAIRE 8.3. Supposons que le corps k est le complete Cp de la

cloture algebrique de Qp. Une fonction f de Γanneau W est un germe

d ^element algebrique si et seulement si elle est contenue dans un sous-ensem-

ble compact T de W qui est invariant par les operateurs ψr(0 < r < p).

Un sous-ensemble T de W est contenu dans un compact si et
seulement si, pour tout ε > 0, il est contenu dans une reunion finie Tε de
disques de rayon ε. Supposons Γensemble T compact et invariant par les
operateurs ψr, il en est de meme de Γensemble Γ ε = { g E W\ d(g,T) <
ε}. Nous choisissons un ensemble (fini) f. de "centres" des disques qui
composent Tε. Le 6^-module (de type fini) Vε engendre par les fonctions ft

verifie la condition 2) de la Proposition 8.1. Done les elements de T sont
des germes d'elements algebriques.

Inversement, dans la demonstration 1 => 2 de la Proposition 8.1,
puisque les polynόmes Aι9 Bij9 Q ne sont definis qu'a "ε pres", nous
pouvons choisir leurs coefficients dans la clόture algebrique de Q^. Ces
coefficients etant en nombre fini, ils sont en fait contenus dans une
extension galoisienne finie kx de Q^. Comme cette extension est
galoisienne, elle est stable par les automorphismes σ et σ"1. Autrement dit
Γanneau kλ[x] est stable par les operateurs ψr. Nous pouvons, dans cette
demonstration, remplacer Γensemble Vε par le Θk -module V} defini
comme Vε mais en se limitant a des polynόmes Pi de kλ[x], L'anneau 0k

etant compact et le module V} etant de type fini, celui-ci est compact.
L'ensemble Tε = {g e W; d(g, V}) < ε} est done une reunion finie de
disques de rayon ε. La condition 2) exprime alors que Γensemble Tε est
stable par les operateurs ψr. L'ensemble Γ = Π ε > 0 Γ ε est compact, in-
variant par les operateurs \pr et contient /. D

REMARQUES. Voici une autre maniere d'enoncer le resultat du Corol-
laire 8.3.: Une fonction / = Σanx

n est un germe d'element algebrique si et
seulement si, pour tout ε > 0, l'ensemble des fonction frh = Σanph+rx

np ,
pour h e N et 0 < r < ph, est fini "a ε pres". D'apres [12] (Proposition
3.3 p. 107) ceci signifie que la suite «„, consideree comme une suite de
Θk/aΘk (|α| = ε), est /?-reconnaissable pour tout a de Θk. On trouvera
une etude de cet aspect des choses dans [6] oil on se limite aux suites de ~k.
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9. Exemples et contre exemples:

EXEMPLE 1. La fonction / = (1 — x)~a. Nous considerons la fonction:

/(*) = Σ («)nx
n/n\; (α)0 = 1, («)„ = Π (« + ™)

« = o m = 0

O n verifie classiquement que cette fonction appartient a Γanneau JV,

c'est-a-dire est bornee dans le disque Z)(0,1), si et seulement si le nombre

a appar t ient a Zp. D a n s ce cas on a | / | = 1.

Si le n o m b r e a est rationnel, la fonction / est algebrique sur le corps

Q ( x ) . Montrons , inversement, que si la fonction / est u n element

algebrique, le nombre a est rationnel.

D a n s ce cas, puisque le corps F est contenu dans Γanneau W9 le

n o m b r e a appart ient a Zp. N o u s avons done, pour tout en tier h > 0:

-a = ah- phah, 0 < ah < p\ ah^Zp.

Dans le corps F ((x)), nous trouvons alors:

Or, d'apres le Corollaire 8.3, la suite ψh(f) (h = 0,1,...) appartient a
un ensemble fini T. Elle est done periodique a partir d'un certain rang.
Autrement dit, il existe des nombres h et W tels que:

(1 - xΓ\ h Φ A'.

Si aw et ah etaient distincts, nous aurions:

«Λ'~ ah = βPΎ avec|/3| = 1

e'est-a-dire:

1 = (1 - x)'ah+< = 1 - βχPy + avec 0 * 0

ce qui n'est pas. Done aw = ah et le nombre:

a = -ah-(ah, - ah)/(l - ph'~h)

est rationnel.
En raffinant Γargument ci-dessus, Dwork a demontre ([8] Corollaire

1, §1) que Γon avait, pour 0 < n < ph ti 0 < r < p:

Ce resultat permet de preciser, dans le cas particulier considere,
l'ensemble Vc du Theoreme 8.1.
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EXEMPLE 2. Les fonctions hypergeometriques / = F(a,β,l; x).
Nous considerons la fonction:

/(*) = Σ («)Λβ)nχV(n\)2 = (l - χΓ (i - χYβ.
w = 0

Lorsque les nombres a et β appartiennent a Γensemble Q Γ) Zp, le
Corollaire 8.2 prouve que la fonction / est un element algebrique.

Inversement, nous considerons deux nombres a et β de Zp9 et nous
posons:

-a = £ «iP', ~β = £ fiiP\ 0 < ai9 β < p.

La methode de Γexemple 1, permet d'obtenir:

On constate alors que les polynόmes P(ah,βh,x) (de F^x]) sont de
degre strictement inferieur a p. Si nous supposons que la fonction / est un
element algebrique, la condition: ψΛ(/) = ψΛ (/) donnera alors, pour
tout entier /:

P(ai+h,βi+h,x) = P(al+h,,βi+h,9x).

Malheureusement, la condition P(a,b,x) = P(a'9b'9x) n'implique
(α, b) = (a\b') que si le produit ab = a'b' est non nul. Autrement dit, le
calcul "mod/?" que nous venons de faire ne permettra de conclure a la
rationalite des nombres a et β que dans le cas oύ les suites ai et βi ne
contiennent qu'un nombre fini de zeros.

Pour traiter le cas general, on est done oblige de faire des calculs dans
Zp. Pour cela il "suffit" de demontrer que la fonction:

F(α,β,l,x) p p

est un element analytique, soit en utilisant la methode "elementaire" de
Dwork ([8] §2 et 3) soit en utilisant la theorie des equations differentielles
/?-adique et Γexistence d'une "structure de Frobenius faible" ([5]). La
periodicite "modulo ph" de la suite ψΛ(/) entraine alors celle des suites
«, et βt.

EXEMPLE 3. Fonction exponentielle.
Soit m une racine (p — l)-ieme de (-p). Nous considerons la fonc-

tion:
00

/(•*) = Σ ir"xn/n\ = e"x.
n = 0
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C'est une fonction de Γanneau W. La fonction fp = epvx ayant un
rayon de convergence egal a |/J |~\ c'est-a-dire strictement superieur a 1,
est un element analytique (dans le disque Z>(0,1)). Autrement dit la
fonction / est algebrique sur le corps E. C'est done un element algebrique.
Cette propriete peut d'aiUeurs etre utilisee pour definir un prolongement
de la fonction / en dehors du disque 2)(0,1) ([16]).

D'apres le Corollaire 5.3, la fonction / verifie une condition (CJ. En
effet, si Γautomorphisme σ est tel que σ(ττ) = ir9 la fonction:

(exponentielle de Artin-Hass) ayant un rayon de convergence egal a
\p\~{p~1)/p2, done strictement superieur a 1, est un element analytique et la
fonction / verifie la condition (Cx). Plus generalement, si σh(π) = π(un
tel h existe forcement avec h < p), on trouve que la fonction φh(f)/f est
un element analytique.

EXEMPLE 4. Fonction de Bessel.
II resulte de Γexemple 3 et du Corollaire 8.2 que la fonction:

00

/(JC) = /0(JC) = Σ ir2nxn/(n\)2 = ewx * evx

«=o
est un element algebrique. Dans [9] Dwork a demontre que cette fonction
verifie la condition (C^. II est cependant raisonnable de conjecturer
qu'elle n'est pas algebrique sur le corps E.

EXEMPLE 5. Un element algebrique qui verifie une condition (C2)
mais qui n'est pas algebrique sur le corps E.

Considerons la fonction:

f(x) = £ *Λ
H = 0

On constate immediatement que φ ( / ) — / + * = 0, c'est-a-dire que:

La fonction / verifie done la condition (C2).

Supposons que cette fonction soit algebrique sur le corps E et notons:

P(X) = Xn + an_xX
n~l + -•-

son polynδme unitaire minimal.
En derivant par rapport a JC, on trouve:

fin/"-1 + a n _ x { n - I ) / " " 2 + • • • ) + a'n_J"-1 + • • • = 0 .
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Comme la fonction:
00

/' = Σ pw"'1

est un element analytique, on obtient ainsi un polynόme degre au plus
n - 1, a coefficients dans le corps is, dont la fonction / est racine. Ce ne
peut etre que le polynόme identiquement nul. En particulier on a nfr +
a/

n_ι = 0, c'est-a-dire nf + an_λ = cste, done / appartient au corps E. Or
ceci est impossible car la suite des coefficients de Taylor de la fonction /
est lacunaire, done n'est pas presque periodique (voir Proposition 5.1).
Done la fonction / n'est pas algebrique sur le corps E.

REMARQUE. Dans le cas oύ la fonction φh (/)/(/) est un element
analytique (en particulier si la fonction / verifie la condition (C^), on
montre facilement qu'il en est de meme de la fonction /'//. Si cette
derniere est superadmissible (c'est-a-dire prolongeable dans le
complementaire d'une reunion finie de disques de rayon strictement
inferieur a 1, par exemple si / '// appartient au corps k(x)), on montre
alors que la fonction / est algebrique sur le corps E (voir [4] introduction
et §4). Ceci ne s'applique pas a Γexemple 4, ni a Γexemple 7 ci-dessous!

EXEMPLE 6. Un element de Γanneau W qui verifie une condition (C2)
mais qui n'est pas un element algebrique parce que le corps k est " trop
gros".

Pour cet exemple, nous choisissons le corps k maximalement complet
et a valuation non discrete. Soit λ un element du corps k. Nous considerons
la fonction:

00 00 00

f(x) = Σ σ"(λ)χP"/(l - XP") = Σ Σ c

oo v(n)

= Σ Σ o"(\)χ"

oύ Γentier v(n) est defini par les conditions:

On constate aisement que la fonction / satisfait la relation / = φ(/)
+ λx/(l — x) c'est-a-dire:

λx(l - x')[φ(f) ~ φ2(/)] = σ(λ)x'(l -

Autrement dit la fonction / satisfait la condition (C2).
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D'apres le Corollaire 4.2, pour demontrer que la fonction / n'est pas
un element algebrique, il suffit de verifier que Γanneau w(/) n'est pas
separable. Or, les coefficients de Taylor de la fonction / etant de la forme
λ, λ + σ(λ),. . . , il est clair que w(/> = w[{ σ'(λ)}]. Nous sommes done
amenes a construire un element λ du corps k pour lequel ce dernier
anneau n'est pas separable.

Pour cela, nous commencons par construire, par recurrence, une suite
aι d'elements du corps k tels que:

«o = l> k - i l > k l > supy <z ( | σ ( α y ) - « y | , | ^ | ) .

Supposons les nombres α 0 , . . . , ai construits. Comme le corps k n'est
pas a valuation discrete, il existe un nombre β de k tel que:

k | >\β\ >supJ<i(\σ(aJ)-aJl\p\).

Par ailleurs, le coφs \ etant algebriquement clos, il existe un element
ω de Γanneau w tel que:

\ω'-ι-β/σ(β)\<l.

Un calcul elementaire montre alors que Γelement ai+1 = βω verifie la
condition:

k ( α / + i ) - α / + i | <|σ(i8)| = \β\ = \ai+ι\ < | α i |

ce qui permet de construire la suite αf .
Maintenant, le corps Tc etant algebriquement clos, il existe des ele-

ments ωi de Γanneau w tels que:

7=0

e'est-a-dire tels que:

Le coφs k etant maximalement complet, Γintersection des disques:

{ χ e f c ; | χ - ( l + aτωx+ ••• + a ^ ) \ <\ai+ι\)

(qui sont clairement emboites) contient un element λ du coφs k. En
faisant les calculs "modulo |«/+1 |", on touve alors:

σ(aj)-aj = p = (a-l)J(ωj)-1 = 0

ce qui donne:

(σ — l)'(ωj) = 0 pour j < i

(σ - l) ' (λ) s (σ - 1)'(1 + aλωτ + • - - +<*&) s αf.

e'est-a-dire |(σ — l)'(λ) | = lα^. Nous avons ainsi construit, dans Γanneau

w[{σ'(λ)}], une suite d'elements (σ — l)'(λ) dont les valeurs absolues
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sont decroissantes et ne tendent pas vers 0. L'anneau w[{σ'(λ)}] n'est
done pas separable.

EXEMPLE 7. Un element algebrique dont la derivee logarithmique est
un element analytique et qui ne verifie aucune condition (CJ.

Soit π une ratine (p — l)-ieme de -p. Pour simplifier les calculs,
nous supposerons que σ(ττ) = π. Nous posons:

g = Σ (h + \)x'h
Λ = 0

et nous considerons la fonction: / = e™8. La derivee logarithmique:

convergeant dans le disque |JC| < 1 est un element analytique du corps E.
Par ailleurs, la relation (facile a verifier):

et le Lemme 6.3 montrent que la fonction g est un element algebrique. La
fonction:

00

fp = e"pg= £ pngnττn/n\
H = 0

appartient done au corps eomplet F et la fonction / est algebrique sur
celui-ci. Par suite elle appartient au complete de la clόture algebrique du
corps E. Or on constate que la fonction / est analytique bornee dans le
disque D(0,1), e'est-a-dire qu'elle appartient aussi a l'anneau W. D'apres
notre definition, e'est done un element algebrique.

En vue de demontrer que la fonction / ne verifie aucune condition
(Cn), nous posons:

gι = e x p J ^ ΰ - x - / Σ *ph\ b, = j(f)/gif
L L J

et nous montrons par recurrence que la fonction bt est un element
analytique. Tout d'abord on a b0 = 1. Supposons done que bt est un
element analytique. On a:

= expττ(φ(g) - g) = expσ - £ xpk\,
\ A = 0 /

fι(i - l ) „ /(i + 1) . f
ft+i

= expw
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D'oύ on deduit:

Comme la fonction expπ(xp — x) est un element analytique, il en
sera de meme de bi+1.

Supposons maintenant que la fonction / verifie une condition (Cn). II
existe alors des elements analytiques αz, non tous nuls, tels que:

έ «y(/) = o.

Comme φι(f) = 6, g, /, on en deduit que les fonctions gt ne sont pas
lineairement independantes sur le coφs E. II existe done un entier m tel
que les fonctions go> >£m-i soient lineairement independantes et tel
que Γon ait:

m - l

Sm
1*0

oil les cέ sont des elements analytiques. En derivant cette relation, il vient:

m-l
Le =
5m

Or la fonction:

T,"—

cΛ

A = 0

est un element analytique. On doit done avoir:

Si Om

Comme les elements analytiques cι ne sont pas tous nuls, il existe un
indice i (0 < i < m) pour lequel la fonction gm/gj est egal a act e'est-a-
dire est un element analytique. Comme, modulo (m — i)2p2π, on a

oi

ι-3)f -

qui est une serie lacunaire, ceci n'est pas possible. La fonction / ne
satisfait done aucune condition (Cn).
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EXEMPLE 8. Formes modulaires.
Comme nous Γavons vu dans la remarque du Corollaire 8.3, pour

qu'une fonction / = Σanx
n soit un element algebrique, il faut que la suite

an soit /?-reconaissable. Ceci permet de demontrer que certaines fonctions
ne sont pas des elements algebriques. Par exemple, si P est un polynόme
de degre superieur ou egal a 2 tel que P(N) soit contenu dans N, alors la
fonction:

f(x) = £ JC P < " >

n'est pas un element algebrique d'apres le resultat de [15].
Suivant la meme idee, on demontre que la fonction:

η(x)= Σ x(3n2+n)/2= fl(l-x)m

n'est pas un element algebrique. II est toutefois interessant de noter que la
fonction η satisfait la condition:

P{η,φ(η),φ2(η)) = 0

oύ P est un polynόme de Q[.y0, yl9 y2] tel que: P(y, yp, yp ) soit iden-
tiquement nul (en particulier, le polynόme P ne satisfait pas les hypotheses
du Theoreme 6.6).

EXEMPLE 9. Diagonales de fractions rationnelles.
On definit sur Γanneau klxl9..., x J un operateur de "diagonalisa-

tion" en posant:

, ^ ί ' *;'] = Σ «„,...,„*"
et on appelle "diagonale de fraction rationnelle", toute fonction / qui est
de la forme Δ(P/g) oύ P (resp. Q) est un polynόme de Γanneau
k[xv ...,xr] (resp. Θk[xl9..., xr]) et oύ β(0,0,..., 0) = 1.

Lorsque le corps k est le corps C ,̂ nous avons demontre dans [3] que
les diagonales de fractions rationnelles sont des elements algebriques (les
fonctions algebriques sur le corps Q(JC) sont exactement les diagonales des
fractions rationnelles a deux variables). On peut aussi obtenir ce resultat
en partant d'une remarque de Deligne: la diagonalisation consiste a
integrer la forme differentielle:

jjdx1 - " dxjdx
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sur le "cycle evanescent" |x2 | = = |xΓ| = ε de la variete algebrique
Q(x) Φ 0, xx - xr = JC. Avec cette interpretation, les diagonales de
fractions rationnelles apparaissent comme des solutions d'une equation
differentielle de Gauss-Manin. II est classique de demontrer que cette
derniere a une structure de Frobenius Forte. II en resulte (Theoreme 7.2)
que les diagonales de fractions rationnelles sont des elements algebriques.

Par exemple, la fonction d'Apery:

/(*)« Σ
0<A:<«

= Δ[l/(1 - Xi)[(l - * 2 )(1 — ̂ 3)(1 "~ Ό O - ~ ^5) "" X l X2 X:3]]

(il n'y a evidemment pas unicite de la fraction rationnelle a plusieurs
variables qui apparait ici) est un element algebrique. Plusieurs auteurs (par
exemple Ira Gessel, Some Congruence for Apery Numbers, J. Number
Theory, 749 (1982)) ont donne des congruences qui concretisent dans ce
cas particulier le Corollaire 8.3.
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