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DERIVATIONS, ET HAUTES DERIVATIONS,
DANS CERTAINS CORPS GAUCHES
DE SERIES DE LAURENT

FraNcois DuMaAs ET ROBERT VIDAL

Let k be a field of characteristic zero, F = k((Y)) the local
field of Laurent series in a variable Y, and Oy the usual deriva-
tion of F. The purpose of this paper is the complete description
of k-derivations on the formal pseudo-differential operator skewfield
K = F((X, 8y)). An application of this result is given to study the
structure of higher derivations in skewfields of characteristic zero.

1. Présentation du probleme.

1.1. Anneaux de Cohen et hautes dérivations. Les anneaux de va-
luation discréte complets non commutatifs et les corps gauches lo-
caux (qui sont leurs corps de fractions) ont été intensément étudiés
au cours des derniernes années (cf. bibliographie). Un outil essentiel
pour cette étude est la notion de haute o-dérivation au sens de P. M.
Cohn (cf. [2]), d’un corps non nécessairement commutatif. Dans cet
article, comme en [1], [3], [4], [S], [6], [10], [11], [12], on s’intéresse
plus particulierement aux hautes dérivations, c’est-a-dire au cas ou
o est ’application identique. Rappelons-en la définition: une haute
dérivation d’un corps non nécessairement commutatif K est une suite
S = (dn)n>0 d’applications additives de K dans K, avec dp = idg,
telle que ’on ait, pour tous « et B dans K, et tout entier naturel »:
On(aB) = do(@)AG(B) + 61()AT(B) + - - + On()A}(B), ol la famille
(A")n>0;0<i<n d’applications additives de K dans K, dite famille des
itérés de S, est définie par les relations de récurrence Aj = J, et
A? = §A? ! + §1ATTE + AT + -+ 6,;ALT] pour 1 <i<n.

Si § = (dn)n>0 est une haute dérivation de K, on peut munir
I’ensemble des séries formelles en une indéterminée X , a coefficients
dans K, d’une structure d’anneau, pour I’addition usuelle terme a
terme, et pour le produit défini 4 partir de la relation de commu-
tation: Xa = do(@)X + d1(a)X? + -+ + Iy(@)X™+! + ... pour tout
a € K. L’anneau obtenu, noté K[[X, S]], est un anneau de Cohen au
sens de [11], c’est-a-dire un anneau de valuation discréte complet non
commutatif admettant un sous-corps de représentants de son corps
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résiduel. Réciproquement, tout anneau de Cohen est de ce type (cf.
[11] Théoreéme 1). Conformément a la définition donnée en [11], un
élément X' = ag+ o X + apX?+--- de 4 = K[[X, S]] (a; € K
pour tout i) est une uniformisante si et seulement si ag =0, a; #0
et a; appartient au centre Z de K. Pour toute uniformisante X’ de
A, il existe une haute dérivation S’ de K telle que 4 = K[[X’, S'1].
Réciproquement, deux hautes dérivations données S et S’ de K sont
dites équivalentes si elles définissent sur K le méme anneau de Cohen,
c’est-a-dire s’il existe dans ’anneau 4 = K[[X, S]] une uniformisante
X' telle que 4 = K[[X’, S']].

1.2.  Hautes dérivations d’un corps de caractéristique nulle. Soit K
un corps gauche, de centre Z ; il est bien connu (cf. [2], [10], [11],

. ) que, pour toute dérivation J de K, la suite (6"),>o des puis-
sances de composition de J est une haute dérivation de K. Le corps
des fractions de I’anneau de Cohen KI[[X, (6"),>0]] est alors sim-
plement un corps d’opérateurs pseudo-différentiels formels (cf. [7]).
Plus généralement, si K est de caractéristique nulle, on a indiqué
en [3], [5], [6] une méthode pour construire des hautes dérivations
dont chaque terme est un polynome différentiel formel suivant une
méme dérivation de K. Pour cela, a partir d’une dérivation J de
K et d’'une suite a = (a,),>1 d’éléments de Z, on définit (par des
relations de récurrence complexes, figurant en [5] ou [6]) une famille
(bn,j)n>1;1<j<n d’éléments de Z, et 'on pose dp = idg et, pour
tout entier n > 1, 8, = b, 10 + by 202+ -+ by n0" (Op est “sans
terme constant”, de degré inférieur ou égal 2 n, et, lorsque J n’est
pas intérieure, le coefficient du terme & de degré 1 est b, | = an).
La suite S = (d,)n>0 ainsi obtenue est une haute dérivation de K,
dite monogene déterminée par d et a. On trouvera en [3] la forme
explicite des premiers termes de S, et en [6] tous les détails de la
construction, que I’on ne peut reprendre ici. A noter cependant que
siag=1¢€t a, =0 pour tout n > 2, S n’est autre que I’exemple
(0")n>0 €voqué plus haut.

L’importance des hautes dérivations monogeénes est mise en évi-
dence par le théoréme suivant, publié en [3] et démontré en [6]: si
K est un corps commutatif de caractéristique nulle, alors toute haute
dérivation de K est monogene. Lorsque K n’est pas commutatif, il
existe des hautes dérivations de K qui ne sont pas monogeénes (cf. [5]
et [6]) et 'on reformule le probleme sous la forme plus générale sui-
vante: toute haute dérivation d’un corps gauche de caractéristique nulle
est-elle équivalente a une haute dérivation monogene? Si tel était le cas,
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les hautes dérivations monogenes suffiraient a décrire tous les anneaux
de Cohen K[[X, S]] que 'on peut construire sur K, et I’on pourrait
envisager de classer toutes les hautes dérivations de K par un critére
d’équivalence analogue au Théoréme 1 de [4]. Rappelons les éléments
de réponse au probleme ci-dessus actuellement connus; pour cela, con-
venons d’appeler Z-haute dérivation de K toute haute dérivation
(On)n>0 de K telle que dp(a) = 0 pour tout a € Z et tout n > 1.
Désignons par Der zK le Z-espace vectoriel des Z-dérivations de K,
par Int K le sous-espace des dérivations intérieures de K, et par &g
la dimension (finie ou infinie) sur Z du quotient Der zK/IntK. On
vérifie aisément que &g n’est autre que la dimension sur Z du pre-
mier module de cohomologie de Hochschild H'(K, K) de K (con-
sidéré comme Z-algebre) a coefficients dans K (considéré comme
K-bimodule). Les principaux résultats de [5], démontrés en [6], sont
alors: toute haute dérivation de K qui n’est pas une Z-haute dérivation
est équivalente a une haute dérivation monogéne, de sorte qu’il suffit
maintenant d’étudier les Z-hautes dérivations de K, pour lesquelles
on a: si ex < 1, toute Z-haute dérivation de K, et donc toute haute
dérivation de K, est équivalente a une haute dérivation monogene.
Pour e¢x > 2, on ne sait pas, pour I'instant, résoudre le probléme
en toute généralité. La principale difficulté réside dans le fait qu’il
semble alors nécessaire de connaitre explicitement la structure des Z-
dérivations de K (question dont la résolution est rarement immédiate)
avant d’envisager ’étude des Z-hautes dérivations. Il est cependant
des exemples de corps pour lesquels on peut donner une réponse:

1.3. Le résultat principal. L’object de I’étude qui suit est de constr-
uire un corps non commutatif K de caractéristique nulle, de centre Z ,
dont on sait décrire toutes les Z-dérivations, tel que ex = 2, et dans
lequel toute haute dérivation est équivalente a une haute dérivation
monogene.

I1. Construction du corps K. Soit £ un corps commutatif de ca-
ractéristique nulle, et F un corps local commutatif de corps résiduel
k . D’apres le théoréme de Cohen, pour tout choix d’une uniformisante
Y de F, F s’identifie au corps de séries de Laurent k((Y)). Con-
sidérons dans F la dérivation 9y par rapport a la variable Y, et
construisons le corps d’opérateurs pseudo-différentiels formels K =
F((X, dy)) =k((Y))((X, dy)). Le produit non commutatif dans K
est défini a partir de la relation de commutation: Xt =Y. 04(¢)X"+!
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pour tout ¢ € F, que I'on peut écrire: Xt —tX =[Y ;5,04 (1)X']X =
X0y(t)X , ou encore: tX~!— X~!t = 0y(t) pour tout ¢ € F. En pro-
longeant la dérivation 8y a K par: 9y(},tnX") = X, Ov(tn) X",
[ou t, € F pour tout n > —oo], on étend aisément la relation ci-
dessus en:

*) tX"'— X't =0y(t) pourtoutzeKk.

En particulier: YX~! — X-1Y = 1; il en résulte par récurrence que,
pour tout entier relatif n, YX " — XY = nX "1 =9, ..(X"), et
finalement:

(**) Yt—1tY =0y-1(t) pourtouttek.

On déduit sans difficulté des relations (*) et (**), ou encore du corol-
laire du Théoreme 2 de [4], que le centre Z de K est le corps k.
L’étude des Z-dérivations de K repose donc sur la détermination
des k-dérivations de K.

II1. Structure des Z-dérivations de K.

3.1. Construction de dérivations non intérieures de K . Notons |- |
la valeur absolue sur K définie par la valuation discréte oy de K
et, pour tout opérateur u de K, Q-linéaire et lipschitzien, |u| =
Sup;ek ;120 |u(2)]/]t] 1a norme ultramétrique associée. On désigne par
sy (respectivement sy) I’automorphisme intérieur de K déterminé
par X (respectivement Y), vérifiant donc sy(f) = XtX~! (respec-
tivement sy(f) = YtY~!) pour tout ¢+ € K. On peut remarquer
aisément que, pour tout ¢ non nul de K, on a ox(sx(¢) —t) > ox(?)
et ox(sy(f) —t) > ox(t), dou |lsy —idg || <1 et ||sy —idg | < 1. En
utilisant la Proposition 2 de [12], on construit alors deux dérivations:

(3.1.1) dx =Y [(-1)""/n](sx —idk)" = Log(sx)
n>1

et

(3.1.2) dy =Y [(-1)""!/n](sy — idg)" = Log(sy).
n>1

I1 est clair que:

(3.1.3) dx et dy sont des k-dérivations de K, et
(3.1.4) dx(X)=dy(Y)=0.

Il résulte de la relation (*) du paragraphe II que, pour tout ¢ € K,
(sy —idg)(t) = XtX ! =t = X(0y() + X~ 1) =t = X0y(¢). En
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particulier: (sy — idg)(Y) = X et (sy —idg)"(Y) = 0 pour tout
n > 2; dou, avec (3.1.1):

(3.1.5) dx(Y)=X.
On montre de méme, avec (**):
(3.1.6) dy(X~"H=v"1.

Si dy était intérieure, il existerait ¢t € K tel que dy = ad;. On
aurait en particulier, avec (3.1.4), (3.1.5), (*) et (**): 0 =dy(X 1) =
XU —tX1=-0y(t) et X =dy(Y)=Yt—1tY = 9y-(t) dou
t€ k((X)) et 9y-1(f) = X, ce qui est impossible; donc:

(3.1.7) la k-dérivation dy de K n’est pas intérieure.
On établit de la méme facon:
(3.1.8) la k-dérivation dy de K n’est pas intérieure.

Il est clair enfin que dy et dy sont linéairement indépendantes sur
k , et ’on peut alors décrire toutes les k-dérivations de K :

3.2. THEOREME. Pour toute k-dérivation d de K, il existe un
unique couple (a, b) d’éléments de k, et un élément e de K, déter-
miné a un élément de k pres, tels que: d =a-dy+b-dy +ad,. Il en
résulte que €, = 2.

Preuve. Soit d une k-dérivation quelconque de K. Désignons
par a € k((Y)) le coefficient de X dans le développement de d(Y)
dans K suivant les puissances de X . L’élément d(Y) —aX est alors
intégrable par rapport 4 X!, et il existe donc un élément f de K,
déterminé a un élément de k((Y)) pres, tel que:

(3.2.1) d(Y) =aX +8,-(f).

Par ailleurs, appliquons d alarelation YX~! — X~1Y =1 définisant
le produit dans K; il vient: 4(Y)X~! — X~ 14(Y) + Yd(X~!) -
d(X~1)Y =0, soit, avec (*) et (**):

(3.2.2) Oy[d(Y)]+dy-1[d(X 1] =0.

Reprenant (3.2.1), on obtient: 8, -1[d(X~')] = —0y(a)X — 8y y-:(f)
= —0y(@)X — 8,10y (f), d'ot By(a) =0 et Dy [d(X~")+ 0y (/)] =
0, etdonc a € k et d(X~1)+0y(f) € k((Y)). Posons b € k le
coefficient de Y~! dans le développement de d(X~!) + dy(f) dans
k((Y)), de sorte qu’il existe g € k((Y)), déterminé a un élément de k
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pres, tel que d(X~ 1) +dy(f) = bY ! +0y(g), Cest-a-dire d(X~!) =
bY~! —dy(f — g). En résumé, et en rappelant (3.2.1), on a montré
qu’il existait, pour toute k-dérivation d de K, un unique couple
(a, b) d’éléments de k et un élémént e = f — g de K, déterminé a
un élément de k pres , tels que d(Y) = aX + 0y-1(e) et d(X7!) =
bY ! —dy(e). On en déduit, avec (3.1.4), (3.1.5), (3.1.6), (*) et (**),
que les k-dérivations d et a-dy +b-dy + ad, coincident en Y et
en X~! et sont donc égales sur K . Il résulte alors de (3.1.7), (3.1.8)
et de la k-linéaire indépendance de dy et dy, puisque Z = k, que
Ex = 2.

IV. Structure des hautes dérivations de K .

4.1. THEOREME. Soit K le corps gauche construit et étudié aux
paragraphes précédents. Toute Z-haute dérivation de K , et donc toute
haute dérivation de K, est équivalente a une haute dérivation mono-
gene.

La démonstration, proposée plus loin en 4.5, repose sur deux
lemmes. Le premier est un résultat technique sur certains change-
ments d’uniformisantes.

4.2. LEMME. Soit S = (0n)n>0 une haute dérivation de K. On
désigne par A ['anneau de Cohen KI[[V , S]], en l'indéterminée V .
On note (V) lidéal maximal de A. Soient V' et V" deux uni-
formisantes de A, de hautes dérivations associées respectives S' =
(68)ns0 €t S" = (8!)n>0; on a les deux assertions suivantes:

(i) s'il existe un entier m > 1 tel que V' — V" € (V)™*1, alors
0, = 0, pour tout entier naturel n < m — 1.

(i) s’il existe un entier m > 1 et un élément u de K tels que
V'=V +uV™+l alors 8! = 6, pour tout entier naturel n < m—1 et
6, =0m—ad,.

Preuve. Soit T = V' — V" € (V)™+1. Pour tout a € K, on a d’une
part V'a =3, 5,0, (c)V""*!, et d’autre part

Via=(V'-=T)a=Y o)V - Ta.
n>0
Or, pour tout n >0,
V/rH—l — (VII + T)n+1 — V/In+l + Tn
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ou T, € (V). Comme Ta € (V)™+!, on peut donc écrire V"a =
Y0 0n(@)V™*+l + U, avec U € (V)™*!. En identifiant les deux
développements suivant les puissances de V", on obtient J7 = J},
pour tout n < m — 1, ce qui établit la premiére assertion. Choi-
sissons maintenant V" =V et V' = V + uV™! ou u € K, de
sorte que, pour n > 1, V7l = (V 4 ypymthntl — prtl L T,
avec T, € (V)"t2. De plus Ta = uV™tla = yaV™t! + T’ avec
T' € (V)™*2. On peut alors reprendre le développement de V"a
sous la forme dy(a)(V + uV™t) + 3 o, 05 ()V"H —uaVm+l + U
ou U € (V)™+2, En rappelant que 6} = idg , le coefficient du terme
ym+l du développement est au + J,,(a) — ua, d’ou le résultat. A
noter que cette démonstration reste valable si ’on remplace K par un
corps gauche quelconque.

En vue du second lemme, rappelons les éléments suivants:

4.3. DEFINITION ET NOTATION. Soit S = (d,),>0 une haute dériva-
tion de K, distincte de (idx, 0,0,...,0,...). On appelle ordre
de S l’entier p > 1 tel que 6; = 0 pour 0 < i < p et J, # 0.
L’application &, est alors une dérivation de K. Par ailleurs, pour
toute dérivation 6 de K et toute suite a = (an),>1 d’éléments du
centre Z de K, on note HD(J, a) la haute dérivation monogene
déterminée par 0 et a. Si J # 0, 'ordre de HD(J, a) est celui de
la suite a.

4.4. LEMME. Considérons le corps K = k((Y))((X, dy)) construit
et étudié aux paragraphes précédents. Soient T = (dp)n>0 et T’ =
(dy)n>0 deux k-hautes dérivations de K , de méme ordre p . Supposons
qu’il existe un entier n > p + 1 tel que d; = d! pour tout i <n -1,
et que la k-dérivation d, soit de la forme d, = o -dx + p - dy (avec
a€k et Bek). Alors il existe un élément ¢ de k et un élément e
de K tels que d, —d;, =c-dp + ad, .

Preuve. Avec les notations et hypothéses du lemme, on note D{
(respectivement D:.J) le terme général de la famille des itérés de T
(respectivement 77). Soient x et y deux élément quelconques de
K . Par définition d’une haute dérivation, on a:

n+p
(4.4.1) dnip(xy) = di(x)DI*P(y).

i=0
Mais T est d’ordre p, dou d; =0 si 1 <i < p—1; alaide des
relations de récurrence définissant les applications D/, on vérifie aussi
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que D!"? =0 si 1<n+p—-i<p-1,cestadiresi n+1<i<
n+p— 1. La relation (4.4.1) s’écrit:

(4.4.2) Anip(Xy) = X dnip(y) + Z di(x) D! (y) + dpip(x)y .
i=p

De méme:

n
(44.3)  dy,(xp) =xdy,(0) + ) di()DT (W) +dpyp(X)
i=p

Ordi=d/ sii<n-1,etdonc D}P =D si i>p+1;la
différence membre & membre de (4.4.2) et (4.4.3) conduit alors a:
(4.4.4) (dnyp — d;1+p)(xy)
= X(dnsp — d;1+p)(y) + (dnp — dt’1+p)(-x)y

+dp(x)(Dy*P = D P)(y) + (dn — dp) Dy (v) -
Un calcul annexe permet d’établir Dj*? = (n+1)d, et Dy’ —D)"*? =
(p +1)(d, —d)). Posons enfin d =d, —d; . (4.4.4) devient:
(4.4.5)  (dnip — dpyp)(xy)

= X(dnip — d;z+p)(J’) + (dnyp — d;;-;-p)(x)y

+ @+ Ddp(x)d(y) + (n+1)d(x)dp(y).

Par ailleurs,

n n—1
dn(xy) = di(x)D}(y) = xdn(y) + Y, di(X)D}(y) + dn(x)y
=0 i=p
et 1
dy(xy) = xdy(y) + Y di(x)D}"(y) +dj(x)y .
i=p

Comme, pour p < i < n, d; = dj et D! = D", on obtient:
(dn—dy)(xy) = x(dn—d})(¥)+(dn—~d})(x)y , de sorte que d = dy—d,,
est une dérivation de K (et méme une k-dérivation puisque 7" et 7"
sont des k-hautes dérivations). Il existe donc, d’apres le Théoreme 3.2
ci-dessus, ack, bek et ec K telsque d=a-dy+b-dy + ad,,
d’ou, avec (3.1.5), (3.1.6), (*) et (**): d(Y) = aX + 0y-1(e) et
d(X~') = bY"! - 0y(e). De méme, d, = a-dx + f - dy par hy-
pothese, d’out dp(Y) = aX et d,(X~') = BY~!. Des lors, si ’on ap-
plique dyn,p —d;,, aux deux membres de I'égalité YX ' - X~1Y =1
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définissant le produit dans K, on obtient, grace a (4.4.5):

Y(dnsp — dpip) (X1 + (dnap — dpy ) (V)X
+(p+1)abXY ! —(p+1)aXdy(e)+ (n+ 1)apXY !
+(n+1)Boy-1(e)Y ! = X Ndnyp — dy, ,)(Y)

— (dnip — d;z+p)(X_1)Y —(p+1)pay~'x
—(@+1)BY'94-1(e) — (n+ 1)baY !X
+(n+ 1ady(e)X =0,

qui devient, avec (*) et (**):

By-1[(dnip — dpip)(X 1))
+ 0y[(dn+p — dpyp)(Y) + (n + 1)aeX — (p + 1)aXe]
= —(p+DabXY '~ (n+1)apXY ™' - (n+1)p3y-1(e)Y !
+(@+DBaY ' X+ (p+1)BY10,-1(e) + (n+ 1)baY ' X .

Le coefficient de X dans le développement suivant les puissances
de X dans K du second membre est: (n + 1)(ba — aB)Y ! -
(p + 1)(ab — Ba)Y~!. Dans le premier membre, ce coefficient est
nul dans le premier terme, et de la forme 9y(¢) dans le second
terme [avec ¢ € k((Y))]. En identifiant, on en déduit que: dy(t) =
(n — p)(ba — aB)Y "1, et donc, puisque n —p > 0, ba = af. Si
a =0, alors, comme d, #0, f# #0 et a=0; on pose c =b/f. Si
B=0,b=0cectlonprend c=a/a. Sia#0et B#0, c=
a/a =b/p . Dans les trois cas, on a d = c-d, +ad, , ce qui acheve la
démonstration du lemme.

4.5. Démonstration du Théoreme 4.1. Puisque le centre Z de K
est k, il suffit de montrer le théoreme pour les k-hautes dérivations.
Soit S = (dn)n>0 une telle k-haute dérivation. Si

S =(dg,0,0,...,0,...),

S est monogene, déterminée par la dérivation nulle et une suite a
quelconque d’éléments de k. Sinon, soit p I’ordre de S. La dériva-
tion J, est une k-dérivation de K ; en appliquant le Théoréme 3.2, il
existe a €k, fek et ecK telsque op =a-dx + B -dy +ad,.
D’apres le Lemme 4.2(ii), S est équivalente a2 une haute dérivation
S1 = (01,n)n>0 d’ordre p telle que é;,, = a-dy +f-dy. Ona
montré en [6] que, dans un corps gauche quelconque de caractéristique
nulle, toute haute dérivation équivalente a une Z-haute dérivation est
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elle-méme une Z-haute dérivation. Donc ici, S; est une k-haute
dérivation de K. Appelons J la k-dérivation a-dyx + f -dy.

Soit a; = (a;,;)i>1 la suite d’éléments de k définie par a; , = 1
et a;,; =0 si i#p. Posons Ty = HD(, a;) = (di,n)n>0- On a
dy ;i =9, ,; pour tout i < p. Appliquons le Lemme 4.4 avec T =S,
T'"=T et n=p+1. Nexiste byy; € k et e, € K tels que
O1,p+1 =di pr1+bp410 -l-aaﬂ?p+Z . La dérivation ¢ n’étant pas intérieure,
le coefficient de J dans d; ,.1 est a; pi1 = 0, et donc le coefficient
de J dans le polynome différentiel formel dy pi1 + b,410 est bpyg.

Soient alors, dans ’anneau de Cohen 4 = K[[X;, S1]], "'uniformi-
sante X; = X, + ep+2X{’+2, et S2 = (02,n)n>0 la k-haute dérivation

associée. D’apres le Lemme 4.2(ii), J, ; = d;,; pour i < p, et
02,p+1 = di,py1 + bpr16. On désigne par a; = (az,;);>1 la suite
d’éléments de k définie par ay , = 1, a3 py1 = bpy1 €t ay; =0

sinon. Soit T, = HD(J, a2) = (d2,n)n>0. Comme a; ; = a, ; pour
tout j < p, et comme a; pi; = 0 alors que @y 41 = bpyq, 0n a
dy,j=d, j pourtout j<p,et dy pr1 =di pi1+bpi1d. Il en résulte
que &, ; =d, ; pourtout i < p+ 1. Appliquons alors le Lemme 4.4
avec T =8, T"=T, et n=p+2. llexiste b,y €k et ¢p13€K
tels que dy 12 =da pi2 + bpi2d + aak;p+3 .

Soient alors dans 4 l'uniformisante X3 = X, + ep+3X§+3 et S3=
(03,2)n>0 la k-haute dérivation associée. D’aprés le Lemme 4.2(ii),
53,,' = 52,,' pour tout < p+1, et 53’p+2 = d3,p+2 + bp+25. Le
coefficient de 6 dans d, ;. est a; ,42 =0, donc le coefficient de &
dans le polynome différentiel formel d3 ,.» est b,.>. On désigne par
asz = (as,;)i>1 lasuite d’éléments de k définie par a3 , =1, a3 p41 =
bp+1, as pi2 = bp+2, et a3 ; = 0 sinon. Soit T3 = HD(J, a3) =
(d3,n)n>0. Comme a, ; = a3 ; pour tout j < p+ 1, et comme
az,p+2 =0 alorsque a3, =bpip,0na ds j=d, j pour j<p+1,
et d3 pi2 = da pi2+ bpi2d . 1l en résulte que d3 ; = d ; pour tout
i <p+2. On applique ensuite le Lemme 4.4 avec 7 =83, T/ = T3
et n=p+3.

En réitérant, on construit ainsi par récurrence:

- une suite b = (;);>; d’éléments de k, d’ordre p, avec b, =1;

- une suite (X,)n>1 d’uniformisantes de A4, définie a partir d’une
suite (¢;);>p4+2 d’éléments de K par la relation:

(4.5.1) Xn = Xp_1 + €p4nX?7] pour tout n > 2,

telles que, si ’on appelle, pour tout » > 1:
- Sp = (0n,1)i>0 la k-haute dérivation associée a X, , et



DERIVATIONS ET HAUTES DERIVATIONS 287

- T, = (du,i)i>0 la k-haute dérivation HD(J, a,) ou a, =
(an,,-),-zo vérifie:

(4.5.2) {Z::gt siﬁns,kpm’

alors

(4.5.3) On,i=dp,; pourtouti<p+n.

Posons T = HD(d, b) = (d;)i>0 . Il résulte de (4.5.2) que:
(4.5.4) di=d,,; pourtout n>1 ettouti<p+n.

Par ailleurs, notons, pour tout n > 1, X, = Y ;5 Xn,iX] (Xn,; €
K; x, 1 =1). L’égalité (4.5.1) se traduit par:

(4.5.5) Xn,i=Xp—1,; pourtout n>2ettout i<p+n.

Construisons une suite (X,),>; d’éléments de K en posant: X; =1,
Xy =X3=---=Xp =0 (cecilorsque p > 1), et X,;; = X; p4; pour
tout i > 1; d’ou ’on déduit, avec (4.5.5):

(4.5.6) X;=X,,; pourtoutn>lettouti<p+n.

L'uniformisante X = Y, X;X; de 4 est la limite de la suite de
Cauchy (X,),>1,etl’on désigne par S = (3,,),,20 la k-haute dérivation
associée, qui est, par construction, équivalente a S. Appliquons le
Lemme 4.2(i) avec m =p +n > 2; (4.5.6) conduit a: 6; = J,,; pour
tout n > 1 ettout i < p+n—1, ou encore, avec (4.5.3) et (4.5.4):
0;=d; pourtout n>1 ettout i <p+n—1.Onconclutque S=T7,
et donc que S est équivalente a la k-haute dérivation monogene 7T,
ce qui achéve la démonstration.
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