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was wiederum geniigen wird, die allgemeinen Formeln deut-
lich hervortreten zu lassen. Diese Hiilfsformeln fithren dann
von selbst zur Betrachtung der invarianten (Apolaritits-) Eigen-
schaften der bindren Formen vierten und sechsten Grades.

Abschnitt II.
Die bindre biquadratische Form und ihre Apolaritiits-
verhiltnisse auf den Normcurven zweiter, dritter und
vierter Ordnung.

§. 17
Der Normkegelschuitt.
45. Nach Reye 39 heissen zwei Kegelschnitte (1)

2
a=3¥a, z xk_aooxo—i——auar —|—a22x —+—2am 2T A=
uizZEaikuiuk_vexoouoﬁ—cx u o, u, +2a o %y
(zu einander) apolar, wenn ihre bilineare Invariante ver-
schwindet d. h. wenn

@) (a@)’ = ZZa, o, = a,, &y, + @, %+ G, %,

—+ 2a,, o, + 2a,, %, + 2a,, =0,

und zur genaueren Unterscheidung fuhrt er weiter die Be-

nennung ein:

sDer (Ordnungs-)Kegelschnitt ai = 0 stiitzt
(trigt)indiesem Falle den (Klassen-) Kegelschnitt
2 =0: umgekehrt stiitzt sich dann (ruht) der
letztere auf den (dem) ersteren.®

Dann giebt es bekanntlich, wie zuerst Hesse 3! gefunden,
ein und damit (einfach) unendlich viele Polardreiecke von
a. =0, die ) = O wm-, und (dualistisch) zugleich unend-

lich viele Polardreiecke von w. = 0, die ai = 0 einbe-

schrieben sind.
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Machen wir (durch Coordinatentransformation) den Klassen-
kegelschnitt ui = 0 zum Normkegelschnitt N , (8§ 12)
(3) uyu, — uf =0,
so geht die Bedingung (2) in die einfachere iiber:
4) Qoo = Oy,
Desgleichen ergiebt sich in dem entsprechenden Falle, dass der
Ordnungskegelschnitt “i = 0 zum Normkegelschnitt N, (cf.
ebenda) .
®) 4z, z, — zvf =0
gewiihlt wird, die Bedingung (2) in der Form
(6) 4oy, = a,,.
Wir fassen dies in dem Satze zusammen :
psUnter der Bedingung a, = a,, trigt der Ord-
nungskegelschnitt ar: =0den Normkegelschnitt

N, und unter der Bedingung 4e&, = «, ruht der

Klassenkegelschnittu;, =0 auf dem Normkegel-
schnitt N,.“

In der Regel machen wir nur vom ersten Theile dieses
Satzes Gebrauch.

46. Sehen wir jetzt, wie sich die Bedingung fiir ein in
Bezug auf den Kegelschnitt ai = O conjugirtes Punktepaar
modificirt, falls derselbe die Forderung erfillt,
den Normkegelschnitt Nyzutragen.

Irgend ein in Bezug auf a = 0 conjugirtes Punktepaar
(%) (y) ist dargestellt durch
(1) a v =z, (@ ¥y + 4 ¥ + a0 ¥) + 2, (3, 9,
Tty Yy g Yy) B (B Yy F G Yy Gy ) =0

Mit Anwendung des letzten Satzes und unter dement-
sprechender Einfithrung der Bezeichnungen :

(B) agy = @y @y = Ay gy = Gy = Uy By = Gy By =
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(sodass allgemein o, = a,__ wird)

gewinnt die Bedingung (3) die iibersichtlichere Form:

) a a =2, (4,9, +a, y,+ 0 y) +2 (4.9, + 9,
Mit Riicksicht auf den Fundamentalsatz des §. 12 setzen wir:

z, x Y, Y,
(10) 5:= of, é:o&—i—ﬁ;y—oz'ﬁ, ?_/;:-y-m
wo a, B resp.y, o die Argumente der vom Punkte z resp. y
an N, gehenden Tangenten seien. Wir bezeichnen daher die
Punkte auch durch (o) resp. (y, 9).

Fithren wir endlich noch die homogenen symmetrischen
Funktionen s, (¢ = 0, ... 4) der vier Werthe a, §, v, 3 ein,

so dass
Sl 82
(11) 8—:05—{—(34—7—}-8, §=a§3+ocy...,
0 0
3 Sy
;=aﬁy+a{35+...,§-=aﬁy8
0 0

so nimmt die Gleichung (7) (cf. Nr. 21) unter der festgesetaten
Apolarititsbedingung die endgiltige Geestalt an:

(12) a a0, =a =ays,+a, s, +a,s, + a;s,+ a,s,=0
was wir durch den Satz hervorheben wollen:

»Lrigt der Kegelschnitt ai = 0 den Norm-
kegelschnitt Ny, so istirgendeinin Bezugautden
ersteren conjugirtes Punctepaar (¢, f8) (v, 8) durch
die Gleichung (12) dargestellt* und umgekehrt
»Ist die Gleichung (12) durch ein Werthsystem
a, B, v, ® befx'iedigt, so sind (a, B) (v, 0); (& 7) (B, );
(¢, ) (B, y) drei solche conjugirte Punktepaare
oder kiirzer: ,die Gleichung (12) stellt die (drei-
fach) unendliche Schaar von N, umschriebenen
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Polvierseiten des zu N apolaren Kegelschnitts
ai = 0dar.*
47, Dieser letzte Satz moge zunichst durch einige Zu-

sitze des N#heren illustrirt werden. KEr steht nemlich in
engster Beziehung zu dem Hesse’schen Satze 32):

»4u zwei in Bezug auf irgend einen Kegel-
schnitt conjugirten Punktepaaren gehort stets
ein drittes, das mit jenen die Gegenecken eines
vollstindigen Vierseits bildet.*

Man wird auf die Existenz eines derartigen Satzes und
dhnlicher durch eine ﬁberlegung getiihrt, die uns noch 6fters
von Nutzen sein wird. i

Bezeichnet, wie oben, a _a =0 die Bedingung fiir ein
in Bezug auf irgend einen Kegelschnitt a,i = 0 conjugirtes
Punktepaar, so wird durch zwei solche beliebig angenommene
Paare mindestens noch ein weiteres bestimmt, wenn eine
Relation von der Form

(13)Laa—|—kaa+' =0

*3 Y3
statt hat, wo die & Constante und (z, y,) (%, ¥,) dle beiden
gegebenen Paare sind, und zwar muss dieselbe, wenn ein
drittes Punktepaar durch die beiden ersten allein, unabhingig
von dem gewiihlten Kegelschnitt, bestimmt sein soll, in Bezug
auf die ¢, identisch erfillt sein.

In der That verschwindet ja das dritte Glied der Relation
(13), sobald dies die beiden ersten thun, und zur Bestimmung
der 6 Unbekannten (der Coordinaten der Punkte (z,) (y,) nebst
den Verhiltnissen der %) sind die erforderlichen sechs Gleich-
ungen vorhanden. :

Zu dem Satze selbst und seinem Beweise gelangt man
sogleich durch Einfithrung des Apolarititsbegriffes mit Be-
niitzung der einfachen Entwicklungen der beiden vorigen
‘Nummern, -
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Denn die beiden beliebig angenommenen Punktepaare be-
stimmen ein Vierseit, dem man eine Schaar von Klassenkegel-
schnitten einbeschreiben kann. Unter ihnen befindet sich
immer einer und nur einer, der gemiss der Bedingung (2)
auf irgend einem beliebig, aber fest angenommenen (Ord-
nungs-) Kegelschnitte ruht, worans, wenn man diesen Klassen-
kegelschnitt zum Normkegelschnitt N, macht, der letzte Satz
der vorigen Nummer und damit der Hesse’sche Satz folgt,
da ja die Lage des letzteren Kegelschnitts vou der des Vierseits
ganz unabhingig ist.

Umgekehrt fithrt aber wieder der (auf irgend eine andere
Art jetzt als bewiesen anzunehmende) Hesse’sche Satz auf den
letzten Satz der vorigen Nummer.

Denn sollen schon durch ein irgendwie gegebenes con-
jugirtes Punktepaar weitere bestimmt sein, sodass sich die
Identitit (13) auf die Form

(14) a, a. + k a, a =0
reducirt, so muss zwischen den Coefficienten a_ irgend eine
lineare Relation herrschen. Denn nur dann reduciren sich die
sechs in dieser Identitiit enthaltenen Gleichungen auf fiinf, die
erforderlich sind, um die fiinf jetzt vorhandenen Unbekannten
(die Coordinaten der Punkte (z,) (y,) nebst k) zu berechnen.

Eine solche lineare Relation (2) sagt aber aus, dass der
Kegelschnitt ai =0 zu einem andern u, = 0 apolar ist, wo-
raus, wenn man den letzteren zum Normkegelschnitt N, macht,
der gewiinschte Satz folgt.

48. An den Satz der Nummer 46 kniipft sich nun eine
ganze Reihe von Beziehungen, die in einzelnen Sitzen fest-
gelegt werden sollen.

Zuniichst spricht er sich, da der Normkegelschwitt N,
abgesehen von der ihm auferlegten Apolarititsbedingung ganz
beliebig ist, auch so aus:
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) ,Wenn ein Kegelschnitt f einen andern
¢ trigt, so giebt es (dreifach) unendlich viele
dem letzteren umschriebene Polvierseite des
ersteren (und reciprok (dreifach)unendlich viele
dem ersteren einbeschriebene Polvierecke des
letzteren).“

B) ,Unter diesen Vierseiten (Vierecken) giebt
es speciell eine (einfach) unendliche Schaar von
solchen, fiir die eine Seite (Ecke) unbestimmt
wird. Dies sind (ef. No. 45, 50) die Hesse’schen
Poldreiseite (Poldreiecke).“

Y) oIlst irgend ein Punktepaar (», y)conjugirt
in Bezug auf den Kegelschnitt  *), so sind es
auch die beiden andern Paare (z y,) (v, y,) die
mit dem ersten diedrei PaareGegenecken eines
Tangentenvierseits des Kegelschnitts ¢ bilden.“

Setzt man in der Gleichung des Kegelsbhnitts 1) ai =0
mit Beniitzung der Bezeichnungen (8) (10) @ = = A, so ge-
langt man zur Gleichung fiur die Schnittpunkte desselben mit
dem Normkegelschnitt (IV, = N,) (d. h. genauer zur Gleichung
der Argumente derselben auf N,):

(15) a:Eax =a,+4a, A+ 6a, X4 a3l3+ a, A=0

Dies geht aus

(12) a, =0
durch Gleichsetzen aller vier Argumente «, 3,7, 8: = A hervor.

Dann ist aber nach Fritherem jedes der Gleichung (12)

geniigende Quadrupel (s;) zum Quadrupel (15) apolar und um-

gekehrt stellt (12) alle zu (1) apolaren Quadrupel dar. Man
hat daher:

#) Von jetzt ab moge, falls es nicht besonders wiinschenswerth er-
scheint,- die dualistische Hilfte der Sitze unterdriickt werden,
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%) ,Die den ¢ umschriebenen Polvierseiten
von f (auf ¢) zugehdrigen (Argumenten-) Qua-
drupel sind sammtlich apolar zum Schnittpunkt-
quadrupel beider Kegelschnitte (d. h. zum Qua-
drupel ihrer Argumente auf¢). Umgekehrt sind
allezudemletzteren Quadrupel apolarendie (Ar-
gumenten-) Quadrupel jener Tangentenvierseite
von ¢“ oder mit der frither eingefithrten (Rosanes’-
schen) Bezeichnung:

ysDie zum Schnittpunktquadrupel (fp) (auf ¢
betrachtet) conjugirte Gruppe bildet (vermoge
der ihr zugehdrigen Ta‘ngenten von ¢) die
simmtlichen ¢ umschriebenen Polvierseite von f%,

Um auszudriicken, dass auch umgekehrt die Gleichung
(12) durch (15) eindeutig bestimmt ist, sprechen wir den ein-
fachen, aber ofters als Hilfssatz dienenden Satz aus:

e) ,Unterdem Kegelschnittbiischel, das seine
Grundpunkte (1) auf ¢ liegen hat, befindet
sich ein und nur ein Kegelschnitt, der ¢ trigt.
Von diesem gelten dann die Sdtze (a)(B)(Y)(@)%.

Die Form (15) kann auch nach Nr. 26 ersetzt werden durch
die ganze ihr coujugirte Gruppe, die von der Form ist -

(16) %, ,(X) + %, (X)) + %, 9, (M) +=%, 9, (N =0

Diese ist sehr leicht vermoge der Wurzeln von (15) darzu-

stellen.
Denn da, wenn (A—A)) ein Faktor von a,, die Form

()&—-7\1) zu a, apolar ist (nach.dem Rosanes’schen Fundamental-

satz), so geht (16), wenn die Wurzeln von (15) mit A, A, A,, A,

bezeichnet werden, sofort itber in die andere Form

ATy, A=) v, A=) 4+ v, A=1)" +v,(0—2) = 0.
Umgekehrt kann man stets von vier ganz beliebigen bi-

quadratischen Formen ¢ (1), 9,(A), 9,(), ¢,(A) ausgehen, dann
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ist immer eine Form (12) a_resp. (15) a, bestimmt und zwar
s A

ergiebt sich aus dem Verfahren des §. 3 ohne Weiteres, dass
die Coefficienten a den respectiven vierreihigen Determinanten
des Coefficientensystems der ¢ () proportional sind. Geome-

trisch heisst dies fiir uns jetat:

€ ,Irgend vier einem Kegelschnittrcp umschrie-
bene Vierseite bestimmen einen zu ¢ apolaren -
Kegelschnitt f (der dann aus ¢ das zu jenen vier
Quadrupelnapolare ausschneidetund),dessen Pol-
vierseite sie sind.“

Da nachbSatz (¢) durch eine biquadratische Form (15)

a, auf ¢ ein einziger zu ¢ apolarer Kegelschnitt f bestimmt ist,

mithin ein einziges Quadrupel auf ¢, dessen Tangenten zu-
gleic: Tangenten von f sind, dessen Lage also von der Para-
metervertheilung auf ¢ ganz unabhiingig ist, so ist dies eine
Covariante vierten Grades von a, d. h. da es nur eine solche

giebt, deren Hesse’sche Form H.
Man iiberzeugt sich auch direkt durch leichte Rechnung
davon. Denn man erhiilt das gesuchte gemeinsame Tangenten-

quadrupel (fo) d. h. seine Argumente auf ¢, wenn man ¢ als
Normkegelschnitt IV, wiihlt, durch Combination der Parameter-

gleichung fiir N, (§. 12):
' (18) tu, =1, ww, = — A, w, = Y
mit der Klassengleichung von f, die bekanntlich lautet (mit
Riicksicht auf (8)):
aO al a2 %0
a a,a, u
(19)@&5 R |
a, a, a, u,
[ty 4, U, O

also durch die Gleichung:
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fa a, a 12{
o, a, a,—X 2
@o= 1 » V(e — )+ 2 (4, 0,— )

17
+27\(a0a3—a1 a,) + (aoa2——af) _

]

Nea1l 0

deren rechte Seite bekanntlich I ist 3%,

1) ,Das gemeinsame T'angentenquadrupel zweier
apolaren Kegelschnitte f, ¢ ist auf ¢ durch die
Hesse’'sche Form des gemeinsamen Punktquadru-
pelsderselben (aufo betrachtet) dargestellt (und
reciprok das gemeinsame Punktquadrupel auf f
durch die Hesse’sche Form des gemeinsamen
Tangentenquadrupels (auf f gerechnet)).“

Daraus ist umgekehrt sofort ersichtlich (Nr. 40) wie es stets
zwel biniire biquadratische Formen giebt, die eine andere ge-
gebene solche Form zur Hesse’schen Covariante haben, denn
unter der Schaar von Kegelschnitten, die mit ¢ vier feste
Tangenten gemein haben, giebt es zwei, die ¢ tragen, und die
man vermdge Einsetzung der Bedingung (2) resp. (4) in die
Gleichung der Schaar (in Punktcoordinaten) erhélt.

49. Wir kommen jetzt zum wichtigsten Satze, der zeigt,
wie die Bedingung der Apolaritit zweier bindrer biquadra-
tischer Formen (von der Gestalt (15)):

@1) af, vt
d.i. (22) (ab)' =0

sich unmittelbar in die ternéire Apolarititsbedingung zweier
den Formen (21) entsprechender Kegelschnitte verwandelt.
Wir gelangen dazu, wenn wir ausser dem bisher be-
trachteten Kegelschnitt / (unter der Bedingung (8))
(28)a =0 ,
der den Normkegelschnitt N, triigt und aus ihm als N, das
Punktquadrupel

J
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(23)a, =0
ausschneidet, noch den Klassenkegelschnitt @:
(24) ug> =0

ins Auge fassen, der auf dem Normkegelschnitt N, ruht und
mit ihm (als N,) das Tangentenquadrupel

(24Y b, =0
gemein hat.

Die erste dem Kegelschnitt @ auferlegte Bedingung lautet
nach (6): :
(25) 4 B, = By,
d. h. es hat @ die Form:
(24)1035 =By g~ 2B 0,0, 2B, (000, 200728, 0,0, -, 0,=0
oder, wenn wir analog den Gleichungen (8)
(25) By = pi—i—k
setzen, die andere:
(26) u;z B, us+2B, uu, +28, (ot 0, 2 0) 42 By 0, v, B 063,
Um das mit N, gemeinsame Tangentenquadrupel zu er-

halten, combiniren wir (26) mit
@), =1, w,=—2»% w = 7\?,
und finden fiir das gesuchte Quadrupel (auf N,):
@88 =B, 2 — 28,2 + 66,2 — 28,245, =0
Soll nun nach der zweiten Bedingung fiir ® [3;\ identisch

mit (24) bi sein, so bestimmen sich die Coefﬁcienteh P aus den
b in folgender Art:

(29) 8, = 0b,, 1B, =— 2b, B, = b, B, =—20b,1B, = b,
80 da,ss sich die Originalbedingung fiir die beiden bindren For-

men a bl jetzt so schreibt:
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(22) (ab)* = a, B, + 20,8, + 6 q, Bo+2a,8,+0a,B,=0.
Andrerseits ist dies aber die Apolarititsbedingung fiir die
beiden Kegelschnitte f, @ wegen der Bedingungen
®)(25) o = » B =5 «
Damit ist der oben angedeutete Satz in folgender Weise
gewonnen:

t,) ,Wenn ein Kegelschnitt K einen Kegel-
schnitt @ stiitzt und zugleich auf einem andern
Kegelschnitt f ruht, und sind ausserdem fund @
apolar zu einander, so sind auch die beiden
Quadrupel auf K, die den Schnittpunkten mit f
resp. den Tangenten mit ® zugehoren, apolarund
umgekehrt,“ oderinanderer Fassung:

L) poind auf Kirgend zwei Quadrupelgegeben,
sogeht (cf. ,e%) durch das eine Quadrupel einein-
ziger Kegelschnitt f, der K stiitzt, und die Tan-
gentendesandern Quadrupels sind zugleich Tau-
genten eines einzigen Kegelschnitts @, der aut
K ruht.¢ '

- »,Sind dann die beiden Quadrupel apolar, so
auch die Kegelschnittef, ® undumgekehrt.®

(Ebenso gehort reciprok zum ersten Quadrupel
ein Kegelschnitt ®, und zum zweiten einanderer

f, firdiedanndasselbe gilt.)
Was aber von irgend einem zu aj apolaren Quadrupel

b5 gilt, gilt dann auch von der ganzen zu aj conjugirten
Gruppe. Machen wir Gebrauch von der einfachen Abkiirzung:

»Zu einem Quadrupel auf einem Kegelschnitt gehdrt
irgend ein Kegelschnitt f, wenn er durch die Punkte des
Quadrupels geht, und gehdrt irgend ein Kegelschnitt ® wenn er
die Tangenten des Quadrupels zu Tangenten hat,* so konnen
wir der gemeinten Erweiterung folgende, fiir uns wichtige,
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Gestalt geben (in der der Satz, wie iiberhaupt alles, was dieser
Abschnitt bis jetszt behandelt hat, worunter auch insbesondere
der Satz 7, einer Verallgemeinerung auf Réume beliebig hoher
Dimension fihig ist, die spiter zur Sprache kommen soll):

%) ,Wenn ein Kegelschnitt f einen andern ¢
trigt, so gehdrt zur ganzen (dreifach unend-
lichen) Schaar von Tangentenvierseiten von ¢,
die Polvierseitevon fsind, eine (dreifach unend-
liche) Schaar von Kegelschnitten, die alle auf f
und g ruben.

Jedem Vierseit gehort eim solcher Kegel-
schnitt zu und umgekehrt. Andrerseits istdiese
Kegelschnittschaar auch die wollstindige auf f
undgoruhende Schaar.

Reciprok gehort zur ganzen (dreifach unend-
lichen) Schaar von Punktvierecken von f, die
Polvierecke von ¢ sind, die (dreifach unend-
liche) Schaar von Kegelschnitten, die f und ¢
stiitzen.

Fine weitere Verwerthung dieser Sitze (1) (x) wird bei
der Theorie der Involution vierten Grades ihre Stelle finden.

50. Wir gehen jetzt iiber zur niheren Erklirung des
Satzes (§), der den Zusammenhang der Hesse’schen Poldrei-
seite mit unsern Polvierseiten betrifft. Die Hauptgleichung
(12) a, = O fiir die N, umschriebenen Polvierseite von f kann
man auch, gemiiss der allgemeinen Zerlegung (Nr. 21) in der
Form schreiben:

(30) (4, o, + @, o, + @, o, + a,q,)

+ A, (a, 5, + @, 06, + a, 0, 4+a,0,)=0
wie die ¢ die homogenen symmetrischen Funktionen der drei
Argumente A A, A, seien. (Wir schreiben jetzt bequemer

A,y Ay A, A, anstatt der fritheren a, 8, v, 3.)

Im allgemeinen kann man von einem Tangentenvierseit
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von N, resp. (¢), das Polvierseit von f ist, drei Tangenten be-
liebig annehmen, dann ist die vierte eindeutig bestimmt, wie
(30) zeigt.

Bilden aber die drei Geraden (A, A, X)) mit jeder
andern Tangente von N, ein Polvierseit von f, so bilden sie
bekanntlich ein Poldreieck von f.

Da dann 14 unbestimmt werden muss, so sind die

(Hesse’schen) N, nmschriebenen Poldreiecke von f dargestellt

durch:

1) {“o o, +a, 0 +a,0,+ac,=0=4

a 6,4+ a6, 4+ a, 0, +a,0, =0= 4,

Die linken Seiten dieser Gleichungen sind nach §. b die dritten
Ueberschiebungen der ersten Differentialquotienten von @, mit
der variabeln cubischen Form (die das Poldreieck d. h. seine
Seiten als Tangenten von N, darstellt). Daher kénnen wir
-mit Riicksicht auf die Darstellung conjugirter Gruppen (§. 4, D)
die Formel (31) so in Worte fassen :

() ,Die (einfach) unendlich vielen ¢ um-
schriebenen Poldreiseite von f, die in Folgeder
Apolarititvonfund ¢ nach Hesse existiren, sind
hinsichtlich ihrer Argumente auf ¢ dargestellt
durch dieInvolution dritten Grades, die conju-
girt ist zur Involution der ersten Polaren der-
jenigen biquadratischen Form, die die Schnitt-
punkte (fo)aufodarstellt

Diese Tangententripel auf ¢ sind dann selbst wieder die
Polaren einer andern biquadratischen Form a3, deren Punkt-
quadrupel (nach Nr. 40 und (7)) ein Kegelschnitt f° zugehort,
der ¢ trigt und dieselben vier Tangenten wie f mit ihm
gemein hat.

Umgekehrt kann man (§. 17) anstatt von der Form a;
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resp. a, von einer ganz beliebigen Involution dritten Grades
auf ¢ ausgehen. Denn zu ihr gehort eine ganz bestimmte
biquadratische Form a;, deren Polareninvolution die gegebene
ist (und deren Funktionaldeterminante die Hesse’sche Form
von @ ist).

Dies liefert den (bekannten)3® Satz, der hier als Spezialfall
von (§) auftritt:

) ,lrgend zwei einem Kegelschnitt ¢ um-
schriebene Dreiseite sind Poldreiseite eines be-
stimmten zweiten ¢ stiitzenden Kegelschnitts f.
Dann giebt es eine ganze (einfach unendliche)
Schaar (Involution) von solchen ¢ umschriebenen
Poldreiseiten von f.4

bl. Die Vergleichung dieses Satzes mit dem andern
gleichfalls bekannten :

A) ,Durch die Ecken zweier einem Kegel-
schnittoumschriebenen Dreiseite geht ein ganz
bestimmter zweiter Kegelschnitt H. Danngiebt
es eine ganze (einfach unendliche) Schaar (In-
volution) von g umschriebenen Dreiseiten, deren
EckenaufHliegen.®

wird den Ausgangspunkt einer ausgedehnten Theorie bilden,
deren erste Elemente hier bei der Theorie der biquadratischen
bindiren Form auftreten.

Sehen wir zunichst, wie dieser Satz (X) aus der Betrach-
tung der Form

(12) a, =0
fliesst. Diese konnte durch die beiden Gleichungen
Bl)4, =0,4,=0

ersetzt werden, denn umgekehrt lisst sich aus diesen wieder
a zusammensetzen. Die Gleichungen (31) lassen sich, wenn °

man auf sie den Prozess, durch den @, = 0 in die Form

W. Fr. Meyer, Apolaritit. 7
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(80) 4, 4+, 4,=0
iiberging, noch einmal anwendet, auch so schreiben:
. {Al:—:(aoto—l—altl—[—-a212)+13(a1~co+a~c OL’E2)E
= 05k 0,5+ 4,5) 4, (05, 0,7, 0y,
{All + k3 A12
Ayy 4 25 4y '
(wo die T aus den zwei Argumenten X A, gebildet sind), die

durch Elimination von A, in die eine Gleichung iibergehen :

=H: =0.

T

4. . A
(33) 11 12
A4, A22|

Dann stellt jedes Werthsystem A A, (d. b. 1), das dieser Glei-

chung H = 0 geniigt, zugleich ein solches dar, das auch die
Gleichungen (31) befriedigt.
Damit ist mit Riicksicht auf die Bemerkung, die dem

Satze (') voranging, der Satz (A) bewiesen und zugleich in
Beziehung zum Satze (T') gesetzt, die sich so formulirt:

X),Der Kegelschnitt H, der nach Satz(})durch
die Ecken der nach Satz (') ¢ umschriebenen
Poldreiseite vonf geht (wofund ¢ apolal sind)
istdurch (33) dargestellt.

Und da fir A = A, = A die linke Seite von (33) in die

Hesse’sche Form H von (15) aj iibergeht, andrerseits aber
dieser Process das Quadrupel der Schnittpunkte des Kegel-
schnitts H mit dem Normkegelschnitt liefert, so resultirt daraus
mit Beniitzung des Satzes v der weitere Satz:

p) yTrigt ein Kegelschnitt f einen andern ¢,
so geht durch die auf ¢ liegenden Beriihrungs-
punkte der gemeinsamen Tangenten von f undg
derjenige Kegelschnitt H, dem alle ¢ umschrie-
benen Poldreiseite von f einbeschrieben sind.4

Gehen wir, um die Natur der Gleichung (33) besser zu
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erkennen, von einer beliebigen Involution dritten Grades
@) -+ kyy (was nach dem Friiheren erlaubt ist) aus; wo

3 xlzxoks—xllz+xgl~x5=0
H=Y X =y ¥y, —y, =0
deren Wurzelsysteme- dargestellt sind durch (cf. §. 3)

o [t =y sy Ay s, A uy s, - ug s, =0
@5) 1§, —
v, =0, S+ v 85+, 8,40 5=0
wo die z, y mit den #, v durch die Relationen verkniipft sind:
(36) (ay), = (w),, (5 k, &, m =0,1, 2, 3) oder p, =gq,_,
so erscheint H, jetzt in der Form (in der wir es als H_ be-
zeichnen):
y s, =y S, vy Sy u S A u, s 4w, s,
W, So v 8 + v, 8,0, 5,40, s, + Vy Sy,
= Sz Tyt 8553 o + 5,8, (qos —4,)+ S 2+, 8, 7,5+ 3: Qs
Soll daher irgend ein Kegelschnitt

38) Ky = Iy 0y + 2k, 00, 4. ..

in die Form (37) gebracht werden konnen, so ergiebt sich

(37) H, =

durch Proportionalsetzen der Coefficienten und Anwendung
der zwischen den ¢ geltenden Relation

(39) 4y 2a5 + Lop Tgy + 903 42 =0
fiir die % die Bedingung®:

(40) g bryy — 4 booy iy 4= Koy (2 Ky 4 By)) = 0.

Man kann daher auch so sagen:

v) ,Kann man die Coefficienten eines Kegel-
schnitts (38) als Liniencoordinaten auffassen,
inder Weise, dassmansetzendarf:

P Ty = Doy 20 boy = Doy Pk =Dy

0 by = Doy 20 By, = 11y 0k +F, ) =1,y

s0 giebt és ein (und damit unendlich viele) Drei-
7*

(41)
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ecke, die dem Normkegelschnitt N, um- und dem
Kegelschnitt (38) einbeschriebensind.“

Daher gehen durch ein gegebenes Punktquadrupel H
auf NV, zwei solcher Kegelschnitte; die respectiven Dreiecke

sind Poldreiecke von zwei andern Kegelschnitten, die N,

stitzen und N, in den resp. Quadrupeln ), a) treffen, deren
Hesse'sche Form beidemal H ist (cf. ().

Wir kommen auf die Relation (40) noch einmal zuriick
bei der Betrachtung der biquadratischen Form auf den cubi-
schen Raum- (Norm-)Curven, und werden dort sehen, dass
unter der Schaar linearer Complexe (cf. Nr. 43), die dieselben
vier Tangenten (H) der Curve gemein haben, die beiden
Complexe (40) die der Schaar angehorigen speziellen sind.

In der That ist der Kegelschnitt H, durch die Involution
(34) auf N, gerade so bestimmt, wie die Gerade (die Axe des

speziellen linearen Complexes) durch dieselbe Involution auf
N, (cf. Nr. 36).

8. 18.

Die canonische Form der Kegelschnitte ' und H.

52. Wir gelangen jetzt zur Theorie der canonischen
Formen der beiden mit einem Grundkegelschnitt ¢ in der an-
gegebenen Weise verkniipften Kegelschnitte f und H und
werden dabel erkennen, was wieder als Ausgangspunkt viel
ausgedehnterer Untersuchungen erscheinen wird, dass die ge-
wohnliche auf unsere Sitze der vorigen Nummern beziig-
liche canonische Form jener Kegelschnitte geradezu
identisch ist mit der gewdhnlichen canonischen Form einer
biquadratischen bindiren Form (und zwar unserer Grund-
form a,) resp. ihrer dadurch bestimmten Hesse’schen.

Zu diesem Zwecke leiten wir vorerst zwei Hauptformeln
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ab, die fiir das Folgende (dieses Abschnitts) geniigen werden.
Diese entspringen der Frage:

sWelche Form nimmt die Gleichung der Kegel-
schnitte f (a2) und H (%) an, wenn die Grundform
a5 als Summe von vierten Potenzen auftritt?¢

I. Die Gleichung des ersten Kegelschnitts war:

2 __
(41) a; =15, (% o, + @, o, + 0, 5)) 40, (¢, 5, + @, 5,
+ a, 0,) + o, (#,6,+ a,6, 4+ a,6) =0

wo die Klammerfaktoren aus den zweiten Differentialquo-
tienten von @, durch Polarisation nach 2,2, entstehen.

Ist nun
’ (42) @y =y, A4 ) =f
i
so werden die zweiten Differentialquotienten (durch die Zahl
12 dividirt gedacht):
43)f, = v, A+ @) £, =2, A + )
22 = Eivi “12 A+,
mithin wird, wenn man zur Abkiirzung setat:
(44) A, =0, + 0, @, + o,

dieForma? (41) jetzt nacheinander folgende :

45) o =0, Z(v, A) 40, I (v, ¢ A) + 0, Z(v, ocf A)
=3, A (s, + o, o + o, @) = v, A,

II. Die Gleichung des zweiten Kegelschnitts war:

l“o o, +a, 0, +a,0, a o + a5 + o Oyl
a, 6, =+ a, o, + &, G,y Ay O 4= Gy O, = &y Ty
also nach der Entwicklung von I: )

!2,].(\)1 Ai)’ Z (vi % Ai)

(46) H2 =

2 - 1
(47) Hg= 2 0mA) 20,4 4)

1
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oder nach leichter Rechnung :
48) H; = 33 (v, v, A A (o, — o).
ik
53. Wenden wir diese Ergebnisse auf die N, (p) um-
schriebenen Polvierseite und Poldreiseite von { an.
Beniitzen wir den schon 6fters herangezogenen Hiilfssatz :
»Sind die Formen @} und ) apolar, und seien ihre
Wourzeln resp. o, f, (i=1,..4), so ist sowohl (und nur
dann)
' =4
ay in der Form X a, (\—a)" als
i—1
i—4
by, in der Form 3 b (A—B)*
Ti=1
darstellbar® oder in anderer Fassung :

i—4
»0ll a} in der Form X a, ()\——oci)‘1 darstellbar sein, so

. i=1
miissen die a, der Gleichung 'as = 0 geniigen und umg.“
so konnen wir sagen: ,
0) ,Der den Normkegelschnitt stiitzende

und aus ihm das Quadrupel o} ausschneidende

Kegelschnittfistimmerinder Form
, 9 —__i:/l 2 igll 2.2
(45) a; = 2 v, Al = 2 v, (o, + 0, %+ 0, %)
i—=1 i=1

darstellbar, wodiea irgend ein Werthquadrupel
der N, umschriebenen Polvierseite von f dar-
stellen.®

Oder, da die A, = 0 gesetzt, die Geraden dieses Polvier-
seits selber vorstellen:

0,) ,Dereinen Kegelschnitt ¢ stittzende Kegel-

schnitt f nimmt, auf irgend eines seiner ¢ um-

schriebenen Polvierseite bezogen, die Form
(45)" an,“
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Umgekehrt kann man von irgend einem der sechsfach un-
endlich vielen Polvierseite eines beliebigen Kegelschnitts f
ausgehen ; durch dieses ist ¢ eindeutig bestimmt und damit
die Gleichung (45)'.

.

Nun ist aber bekanntlich irgend ein Kegelschnitt f, auf
eines seiner Polvierseite y, = 0, ...y, = O bezogen, stets in

die Form zu bringen:
(49) Zp, y: =0.

Man gelangt daher, von dieser Form riickwirts aus-
gehend, falls man ¢ zum Normkegelschnitt macht, wieder zur
Form a5.

Entsprechend geht der aweite Kegelschnitt H, bezogen
auf die Polvierseite von £, in die Form iiber :

(48) Z 2 (v v A A (o—a)?)

Diese Form wird erst von Interesse, wenn wir, wie
gleich geschehen wird, als specielle Polvierseite von f die Pol-
dreiseite in's Auge fassen.

54. Bleiben von den Grossen e, aus deren vierten Po-
tenzen sich 3 linear zusammensetzt, drei fest, wihrend die
vierte unbestimmt wird, so kann man die letztere gleich
der Variabeln A nehmen und erhétlt dann:

=3
(50) ay = Z a,(A—a)".
=1
Diese Tripel o, erfiillen dann nach Nr. 50 die Relationen
@B1) 4, =0,4,=0
d. h. sie sind die Tripel der N2 umschriebenen Poldreiseite
von f.

Dann nehmen, auf ein solches Dreiseit bezogen, die
Kegelschnitte £, H die Formen an:
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o 2_i:3 2_i:3 22_
f=a;= 2 viAi: E vi(crz—l—cloai—[—cz,oci) =0

i—=1

(61) —a) (a—a) | (2,
H_Hg"VVVAAA 12
1z 3A3 T VIAI T V2A2

woraus die geometrische Eigenschaft des zweiten Kegelschnitts,

=0

den N, umschriebenen Poldreiseiten von fumschrieben zu sein,
in die Augen springt.

Damit ist aber wieder die Umkehrung des ganzen Ver-
fahrens in folgender Weise erméglicht.

m) I. Zwei Kegelschnitte ¢ und fmogen in der Beziehung
stehen, dass es ein ¢ umschriebenes Poldreiseit von f giebt.
Dann ist die Gleichung von f, wenmn y, = 0,9y, =0,y, =0
die Seiten des Dreiseits sind, immer in die Form zu bringen:

(B2) f = Rl N ol N

(Ist ¢ mit dem Dreiseit gegeben, so stellt (52) bei varia-
beln . die ganze Schaar der zugehorigen Kegelschnitte f dar.)

Ist dann auf ¢ ein Parameter ausgebreitet und seien
@, &, «, die Argumente der Seiten des Dreiseits (oder, wenn
man will, ihrer Beriihrungspunkte auf ¢), so trifft f den
Kegelschnittoinden Punkten

(3) a; =p A— ocl)4 + p, A — 042)4 “+p, A — oc3)4.
Des Weiteren stiitzt f den Kegelschnitt ¢, und zwar
ergiebt @, =0 *) die Argumente der Quadrupel der
¢ umschriebenen Polvierseite von f; 4, =0, 4,=0
die der Tripel der ¢ umschriebenen Poldreiseite
von fetc. ete.

o

¥) Und zwar nimmt e, dann, wenn wir mit Ay(s) (51) bezeichnen,

dass A; in den o ges_chrieben ist, die einfache Eorm an:

a, —

8

- DM

v; A(0) A7) =

wo die o aus A )\2, die © aus Ay A, und die (links stehenden) s aus
A ANy )\4 gebildet sind.
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w) II. Zwei Kegelschnitte ¢ und H mogen in der Be-
ziehung stehen, dass es ein ¢ um- und f einbeschriebenes Dreieck
giebt. Dann lisst sich, wenn 2, =0, 2, = 0, 2, = 0 die Seiten

des Dreiecks sind, f immer in die Form bringen:

TR R
I
(Ist ¢ mit dem Dreiseit gegeben, so stellt (54) bei vari-
abeln p’ die ganze Schaar der zugehorigen Kegelschnitte -

H dar.)
Sind §, die Argumente der drei Seiten 2, (als Tangenten

von ¢) so trifft H den Kegelschnitt ¢ in den
Punkten:

’ ’ i

P«2 P’a —0
gy T+ a—py T o—gyr ="

Das Dreiseit ist dann zugleich Poldreiseiteines
zweiten Kegelschnitts f:
2 2 3
GO M &z + M2 4+ Mz, =0
wo die M mit den p' durch die Relationen ver-
kniipft sind:

(55) H, =

o) o7 = B,

1

Dann lisst sich wieder der Satz 1. anwenden,
und zwar sind dannalle Poldreiseite von f, die¢
umschrieben sind, zugleich H einbeschrieben

ete. ete.

Damit ist denn in der That die gegenseitige Zuriick-
fithrbarkeit der canonischen Formen der Kegelschnitte (52)
(54) auf die beziiglichen der biquadratischen Form (50) und
ihrer Hesse’schen (55) und umg. dargethan.

5b. Daran schliesst sich nun unmittelbar die Bedeutung

der Invariante j der biquadratischen Form as. Denn diese In-

X
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variante verschwindet bekanntlich, wenn es moglich sein soll,
a; als Summe von zwei vierten Potenzen darzustellen.

Dies geht in der That aus der Zusammensetzung der Form
a, sofort herver. Denn soll es ein Werthepaar . ,«, (1) geben,
das mit jed em Werthepaar ;2 (g,) ein a, =0 befriedigendes
Quadrupel ergiebt, so miissen in der Gleichung
a, =7, (@, s, + o, 5, + a,8) + 7, (a, s, + a,s, + a,s,)

) + 7 (% 8, + ay 8, +a,5) =0
die drei Klammerfaktoren verschwinden, was (fir ein be-
stimmtes Werthepaar) unter der Bedingung
la, a, a,

58)j = = 0 stattfindet.

641 @, 0&3

a, a, o,
Dann bilden «,, «, auch mit jedem Werthe X ein den
Gleichungen
(81) 4, =0, 4,=0
geniigendes Tripel, so dass es erlaubt ist, in der Form (50)
3
(50) at =X 0, (\—a)’
1 .
@, gleich A zu nehmen, wodurch sich die erste Seite redu-
cirt auf’:
4 4
(59) ¢, A—a) 4+ a, A—a,) = ‘N
p) Dann zerfillt, wie aus (51) ersichtlich, der Kegel-
schnitt f in die beiden Geraden

60) Va, 4, + Va,4,=0, Va A — Va, 4, =0
sowieder Kegelschnitt H in die beiden andern
(61)A, =0, A, = 0¢
Das erstere geht auch daraus sofort hervor, dass j mit der

Determinante des Kegelschnitts aZ identisch ist.

* Andrerseits sind dann die vier Wurzelwerthe von oc;: har-
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monisch zu einander, etwa (A, 1,) zu (A, 1,). Dies geht auch
aus (60) mit Hiilfe des Fundamentalsatzes der Nro.31 hervor.
Denn aus ihm leuchtet ein, dass die Geraden (60) in Bezug
auf den Kegelschnitt N, (¢) conjugirt sind, d. h. dass ihre
Schnittpunktepaare mit demselben zu einander harmonisch
liegen, zugleich aber auch, dass das zu den beiden Ge-
raden harmonische Tangentenpaar (61) den zwei Argumenten
(¢, @,) zugehort, das sowohl zu A A, als zu A, A, harmo-
nisch ist. .

Aus (61) ist auch das bekannte Resultat abzulesen, dass

wenn die Invariante j der Form a; verschwindet, die Hesse-

; zwei doppeltzihlende Wurzeln besitzt.
Die angegebene Bedeutung des Verschwindens von j fiir

den Kegelschnitt f wird auch weiterhin vielfache Verwendung

finden.

56. Die Bedeutung der Hesse’schen Form H von ai ist im

Obigen schon nach mehreren Seiten hin untersucht worden.
Wir heben noch eine hervor, die unmittelbar aus (33) folgt und
im Satze () schon implicite steckt:

sche Form H von a.

6,) ,Unter den simmtlichen einem Kegelschnitt

¢ umschriebenen Poldreiseiten eines andern ¢
stiitzenden Kegelschnitts f %efinden sich vier
speciellevonder Art, dass zwei der drei Seiten
coincidirt sind.
Diese doppelt zihlenden Geraden sind die
gemeinsamen Tangenten von fund ¢.¢
~ Daaber der Process, durch den F ausHZ (33) entsteht, auch

so aufzufassen ist, dass man aus den beiden Gleichungen
2, .
A(ay bt a) + 22 (@ p4a) + (0 +a) =0

2
A (ay i a) 24 (ay 4= ag) + (4 0 F-a) = 0
|+ eliminirt, so ergeben sich andrerseits die vier Geraden (Tan-

(62)
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genten von N, (¢)), die mit den (doppelt zihlenden) Geraden H
die vier ausgezeichneten Poldreiseite von f liefern, durch Eli-
mination von A aus (62).

Dies liefert daher eine andere Covariante vierten Grades,
die dann bekanntlich immer von der Form f - % H sein muss.

Durch Ausrechnung ergiebt sich leicht, dass diese neue
Covariante folgende ist

63)P=24 —3¢H=0.

Aus der Eigenschaft der Kegelschnitte f, H folgt dann
sofort: ;

o,) yDie Berithrungspunkte der den apolaren
Kegelschnitten f, p gemeinsamen Tangenten auf
¢ sind die einzigen Punkte aufe¢, deren Polaren
inBezug auff wieder Tangenten von¢ sind. Die
letzteren sind durch die Gleichung (63)P =0 ge-
geben. Der Kegelschnitt H (der durch die Be-
rithrungspunkteder gemeinsamen Tangentenf, ¢
auf ¢ geht) beriihrt die vier Tangenten P =01in
ihren Schnittpunkten mit jenen gemeinsamen
Tangenten vonf und ¢.%

57. Die Bedeutung der Covariante sechsten Grades

fl fz
H H,

(64) @ =

wird sich in ihrem vollen Umfange erst in der Theorie der
Involutionen vierter Ordnung iibersehen lassen, indem ja
alle Eigenschaften der Funktionaldeterminante einer solchen
Involution sich fiir © specialisiren lassen. ’

Hier mégen nur die beiden zunichst liegenden Eigen-
schaften von © Platz finden.

Theilt man die Wurzeln von ai (und dies ist auf dreifache

Weise moglich) in zwel Paare, so giebt es drei Werthepaare,
von denen jedes zu zwei solchen Paaren zugleich harmonisch
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ist: dies sind bekanntlich die drei Wurzelpaare von @ = 0
d. h. hier (mit Hiilfe des Satzes der pg. 106)

t,) »Die Ecken des den Kegelschnitten des
Biischels, die auf einem gegebenen (¢) das Qua-
drupela‘; ausschneiden, gemeinsamen Polardrei-
eckssind durch® = O dargestellt.“

Legt man einem dieser drei Wurzelpaare die Argumente
0, o bei, so verschwinden in a; die Coefficienten a,, a,, und
die Gleichung a, = 0 (30) wird daher fiir diese canonische

Form von ai:

(65) a, = (a, o, + @, c,) + A, (a, 6, 4 a, ;) = 0.

Daraus folgt aber sofort, dass sowohl der Werth 0, drei-
fach gezihlt, mit dem Werthe oo, als umgekehrt der Werth oo,
dreifach gezihlt, mit dem Werthe O, je ein der Gleichung
@ = 0 geniigendes Quadrupel bilden. Daher konnen wir auch
S0 sagen: '

7,) »Die drei den Wurzelpaaren von © zuge-
hérigen Tangentenpaare auf ¢ haben die Eigen-
schaft, dass jedes von ihnen (indem man je eine
der Tangenten des Paares dreifach rechnet) ein
Paar von Polvierseiten des zu ¢ apolaren Kegel-
schnitts fdarstellt.®

Diese Eigenschaft kommt aber thatsiichlich, wie leicht zu
sehen, wieder auf die des vorigen Satzes zuriick, dass das
Dreieck der drei Punkte (Wurzelpaare) ® = 0 sowohl Polar-
dreieck von ¢ als von f ist. :

58. Das Verschwinden der Invariante ¢, da dann 0_&‘;\ zu

_ sich selbst apolar ist, hat wegen der sonst bekannten Eigen-
schaft den Satz zur Folge (cf. pg. 70, 80 und Nro. 83):

¢) ,Trigt ein Kegelschnittf einen andern ¢,

so bilden die Tangenten an ¢ in den Schnitt-
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punkten beider nur dann ein Polvierseit von fs
wenn das Schnittpunktquadrupel ein aequian-
harmonisches ist und umgekehrt* ,Ausserdem
sind alle ¢ umschriebenen Poldreiseite von f
apolar zu einander.

Dies seien die Sitze iiber die Darstellung der biquadrati-
schen Form auf einem Kegelschuitt, deren manche schon be-
kannt sind und die wir nur einer gewissen Vollstindigkeit
wegen zusammengestellt haben, um auf sie bei den spiteren
schwierigeren Untersuchungen als auf den einfachsten Typus
zuriickgreifen zn konnen.

§. 19.

Die Darstellung der biquadratischen binfiren Form auf der
cubischen Normecurve.

59. Das Folgende bildet eine erste Ergéinzung und Weiter-
fithrung der Theorie der cubischen Normeurven (§. 12 ff.),
speciell der Theorie des linearen Complexes a_ = 0, soweit es
mit Beniitzung der Methoden des §. 17 moglich ist.

Die damals (pg. 79) abgeleitete Fundamentaleigenschaft
dieses Complexes mége hier kurz recapitulirt werden.

@) ,Der lineare Complexa, =0 wird gebildet
vou den Treffgeradenpaaren der Tangentenqua-
drupel der cubischen Curve, deren Argumente
die Gleichunga, = 0 befriedigen oder, was das-

selbeist, diezua, conjugirte Gruppe bilden.“

A

s5peciell enthdlt er die Congruenz, deren
Directricen die beiden Treffgeraden des Tan-
gentenquadrupelsa, sind.“

Das letztere Quadrupel bildet gerade die vier T'angenten,
die der Complex mit der Curve gemein hat. Umgekehrt aber
gab es ein ganzes Complexbiischel, dessen Individuen alle
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diese vier Tangenten nebst der Congruenz ihres Treffgeraden-
paares enthalten. Unter ihnen befand sich auch der Nullcom-
plex der Curve, so dass das Complexbiischel dargestellt war
" durch:

Wa,+kBpy—op,) =0.

Wie nun diesem Biischel in der Ebene (cf. §.17) ein
Kegelschnittbiischel entsprach, und zwar dem Nullcomplex der
Normkegelschnitt und dem andern (@, = 0) der den Norm-
kegelschnitt stiitzende und das Quadrupel a, ausschneidende
Kegelschnitt, so kann man auch hier fragen:

Wodurch ist der Complex ¢ = O unter den
Complexendes Biischels (1) ausgezeichnet?

Dies ergiebt sich leicht so. Die Sehnen (s,) der Norm-
curve, die einem beliebig gegebenen linearen Complex

@) 2p, ¢, =0
(wo die g beliebige Coefficienten sind) angehdren, waren dar-
gestellt durch die Gleichung (pag. 75):

Q. 9 . q ’
(8) 0550001040y 00010, +00,7) 5 Gt Bloy— )9,9,=0.
Die Gleichung fiir die dem Complexe (2) angehorigen

Axen der Curve ging aus der letzten durch Umtauschung voh
3 p,; mit p,, oder auch von 3 ¢, mit g , hervor. Soll aber der

Kegelschnitt (3) den Normkegelschnitt stiitzen, so miissen die

Coefficienten von 02 und 2 o o, einander gleich sein d. h.

q q
(4) 57 =38 g, — 3 oder 3¢, =g,

03
Fir die Glelchung des Complexes a, = 0 ist:
(®) pg,, = 3 a,, pq,, = @, also3¢q, = ¢,,.
Dies liefert aber den Satz: A
B,) »Unter allen linearen Complexen, dievier
feste Tangenten (a)) einer cubischen Raumcurve
enthalten,ist

~>
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a =20

dadurch ausgezeichnet, dass die ihm angehérigen
Axen der Curve die den ihm angehérigen Sehnen
zugehirigen sind d. h. wo die beiden Ebenen einer
solchen Axe (an die Curve) zugleich die Ebenen der
Punkte der entsprechenden Sehne sind.* ,Oder
kiirzer: der Complex a, =0 ist sich selber con-
jugirté #),

Oder, da ja (pg. 75) diese Sehnen und Axen eines linearen

Complexes immer auf derselben Fliche liegen:
B,) yDie Fliche der Sehnen und Axen der Curve,

die dem Complexe
a =0
angehoren, istin Bezug aufdie Curve vollstindig su
sich selbst dualistisch.“
Nun war der dem Complexe a_ = O entsprechende Kegel-

schnitt (§. 17) einfach gegeben durch:
(6) a2 =0

wo (6) aus @, = O hervorging, indem man von den vier in den
s, steckenden Argumenten je zwei (etwa A = A, = A und
A, = A, = A) gleichsetate.

In der That ist ja dann (cf. («)) das Treffgeradenpaar
dieses Quadrupels (A, A, A", 1) aus Sehne und Axe (AX) gebildet
und umgekehrt wird eine Sehne oder Axe immer nur von

einem solchen Tangentenquadrupel (A, A, X, \') getroffen.
60. Greift man aus der Schaar der zu a, conjugirten Qua-

#) D. h. in Bezug auf den Nullcomplex der cubischen Curve. In
der That ist ja irgend ein Geradenpaar in Bezug auf ihn (cf. pg. 75) ein
conjugirtes, , wenn die beiden Geraden durch Vertauschung von 3 p,, und
Py, in einander iibergehen, Mithin besteht der Complex a = 0 nur

aus conjugirten Geradenpaaren,
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drupel irgend zwei heraus, so bilden diese eine Involution
vierten Grades, deren es also eine vierfach unendliche Schaar
giebt.

Nach Nro. 44 (pg. 80 f.) liegen die Treffgeradenpaare aller
Tangentenquadrupel einer Involution vierter Ordnung auf einer
Fliche zweiter Ordnung, deren mit der Curve gemeinsame
Ebenen die (Schmiegungs-) Ebenen in den ihr mit der Curve
gemeinsamen Punkten sind und zwar bilden sie die eine Regel-
schaar dieser Fliche.

s50lcher Regelschaaren, die nach dem Haupt-
satz (a) alledem Complexea, = Oangehiren, giebt
esalsoeinevierfachunendliche Schaar.®

Unter diesen Regelschaaren giebt es gewisse ausgezeich-

nete, die mit den Covarianten von a, in der engsten Beziehung

A
stehen.

Vor allem verdienen diejenigen unsere Aufmerksamkeit,
die drei Tangentender Curve enthalten und die uns
auch spiter von ganz anderer Seite her wieder begegnen
werden ¥).

Haben nemlich alle Quadrupel einer in der zu @, con-
jugirten Gruppe enthaltenen Involution einen festen cubischen
Faktor (mit den Wurzeln A, A, 1,), so wird das vierte Argu-
ment A, das mit den drei ersten ein Quadrupel liefert, das der
Gleichung a = 0 geniigt, unbestimmt und es sind somit (cf.
pg- 96) zur Bestimmung eines solchen Tripels A, A, A die
Gleichungen vorhanden:

{Alzaoso-l-alsl—|—a252—|-a353:=0
4 =a s +a,s +a,s,4+a,s,=0

*) Nemlich als Specialfall der Regelschaaren, die drei Axen (Sehnen)
der cubischen Curve enthalten, die in der Theorie der biguadratischen
Involution eine hervorragende Rolle spiclen.

Unter Regelschaar ist iibrigens immer nur eine solche zweiter Ord-
nung verstanden.

W. Fr. Meyer, Apolaritit. 8
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Dann aber sind die Treffgeraden der einem solchen Tripel
zugehdrigen Involution vierter Ordnung offenbar die Geraden-
schaar des durch die drei Tangenten A, A, A, bestimmten

Hyperboloids, der diese Tangenten nicht angehoren.

Soll umgekehrt eine drei Tangenten der Curve treffende
Regelschaar dem Complex a, = 0 angehoren, so gibe es noch
unendlich viele vierte Tangenten, die mit jenen drei ein Qua-
drupel @ = O bildeten, d. h. A, wiirde unbestimmt und wir
sehen daher:

(1,) »Das Gleichungspaar (7)

4, =0, 4,=0
stelltalle (einfach unendlich vielen) Tangenten-
tripel der Curve dar, deren (sie treffende) Regel-
schaaren (zweiter Ordnung) dem Complexe
qs=OEA1+A4A2
angehdren.® :
Uber solche Regelschaaren vgl. auch Sturm pg. 143.

Riicken von einem solchen Tangententripel A, A 13 zwel

SUAY)

Tangenten zusammen (A, = A, = 1) so zerfillt die zugehdrige
Regelschaar in zwei Strahlbiischel, einmal in das von allen
Geraden gcbildete, die den Beriihrungspunkt der Tangente 7
auf der Curve mit allen Punkten der Tangente 2, verbinden,
und dann in das von allen Geraden erzeugte, die in der Ebene
7 der Curve liegen und dessen Centrum der Schnittpunkt dieser
Ebene mit der Tangente A, ist. Diese beiden Strahlbiischel
liegen also in zwei Ebenen des Complexes a, = 0, die den be-
zliglichen beiden Centren in ihm angehéren. Da man ausser-
dem sogleich erkennt, dass in keinem andern Falle eine der

durch (7) bestimmten Regelschaaren:zerfallen kann, so ergiebt
sich zunéichst:

(v,) Es giebt unter den (Tangententripel:) Regel-

schaaren (7) des Complexes a, = 0 vier zerfallende
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und zwar bestehen diese dann jedesmalauszwei-
Strahlbiischeln des Complexes, deren Centrum
fiir den ersten Biischel ein Curvenpunkt, deren
Ebene fiir den zweiten Biischel eine Curven-
ebene ist.

61. Nun sahen wir (pg. 107), dass die Hesse’sche Form H
von a, diese vier Werthe 7 reprisentirt, wihrend die vier Rest-

argumente A, durch die Covariante P = 2 jf — 3i H gegeben

wurden. Dies liefert den Satz, dessen ersten Theil man bei
Sturm pg. 145 findet: _
(v,) ,Die Hesse’sche FornE] H von a, ergiebt

ein solches Quadrupel von Curvenpunkten, dass
dieihnenim Complexea = 0 zugeordneten Ebenen
die Curvenochausserdem (im Punkted) berihren.

Diesevier Berithrungspunktesind durch

BP=2j -3 H=0
dargestellt.“

Oder in der vollkommen dualistischen Fassung :

(v,) yEs giebtvier ausgezeichnete Ebenen der
Curve, so dass der Punkt, der einer jeden durch
den Compiex @, = O zugeordnetist,aufeiner Tan-
genteder Curveliegt.“
DasEbenenquadrupelist durch P=2jf—3¢H,

das Tangentenquadrupel durch H }g’egeben.

Wendet man den Satz iiber die durch eine Tangenten-
involution vierter Ordnung auf der Curve bestimmte Regel-
fliche noch einmal auf f und H an (deren Iunktionaldeter-

" minante ja die Covariante © ist) so ergiebt sich:

(3) Das Geradenpaar, welchesdas Tangenten-
quadrupel des Satzes (y,) trifft, liegt mit dem-

jenigen, welches das Tangentenquadrupel a,

8%
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trifft, auf einer Fliche zweiter Ordnung, auf
deralle Treffgeradenpaareder Quadrupel
ft b H |
liegen, und die die Curve in den sechs Punkten
O = 0 schneidet, deren Schmiegungsebenen zu-
‘ gleich Tangentialebenender Fliche sind.“
Auf andere Bedeutungen von © kommen wir weiter unten.
62. Verschwand die Invariante j (pg. 106), so gab es ein
Dupel (3, 3,), das mit jedem Dupel (A, ,) ein zu a; apo-
lares Quadrupel bildete. d. h.

(¢) yVerschwindet die Invariante j vona,, so

£\
giebtes (und nurdann) eine dem Complexe a, =0
angehorige Congruenz, deren Directricen zwei
Tangenten (3,8,) der Curvesind.“

Dann wird bekanntlich die Hesse’sche Form von ay ein

Quadrat (der quadratischen Form mit den Wurzeln 3, 3,)
und ist zugleich ein zu a, apolares Quadrupel, und identisch
mit P.

In der That ist dann nach dem letzten Satze evident, dass
alle Regelschaaren (7) der Congruenz der beiden Tangenten
8,, &, angelioren, also die Tangentenebenen der Curve, die zu-

gleich die Complexebenen ihres Restpunktes sind, nur noch die
Tangentenebenen &, 3, sein konnen, die noch durch 3, resp.

8, gehen. Die Sehne und Axe (3, 8,) gehdren der Congruenz
des letzten Satzes an, mithin ist I zu a, apolar etc.
Verschwindet j mit 4 (cf. auch §. 21), so fallen 3,3, (in )
zusammen; a, erhilt eine dreifache Potenz als Faktor, H wird
eine vierfache Potenz. Geometrisch ist dann bemerkenswerth :
(€) ,Verschwinden ¢ und j, so wird der Com-
plexa = Oderart ein specieller, dass seine Axe

eine Gerade wird, die sowohl durch den Punkt?
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der Curve geht,alsinder Ebene & derselbenliegt.
Die Congruenz des letzten Satzes zerfillt dann
indasStrahlenbiindel des Punktes 3 und das Ge-
radenfeld der Ebene 8.¢

Was dagegen vom Verschwinden der Invariante ¢ gilt,
mag kurz aus Nro. 39 wiederholt werden.

(M) ,Verschwindeti,sowirdder Complex g =0

ein specieller und seine Axe isteineim Nullcom-
plexder Curvesichselbstconjugirte Gerade.®

63. Um jetzt aufdie Covariante ® von @, zuriickzukommen,

A
so wissen wir aus Nro. 57, dass ihre Wurzeln drei Paare ¢, 7,

G=1,2,3) bilden der Art, dass sowohl (\—e)’ (\—y,) als
(k—‘qi)3 (A—¢) zu a, apolare Quadrupel sind. Dies konnen wir
in Bezug auf den Complex zunichst so ausdriicken:

(1) »Eis giebtdrei Punktepaare (g, 7,) (die Wur-
zeln von @) derart, dass sowohl die Gerade, die
durch den Punkte geht, in der Ebenee liegtund
die Tangente, trifft, als die aus ihr durch Ver-
tauschung von e mity hervorgehende,.dem Com-
plexea =0Oangehdren®

Da weiter die aus den beiden Quadrupeln gebildete In-
volution vierter Ordnung

@O*—e)d—n){d—ey +5x—n)
sich aus dem festen Paare (¢, 7,) und der gewohnlicheu In-
volution, deren Doppelelemente ¢, v, sind, zusammensetst, so
haben wir mit Riicksicht auf Nr. 44 den Satz:
(t,) »Eis giebt drei dem Complexea = 0 ange-

horige Regelschaaren zweiter Ordnung von der
Eigenschaft, dass ihre Geraden ausser von zwei
festen Tangentene,n noch von den Tangenten-
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paarengetroffen werden, deren Elementenpaare
die gewdhnliche Involution mit den Doppelele-
menten einibi]den.“

Fassen wir eine solche Regelschaar, die durch irgend ein
Tangentenpaar der Curve eindeutig bestimmt ist, und zur Curve
in invarianter Beziehung steht, noch niher in’s Auge.

Um ihre Gleichung in canonischer Form aufzustellen,
machen wir die vorgelegte Curve zur Normcurve und nehmen
das Tange: tenpaar 0, oo zum Ausgangspunkt. Dann ist jedes
Tangentenquadrupel der vorgelegten Involution

(10) 2 (2% 4 wp?)

von der Art, dass die Coefficienten von A*, A°p% p* ver-
schwinden. Andrerseits war die Darstellungsform irgend eines
Tangentenquadruapels (resp. ihres T'reffgeradenpaares) (pg. 68)
(1) 2y, X 4200, X By ) X p° 4 29, 2+,
mithin ist die gesuchte Regelschaar die den drei linearen
Complexen

(12) py, = 0, pyy =0, 3pgy+p, =0
gemeinsame ., (gehort also der Congruenz des Tangenten-
paares 0, oo an, wie es sein muss).

Nun ist die eine Rege]scl'laar der Fliche zweiter Ordanung

(13) mz jz, — 2, z, =0
(wo m ein noch unbestimmter Coefficient) gegeben durch:
mz, +kz =0
z, + kz, =0,
mithin sind die Axencoordinaten einer Geraden der Schaar:
(18) Gy = 4y =0, 4oy = m, pgyg =mh, pq,, =k, pg,, =1,
Auch diese Schaar gehort der Congruenz des Tangenten-

(14)

paares 0, o (p, = p,, = 0) an: soll sie auch noch dem
Complex
(16) 3py, + p,, = 0= 3q,, + 9,4
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angehoren, so erfordert dies die Bedingung:
(1) m 4+~3=0 d h

(%l)v yDie einem Tangentenpaare 0, o der
Normcurve in obiger Weise zugehérige Regel-
schaar zweiter Ordnung ist die eine Schaar der
Flichezweiter Ordnung: '

(18) 3z, z, + z, x, = G4

Die Schnittpunkte einer jeden Fliche des Biischels (13)
nit der Curve, sowie auch ihre mit der Curve gemeinsamen
* Ebenen sind durch

(19) ¥ p*=0
gegeben. :

Fir unsere spezielle Fliche des Biischels folgt dies aus
dem Satze Nr.44; man sieht aber, dass sie in diesem be-
sonderen Falle durch die Forderung, die Schmiegungsebenen
der Curve in ihren Schnittpunkten mit ‘der Fliche seien
zugleich Tangentialebenen der Fliche, noch nicht bestimmt ist.

Inwiefern kann man nun unsere spezielle Fliche des
Biischels noch auf andere *) Weise, namentlich in Bezug auf
den Nullcomplex der Curve, als invariante charakterisiren ?

Aus den Gleichungen (15) ist sofort ersichtlich, dass unter
allen Regelschaaren (14) diejenige, die einem linearen Complex

#) Da das Flidchenbiischel [ef. (27)] (18) dem Complexhiischel
mpys —+ Py = O eindeutig zugeordnet ist, dieses aber wieder dem

Kegelschnittbiischel der Ebene, das den Normkegelschnitt in den beiden
Punkten 0, o berihrt, und ferner 3 Pos + Ppyp der symmetrischen
Funktion s, proportional ist, so erkennt man sofort (cf. tbrigens §. 20),
dass der Fliche 3z, x; + @, @, = 0 resp. dem Complex 3p,; + py =0
derjenige Kegelschnitt des Biischels in der Ebene entspricht, der den
Normkegelschnitt trigt. Daraus folgt aber nach Nr, 59 fiir den
Complex 8pgg + p;, = 0 die Eigenschaft, dass, wenn irgend eine
-
Sehne der Curve ihm angehort, dies fiir die zugehﬁrige Axe der Curve

gleichfalls gilt,
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(20) M py+p, =0

(wo m beliebig) angehort, durch
21) m+n=20
bestimmt ist und umgekehrt.
Mithin ist diejenige Fliche des Biischels (13), deren

Regelschaar (14) dem Nullcomplex der Curve

(22) 3pyy —p, =0
angehort (d. h. fiir die jede Gerade dieser Schaar in Bezug

auf den Nullcomplex sich selber conjugirt ist), gegeben durch
die Gleichung:

(28) 8z, w,— 2, 2, = 0.

Zuniichst springt daher in die Augen der Satz:

(%) »,Die durchdieBedingung (22) characteri-
sirte Fliche zweiter Ordnung (23) (des Biischels
(13)) liegt zu der durch die Bedingung (16) be-
stimmten harmonisch in Bezug auf die beiden
Ebenenpaare

24z, =0, £,=0; 2, =0, z, =0.%

Schreibt. man ferner die Fliche (13) in Ebenencoordi-
naten, so ergiebt sich leicht:

(13") u, uy,— mu, u, = 0.

Mithin ist diejenige Fliche des Biischels (13), die diese
letztere (bei fest gedachtem m) trigt, keine andere als

(25) ma 2z, + 2, 2, =0.
Daher sind im Biischel (13) immer zwei zu den Ebenen-
paaren (24) harmonische Flichen
(26) mz, z, — 2, «, = 0; mz, &, 4z z, =0
solche, die sich gegenseitig stiitzen (oder auch: aufeinander
ruben).
Speziell also hat man: .
(x) yDiebeidenausgezeichneten Fla.chen des
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Biischels (13), nemlich (18) und (23) tragen sich
gegenseitig“ '

64. Den Zusammenhang zwischen den beiden Flichen
(26) {resp. speziell (18) und (23)} kann man noch weiter ver-
folgen, wenn man das dem Gleichungssystem (15) analoge
- aufstellt, das der anderen Regelschaar einer Fliche (13) zu-
gehort.

Dies ist zuniichst gegeben durch:

mz, 4k x, =0

(149 z,+ Kz, =0
mithin die Axencoordinaten einer Geraden der Schaar:
(15") g, =g, =0, ¢, =m, ¢,y = k?, Gy =Mk, q, = —F.
Daher gehort diese Regelschaar einer Fliche (13) auch
dem linearen Complexe an (ausser den beiden ¢, = ¢,, = 0):

@0 p,+mp, =0
wiithrend die andere Schaar (15) dem anderen Complexe:
(ausser den beiden p = p,. = 0):

(28) Py — Mpy, = 0.

P, = 0 resp. p,, = O selbst stellen die beiden speziellen
Complexe des ganzen Biischels (27) oder (28) (bei variablem m)
~dar, deren Axen die Curven-Sehne resp. Curven- Axe mit
den Argumenten O, oo sind; ebenso p,, = O resp. p,, =0
die beiden speziellen Complexe, deren Axen die Geraden sind,
die durch den Punkt O (o) der Carve gehen, in der Ebene

0 ( ) der Curve liegen und die Tangente oo (0) treffen.
Endlich sind p, = 0, p,, = 0 die speziellen Complexe
der beiden Tangenten O, o selbst. Demnach gelten von der
durch irgend ein Tangentenpaar einer cubischen
Raumcurve durch die Bedingung des Satzes (1,) bestimmten
zur Curve invarianten Regelschaar zweiter Ordnung folgende

Eigenschaften, zu deren Darlegung wir etwas weiter ausholen
miissen:
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»Die zu einem Tangentenpaare &, 8 der Curve gehorige
Sehne und Axe (s, o) bilden ein zweites Geradenpaar, sowie
die beiden Geraden, die durch den Punkt o resp. § der Curve
gehen, in der Ebene « resp. § der Curve liegen und die Tan-
gente f resp. « treffen ein drittes Paar (a, D).

Diese drei Geradenpaare a, 8; s, 6; a, b sind die drei
Gegenkantenpaare eines Tetraeders, dessen Ebenen einmal
die beiden Ebenen o,  der Curve, sodann die beiden Ebenen
durch die Tangenten «, § sind, die beziiglich durch die Punkte
B, « gehen (desselben Tetraeders, das als Coordinatentetraeder
(Nr. 30) diente, um die cubische Curve zur Normecurve zu
machen).

Jedes der drei Gegenkantenpaare bildet die Direktricen
einer Congruenz, die allen linearen Complexen eines Biischels
gemeinsam ist (dessen zwei spezielle Complexe eben die beiden
Greraden des beziiglichen Paares zu Axen haben). Diese Com-
plexbiischel bezeichnen wir einfach mit

(29 [o b5 [s,0)5 o, U]

Insbesondere gehort dem Biischel [s, o] (d. i. dem
Biischel von linearen Complexen, die alle mit der Curve
dieselben zwei zusammenfallenden Tangenten-
paare (o, §) gemein haben) der Nullecomplex N der Curve an. -

Dann giebt es im Biischel einen weiteren zum Null-
complexe in Bezug auf das Paar der speziellen Complexe
harmonischen Complex N". 4

Die  Regelschaar (zweiter Ordnung), die irgend drei line-
aren Complexen ¢, c,, ¢, gemeinsam ist, sei als Regelschaar

(¢,s ¢, C,) bezeichnet.
(A) yDanngehsren sowohl die beiden Regel-

schaaren

_ (@, b, N), («, B N') demselben Hyperboloid (H), als

(30) {(a, b, N), (a 8, N) demselben Hyperboloid (E') an.
Beide Hyperboloide gehb’ren dem Biischel
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1L

von Flichen zweiter Ordnung an, deren Durch-
schnittscurve aus den Geradenpaaren (a, b) («, f)
besteht, und sind harmonisch zum Paar der
Ebenenpaare des Biischels (Satz «,) und tragen
sich (ruhenaufeinander) gegenseitig (Satz x,).
Die Regelschaar (a, 3, N) des Hyperboloides
(H)ist der Ort der Treffgeradenpaare der Tan-
gentenquadrupelder Involution (cf. ).

@1 —a) A—P) [0—a) + = (—B)}¢
65. Dieser Satz bedarf noch verschiedener Erginzungen.
Zuniichst ist leicht zu zeigen, dass auch die Regelschaar
(a, b, N') des zweiten Hyperboloid’s (H') der Ort der Treff-
geradenpaare einer Tangenteninvolution vierter Ordnung
ist und zwar der Involution:

(32) O—a)' 4+« A—p)".

In der That sind ja in der canonischen Form (cf. (15)

(28)) die Complexe a, b, N' dargestellt durch:
(33) pp =09, p, =0,3p, +p,=0,

mithin ist die Darstellungsform (11) einer Geraden der ge-
meinsamen Regelschaar dieser drei Complexe in der That die
Form (32), deren Funktionaldeterminante ()\——a)a(?\—_—ﬁ)?’
identisch mit der der Involution (31) ist, was auch schon da-
raus erhellt, dass alle Flichen des Biischels (H) (H") (13)
mit der Curve die Punkte und Ebenen a, $ je dreimal ge-
rechnet, gemein haben. Also hat man als erste Ergiinzung
zum letzten Satze:

;) ,Die Regelschaar (a, b, N) des Hyperbo-

loides (H') ist der Ort der Treffgeradenpaareder
Tangentenquadrupel derInvolution

B2 (A —a)+F A —B)
d, h, aller Quadrupel? die aus zwei z2u einander
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harmonischen Paaren der gewdhnlichen Invo-
lution

(34) 2 — o + 1 (. — Bf
bestehen.

Beide Involutionen (31) (32) haben dieselben
Doppelelemente ,
a, a, « B, B, B.¢

66. Nun kann man aber auch umgekehrt zeigen, dass diese
beiden Involutionen (31) (32) die einzigen sind, die gerade
diese Doppelelemente besitzen (wihrend es doch, wie
sich spiiter ergeben wird, im Allgemeinen fiinf Involutionen
vierter Ordnung mit denselben sechs Doppelelementen giebt).

Den Beweis fiihrt man, wie folgt. Wir legen wieder das
canonische Argumentenpaar 0, oo der Normcurve zu Grunde.
Einer jeden Involution vierter Ordnung mit den Doppel-
elementen 0, 0, 0, w, o, oo auf der Normcurve entspriche
nach dem Satze Nro. 44 eine Fliche zweiter Ordnung, die
eben diese sechs Punkte und Ebenen mit der Curve gemein
hiitte, so dass die beiden Tangenten 0, oo der Curve ganz auf
ihr liegen miissten. Solcher Flichen zweiter Ordnung aber,
die durch die sechs Punkte 0, 0, 0, 0, 00, o so gehen, dass
sie zugleich die beiden Tangenten ganz enthalten, giebt es ein
Biischel #)

Bymaz,z, +x x,=0.

*) Man sieht dies auch schrittweise so ein. Die ganze (dreifach un-
endliche) Schaar der Flichen durch die angegebenen sechs Punkte ist
folgende: )

TN P IR NCEN I AR A CENN -a'f) +k,(3 xlxs—;-wg):O
oder etwas anders geschrieben: .
kayaeg+4 Lo 2y 4 o (3 m2—w?)+v (8 =, x4 —w§)= 0.

Soll nun eine solehe Fliche auch noch die Tangenten 0. o ganz

enthalten, so miissen die Coefficienten von acf, wg, d. h. p, v verschwinden,

was zu (18) fiihrt,
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Dies erfiillt dann aber auch die iibrigen verlangten Eigen-
schaften. Greifen wir‘irgend eine der Ilichen (13) heraus, so
gehort ihre eine Regelschaar, sagen wir B, den Complexen
(cf. (15)) an:

(35) pyy =0, p,, =0

1 den beiden Complexen (cf. (15"))
(36)p, =0 p, =0.

Soll daher B der Ort der Treffgeradenpaare einer Tan-

Dagegén die andere, R

genteninvolution vierter Ordnung sein, so muss diese die Ge-
stalt haben (wegen der Darstellungsform (11))

B7) (@, X pA-a, N pP 4 a, \p®) 4K (b, X p4-5, 0 1P+, Ap*) =0;
n gleicher Weise die zu einer R (irgend einer Fliche des
Biischels (13)) gehorige Involution:
(38) (o, X+ o, 7 ¥+ o ) 4+ B (B, X' + B, %" 4 B, 1.
Bezeichuen wir fiir den Augenblick mit p, , ¢, die Grossen

@, a, o o |

by by B, B

und mit m,,, p gewisse Zahlenfaktoren, so ist die Funktional-
ik’ ©im ’

determinante der ersten Involution (37) von der Form (wie
‘man unmittelbar durch Ausrechnung ersieht):
(371) Wl = )\4 92 ml‘l-pl‘Q + 13 P'3 m13p13 + )\2 p} m23‘p23
.-und die der zweiten Involution (38)
(B8) Wy =27 oty €y + N1 oy Gy 4= 2 1 g, e
Da sich beide Formen W,, W, aber nach Voraussetzung
auf 2’ p® reduciren miissen, so sind dazu die Relationen er-
forderlich:
(39) p]g = O} .p23 = O)
40) ¢y =0, ¢,, =0.
Nun kénnen aber die Gleichungen (39) nur so bestehen,
dass entweder auch p,, = 0 oder ¢, = b, = 0; und analog
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die Gleichungen (40), dass entweder auch ¢, = O oder
‘a, = B, = 0 wird. '
Im ersten Fall, wenn auch noch p, resp. g, verschwinden,

hat die beziigliche Involution unendlich viele Doppelelemente,
hat also mit unserer Aufgabe nichts zu thun: die anderc Be-
dingung liefert aber die beiden Involutionen (31) (32).

q. e. d. ¥)

#) Kinen zweiten noch direkteren, wenn auch umstéindlicheren Be-
weis kann man so geben.

Die Geraden der Regelschaar R; irgend einer Fliche des Biischels
(13), das wir jetzt lieber in der Form schreiben wollen
L Ty =0

gehoren mach (15) ausser den Complexen (35) p, = 0, pyg = 0 mnoch

(41) 3 nwy zy — =

dem dritten:

(42)' 3 M pPog — Py =10
an. Fiir welchen Werth von = bilden die zugehorigen Darstellungsformen
(11) eine Involution? ‘

Nun ist nach pg. 69 (wenn man den hier unwesentlichen Propor-
tionalititsfaktor = 1 setat)

5T Ve
2

U
2

also 3 m pog — Py = s, (n-—l)i]/'@ (n 4 1) = 0 oder

3 Pog =
(43)

Pyg =

—1)2 .
(44) sg {ZZ_-’T:} — 6¢ = 0 oder wegen (35), wenn man die Dar-’
n
stellungsform (11) jetzt so schreibt
(45) 4023 + 6a\%u® 4 4a0p?
(46) 8 ain — (n + 1) a; a; = 0
Somit kann man setzen
@) a, =1, ay=rk a;=41
wo k variabel, r aber in bestimmter Weise von n abhiingt. ‘Daher wird
die Darstellungsform:
“8) X p (% 4 & X 4 AP ph)

nur dann eine Involution bilden, wenn » = 0 d, h. ag = 0 ist. Dann



Die Reye'sche Apolaritdt und die Normecurven. 127

Wie vielfach die beiden Involutionen (31) (32) gerechnet
werden miissen, um die fiinf Losungen, die dieselbe Frage im
allgemeinen zuliisst, zu ergeben, mag hier unerirtert bleiben.

Wir konnen also jetzt auch so sagen:

(A, ,DiebeideneinzigenInvolutionenvierter
Ordnung, deren Funktionaldeterminante der
Cubus einer quadratischen Form (A—a) (A—f) ist,
erzeugen, als Tangenteninvolutionen anfgefasst,
mittelst ihrer Tretffgeradenpaare, gerade die
eine Regelschaar (R, resp. R ) der beiden Hyper-
boloide (H) resp. (H) der Sitze () (4,).4

67. Wir nennen daher, der Unterscheidung halber, die zu
irgend einem Tangentenpaare o, 8 einer cubischen Curve ge-
horigen Flichen (H) (H) ,die Doppelflichen («, B)
(zweiter Ordnung) erster, resp. zweiter Art“.

Dann kénnen wir den Satz ¢, jetat so fassen:

t.) ,EEs giebt drei (und nur drei) Dupelflichen
3/ » g p

erster Art, deren eine Regelschaar dem Com-
plexea = Oangehort.

muss (n 4 1)? verschwinden d. h. es ist » = — 1 und wir gelangen

s0 zu unserer Fliche
(18) 8 »y wg + @, x, = 0.
Genau in derselben Weise gelangen wir, wenn die Geraden der Regel-
schaar By (15') einer Involution zugehdren solien, zur Gleichung:
(49) 3a§.4n — (n — 1) ay ag = 0
die sich auf ay == 0 reduciren muss, was nur fiir n = 1 geschieht, d. h,
wir erhalten die Fliche .
(28) 8 @) @y —
Die Regelschaaren Ry resp. By der Flichen (18) (23) bilden, wie

w2=0.

man sich leicht {iberzeugt, die Trefigeraden von zwei Quadrupelschaaren
der Form

50) f + & fy + B fa

die uns hier nicht weiter interessiren.
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Sind diese die Flichen (g7,) (i = 1, 2, 3), so sind
die drei Paaveeg n, die Wurzeln der Covariante ©
der Form ay.%

Da wir andererseits aus Fritherem (pg. 102) wissen, dass
unter den zu ay apolaren Quadrupeln sich nur vier vierfache

Potenzen (l——ozf befinden (wo die & die Wurzeln von a, sind),

und diese sich zu sechs Involutionen combiniren, so haben wir
als Seitenstiick zum letzten Satze:

() »Es giebt sechs (und nur sechs) Dupel-
flichen zweiter Art, deren eine Regelschaardem
Complexe a, = O angehért. Sind diese die Flichen

(o @) so sind &, o

, &, ¢ die vier Wurzeln der
Form ay.4

Wir verlassen damit die Betrachtung der Covarianten einer
biquadratischen biniren Form auf der cubischen Raumcurve
und wenden uns der allgemeineren Aufgabe zu, die beiden
Theorien des Normkegelschnitts und der cubischen Norm-
curve gegenseitiz in einander iiberzufiithren, wie es schon

pg. 62 in Aussicht gestellt war.

8. 20.

Das Verbindungsgebiet zwischen Normkégelschnitt und cubischer
Normecurve.

68. Schon in Nro. 43 war der Satz abgeleitet, dass die
Gleichung eines Kegelschnitts in der Ebene, in homogenen-
Coordinaten z, x,, z, geschrieben (wobei von irgend einem
Punkt 2 der Ebene das Tangentenpaar «, 3 an den Normkegel-
schnitt geht, dessen Argumente durch

z, z
—=a+p —=a

Z Z,

bestimmt sind) zugleich alle Sehnen «, § der cubischen Norm-
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curve darstellt, die einem ganz bestimmten (allgemeinen) line-
aren Complex angehéren, und damit auch den Complex selbst;
und umgekehrt.

Dadurch wird es ohne Miihe erméglicht, eine vollstindige
Abbildung der Complextheorie auf die Kegelschnittstheorie
durchzufithren. ;

Da eine solche Durchfithrung aus dem Rahmen unserer
Untersuchung zu sehr heraustreten wiirde, so mag es geniigen,
auf einige Hauptpunkte aufmerksam zu machen.

69. Wir kniipfen der Einfachheit wegen an die letzten
Erorterungen des letzten Paragraphen an, die sich auf die
Eigenschaften des Complexbiischels

N 3npy,+p,=0
stiitzten, dessen gemeinsame Congruenz zu Directricen die
Sehne und Axe (0, o) der Normcurve besass und dessen In-
dividuen alle mit der Curve die vier Tangenten 0, 0, oo, oo
gemein hatten.

Wir suchen die einem Complexe (1) angehorigen Sehnen
. (Axen) der Curve d. h. den ihm entsprechenden Kegelschnitt
der Ebene.

- Aus der Darstellungsform einer Raumgeraden (mittelst
der sie treffenden Tangenten der Curve) (11)

2
@) Py X' — 20y X A By + 1) A — 2P Ay =0
folgte (pg. 69):

s, + 1/6¢ s, F V60
(3) p-3py = 2-2— y PPy = 2”"‘T-

Dies hat zuniichst zur Folge:
@A) py P, =0=8 —bi=5, — (12,5, — s, s, + 55
=3(— 45,5, 4,5,
Seien die vier Argumente (Wurzeln von (2)), aus denen
sich die s, zusammensetzen: «, §3, 7, d, so stellt (2) eine Sehne
resp. Axe der Curve dar, wenn @ = = Aj vy=0=2»,

‘W. Fr. Meyer, Apolaritiit. 9



130 Die Reye’sche Apolaritit und die Normecurven.
Wird dann
% )
L4+ == AA=-=
1 b} g,

172
0
gesetzt, so geht Gleichung (4) tiber in *):
(6) o,0, (0, 5, — %) =0.

Da die Sehnen in die Axen durch Vertauschung von 3 p,,
mit p , iibergehen, so stellt das Kegelschnittpaar (5) die Sehnen
und Axen der beiden (speciellen) Complexe

(6) pyg =0, p,, =0
dar. Es ist aber leicht, beide Kegelschnitte in der Weise
zu trenncn, dass jeder nur einem der Complexe (6) entspricht
und umgekehrt; man braucht nur zu bemerken, dass die Sehne
(0, o) nur dem Complexe p,, = 0 allein, und ebenso, dass
die Axe (0, o) nur dem Complexe p . = O allein angehért.

Andrerseits haben wir damals (Nro. 32) festgesetst, dass
die Punkte der Ebene (also die Tangentenpaare des Norm-
kegelschnitts) den Sehnen der cubischen Normecurve entsprech-
end gesetzt werden sollen.

Mithin kann das Tangentenpaar ¢,5, = 0, da sein Schnitt- *
punkt der Sehne 0, oo entspricht, vermdge seiner Punkte nur
den Sehnen des Complexes p , = O entsprechen. Daraus folgt
sofort:

a) ,Die Punkte des Kegelschnitts ,6, = 0,0, = 0¢
entsprechen sowohl den Sehnen des Complexes
P, =0, als den Axen des Complexesp, = 0;reci-

prok die Punkte des Kegelschnitts 6,0, — 0, = 0

sowoh]l den Axen des ersten, als den Sehnen des
zweiten Complexes.®

*) Die bei.den Kegelschnitte (5) 6,0, == 0 und oy0, — cf = 0
sind dann zugleich die beiden den Normkegelschnitt in zwei Punkten
(0, ») beriihrenden Kegelschnitte, denen unendlich viel Dreiecke ein- und

No umbeschrieben sind.
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- 70. Wir wissen ferner von frither (pg. 119), dass der Null-

complex 3 p . — p , = 0 (vermoge seiner Sehnen) dem Norm-

1
kegelschnitt 4 o 5, — crf = 0 entspricht, sowie der zu ihm (in
Bezug auf das Paar (6)) harmonische Complex 3 p ., +4p , = 0
dem den Normkegelschnitt tragenden Kegelschnitt des Biischels
6, 6, — k o2 = 0 d. h. dem Kegelschuitt 2 g s, + ci = 0.
In der That folgt dies auch sogleich aus den Formeln
(2). Denn es ergiebt sich
(V3py=+p,=0=s, Bp,—p,=0=i=1255,—3s s+
mithin fiir die zugehorigen Sehnen:
(8)26062—|—Gi=0, (40002——cf)2=0
Versteht man daher unter den p, die Liniencoordinaten
einer Sehne (der cubischen Curve) so kann man setzen:
(pp,=2n0,0,
O, " ;
(2 PPy =9,9% — 9

wo A dadurch zu bestimmen ist, dass

10 {5 Py — Py = 0 iibergeht in 4 6, 5, — ci =0 und
3py+p,=0 ”262604—-63:0.
Dies leistet aber nur der Werth A = — 3, so dass wir
haben: ’
(11)9}712:——‘30'002, 391003_—-5002—6?.

Es hitte dies' auch unmittelbar aus der Gleichung (32)
Nro. 42, in Vergleichung mit der Gleichung eines allgemeinen
linearen Complexes (33) gefolgert werden kénnen.

Daraus ergiebt sich denn sofort wieder, dass irgend ein

Complex

(D) 30 py 4P, =0
- iibergeht in: _
(12)6002(n——3)—ncf=.~0

und (bei Vertauschung von 8 p  mit p , oder, was dasselbe ist,
. 1
von 7 mit ;z) der Complex
. o
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(1) 8 pyy + n p,, = O iiber in
(12) 5,0,(1 —8m) — o}, = 0.
Diese Resultate mogen in dem Satze niedergelegt werden:
B) yDie Punkte des Kegelschnitts H
‘ (12) o, 62(’}’&—3)—%0?

des Biischels g, 6,—ka; =0 reprisentirensowohl
die Sehnendes Complexes

N38npy,+p,=0
des Biischelsp, — & p, =0, alsdie Axendes Com-
plexes

(])'3[)03—1—7&2912:0 '
desselben Biischels und reciprok die Punkte des
Kegelschnitts .

(12) 5,0, (1 —3m) — o’ =0

den Sehnen des Complexes (1) und den Axen des
andern (1).

Die einander so zugehdrigen Complexe (1)
(1) resp. Kegelschnitte (12) (12)' bilden eine (ge-
wohnliche) Involution, deren Doppelelemente
(n=*+1)dieComplexe

(D3 py £ p,, =0
resp. die Kegelschnitte sind :
(10)NE4c2co—cf=O, fE?cr?co—r-cf:O

(wofdenNormkegelschnitt N trigt).“ ,
In der That sind ja die Complexe (7) unseres Biischels die
einzigen, die bei Vertauschung von 3 p , mit p , in sich iber-
gehen. :
71. Der Beweis dieses Satzes moge nach rechnerischer
Seite hin durch die direkte Umformung der Complexgleichung
(1) in (12) mit Hiilfe der Beziehungen (3) ergiinzt werden.
Wir erhalten:
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(13) 3npy,+p,=s, m+ 1)+ Ve (n — 1) = 0 oder:
sS4+ 17 — (0 — 1)? {1258, — 3 s, s, + s3) oder:
4ns§-— 12 (n — 1)230844—3(%—— l)“’slsa:O,

mithin durch Uebergang der s in die ¢

(14) 0} {4n—B(n— 1)} 4025, 0, {4n + 3 (n — 1)*} +-no}=0.
Dies ist aber nichts anderes als:

(15) [0, 0, (1 — 3 m) — ci] [0, 0, (0 — 3) —n c?] =0
d. h. das Produkt der Gleichungen (12)" (12). In der That

indert sich ja (13) bei Vertauschung von n mit % nicht.

In welcher Weise aber dann die beiden Faktoren der
Gleichung (15) den beiden zugehorigen Complexen einzeln ent-
sprechen, erhellt aus irgend einem speciellen Werth von
n, z. B. n = 0 (cf. Satz a).

Fiir n = 3 erhalten wir den ausgezeichneten Kegelschnitt

(16) Gi =0
dem also der Complex
A1) W, +p, =0
entspricht. Dessen Sehnen waren aber gerade die Geraden der
einen Regelschaar der Fliche
(18 9z 2z, — z, x, =0
die bekanntlich ganz durch die cubische Curve hindurchgeht.

In der That stimmt dies iiberein mit dem Ergebnisse der
pg. 56, wonach die Punkte einer Geraden (o, = 0) die
Schnen einer durch die Curve gehenden Fliche zweiter Ord-
nung reprisentiren.

Der zu (19) in Bezug auf das Paar (6) harmonische Com-
plex entsprichd dem Kegelschnitt

(19) 26,0, — cf = 0.

Dies ergiebt aber in Verbindung mit dem Kegelschnitt (8)
(20) 2 5, g, + o = 0;

/

~
v
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y) ,Die beiden Complexe 9p, * p, = 0 sind
dadurch ausgezeichnet, dass sie einmal harmo-
nischsind zum Paar (6)

(6) I 0, Py, = 0;
andererseitsistaberauchdasPaar
(21)1012 = O? 9}003 + by, = 0
harmonischzudemandern:
(22) 31003 +2,=0, 91003 —p,=0;
und ebcnso (durch Vertauschung von p, mit
— p,): das Paar
@3)p,=0, 9p, —p, =0
istharmonischzum Paare:
; (24) 8 pyy — P, =0, Wy + Py = 0.4

72. Kehren wir jetzt zuriick zum Hauptsatze f, so konnen
wir ihn sofort fiir irgend ein Complexbiischel, dessen gemein-
same Congruenzdirektricen in Bezug auf den Nullcomplex der
cubischen Curve conjugirt sind, d. h. ein solches, dessen Com-
plexe alle mit der Curve dieselben vier Tangenten

(20) a5 =0
gemein haben, erweitern. Nach pg. 77 liess sich dieses Biischel
in die Form bringen :
26)a, 4k (B py —p,,) =0
das durch Vertauschung von 3 p , mit p , iibergeht in
(270 a, — kB py, —p,,) =0.

a, =0 entsprach demjenigen Kegelschnitt a; des Biischels,
dessen Grundpunkte auf dem Normkegelschnitte liegen und
durch (25) dargestellt sind, und der den Normkegel-
schnitt tridgt d. h. es ist der Complex des Biischels (26)
fiir den die ihm angehérigen Sehnen und Axen der cubischen
Curve dieselben Argumentenpaare besitzen (d. h. die im Null-
complex einander conjugirt sind). Nennt man eine solche
Sehne und Axe einfach conjugirt, so hat man;
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8),Die Complexe des Biischels (26) bilden eine
(gewohnliche) Involution, deren Doppelelemente
gegebensind durch .
(28)a, =0, 3p, —p,=0.
Irgend ein Paar der Involution hat die Eigen-
schaft, dass die Sehnen (Axen) des einen Com-

1

plexes des Paares conjugirt sind zu den Axen
(Sehnen)desandern. ,
Die entsprechenden Kegelschnitte bilden
eine Involution,deren Doppelelemente der Norm-
kegelschnitt und der ihn tragende (undausihm
das Punktquadrupel @y = O ausschneidende) Kegel-
schnittsind.
Die Punkte irgend eines Kegelschnitts des
Biischels
(29)a§+k(4cocz—cf)=0
reprisentiren dieSehnendes Complexes
(26)a, + kB py, —p,) =0
und zugleich die Axendesandern
@20 a,—k@Bpgz—p,) =0.
Das Umgekehrte gilt von den Punkten des
Kegelschnitts
(29) a2 — & (4 o, cz—ci) =0
der mit (29) ein Paar der angegebenen Involution
bildet*  *
73. Ein ausgezeichnetes Paar in der Complexinvolution
bilden die beiden speciellen Complexe des Biischels
(26) a, + & (3 p,, —p,,) =0
deren Axen die beiden Treffgeraden des Tangentenquadrupels
ay sind, die ja in der That nach pg. 69 durch Vertauschung
von 3 p,, mit p . d. h. von 4k mit — % in einander iiber-

gehen,
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Die beiden zugehorigen Werthe von % fallen nur zu-
sammen, wenn die Invariante i von aj verschwindet (cf. pg. 117)
und a, = 0 ist dann selbst der specielle Complex des Biischels.

In der That ergiebt die Bedingung, dass (26) einen speciellen
Complex vorstellt:

(80) @, @, — 4 a, a, + 8 (4} — I¥) = 0 oder ks = VGL
- Wir konnen daher Satz (3) so vervollstindigen :
&) Der Complexa, =0 (der unter allen Com-

plexen, die die vier Tangenten oy = 0 mit der
Curvegemeinhaben, dadurch ausgezeichnetist,
dass er zu sich selber conjugirt ist) istin Bezug
auf das Paar der beiden speciellen Complexe
dieses Biischels

(31) a, & ]/% (B Py — 1) =0

zum Nullcomplex der Curve harmonisch.®

Genau dieselbe Bedingung (30) sagte aber aus (pg. 99),
dass die den beiden speciellen Complexen (31) entsprechenden
Kegelschnitte H, H, die waren, (die aus N, das Quadrupel ay
ausschneiden und) denen unendlich viele Dreiecke ein- und N,
umbeschrieben sind. Daher lautet der zu (3") analoge Satz der
Ebene:

%) ,Ist ein Kegelschnittbiischel gegeben
f+ ke =0,undtrigtfdenKegelschnitte, so ist
das Paar des Biischels H, H, denen unendlich
viele Dreiecke ein- und ¢ umbeschrieben sind,
harmonischzum Paaref, ¢.%

74. Dieses Entsprechen der speciellen Complexe und
der Kegelschnitte H moge noch des Niheren erortert werden,
da sie das nothwendigste Vehikel bei der Durchfithrung der
Verwandtschaft beider Theorien sein miisste, (
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Wir wollen zu dem Zweck umgekehrt von den Kegel-

schnitten H (bei gegebenem N,) ausgehen: wir denken uns also
irgend einen solchen und ein Dreieck, das ihm und N, umbe-
13
bestimmt sind. Dann repriisentiren die drei Eckpunkte dieses

Dreiecks (A, A)) (A, 2,) (&, 4,) drei in einer Ebene liegende

Sehnen der Normcurve. Drei solche Sehnen konnen aber

schrieben ist, dessen Seiten also durch drei Argumente A , 4,,

einem allgemeinen linearen Complexe nie angehdren (da
sie ja sonst, weil in einer Ebene befindlich, durch einen Punkt
gehen miissten), sondern nur, wie bekannt, einem speciellen,

dessen Axe dann in der Ebene der drei Sehnen liegen muss.
(Dann gehort aber auch jede Gerade jéder durch die Axe
gehenden Ebene dem Complexe an, d. h. dann giebt es unend-
lich viele Dreiecke, die N, um- und H einbeschrieben sind.)
Da nun jeder Kegelschnitt, der durch die Ecken irgend eines
N, umschriebenen Dreiecks geht, ein Kegelschnitt H ist,

so folgt:

e) ,Den speciellen linearen Complexen H im
Raume entsprechen bei unserer Abbildung auf
die Ebene die Kegelschnitte H und umgekehrt,
und zwar ist das (Argumenten-) Quadrupel Hder
Schnittpunkte von Hmit dem Normkegelschnitt "
identisch mit dem Quadrupel der Tangenten der
cubischen Normcurve, die die Axe des Com-
plexes treffen.“

- 7. Zu jedem Kegelschnitt H gehorte aber ein ,con-
jugirter® Kegelschnitt H’, der gleichfalls mit N, die Punkte I
gemein hat und mit H harmonisch ist zum Paare N, f, (wo f
der Kegelschnitt des Biischels H, H' ist, der N, trigt). Die

Gleichungen von H und H’ gingen durch Vertauschung von
3 p,; mit p,, in einander iiber. Dadurch geht aber auch der

Complex H in seinen conjugirten H' iiber (dessen Axe zur Axe
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von H conjugirt ist in Bezug auf den Nullcomplex der Curve):
andrerseits vertauschen sich dabei die Sehnen und Axen des
Complexes H, sowie die Axen und Sehnen von H’ d. h.

¢’) y,Die Punkte des Kegelschnitts H repri-
sentiren die Sehnen der cubischen Curve, die
dem ComplexeH angehoren (d. h. seine Axe tref-
fen), und zugleich die Axen der Curve, die dem
conjugirten Complexe H angehéren: entsprechend
die Punkte des zu H conjugirten Kegelschnitts
H' die Curvenaxen des Complexes H, sowie die

,Curvensehnendes Complexes H.“

76. Von den Kegelschnitten H wissen wir nach Fritherem
noch Folgendes. Die H ein- und N, umbeschriebenen Drei-
ecke sind Poldreiecke eines bestimmten Kegelschnitts F, der
mit N, das Tangentenquadrupel H gemein hat und N, trigt.
Ausserdem ruht *) er noch (als Klassenkegelschnitt aufgefasst)
auf dem Kegelschnitt H.

Ebenso verhilt sich zum Kegelschnitt I’ ein anderer, F7,
gerade so, wie eben F' zu H. Es mag dies jetzt noch schiirfer
dahin betont werden:

§) »In der Schaar der Kegelschnitte, diemit
einem festen (N,) ein (ganz beliebiges) Tangenten-
quadrupel Hgemein haben, giebtesein Paar von
solchen, die N,tragen. Sieseien F, F".

Andrerseits giebt es in dem Biischel von
Kegelschnitten, diemit demselben festen Kegel-
schnitt (N,) das Punktquadrupel Hgemein haben,
ein Paarvonsolchen,denenunendlich viele Drei-
ecke ein- und N, umbeschrieben sind. Sie seien
H, H".

¥) Es folgt dies ja auch unmittelbar daraus, dass es P ol dreiecke
von F giebt, die H einbeschrieben sind,
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Dann sind sichH und F, beziiglich H und F’
eindeutig dadurch zugeordnet, dass immer der
erstgenannte Kegelschnitt den zweiten stitzt,
und zugleich immer die demersten einbeschrie-
benen Dreiecke Poldreiecke deszweiten sind.

So gehort alsozu irgend einem Kegelschnitt
I stets ein und nur ein KegelschnittH und wum-
gekehrt. Daher mogen auch des Weiteren zwei
solche Kegelschnitte als y,zusammengehorig be-
zeichnet werden.®

77. Die H resp. H' einbeschriebenen (und N, um-
beschriebenen) Reihen von Dreiecken bilden auf N, zwei zu

einander conjugirte Involutionen dritter Ordnung (cf. pg. 96),
die wir noch kurz mit Riicksicht auf unsere Abbildung in’s
Auge fassen wollen.

Eben noch zeigte sich, dass die ,H-Dreiecke“ (wie sie
kurz heissen mogen), sofern sie N, umschrieben sind, der
Involution correspondiren, die die Ebenen durch die Axe
des dem Kegelschnitt H entsprechenden Complexes H aus der
cubischen Normcurve ausschneiden (oder kiirzer: ,der Ebenen-
involution der Complexaxen H¥).

Das Analoge gilt fiir Kegelschnitt- und Complex H'.

Da aber die beiden Complexaxen H, H' in Bezug auf den
Nullcomplex der cubischen Curve einander conjugirt sind, so
ist die ,Punktinvolution® (dasDualistische zur Ebeneninvolution)
der einen identisch mit der Ebeneninvolution der andern, und
die ,Ebeneninvolution® der ersten identisch mit der Punkt-
involution der zweiten. Daher kénnen wir dies so ausdriicken:

M) pDie beiden durchdie H-, resp. H-Dreiecke
auf N, bestimmten Tangenteninvolutionen (dritter

Ordnung) sind zugleich die beiden Ebenenin-
yolutionen der Complexaxen H, resp. H" und die
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beiden Punktinvolutionen der Complexaxen H’
resp. H.“

Nun geht von jedem Punkte der Complexaxe H eine Sehne
an die cubische Curve. Ist das vom Punkte an die Curve

gehende Ebenentripel dargestellt durch af, so schneidet (cf.

pg. 59) die Sehne aus der Curve die zu a} gehorige Covariante
A aus. Andrerseits entspricht dieser Sehne ein bestimmter
Punkt des Kegelschnittes H, und zwar der, von dem das Tan-
gentenpaar A an den Normkegelschnitt N, geht. Umgekehrt
entspricht jedem Punkt auf H eine Sehne der cubischen Curve,
die die Complexaxe H in einem bestimmten Punkte a; trifft.
Dies ergiebt aber in Verbindung mit dem letzten Satze:

%) ,Die durch die Involutiondritter Ordnung
der H-Dreiecke (auf N)) bestimmte quadratische
Schaarder zugehorigen Formen A fiihrt mittelst
ihrer Tangentenpaarezu den Punktendes Kegel-
schnitts H (und die durch die H-Dreiecke be-
stimmte Schaar der Formen A" zu den Punkten
von H).¢

78. Wir werden bald nachher (Nr. 107) den einfachen
geometrischen Zusammenhang zwischen einer cubischen Form
und ihrer quadratischen Covariante, wenn beide auf einem
Kegelschnitt dargestellt sind, kennen lernen.

Zuniichst fragen wir jetzt nach der Bedeutung des obigen
Satzes iiber die ,Zusammengehérigkeit* der Kegelschnitte H
resp. H' mit I resp. I, fiir den Raum.

Nach pg. 112 entspricht einem Kegelschnitt F, der N,
trigt, ein (in Bezug auf den Nullcomplex der cubischen Curve)
sich selbst conjugirter linearer Complex F. Schneidet der Kegel-
schnitt ' aus N, das Quadrupel f aus, so ist auch f das Tan-
gentenquadrupel der cubischen Curve, das dem Complex F' an-
gehort (cf. pg. 111). Das N, und F' gemeinsame Tangenten-
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quadrupel H ist die Hesse’sche Covariante von f; dasjenige
Tangentenquadrupel, das der zu F gehorige Kegelschnitt H
mit N, gemein hat (cf. pg. 108), die Covariante ,2 jf— 34 H.

Fir den Complex F' stellt H die vier Punkte der cubi-
schen Curve dar (cf. pg. 115), deren im Complexe ihnen zu-
gehorige Ebenen die Curve beriihren: die Berithrungspunkte
sind die Form ,2 j f — 3 ¢ H*. Dem zu H conjugirten Kegel-
schnitt H' gehort der Kegelschnitt F’ zu, der aus N, das
Quadrupel f* ausschneiden mége. Dann ist H auch die Hesse-
sche Covariante von f’, und auch die Invariante ¢ ist beiden
Formen f, f" gemeinsam. Daher hat der Kegelschnitt H' mit
N, das Tangentenquadrupel ,2 j' f" — 38 4 H* gemein (die
Form f’ nebst den sich daran anschliessenden wird weiter
unten noch niher bestimmt werden).

Endlich entsprachen (cf. pg. 96) den Poldreiseiten von
F, die N, umschrieben sind, diejenigen Regelschaaren dreier
Tangenten der cubischen Curve N, die dem Complexe F an-
gehoren, und den Polvierseiten von F, die N, umschrieben
sind, diejenigen Tangentenquadrupel der cubischen Curve,
deren Treffgeraden den Complex F' bilden. Daher kann man

den Zusammenhang zwischen den Complexen F, F’, H, H’
dahin formuliren:

) ,Zu irgend einem Tangentenquadrupel
einer cubischen Raumcurve H, dessen Treffge-
raden H, H" seien, gehort stets ein Paar sich

selbst conjugirter Complexe F, F' mit folgenden
Eigenschaften.

Dievier Punkte der Curve, dereninden Com-
plexen F, F’' ihnen zugeordnete Ebenen die
Curve berithren, sind beidemal dieselben und
zwar die Berithrungspunkte der Tangenten H.

DieRegelschaarender mitder Ebeneninvolu-

0
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tionHresp.H identischen Tangenteninvolution (dritter
Ordnung) gehdren dem Complexe F resp. F' an.

Dadurch gehort zu jedem sich selbst conju-
girten Complexe I eine bestimmte Gerade Hund
umgekehrt“

79. Wir fragen nunmehr nach den ebenen Bildern der
Geraden eines speciellen linearen Complexes H. Diese Frage
lost sich durch die andere:

Welche Beziehung herrscht zwischen zwei H-Kegel-
schuitten, H, H, wenn die Axen der ihnen entsprechenden
Complexe H, H sich treffen sollen?

Wenn die Geraden H, H sich treffen, so haben sowohl
ihre beiden Ebenen- als Punktinvolutionen je -ein Tripel ge-
meinsam. :

Demnach giebt es ein N, umschriebenes Dreiseit, durch
dessen Ecken H, H, und ein zweites desgleichen, durch dessen
Ecken die den letsteren conjugirten Kegelschnitte H’, H',
gehen.

Nun giebt es im allgemeinen vier Sehnen der cubischen
Curve, die irgend zwei Raumgerade treffen, entsprechend den
vier Schnittpunkten der beiden H-Kegelschnitte.

Da sich in unserm Falle die beiden Raumgeraden treffen,
so bestehen die vier erwihnten Sehnen aus den drei Sehnen,
die in der Ebene beider Geraden liegen, nebst der einen, die
durch ihren gemeinsamen Punkt geht. Dies ergiebt zufolge
- des Satzes (') :

A) ,Sollen die Axen zweier specieller Com-
plexe H, H sich treffen, so muss eines der vier
Dreiecke, die man aus den Schnittpunkten der
entsprechenden Kegelschnitte H, H bilden kann,

dem Normkegelschnitt N umschrieben sein, und

seidaher durch die cubische Form v} dargestellt.



Die Reye’sche Apolaritdt und die Normcurven. 143

Das Gleiche gilt dann von den beidenconju-
girten Kegelschnitten H', H',.

Diebeziigliche cubische Form sei 3.

Dannsind die Punkte (cf. pg. 59) der Tangenten-
paare A, A’ (wo diese Formen die quadratischen
Covarianten von 73, %5 sind) die vierten Schnitt-
punkteder Kegelschnitte H” H' resp. H, H .¢

Daraus folgt dann sofort fiir die Greraden eines speciellen
Complexes H:

1) ,DenGeradencines speziellen Complexes

H entsprechen alle H-Kegelschnitte, die durch
dieEcken irgend eines der dem Complexe H ent-
sprechenden Kegelschnitte H ein-und N, umbe-
schriebenen Dreiecke hindurchgehen.

Dem Netz der Kegelschnitte, die durch die
Ecken irgend eincs dieser Dreiecke gehen, ent-
spricht das Geradenfeld einer Ebene durch die
Complexaxe.”

Und da alle diese Dlelecke Poldreiecke des Kegelschnitts
F sind, so kann man unserm Satze (cf. die Anm, pg 138) auch
die Form geben:

2,) ,DenGeraden eines speciellen Complexes
Hentsprechenalle H-Kegelschnitte, diedenzum
Kegelschnitt H (der dem Complex entspricht) ge-
horigen Kegelschnitt Ftragen.

Die Quadrupelder Schnittpunktealler dieser
H-Kegelschnitte mit dem Normkegelschnitt
(N,) sind identisch mit den Quadrupeln der Tan-
genten, die die Geraden des Complexes H
treffen.

Speciell ist die Axe des Complexes selbst
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eine Gerade desselben, also trigt dgr Kegel-
schnitt H gleichfalls F. .

Daher erkennt man, wie dieser Satz zugleich eine Ver-
allgemeinerung des Satzes (Nr. 76 anm.) ist.

Um die allgemeinere Frage nach den Bildern der Ge-
raden eines ganz allgemeinen Complexes zu beantworten,
legen wir zunichst den algebraischen Inhalt der Sitze ,A“
auseinander. Es wird dies zugleich vorher Gelegenheit geben,
die wichtigsten hierhergehorigen Formeln (die sich bis jetat in
den Paragraphen 16 bis 20 zerstreut finden) einmal iibersicht-
lich zusammenzustellen und dann nach einigen Richtungen hin
zu ergéinzén.

§. 2L
Fortsetzung. Die Apolaritatsformeln fiir (lineare) Complexe und
Kegelschnitte.
80. Wir gingen urspriinglich von der biniren Form f aus:
(1) f=ay = ao)\4+4a1)\3p.+6a2l2p.2
+4a, w4 a, pt
Dann war die Gleichung des linearen Complexes, dem die

Congruenz der beiden Treffgeraden des Tangentenquadrupels
f (der cubischen Normcurve N,) angehort und der in Bezug
auf den Nullcomplex der Curve sich selbst conjugirt ist:
@) a,=a,s, +a, s,+a,s,+a,s +a, s, =0.
Die Sehnen (und zugleich die Axen) der Curve, die diesem
Complexe angehoren, bilden sich auf die Ebene des Norm-
kegelschnitts NV, ab als die Punkte des Kegelschnitts, der N,

trigt:
(8) F'"*) = d) = aoc: + 2a 0,6,+2a, 0, 02-|—a,4c§
+a, (2 5, c2+cf)=0

#) Es tritt von jetzt ab die Nothwendigkeit ein, die Bezeichnungen
noch schiirfer zu unterscheiden, als es bisher nothig war. Dazu dienen
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Dann war die Involution (dritter Ordnung) der N, um-

schriebenen Poldreiseite von f dargestellt durch:

zwei Prinzipien (vgl. dazu die weiteren Entwicklungen dieses Ab-
schnitts) :

a) Da unser Normkegelschnitt und unsere cubische Normecurve so
gewihlt sind, dass die Theorie des letztern auf die des ersteren dadurch
iibertragen: wird, dass (ef. Nr. 32) einer Sehne (A, X5) von N; der Purkt
der Ebene (A, ;) (mit den Tangenten X, A, an N,) entspricht, so wird
der Kegelschnitt der Ebene, dessen Punkte den Sehnen eines
linearen Complexes ¢ entsprechen, gleichfalls der Kegel-
schnitt ¢ genannt (oder ,der Sehnenkegelschuitt des Com-
plexes ¢“). Der zum Complexe ¢ (in Bezug auf den Nullcomplex der cubischen

l. Curve, was der Kiirze wegen gewohnlich fehlt) conjugirte Complex heisst
der Complex c¢': ebenso der entsprechende Kegelschnitt ¢’ der zum Kegel-
schnitt ¢ conjugirte. i

Dann entspricht auch der Kegelschnitt ¢’ mittelst
seiner Punkte den Axen (von N,), die dem Complexe ¢ an-
gehoren (heisse also: ,der Axenkegelschnitt des Complexes c).
Da nun der Kegelschnitt (3) als Axenkegelschnitt der Geraden erscheint,
deren Strahlencoordinaten p,, die Coefficienten der Hesse’schen Form H

(9) der Form f (1) sind, so ist damit seine Bezeichnung ,F'¢ gefordert.- -

Damit stimmt formal der Umstand {iberein, dass die N, um-
schriebenen Poldreiseite des Kegelschnitts £’ (3) diejenige Involution
dritter Ordnung auf N, bilden, die der der ersten Polaren von f (1)
conjugirt ist, so dass also auch in dieser Hinsicht der Accent ein charakte-
ristisches Merkmal des Kegelschnitts andeutet.

b) Die N, tragenden Kegelschnitte werden mit lateinischen Buch-
staben belegt (gewdhnlich die F-Kegelschnitte (in Beziehung zu einer
Form f) genannt). Dagegen die Kegelschnitte, denen Dreiseite ein-
und N, umbeschrieben sind, mit griechischen Buchstaben (gewShnlich die
H Kegelschnitte genannt, in Beziechung zu einer Form H (9), der Hesse-
schen von f (1)). -

Diese letstere Bezeichnung hat insofern -allerdings etwas Missliches,
als sonst den Klassenkegelschnitten diese (griechische) Bezeich-
nung beigelegt wird, und dadurch einige Collisionen unvermeidlich sind.
Trotzdem habe ich mich fiir die gewsihlte Art entschieden, da der an-
gegebene Gegensatz der - und H-Kegelschnitte in unserer Theorie den

W. Fr. Méyer, Apolaritiit. 10
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A4, d];:a )\3—|—3a1)\2y.—|—3a2)&p2—|—a3p3
©)

A EafEal7\3+3%7&29'4-3%)9}*2"‘%!’-3

2= gy
Andrerseits ist dies die Involution der Tangententripel
auf N, deren Regelschaaren dem Complexe a, = 0 ange-

horen. Die simmtlichen Verbindungsebenen der zugehorigen
Beriihrungspunktetripel gehen durch die eine Treffgerade des
Tangentenquadrupels (1) (und diese heisse die dem Complex
(2) yzugehdrige® Gerade) und die simmtlichen Schuitt-
punkte der Ebenentripel, die sich in genannten Beriihrungs-
punkten der Curve anschmiegen, durchlaufen die andere Treff-
gerade desselben Quadrupels (1). Oder kiirzer:

Die Involution (1) ist die Ebeneninvolution der zum Com-
plexe (2) zugehorigen Geeraden und zugleich die Punktinvolu-
.tion der zu jener conjugirten Geraden.

Fiir die zu (4) conjugirte Involution gilt dann das Um-
gekehrte. Nun waren (cf. Nr. 36) die Axencoordinaten einer
Geraden, deren Ebeneninvolution durch

[ = u, k3+3u 12-1-3% A+ u,
l)\—v RS—J,—?)U 7\‘—{—5@ A4,
gegeben ist, die folgenden:
(6) og,, = (w0),
woraus sich die Liniencoordinaten derselben Geraden in be-
kannter Weise mittelst der Beziehungen:

(7) PO =4, (% by l,m=20,1,2, 3)

(®)

ergeben.
Somit lauten die Liniencoordinaten der Geraden mit der

Ebeneninvolution (4):

gewdhnlichen dualistischen an Wichtigkeit dibertrifft. Im Ubrigen
ist durch eine theilweise mehrfache Bezeichnung gesorgt, dass Missverstind-

nisse nicht wohl méglich sind.
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(8) epy, = a, @y — af, PPy = Gy Oy — G, @y,
PPy = @, O, - “§> PPy = Oy Oy — Gy @y
p_pos —t a a — ai,
PPy, = a, 4, — a, a,

Mit Einfihrung dieser p, wird dann die Hesse’sche Form

von [:
woa)
@) H = bﬁl (7}’«1' _ ’An Ay _ kfn fxfzI
04, 04, Ay Ay for T
n w .

= 2oy M =200, X+ N0 Bpyy 0y —2 W pyy Py 1Y
also genau identisch mit der Darstellungsform einer Geraden,
wie sie in Nr. 38 entwickelt wurde. ’

y,Die ganze weitere Theorie beruht dann da- -
rauf, dass man nicht mehr die urspriingliche
Form f(l), sondern ihre Hesse’ sche H (9) zum Aus-
gangspunkt nimmt.“

81. Sind die homogenen symmetrischen Funktionen der
Waurzeln von (9) A, A,, A, A,, bezeichnet mit s, 5, 5,, S, 3
so ergab sich (pg. 69): (wenn man den unwesentlichen Propor-
tionalititsfaktor gleich Eins setzt):

S, + V 6is

s
— — "1
P01 == S Ppe™ o’ Doy = 9 -

a0 — Vi

S

— — 3
Pos= SpPyi= -’ by, =

-

wo ¢ die Invariante zweiten Grades von f ist

(11) ( -p03 6 12)

Durch Vertauschung von 3 p . mit p , erhilt man die Linien-

coordinaten der zu (8) conjugirten Geraden.
10#
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Dann lautete die Gleichung (cf. Nr. 51) des zual =0
(3) gehdrigen Kegelschnitts H (der durch die Ecken der N,

umschriebenen Poldreiseite von a2 = 0 geht):
U2) H = 75 = 0, 3y + 0,0, By + 9,9, Py + 9, By,
+ Gf—pos + 00, (P, — Pyy) = 0.

Ferner sind die Liniencoordinaten einer Sehne («, B) der
cubischen Normcurve (wenn die o, die homogenen symme-

trischen Funktionen von «, B sind) (cf. pg. 74):

2
v 2 1 . ’ __ G — GG,

.(13) ep o — %% PP oy = OSy PP 03 T _I—E;Li
PPy = GZ’ 'y = 9,9, = 3 %9

woraus durch Vertauschung von 3 Doy mit]ol2 wieder die Linien-
coordinaten der Axe (2, 3) hervorgehen.
Daher stellen die Punkte des Kegelschnitts H (12) die

(Curven-)Axen des speciellen linearen Complexes H dar (wenn
die © variable Liniencoordinaten sind):
(14) Hz = myy Doy~ Ty By, =+ Ty Dyy + Ty 2y
+ Ty Py = Ty Doy = 0

oder auch die Sehnen des zu H conjugirten Complexes.

ysDieser Zusammenhang zwischenden Gleich-
ungen (14) und (12) bleibt aber auch vollkommen
bestehen, wenn die p, irgend welche Coeffi-
cientensind, also Complex (14) und Kegelschnitt
(12) allgemeine werden.“

Die Sehnen des Complexes (14) sind dann dargestellt

durch:

D7 2 V 2 21912
(12 ) Oy Pyy + Gu"?x Dy, + 0,95 Pyy + Gy Py, + S 3

p R
+0'00'2 (319()3_ ’3L23=OEH =")i

Dies ist also der zu (12) conjugirte Kegelschnivtt; wenn
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also die p Liniencoordinaten, der zu H conjugirte Kegel-
schnitt H'. ,
82. Die Kegelschnitte (12) (12') gewinnen eine iiber-

sichtlichere Form, wenn man den neuen Kegelschnitt H2 = 0
einfithrt, der aus IV, das Punktquadrupel H ausschneidet und
N, trigt, also sich zur Form H verhilt, wie der Kegelschnitt

F (8) oder a2 = O zur Form a). Daher ist:
(1) H; = ci Py + 9y 0, Dy + 0, 0, 1y + G, 2,
o, + 0_1) (pos -pIZ) =0
und der zu H gehorige lineare (sich selbst conjugirte) Complex :

p »
(16) H, = p,y5,4" 205, 4+ C2 - 215, 1. B85, g5, =0

- Dann schreiben sich die Kegelschnitte (12) (12°) auch in
der Form:

, 1
s =H = H;—-G-(I'}pos—pm) (40,0,— ) =0
(17)
2
=H=H _|_ g B Dy — 1) (4,0, — %) =0.
Diese Formeln stellen wieder bei beliebigen p_ irgend

zwel allgemeine, einander conjugirte lineare Complexe dar
d. h. genauer die Axen (Sehnen) der cubischen Normcurve,
die ihnen angehéren.

Sind dagegen die p, Liniencoordinaten, so kann man

nach (11) den Faktor (13_ (B Py — Py,) durch ]/6 ersetzen.
(Cf pg. 68.)

Der zweite Faktor (40,0, — cf) stellt, = O gesetzt, den
Normkegelschnitt (N,) dar. In den Formeln (17) steckte der
Satz 3’ (pg. 136). ‘

83. Kehren wir noch einmal zum Kegelschnitt F (3)
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zuriick, so haben wir noch zu bemerken, dass seine Gleichung
in Liniencoordinaten (sc. der Ebene) ist:

(18) “izuipm +2u0u1p02+2ulu2p13+u:'p23

+ 1 (P - 2i5) 42 4, %, 25, = 0.
Gerade wie dann der Kegelschnitt F' (18) zum Kegel-
schnitt H (12) gehort, so zum conjugirten Kegelschnitt H' der
weitere I'':

(187) u’i Euzpm—l—?u p02—{-2u u, p13+u pzs
p
+uf(3p03 12)+2 0 2 ;‘;’2__0

Wie H und H’, so unterscheiden sich auch F, F' nur
durch Vertauschung von 3 p . und p .

Nennen wir die Coefficienten in (18) o, diein (12) 7, so
ergiebt sich durch Vergleichung:

(19) gy = 01y, Mgy =——2 0y, Mgy = — 2005 Mgg = Oy Mgy = %ggs
N = 2 %, — 4a,

oder umgekehrt :

¢ n? . 7)1
(20) oy = Mgy %y = — _‘:?’ % = 5? %2 = Yoo
"oz
% = M %1 = g + 21,
Daraus ersehen wir auch, dass
Iia 1)02
(21 0411—40502:5:?—27)11

wo ¢ die zu f (1) gehorige Invariante (zweiten Grades) ist.

Dies liefert nebenbei mit Riicksicht auf die Bedeutung
der Gleichung

oy =4 oy

(cf. pg. 8D) den Satz:

@) ,Die nothwendige und hinreichende Be
dingung, dass ein Kegelschnitt einen andern
zug’leich trigt und aufihmruht, istdie, dass das
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Quadrupel der Schuittpunkte beider auf einem
derselben ein aequianharmonisches ist.
(Cf. Nr. 58).

Dann ist auch dasselbe Quadrupel, auf dem
andern Kegelschnitt betrachtet, ein aequian-
harmonisches.

Endlich ist dann auch das gemeinsame Tan-
gentenquadrupel beider, sowohl auf dem einen,
als dem andern Kegelschnitt betrachtet, ein
aequianharmonisches.“

Aus Fritherem (cf. pg. 80) wissen wir, dass unter dieser
Bedingung (i, = 0) der Complex (2) a, = 0 ein spezieller
wird und umgekehrt.

Daraus folgt aber die Ergiinzung zum letzten Satze:

@) ,Die nothwendige und hinreichende Be-
dingung, dass ein Kegelschnitt einen andern zu-
gleich trigt und auf ihmruht, istauch die, dass
er in Bezug auf den andern zugleich ein Kegel-
schnittf und H ist d. h. dass es unendlich viele
Poldreiseite des ersten giebt, die dem zweiten
umbeschrieben sind, und zugleich unendlich
viele Dreiseite, die dem ersten ein- und dem
zweitenumbeschriebensind. Die beiden Schaaren
von Dreiseiten bilden (vermége ihrer Seitenals
Tangenten des zweiten Kegelschnitts) auf dem
letzteren zwei conjugirte Involutionen dritter
Ordnung.“

Man erkennt dies auch folgendermassen.

Irgend ein Kegelschnitt

b= 3% b, 0,0, =0
wird dann zu einem H-Kegelschnitte (12), wenn seine Coeffi-
cienten die Liniencoordinatenidentitit erfiillen d. h. wenn

(cf. pg. 99):
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(22) by by, — 40, b, 4+b, (20,4 0,)=0.
Die linke Seite dieser Gleichung, in den Coefficienten des
Kegelschnitts (3) geschrieben, ist
)
2 a
(23) a, @, — da 0,4 3 a, =3

q. e d.

84. Jetat nehmen wir die Frage nach den Bildern der
Geraden eines ganz allgemeinen Complexes C in Angriff.
Derselbe sei (bei ganz beliebigen Coefficienten p, ) gegeben

durch die Form (14), die man auch so schreiben kann:
(@4) O =m0y Doy + Ty Doy = Ty Py = T35 Py
A (T Tog) Do = T (P, — 1)) = 0.

Dann sind die ihm angehorigen Curvenaxen dargestellt
durch die Form (12):

(25) Oy = °<2> Doy = 549, Dy 9,9, Dy, + 5, Py, + 3, Dy
+ 0,5, (P, — Doy = 0= pi.

Mithin sagt die Bedingung (24) bekanntermassen aus, dass
der Kegelschnitt (25) apolar ist zum folgenden:

(26) ul = uz T, + 2wy, w, + 2 wu, T, - u: Ty,

-+ ui (T, + 7)) + 2 uu, T, = 0.

Dies ist aber der Kegelschnitt "' (18), nur dass statt der
festen Liniencoordinaten p, dort variable Liniencoordinaten
7, (aller Geraden des Complexes C) hier auftreten.

Durch Vertauschung von 3 m, mit m , geht der Complex
C in den ihm conjugirten iiber oder was dasselbe ist, die Axen
des Complexes C in seine Sehnen; desgleichen Kegel-
schnitt (18) in den ijhm conjugirten (18’) (in den m,  ge-
schrieben). Dies liefert aber mit Hiilfe des Satzes pg. 148
den wichtigen Satz:

~B) ,Sind die Axen eines allgemeinen Com-
plexes C durch den Kegelschnitt C' dargestellt,
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so entsprechen den Geraden des Complexes die
H-Kegelschnitte, deren zugehdrige F-Kegel-
schnitte den Normkegelschnltt N, tragen und
zugleich auf C' ruhen.

Vertauscht man die Axen des Complexes C
mit seinen Sehnen (oder, was dasselbe ist, mit
den Axen des conjugirten Complexes ('), so
geht auch der Kegelschnitt ¢’ in seinen con-
jugirten C iiber (wo C dadurch bestimmt ist,
dass das Paar C, C' harmonisch liegt zum Paare

2) Ng)‘a

85. Die letzte (Klammer-) Bemerkung ist schon frither
(pg. 13D) bewiesen, und zwar im Anschluss an die Form f (1).
Da jetzt die Form H zu Grunde liegt, so modificiren sich
die damaligen Entwicklungen in folgender Art. '

Setzt man den Complex (24) linear aus zwei andern
zusammen, deren einer der Nullcomplex der cubischen Norm-
curve sein soll, so erhilt man zunichst:

(24) [m, 155 +‘ Tgs Poy = Tog Pay T Ty Py = Tgg Prg + Ty By
— 2@ my—my)] +2[8my —my| =0
wo 2z noch variabel ist.

Man bestimmt jetzt 2 so, dass der erste Ausdruck in
(24) durch sein Verschwinden einen sich selbst conjugirten
Complex darstellt, d. h. einen solchen, der sich durch Ver-
tauschung von 3 m , mit 7, nicht dndert. Dies findet offenbar
nur statt, wenn der Coefficient von =, mit drei multiplicirt,

gleich dem Coefficienten von m,

3p. —
(@1) e = — P " Pu
und unser Complex C geht daher in dle Form iiber:

(24’ )[ﬂmngﬂ%pm—r- ﬁozpsl"—ﬁlspzo—l_@(37503"_“12)(31’03_*_1’12)]

- -6-(3 Ty — ﬂ:m) (3 Doy —p)] =0,

wird. Dies ergiebt .
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Dann geht aus (24)" der conjugirte Complex C’ dadurch
hervor, dass man dem zweiten Ausdruck das entgegengesetste
Vorzeichen beilegt. _

Dementsprechend formt sich die Gleichung fiir die
(Curven-) Axen (20) unseres Complexes C in folgende um:

o= ! 2 2 . 1
. (‘ZD ) Co= [cf) Dy + G090, Py + 0,0,Py + G: 1)°1+ 6(31003.+p‘2)

' 1
(@ +200)] —[5Bpy, —1,) (408, —a)] =0,
oder kiirzer wegen (15):
(26 2= H. — é;(?)p%—pm) N,=0,wo N,=40,0,— o-i ist.

Daher schreibt sich auch die Gleichung des Complexes
(24") mit Einfithrung der Bezeichnung
(28) Ny=3mn,—m,
und mit Berticksichtigung von (15) (16) kiirzer so:

oy 1
(24) C=H,— 5 3p,—p,) N, =0.

Damit ist der Beweis unserer Klammer-Bemerkung auf’s
Neue geleistet.

86. Daraus erhilt man im Besondern fiir die Geraden der
ausgezeichneten Complexe H_, N, sofort Folgendes:

Y) yDen Geraden eines sichselbstconjugirten
Complexes H =0 (der mitdercubischen Norm-
curve das Tangentenquadrupel H gemein hat)
entsprechen die H-Kegelschnitte der Ebene,
deren zugehorige F-Kegelschnitte (den Norm-
kegelschnitt N, tragen)und aufdem Kegelschnitt

H; =0 ruhen, wo der letztere N, im Punktqua-
drupel H trifft und N, trégt.“ '
»lst der sich selbst conjugirte Complex im

Besondern der Nullcomplex der cubischen Norm-
curve (dem alle Tangenten der Curveangehdren),



Die Reye'sche Apolaritit und die Normeurven. 155

so tritt an die Stelle des Kegelschnitts H, =0
der Normkegelschnitt N, selbst. Dann entsprechen
also den Geraden des Nullcomplexes alle die
‘H-Kegelschnitte, deren zugehorige F-Kegelschnitte
(N, tragen und) auf N, ruhen.®

Der letztere Satz ist schon bereits im Satze a (pg. 151)
enthalten, da bekanntlich (cf. Nr. 39) jede Gerade des Null-
complexes von einem aequianharmonischen Tangentenqua-
drupel getroffen wird (und umgekehrt ein jedes Quadrupel
dieser Art eine Gerade des Nullcomplexes liefert).

87. Herrscht endlich zwischen den Coefficienten p _ die
Liniencoordinatenidentitit, d. h. wird der Complex (24) ein
specieller, so wird der Kegelschnitt der Ebene, der seine
(Curven-) Axen darstellt, ein H'-Kegelschnitt. Man hat daher
in Satz §) nur fir C' zu setzen H’. Aber in diesem Falle
vereinfacht sich der Ausdruck des Satzes bedeutend, wie
aus dem Satze (A,) des vorigen Paragraphen hervorgeht. Der
Grund davon liegt in Folgendem.

' Da die p, jetzt Liniencoordinaten sind, kann man sie in
die Gleichung (26) einsetzen, dann stellt
29) -, =0
den festen I-Kegelschnitt dar, der zum Kegelschnitt H’
(der die Axen des Complexes H darstellt) gehort.

Setzt man andrerseits in die Gleichung (25) fiir den
Kegelschnitt € statt der festen p, die variabeln 7, so ent-
steht dadurch aus (2b): :

(30) m2 =0

die Gleichung des variabeln H’-Kegelschnitts, der die Axen

einer Geraden unseres speciellen Complexes H darstellt.
Nun indert sich die Bedingung der Apolaritit zwischen

den Kegelschnitten (25) (26) durch Vertauschung der by
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und nik‘nicht, also trigt auch der variable H-Kegel-
schnitt (30) den festen F'-Kegelschnitt.

Endlich #ndert sich unsere Apolarititsbedingung (24)
auch -nicht durch gleichzeitige Vertauschung von 3p, mit
P,y 3w, mit m,, wodurch also jetzf auch unser (specieller)
Complex H unverdndert bleibt, wihrend die Kegelschnitte
(25) (26), und damit auch (29) (80) in ihre resp. conju-
girten ilbergehen. Dies ist aber der Satz A, (pg. 143).

%) ,Die Bilder der Geraden eines speciellen
Complexes H sind alle die H-Kegelschnitte der
Ebene, die den zum Kegelschnitt H (der das
Bild der Complexaxe ist) gehdrigen F’'-Kegel-
schnitt tragen.®

s. 22.

Ergénzung der bisherigen Formeln.

88. Wir haben jetzt noch, im Anschluss an die gewon-
nene geometrische Grundlage der H- und F-Kegelschnitte,
eine Reihe von Fragen zu erledigen, die, so zu sagen, das
Apolarititsmaterial der Complex- und Kegelschnittstheorie ab-
runden, von denen einige jedoch einer wichﬁgen rein alge-
braischen Ausdrucksweise fihig sind. Gleich die erste der
Reihe ist von dieser Art.

Durch das Punktquadrupel H auf N, gingen zwei H-

Kegelschnitte H, H', denen zwei F-Kegelschnitte F, F’ zu-
gehorten, die mit N, das Tangentenquadrupel H gemein
hatten und auf H resp. H' ruhten.

Die Involution dritter Ordnung der Tangenten von N,

als Seiten der H' einbeschriebenen Poldreiseite von F' war
die der ersten Polaren der Ausgangsform f (1). Diese selbst
war das Quadrupel der Schnittpunkte von N, und F".

In gleicher Weise ist dann das Quadrupel der Schnitt-
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punkte von N, und F, es heisse f’, die Form, deren erste
Polaren die zu den Kegelschnitten H und F gehérige, zur
ersten conjugirte Involution bilden.

Wir suchen die Form f’, d. h. die Schnittpunkte von
N, mit F. :

Nun geht der Kegelschnitt F' (als Klassenkegelschnitt
aufgefasst) aus F’ (26) hervor, indem man 3w, mit w,
vertauscht.

Ehe wir aber so die Form fiir F' aufstellen, legen wir
statt der biquadratischen Form f (1) eine canonische Form

zu Grunde, indem wir, was immer erlaubt ist, a, = a, =0
nehmen.

Dann wird aus den Gleichungen (8) (26):
(31) 2902 :1’)31:07 p01: a’()a2’1323 = a2a4’p03 2’pl’_ [} 4

2 2 2 2
(32) F' = u, a, a, + u, (@, a, — a,) + u, a, a, — 2 u u, a}
und F' gewinnt die Gestalt:

. Ya a a
33) F=ula a,+ u2 (a‘_i*_y) + u a, a, -+ ?Ju()uzwo—f-

00 2 3

Leitet man daraus in gewohnhcher Weise die Gleichung
von I’ in Punktcoordiuaten ab, so kommt:
—9a, X a,a
074 2 074
(34)F~—{ —3 }{xoa?% 1*3“”{‘”2 a,a,—2z,, —3—}

Mithin schneidet F' den Normkegelschnitt NV, in dem

Quadrupel: .
, g — 9 a: . 2
(B89 f =1 .~»~~} {l an, — 2XNaa, + aa,

Da f" und f in der Beziehung stehen, dass ihre ersten
Polaren zwei conjugirte Involutionen bilden, so ist /' eine
Covariante von f, also bekanntlich (weil vom vierten Grade
in A) in der Form

36) f =ajf+yiH
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wo z, y Zahlenfaktoren, j, 4 die bekannten Invarianten von
f sind und zwar fiir die gewihlte canonische Form:
BN Jj=26a,(aa—a), i=2@, a +3a).
" Der Coefficient von A* im Ausdruck z j f+ y ¢+ H wird dann:
(38) C=a, a,[a,a, 62+ 4y)—da (6z—12y)]
Um fiir. die gesuchte Form [’ die Faktoren z, y zu
finden, geniigt es, die Coefficienten von A* gleich zu setzen,
dies ergiebt:

39) x:—y:é— und daher
40)6 f =4 —1 H.

In der That iiberzeugt man sich leicht, dass fir die
beiden Involutionen
an) fidxf,=0a +204+3%a +0)
fs =0 a a,4 204 L(— a,a)+ 0)
+x A0+ 32, 4+ 1.0+ a)
+ 200 —¥ (@, @) + 2.0 4 (— a, a,)
die Bedingung (7)
PPy = Ui
erfiillt sind.
Wir driicken dies in dem Satze aus:
e) ,Stehenzweibiquadratische binire Formen
in derinvarianten Beziehung, dass die Involutionen
ihrer ersten Polaren conjugirt sind, und ist die

eine f, so ist die andere ”J—L-_G—@—E{‘; wo t,7, H die
bekannten In-(Co-)variantenvon fsind.“

89. Die geometrisch correspondirende Frage ist die nach
den gemeinsamen Tangenten des Normkegelschnitts N, und
des zu F' gehorigen Kegelschnitts H.

Das gemeinsame Tangentenquadrapel von N, und H" (wo .

H' zu H conjugirt ist) war schon frither (Nr. 56) gefunden:
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| 1. .
4= @jf—3iH)

Da sich nun H' zu f verhilt, wie H zu ', so entsteht die
algebraische Aufgabe, dic Covariante (42) fiir die Grundform
f' (40) aufzustellen.

Wir lésen jedoch die Frage geometrisch in demselben
Sinne, wie die eben behandelte.

Vertauscht man in (25) 3 p,, mit p ,, so ergiebt sich der
zu H' conjugirte Kegelschnitt H. Fiir die canonische Form
von (¢, = a, = 0) hat man demnach:

902 +a, a
A+ —_ 2 0 4 o %y
43)H=0ca,a, + o + c a, @, —20,0, e

mithin die dualistische Grleichung (in Liniencoordinaten u):

2 2 o
a4a (4 122

. a, G,
(44) H = uﬁ 03——4 A R ?(3](% a4‘— 9‘a§)2

2 3
u, U,

% @, a, (ay a, + 9 ai)

und das mit N, gemeinsame Tangentenquadrupel :

(4:))‘13'—_—7&1 ”4—}-—1& @ o + 18 a, a, a — 27 a}
2

(a, a, a,) . .
+ut g =ity i H

Bestimmt man die Zahlenfaktoren z, y, wie oben, so

kommt:

% = 5., ¢y = -— und also endlich:
1

46) o' = o @jf+i )

90. Es empfiehlt sich fiir das Weitere besonders, das
Biischel von Kegelschnitten, das N, im Punktquadrupel H

2
trifft, aus den beiden durch H gehenden H-Kegelschnitten, und
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analog die Schaar von (Klassen-) Kegelschnitten, die mit N,
das gemeinsame Tangentenquadrupel H besitzen, aus den
beiden (zu den beiden H-Kegelschnitten) zugehorigen F-Kegel-
schnitten (linear) zusammenzusetzen. ' '

Zuvor mag noch fiir die Darstellung des Kegelschuitts I
(in Punktcoordinaten) eine einfache Folgerung aus dem Satze
(¢) gezogen werden.

Je nachdem man den Apolarititsuntersuchungen die Form
f oder H zu Grunde legt, wird man die beiden zu H gehorigen
F-Kegelschnitte in Punkt- oder Liniencoordinaten darstellen
(wihrend man sich fiir die beziiglichen H-Kegelschnitte, ab-
gesehen von der eben gelosten Frage, auf ihre Darstellung in
Punktcoordinaten beschrinken wird).

Die beiden I™-Kegelschnitte, die zur Form f resp. H ge-
héren, sind in Liniencoordinaten durch (25) oder (25") (wo
durch Vertauschung von 3 p,, mit p,i. e. des Vorzeichens '
von (3 p,, — p,,) in (25") der eine aus dem andern hervorgeht)
dargestellt: der Kegelschnitt ' (der eine von beiden) durch
Gleichung (3)

ag = 0.
Es eriibrigt also nur noch die Punktdarstellung von F.
Schreibt man die Form H in der Weise:

fiu Fa
fos Fun

so geht die gesuchte Form. fir F' aus dem Satze (&) sofort
hervor:

(41 H=h N 440 X 6 b N dh A b, =

¢) ,Die Gleichung des zum F-Kegelschnitte
B F =al=0

conjugirten Kegelschnitts
(48) F=0b2 =0

erhilt man mittelstder Relationen:
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49) pb,=ja,—ih (1=0,1,23,4)
Dann sind die Involutionen, die die Seiten
der (N)) umschriebenen Poldreiseite von F, F' auf

N, bilden, einanderconjugirt.

91. Wir untersuchen jetzt die ausgezeichneten Kegel-
schnitte der Schaar I + £ F' mit dem gemeinsamen Tan-
gentenquadrupel H (auf N,), wo (cf. (13) (18"):

v 2 < 2
I = Uy Py + 2 Uy Uy Doy + 2 Uy Uy Pyg = Uy Py
2 2
F =, py, + 2y Uy Py, + 2, Uy Pyg = Uy Py
A (P, Pog) + 2 2, 4, Py = O

(50)

; p D
+Mf(3p03+?’2)+2u0u2.?‘2=0.
Zunichst erhfallt man sofort:
r -p12 2
1) F —F'=2(p, — —3—) (u, — w, u,)
T I = 2 Py, + 24, 0, Py 2 0,4y i 1 1)

y P by
+ 44} (p,, + §)+2u0u2@03+§)22®.
Nennt man unsere Kegelschnittschaar mit den gemein-
samen Tangenten H kurz die ,Schaar H* (und dualistisch das
Biischel mit den gemeinsamen Grundpunkten H das ,Biischel
H¥), so kann man das Resultat (51) so ausdriicken:

) ,Legt man der Schaar ,H* die beiden
F-Kegelschnitte (50) zu Grunde, so erhilt man
den Kegelschnitt der Schaar, der auf N, ruht,
aus ihnen durch Addition, dagegen den Norm-
kegelschnitt selber durch Subtraction.

Mithin liegt das Paar ,F“ zu diesem ausge-
zeichneten Paar harmonisch.®

Umgekehrt ergiebt sich sofort aus (51): (cf. 11)

W. Fr. Meyer, Apolaritit. 11
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Pis. 4 2i
F= (I) +(Pos— _éf)(uf_ uy 1) =D+ ]/g(“f_uouz)
(52)
by

. 24
F=®— (pos ) (u u, us) =P ]/3 (ui—uou‘z).

92. Wir suchen nunmehr auch die Schnittpunkte des
Kegelschnitts @ mit N,

Fiir unsere canonische Form von f ergiebt sich:
L@, 0, — 30 a,a,— 3 a;
(63)D=u) a, a,+ 2, —g———}—u @y @+ 2u u, 5 2

also @ in Punktcoordinaten:

: 2
(54)‘13*3903 (a, ¢, — 3 az) a, a, + xz 3 (@, @, — 3 aZ) a, a,

—-I—xj {a,a,0;— 36(% —3a)’} — x, (ay a, — 3 ay)*

und das Punktquadrupel, welches @ aus N2 ausschneidet:
2

(55)@;\__ Xa,a (a0a4——3a§)+%(18a0a4a§——a§ai——9 ay)
2 .. .
—|—§p4a2a4(a0a4-—3ag)zxzjf—}-y?zﬂ.

Fiir die Zahlenfaktoren kommt :

1

g Ye=— L mithin:

12
(67 @, =15 @4 f—iH)

Dies Resultat war auf andere Weise vorauszusehen. Denn

(56) @, =

wir wissen, dass ein Kegelschnitt (3) aj = 0, der N, triigt
und aus N, das Quadrupel f (1) ausschneidet, mit N, das
Tangentenquadrupel H gemein hat.

Mithin muss dualistisch ein Kegelschnitt, der auf XV,
ruht und mit N, das Tangentenquadrupel g gemein hat, N, im \

Quadrupel H(g) treffen, wo H(g) die Hesse'sche Form von
g ist.
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Fiir unsern Kegelschnitt @ ist aber die Form g identisch
mit H (von f), und daher die gesuchte Form ®, die Hesse'sche
Form der Hesse’schen Form von f. Diese ist aber bekanntlich
die Form (7).

93. Ehe wir die Beziehungen zwischen den bis jetat
gewonnenen biquadratischen Formen erértern, stellen wir
gleich die allgemeine Krage nach den Tangenten resp.
Punkten, die die Kegelschnitte des Biischels ,H“ resp. der
Schaar ,H* mit dem Normkegelschnitt N, resp. N, gemein
haben.

Die Kegelschnitte des Biischels , H bilden, als Klassen-
kegelschnitte aufgefasst, eine quadratische Schaar. Aber es
istleicht zu sehen, dass die gemeinsamen Tangenten der Kegel-
schnitte dieser Schaar wieder ein Biischel bilden. Denn da
sich unter dem Biischel , /% (oder H' 4 % H) der Normkegel-
schnitt selbst befindet, der mit sich selber unendlich viele
Tangenten gemein hat, so muss sich auf der linken Seite der
Gleichung fiir die gesuchten Tangentenquadrupel ein in %
ganzer, linearer Faktor absondern. Denn nur so kann diese
Gleichung fiir einen gewissen Werth von % identisch ver-
schwinden. Das Analoge gilt von der Schaar , H,

Wir schreiben homogen das Biischel ,H% in der Form
(cf. 50)
(658) aH' 4 fH =0
d. i, (cf. 25): [af], =
% {cip Y e p A i Gz byt °fl’ 057909, (15— Ps)}

s o0 b
HB{0pas0,8,05, 0,05 H03P - 9 g 0,3 —5))=0.

Da aber
Pz
3
8o muss sich, da sich die in Frage stehenden Tangentenquas
11%

(69) B —H=(p, — &) (6] — 43,9,
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drupel fiir H', H selbst (cf. (42) (46))7 als lineare Combina-
tionen von j f und ¢ H ergaben, die ganze Schaar derselben in
der Form darstellen lassen:

60) “FE jf 4 vim = japy =0

wo (61) X =& a+41,B, Y= a+ 7,8
Es sind somit nur noch die Zahlenfaktoren £, 7,, &, 7,

zu bestimmen.

Zu dem Zweck machen wir wieder von derselben cano-
nischen Form fiir f (1) Gebrauch, wie bei den letzten Fillen.

Dann geht (58) zufolge der Gleichungen (31) iiber in:
o2
(62) 02,0, (= +-B) 4 of 0,0, (a-B) 5 (0,0,8 — B} 2) +
1 g
20,5 (%% Ba—H+36(@—3p) =0 =[xf,

mithin in Liniencoordinaten :
+
(63) [«f], = ul —?TB' a, a, (a, a, B — 8 a; )
2
+J_{36 (oc—}—(i) a, a, @y — [a, a, (3 a — @)+3a§(a-3p)2]}

—2u, u, Té (@ @, B—38 a @) {a, a, (3 a—B)+ 3 o (2 — 3B)}

+B

+ a, a, (a,a, B — 3a a) =0.

Dann liefert die Combinirung von dieser Gleichung mit
der des Normkegelschnitts N_:

(64)“+B[ 2(a0a46—-3a2a)+*_{18(oc—|—(3)a a,d’

-+ 9a-2 (“—gp)_ao a4 (3“_'p>}+l‘" 0’20/4((10%;{3
— 3a a)=0

und durch Vergleichung mit (60):
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* X und demnach endlich :

(66) [ B, = “_:'3‘—?%{2 (@+B)j f+ (B — 8 a)i H} oder:

=g g @@if—8iH)+B@jf+iH)

94. Es sclrhesse sich unmittelbar daran an die ganz

analoge Behandlung der Schaar ,H*:
(67) Y F' ' 4- 8 F = (cf. 52)
T {uipm + 2w, uy P, 2wy wy P+ “3 Py + “f (D,5 + Pos)
+2"o“21’03} + 3 {u2p01+2u W Poy + 2 u u, p,
p
+“§p23+ui (B Py + >+"uo“ 52}—0_[7 8l
Da nach (51)

/ p
Gl FF—F=2(p, — »:_%2) (u, u, — uf)

so kann man, wie vorher, schliessen, dass die Schaar der ge-
suchten Schnittpunktquadrupel (mit V) dargestellt ist durch

6 yeh="FPwir+7im

wo sich U, V linear und ganz aus vy, 3 zusammensetzen.

Fiir die canonische Form von f geht (67) iiber in: (69)
2

ly 5]u=uiaoa2(y—|—5)+u: a, a4(y+5)+% {a,o a, BGy+79

3 2 38 2 %0 M2 2 =0
—3a,(y+ )}-1—“3— (a, @, 8 — 3 a,Y) =
‘also in dualistischer Darstellung :

3
A0yl = 757 a,4,{4,0,87+8)—3 ] (r +3))

2

—I—%l{9 aoa4a2(y+5)2—(aoa45—-3agy)z}

— 2z, %, 9 (a, a48—3az~() {a, a4(3y—|—5)—3a§(7+33)}
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S
_|__sz‘?|:' aoa2{aoa4(3Y+8)—3aZ(Y+35)}=O

was mit der Gleichung des Normkegelschnitts N, combinirt,

zum Punktquadrupel fiihrt:

@) [r2h = 252 a0, (0,0,3 7+ 5 — 8.l (r+82)
+ 229 a, @, a (y + 8 —a aiB—Qaﬁjy}
+ a, 0, {o,a, By +23) — 3 (y+33) =0.
Der Vergleich mit (68) ergiebt durch Rechnung:

3

_r+3 _
(12) U=132, v=—2

und endlich damit:
1 . .
0+ fj—iB H

PR S hUn+sGr—im)=o.

95. Diese beiden Resultate fiir [« §],, [y 8], mogen ihren
besondern Ausdruck in dem Satze finden :
(m) ,Das Biischel ,H“ der Kegelschnitte (die
N,im Punktquadrupel H treffen):
B8 aH' +~fH =0
hat mit N, die Tangenteninvolution
(66) [afh=a@jf—38:H)+B2jf+ 1 H),
andrerseits die Schaar ,H* der Kegelschnitte
(die mit N, das Tangentenquadrupel H gemein
haben) "
6 yF'+3F =0
hatmit N, die Punktinvolution
@) reh=vif+e(Uf—iH)=0
gemein.®
96. Handelt es sich nur um dieses Schlussresultat (1), so
hiitte man weit einfacher zum Ziele kommen konnen,
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Denn da wir, um zuniichst das Biischel , H* in der Weise
zu behandeln, wissen, dass H resp. H" mit N, die Tangenten
(cf. (42), (46)"

2jf—3iH=0, 2jf+iH=0
gemein hat, und ausserdem die Gleichung aller seiner Tan-
gentenquadrupel, wenn man das Biischel in der Form
H+4+tH=0

schreibt, linear in % sein muss (cf. 60), so kann dieselbe nur
die Form haben:

@if—B8il)y 4 pk@jf+iH)=0
wo [ zu bestimmen ist.

Nun kann fiir 5 = — 1 (cf. (59)) diese Gleichung nur
zu H = 0 werden, und umgekehrt, denn es giebt keinen
andern Kegelschnitt, der mit N, die Punkte H und zugleich
mit N, die Tangenten H gemein hat, als den Normkegel-
schnitt selbst. . ’

Dadurch bestimmt sich p = 1, und wir haben die
Form (66).

Genau in derselben Weise kann man die Schaar ,H¢
behandeln. Die Kegelschnitte ¥, F' haben mit NV, die Punkte
(cf. (40))

f=0,jf—iH=0
- gemein, und fiir den Normkegelschnitt, als Kegelschnitt der
Schaar, kann die Gleichung der Punktquadrupelschaar nur zu
H = 0 werden, so dass man sogleich zur Form (73) kommt.

97. Mittelst des Satzes (7)) gehort zu jeder Form
(1) Ejf+niH=0
ein einziger Kegelschnitt der Schaar ,,H* und ein einziger des
Biischels ,,H*, sodass diese beiden Reihen dadurch projek-
tivisch auf einander bezogen sind; und zwar wird fiir den

Kegelschnitt des Biischels ,, H* (58)

_E—2q,__ 3842y
4 =g p=—p—
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also seine Gleichung
(1) EH' +3H)+2yH —H)=0.
Speciell der Form f entspricht also der folge;de.:
(16) H" + 8 H = o) pys + 0,0, pyy + 0, Sy Py + %, Py,
(Do + P1a) '
+ o} _01-4_]'2“ + 20, 6,5 = 0.
Andrerseits wird fiir den beziiglichen Kegelschnitt der
Schaar ,,H¢ (67):
v=E8+mn d=—1
also der Kegelschnitt selbst:
(MY EF 4+ n(I' —TF)=0.
Endlich die projektivische Beziehung zwischen Biischel
und Schaar ,H%:
MH +pH=0, F' +vF =0
gewinnt nach leichter Rechnung die Gestalt :
. (19) pv + &:3——\} — 1=
98. Endlich mag noch der Vollstindigkeit wegen auch
Biischel und Schaar ,f¢ (in analoger Bezeichnung) der
gleichen Behandlung unterworfen werden, wenn auch die be-
ziiglichen Formeln bei weiteren Anwendungen in den Hinter-
grund treten.

Es geniigt hier, dem Biischel den Normkegelschnitt und
den Kegelschnitt I’ zu Grunde zu legen, da alle iibrigen
Formeln sich leicht, wenn man sie braucht, aus denen des ,H%-
Biischels ergeben.

Fir die ,f“-Schaar gilt dann das dualistische.
Wir schreiben also das ,f“-Biischel in der Form (cf .pg. 161)
(@, = a, = 0): .
(80) csz K a, 4 c“; (Fa,—k) 4 cz K a, 420, ¢, (Ka, + 2k)
=Fa,+k(4o,0,—d) =kFF4+EN,=0

also in Liniencoordinaten :
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(81) w k" a, (K a, — k) + u2 (F* a, a, — (¥ a, + 2 k)7
+ui K oa, 8 ay—k) — 2w, u, (b a,—k & a,+ 2k
und daher die mit N, gemeinsamen Tangenten:

(82) ¥ [\ a, (K ay— k) + X {k' (a, a, — 3 a;) —6ka,)

. , , (8 H
+a, (F ag—k)]zk{ 5 — L f}:O

Analog wird die ,f“ Schaar: (mit dualistischer Be-
zeichnung ,®")¢

(83) ui P a, + uf 4 a, —p) + “: 4 a,
’ Py
' —|—2u0u2(9 a2—§)_0
also in Liniencoordinaten :

84 ol ¢ a, (46 a,—p) + % (¢, 0,6 — (¢' 0, + 5]

—|—:c§p’a0 (40 az—p)'—2x0 x, (?’ %‘I"g)(‘l pa,—p) =0

und ihr Schnitt mit V,:

(85) I [\* (4 ¢ a, a,—pa) +A° {4 ¢’ (@,0,— B a3) — 6 p a,)
+ @pa,a,—pa)=k 2Hp —fp) =0

(n,) »Die Tangenten resp. Punkte, die das
Biischel resp. die Schaar ,,f*:

(80) k" F' 4k N, =0, resp. (83), p' @+ p N, =0
mit N, resp. N, gemein haben,sind gegeben durch:
K H
2

(82) —kf=0,resp. (83) 2 Hp' — fp=0%).«

99. Diese simmtlichen Formeln iiber die gemeinsamen
Punkte resp. Tangenten der Schaaren f, H, resp. der Biischel

*) Umgekehrt hitte man auch mit zu grundelegung des Satzes (1),
indem man die Form f mit H vertauscht und fiir letztere die beziiglichen
Covarianten bildet, und dann in der Weise der Nr. 96 verfihrt, die
Formeln fiir Biischel und Schaar ,H* ableiten konnen,



170 Die Reye’sche Apolaritit und die Normecurven.

f, H mit dem Normkegelschnitte lassen sich ohne Weiteres
auf die linearen Complexe iibertragen. s mag hier geniigen,
den Satz mitzutheilen, der diese Uebertragung vollstindig
vermittelt.

Wir wissen, dass die Punkte irgend eines Kegelschnitts
C der Ebene den (N,) Sehnen eines Complexes C entsprechen

(der dadurch vollstindig bestimmt ist). Das Schnittpunkt-
quadrupel (N,, ) ist identisch mit dem Quadrupel der Tan-

genten von N, die dem Complexe (' angehoren.

Was entspricht den gemeinsamen Tangenten
(N, O).

Den Schnittpunkten irgend einer Tangente X von N,
mit C: (A), (AB) entsprechen die beiden Sehnen von N, die
vom Punkte A ausgehen und dem Complex C angehéren,
durch die also die Ebene des Complexes, die durch den
Punkt A geht, vollstindig bestimmt ist.

Durch das Zusammenfallen von «, § ergiebt sich daher:

k) ,Den vier Tangenten A (@ =1, 2, 3, 4) von
N,, die zugleich solche von C sind, entsprechen
die vier Punkte a der cubischen Curve, deren
durchden Complex C ihnen zugeordnete Ebenen

die Curve beriihren.*

Einen speciellen Fall dieses Satzes haben wir schon
frither (pg. 115) kennen gelernt, wenn nemlich der Kegel-
schnitt O ein F-Kegelschnitt ist. Schneidet derselbe N, im
Quadrupel f, so hat er mit N, das Tangentenquadrupel H
gemein: andererseits war aber die Bedeutung von H fiir
die cubische Curve die im letzten Satze allgemein ange-
gebene.

100. Wir stellen die wichtigsten, einer eingehenderen
Untersuchung zur Basis dienenden Kegelschnitte des ,,H“
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Biischels und der ,,H*-Schaar in einer Tabelle zusammen,
zugleich mit ihren Schnittpunkten und Tangenten, die sie
mit dem Normkegelschnitt gemein haben (cf. Satz 7):

Tabelle (86) *)

Biniire Form ,,H“-Biischel. ,» H“Schaar.

{ f 1) H 4+ 3H (76) P’ } (50)
Jf— 1+ H (40) 3 H 4+ H F

24/f— 3¢ H42) H',} EF’—-SF}
. . (10 :

{2jf«—|-1,H(46) H 3F' —F

:21' f—iH(®T) |H 4 H=H; (17) F'+F=H=% 51
H @) H —H=N,(9) F'—F=N, ©h

Daraus erkennt man unmittelbar, dass man die vier Kegél-
schnitte .

H 4+3H,3H +H, FF—3F,3F —F,
abgesehen von den ihnen zugehorigen Formen, auch sehr
einfach mittelst der andern einfacheren Kegelschnitte aus-
driicken (resp. definiren) kann. Dies sprechen die Sitze aus:

1) ,Es sind folgende Kegelschnittpaare zu
einander harmonisch

1)im Biischel ,H¢%:
H'+3H', N,) und  (Hg, H)
(87) {(H + 8H', IV) » (H%H") und demnach auch:
(H'+ 38 H,H4+3H) , (H,N,)
2)inder Schaar , H%:
(8 F — F, H) ud (N, F)
(88) {8 F'— I, HY) » (N F) unddemnachauch:
BF —F,3F—F") , (N, H)

*) Die nicht nummerirten Kegelschnitte erhdlt man leicht nach
Formel (79).
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101. Die Tabelle (86) zeigt ausserdem unmittelbar, dass

die dualistischen Gegenbilder der Kegelschnitte
F, r, HW,H
keine andern sind, als
H+3H H+4+3H, FF—3F, F—37F".

Dies kann man aber auch leicht direkt, ohne Hilfe der
zugehorigen bindiren Formen, nachweisen.

Denn es war H’ der Kegelschnitt, der durch die Ecken
aller der N, umschriebenen Dreiseite ging, deren Seiten (auf

N,) diejenige Involution dritter Ordnung bildeten, die zu der

der ersten Polaren der Form f (1) conjugirt war.
Der zu H' dualistische Kegelschnitt wird demnach um-
hiillt sein von den Seiten der NN, einbeschriebenen Dreiecke,

deren Ecken (auf N,) dieselbe Involution bildeﬁ, wie die Seiten

der H' einbeschriebenen Dreiseite. ‘

Dieser Involution gehorten zwei Elemente A, A, an unter
der Bedingung (Gleichung des Kegelschnitts H')

(17) 6) Py + 0,8, Py + 9,8, Py + G 2oy + 9 Dy

0y Gy (Pyy — Ppy) = 0

Wir suchen die Verbindungsgeraden der Punkte A, A,,
» ~ die dieser Relation geniigen. Nun waren (cf. pg. 44) die Coor-
dinaten einer Geraden (A, 4,):

— — SR
(89) wy, =o, T = — 5 Wy =

s0 dass der gesuchte Kegelschnitt dargestellt ist durch:
(90)“:1)23 Z“ up'n_ 4 U, “1720""“1901
: 5 o
+uf (2p 03+§p 2P os_gp 1) uz(?m—}—p 03+_3_1§_2p 0)=0
oder nach (51) (59):
2 24
1) Hi——g(S Doy — Dy,) (8, uz—u‘f) EHﬁ——Q l/g N,=0.
Nun war nach (50):
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o F 4+ F
(B0) H: = +—

V2_@N = F' — F, mithin

_8F—F
-

9% 3F' —TI
H +2 ]/‘2Z Ny=""g—

Genau in derselben Weise gelangt man vom Kegelschnitt
F' (50) zu dem dualistischen H” 4- 3 H (76), und durch Ver-
tauschung von 3 p,, mit p, (oder 4 /% mit.— J/%) vom
Kegelschnitt ¥ zu H 4 3 H'.

Dies moge durch den Satz hervorgehoben werden (mit
Hiilfe einer leichten Abkiirzung):

1) ,Sind H', Hdie beiden Kegelschnitte, denen
die Dreiseite zweler conjugirter Involutionen
dritter Ordnung (auf einem Kegelschnitte N,)

H N
(92)

einbeschriebensind, und I/, F die beiden andern,
filr die diese Dreiseiteresp. Poldreiseite sind, so
sind dualistisch F/ — 3 F, F — 3 F’ die beiden
Kegelschnitte, denen die Dreiecke derselben In-
volutionen (auf demselben Kegelschnitt N,)) um-
beschriebensind,und H'+3 H, H 43 H' die beiden
.andern, fiir die diese Dreiecke resp. Poldrei-
ecke sind.¢

§. 23.
Fortsetzung und Schluss. Die Sehnen und Axen der cubischen
Raumeurve.

102. Wir wollen am Schluss den bisher durchlaufenen
Weg der Abbildung von Raum auf Ebene in der Weise kurz
umkehren, dass wir zeigen, wie man von der allgemeinen

Lehre der Raumgeraden (der H-Kegelschnitte in der Ebene)
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wieder zu dem urspriinglichen Fundament der Abbildung
(Nr. 23 ff.) zuriickkehrt. Bei dieser Gelegenheit wird denn auch
die Erklirung, wie sich die Covarianten einer cubischen Form
zu dieser auf dem (Norm)Kegelschnitt verhalten, nachgeholt
werden.

Die einem H-Kegelschnitt ein- und N, umschriebenen
Dreiseite reprisentiren die Ebeneninvolution der entsprech-
enden Geraden H auf IV, Daran schliesse sich hier beiliufig
folgende Betrachtung.

Umgekehrt entsprechen dann den siimmtlichen Kegel-
schnitten, die einem festen, N, umschriebenen Dreiseit (A, A,, A,)
umschrieben sind, die simmtlichen Geraden der Ebene, die aus
N, die Punkte A, A,, A, ausschneidet. Lisst man beide Ebenen

zusammenfallen, so hat man das bemerkenswerthe Resultat:

) ,Man kann bekanntlich die Punkte einer
Ebene bei festem Fundamentaldreieck noch auf
zweifach unendlich viele Weisen durch eine qua-
dratische, ein-eindeutige, involutorische Ver-
wandtschaft aufeinander beziehen (indem man
z. B.einen ganz beliebigen Punkt der Ebene sich
selbstentsprechen lisst).

Denkt man sich durch die Ecken des Fun-
damentaldreiecks eine sonst beliebige Raum-
curve dritter Ordnung gelegt, so entsprechen
jenenzweifachunendlich vielen Transformationen
in der Ebene die zweifach unendlich vielen A45-
bildungen der cubischen Curve auf die Kegel-
schnitte, die man dem Fundamentaldreieck ¢in-
beschreiben kann.“

Wir sind schon frither (Nr. 33) rein geometrisch zur Be-
trachtung dieser quadratischen Transformation gefithrt, und
wiederholen hier nur die dortige Bemerkung, eine nihere Be-
trachtung derselben moge verschoben bleiben, bis sich in der
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Theorie der biquadratischen Involution die Gelegenheit findet,
sie an der ihr zukommenden Stelle zu untersuchen.

103. Wir fragen jetzt zunichst nach der Bedingung, unter
der ein H-Kegelschnitt in zwei Gerade zerfillt. Die Gleichung
von H' war:

2
(1) Gzp23+ 6061p31+ cjl G2p20+Gz-p01+clp03+0062(p12_p03)=0
mithin seine Determinante :
Dy P 12_%

P gr Py Doy 270712'32003
QA= Pag Dot loderdAN=| 1,0 400 D
= 57 Dy o =| Py 03 Py
PPy
| .

Es ldsst sich aber 4 A" auch in folgende Form bringen:
Pov Pap Doy

i 207 p 03—{—10 127 p 31'+ @12—319 osxp 012923+10 o2p3z+p osp w)
[pos’ 2031, 1923; :

wo der zweite Theil verschwindet.
Durch Vertauschung von 3 p , mit p , wiirde sich daraus

(3)4A'=

die Determinante A des Kegelschnitts H ergeben.

Nun war aber (3) die linke Seite der Gleichung (cf. Nr. 37
pg. 66) fiir die Geraden p,, die in einer Ebene der Norm-
curve liegen, also A = O die Gleichung der Geraden p,,
die die Normcurve treffen. Dies liefert:

B) ,Zerfillt ein Kegelschnitt H in ein Linien-
paar, so trifft die Gerade H die cubische Norm-
curve und umgekehrt; zerfillt dagegen der zu H
conjugirte Kegelschnitt H', so liegt die Gerade H
in einer Ebene der cubischen Curve (u. u.).4

104. Weiter -ist aber leicht zu sehen, dass die eine Gerade
eines Linienpaares H nothwendig Tangente von N, sein muss,

«
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und umgekehrt eine Tangente von N, mit jeder Geraden der
Ebene einen H-Kegelschnitt reprisentirt. '

In der That, der Kegelschnitt H zerfalle in die Greraden
u, v, so dass:

G H=x= (u, 6, + u, 6, + u, 5,) (v, 6, + v, 5, 4+, 7,)
so geht die Bedingung fiir die Coefficienten 7, (d.i. die Be-
dingung, dass der Kegelschnitt 7. ein H-Kegelschnitt ist
(cf. pg. 99))

(B) Mgy Myg — 4 Mgy My == Mgy (2 My +-;,) =0
iiber in '

(6) (u, u, — u) (v, 0, — v =0. qed,

also lautet die Ergéinzung von (8):

B) ,Die Geraden, die die cubische Curve
treffen, entsprechen den Linienpaaren H der
Ebene,d.i. den Linienpaaren, deren eine Gerade
N, beriihrt.“

In der That folgt ja Satz (B,) aus (8), wenn man nur be-

riicksichtigt, dass wenn eine Raumgerade die cubische Curve
trifft, von den vier die Gerade treffenden Tangenten der Curve
zwei coincidiren.

Man kann aber auch beide Sitze (§) (3,) geometrisch un-
mittelbar einsehen, vermdge der Fundamentalbedeutung eines
H-Kegelschnitts.

Denn einem Linienpaar kann ein Dreieck nur so einbe-
schrieben sein, dass entweder eine Seite des Dreiecks mit einer
der beiden Geraden des Paares coincidirt, oder zwei Seiten
des Dreiecks mit den beiden Geraden. Der zweite Fall ist
offenbar nur ein Specialfall des ersten.

Soll nun das Dreieck, wie fiir einen H-Kegelschnitt er-
forderlich, ausserdem dem Normkegelschnitt N, umschrieben

sein, so folgen daraus die beiden gesuchten Sitze.
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105. Sei nun die Tangente von N, ,t¢ und die wei-
tere Gerade, die mit ihr den H-Kegelschnitt bildet, («, f),
so zerfillt die zugehorige H-Involution (dritter Ordnung) in
den festen Faktor (A—t) und eine gewdhnliche mit den Doppel-
elementen a, .

In der That haben ja die Ebenen durch die Raﬁmgerade
H mit der Curve N, einen festen Punkt () gemein. Der Ge-

raden («, B) in der Ebene entsprechen die Geraden der Fliche
zweiter Ordnung, die durch NV, und die Gerade H geht, und
zwar der Schaar, der H nicht angehort. Die beiden Tangenten-
ebenen durch H an diese Fliche sind auch solche an die
Curve, und zwar beriihren sie in den Punkten a, f.

Die zur obigen conjugirte Involution (d.i. die Punkt-
involution der Geraden H) enthilt den Cubus eines linearen
Faktors (A—r).

Unter den Dreiecken, die dem conjugirten Kegelschnitt
H’ (entsprechend der conjugirten Geraden H’, die in der
Ebene t© von N, liegt) einbeschrieben sind (und N, umbe-
schrieben) befindet sich demnach speciell die dreifach zihlende
Tangente 7.

106. Soll nun die Raumgerade H die Curve N, noch ein-
mal treffen, d. h. Sehne sein, so miissen a,  coincidiren (in t°),
und der beziigliche H-Kegelschnitt besteht dann aus dem
Tangentenpaar 1, ©’ (von N,), und umgekehrt muss jedes Tan-
gentenpaar von N, einer Sehne von N, entsprechen.

Y) ,Diesistaber dieurspriingliche Abbildung

von Raum aufEbene, nach der einem Punkteder
" Ebene (vermdgeseinesan N, gehenden Tangenten-

paares) eine Sehne der cubischen Curve ent-
sprach u. u.“

Die niheren Beziehungen der in diesem Falle vorhandenen
Kegelschnitte H' H, F', ¥ zu den beziiglichen Complexen

‘W. Fr. Meyer, Apolaritit, 12
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sind schon frither besprochen *), so dass hier nur einige
Erginzungen Platz finden mégen, die sich im Wesentlichen
auf die den Axen der cubischen Curve entsprechenden
H-Kegelschnitte beziehen.

Die einer Axe (tt’) zugehorige Ebeneninvolution enthilt
die beiden Cuben (A—r)® und (A—1")’, setat sich also aus ihnen
linear zusammen. Dann gehort bekanntlich jede cubische Form
¢, deren Hesse’'sche Covariante A die Wurzeln t, ' besitzt,
der Involution an, oder, wenn ¢ irgend ein Tripel der Invo-
lution, so ist sie dargestellt durch

M et+ke
wo ¢ die cubische Covariante von ¢ ist:

8) ,Den Axen der cubischen Curve N, ent-
sprechen alle die H-Kegelschnitte, deren zuge-
héorige (N, umschriebene) Dreiseite eine Invo-
lution (7) besitzen® oder auch: ,den Axen entsprechen
alle nicht zerfallenden, N, an zwei Stellen be-
riithrenden H-Kegelschnitte.«

107. Wie construirt man daher von dem gegebenen
Punktepaar (1, ©') = A aus die Involution (7) oder, was das-
selbe ist, zu einer cubischen Form ¢ ihre Covarianten A und @ ?

Dies ergiebt sich sofort mit Hiilfe der Fundamental-
eigenschaft des (Norm-)Kegelschnitts, dass die Punkte (Strahlen)
einer Geraden (Punktes) (o, §) eine Involution mit den Doppel-
elementen «, 8 bilden.

Denn beniitzt man die bekannte Beziehung von @ und A
zu f, dass jede der Wurzeln von @ mit den drei Wurzeln ¢
ein harmonisches Quadrupel bildet, und dass die Wurzeln von
A die Doppelelemente einer Involution sind, der je eine Wurzel
von ¢ mit einer zugehoérigen von ¢ zusammen angehéren, so

hat man39 (cf. Sturm, Crelle 86, pg. 121 ff.):

#) Insbesondere vergleiche man die Tabelle (86) (der Nr, 100) mit
den Resultaten der Nummern 63, 64.
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e) ,S9tellt man diecubische Form ¢ durchdrei
Tangenten 2,2, A, von N, dar, so treffen die Ver-
bindungslinien der Ecken dieses Dreiseits mit
den Beriihrungspunkten der resp. Gegenseiten
N,im Punkttripel @ und diesedrei Verbindungs.
geraden treffensichim Punkte A,

Ebenso gilt die dualistische Construction.®

108. Fiir A war das Resultat schon in der Nr. 34 implicite
enthalten. Denn driicken wir das dort erhaltene Krgebniss
dualistisch aus, so heisst es: ,,In einer Ebene A, A,, A, liegt
eine Axe der Curve N,, deren Ebenen o, § durch die Co-
variante A der cubischen Form gegeben sind, deren Wurzeln

Xl, A, A, sind .«

2 M3

Diese Axe ist nun offenbar die (einzige eigentliche) Doppel-
tangente der Curve vierter Ordnung mit drei Spitzen in
A, A, A, die den Schnitt unserer Ebene mit der Tangenten-
fliche der Curve N, bildet.

Dieser Doppeltangente und Axe entspricht nun nach der
angegebenen Nummer (cf. auch Satz o) der Kegelschnitt der
Ebene, der durch die Ecken des Dreiecks A A, A, (das N, um-
schrieben ist) geht und den Normkegelschnitt zweimal bertihrt.

q. e. d.

109. Mit den weiteren Ausnahmefillen der H-Kegel-
schnitte wollen wir uns nicht aufhalten, sie sind ohne Miihe an-
gebbar; es wird vielmehr hohe Zeit, dass wir uns unserem
Hauptabschnitt, der Theorie der Involutioren vierter Ord-
nung, zuwenden, zu der wir alsobald gelangen, sobald wir
statt der (H-)Kegelschnitte durch die Ecken eines N, um-
schriebenen Dreiseits diejenigen durch die Ecken eines ganz
beliebigen Dreiecks substituiren.

Daraus wird sich dann ergeben, dass die projektivischen
Theorien der rationalen ebenen Curve vierter Ordnung, ferner
12%
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der allgemeinen ebenen Curve dritter Ordnung (sofern man
sie als Jacobi’sche Curve eines Kegelschnittnetzes auffasst),
sowie der allgemeinen quadratischen involutorischen Transfor-
mation in der Ebene, endlich auch die Theorie zweier cub-
ischer Curven im Raume, um unwichtigere hier nicht zu er-
wihnen, mit der angekiindigten Theorie der biquadratischen
Involution in gewissem Sinne identisch sind, woraus denn eine
grosse Zahl, theils schon bekannter, meistens aber neuer
Eigenschaften der in Rede stehenden Gebilde fliessen wird;
namentlich in dem Sinne der (erweiterten) terniren und
dann auch der quaterniren Apolarititstheorie.

Ehe wir aber dieses Gebiet in Angriff nehmen, moge
noch die Theorie einer biquadratischen Form, die uns bisher
beschiiftigte, in der Weise abgerundet werden, dass auch die
Darstellung auf der biquadratischen Normcurve, soweit
es nothig ist, um den Zusammenhang mit dem Bisherigen
deutlich hervortreten zu lassen, beriicksichtigt werden soll.

§. 24.
Darstellung der binéiren biquadratischen Form auf der biqua-
dratischen Normecurve.
110. Aus dem Hauptsatze des §. 13 geht einmal hervor,
dass die Form
"z N —a2 X2, N —a A z,=0
einen Punkt im Raume von vier Dimensionen, mit den

Coordinaten z, darstellt, bezogen auf die zugehsrige Norm-
curve : 4
@) X:4X: 604N L=a: 2 o, 2 7,

sodann aber auch, dass jedes Punktquadrupel (s)) der Curve,
dessen Verbindungsraum *#) (u, = 0) durch den Punkt z, (1)

geht, der Bedingung:

*) d. b. der Raum, der die vier Punkte des Quadrupels enthilt.
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(3)xs—-x‘s % % =0
0 S4 Z3+§32“Zs4+x4so"'

geniigt (wie auch umgekehrt, dass durch (3) simmitliche
Punktquadrupel der Curve von der angegebenen Art darge-
stellt sind).

In der That zeigen ja die damaligen Entwicklungen
(cf. besonders die Anmerkung pg. 49), dass die Coordinaten «,
eines Raumes » =0, der aus der Curve ein Punktquadrupel

s, ausschneidet, mittelst der (Gleichungen bestimmt sind :
s, S s
(4) wy:w:uy:wu, =5, — i: é: — Il: s,
so dass die Gleichung (3) mit der G leichung des Punktes
z ,u = 0% (woaber jetzt die z, fest und die %, variabel zu
denken sind) identisch wird.

111. Der bequemeren Anschauungs- und Ausdrucksweise
halber mége statt der Betrachtung der Form (1) auf der
Curve (2) die derselben Form auf der vom Punkte (1)
in einen beliebigen Raum v, = 0 ,projicirten®
Curve (2) zu Grunde gelegt werden.

Diese®® , Projektion” geht einfach (ganz analog einer
solchen im gewdhnlichen Raume von einem Punkte auf eine
Ebene) so vor sich, dass alle durch den Punkt (1) gehenden
Riume w_= 0 (die als specielle Schnittgebilde alle Strahlen
vom Punkte (1) an die Carve (2) d. h. ihren ,Projektions-
kegel enthalten) mit einem festen, beliebig (doch so, dass er
zum Punkte und zur Curve keine specielle Lage einnimmt)
gewihlten Raume v_ = O geschnitten werden, wodurch die
Riume % = 0 in die Ebenen des Raumes v, = O und die
Strahlen des ,,Projektionskegels“ in die Punkte einer
rationalen Raumcurve vierter Ordnung iibergehen,
fiir die also irgend vier Punkte dann (und nur dann) auf einer
Ebene liegen, wenn sie (d. h. ihre Argumente) der Bedingung
(3) gentigen, '
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Da jedes Quadrupel (3) zur Form (1) apolar ist, so folgt.
hieraus sofort, dass auf ein ganz beliebiges Coordinaten-
system im Raum v_= 0 bezogen, unsere Curve dargestellt ist
durch das System:

®) oy, =9, N =a,X+...0, (G=0,1,23)
wo die ¢, der einen ‘Bedingung zu geniigen haben, irgend vier
(linear unabhingige) zu (1) apolare Formen vierten Grades zu
sein d. h. umgekehrt, wo die Form (1) die zur Gruppe der o,
conjugirte Form ist.

(Dann sind nach Fritherem die Coefficienten s, in (1) die
vierreihigen Determinanten des Coefficientensystems der ¢,
die sich also bei einer Collineation des Raumes »_ = 0 nur um
einen Faktor dndern.) '

nsUmgekehrt stellen die bin#ir-invarianten
Eigenschaften der Form (1) (die zusammenfallen
mit den combinant-invarianten Eigenschaften
der ¢) diejenigen quaternir-invarianten Eigen-
schaften unserer Raumcurve (5)'dar, dieidentisch
sind mit denjenigen quinéir-invarianten Eigen-
schaftender Normcurve (2), diesich bei ihrer Pro-
- jection vom Punkte (1) aus (in einen beliebigen
Raumv_=0)nichtindern

112. Wir schreiben wieder, um die Gleichfésrmigkeit
mit den vorigen Paragraphen dieses Abschnitts zu wahren,
statt (1), (3):

6) oy =0a, N +4a X +6a,X+4a, X +a,X=0

) as:—taoso—i—alsl+a2s2+a333+a434=0

Aus der Erzeugung der Form (6) aus (7) erkennt man
zunichst sofort?®): :

@) ,Die Form ay =0 stellt (in diesem Para-
graphen) die vier Punkte der Curve (b)) dar, in
denen eine Ebene vier consecutive Punktemit der
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Curve gemein hat (oder kiirzer ihre vier ,,Undu:
lationspunkte”) und umgekehrt hitte man den
Titel dieses Paragraphen durch diese Definition

der Form a, ersetzen konnen.%

Da a, nur dann zu sich selbst apolar ist, wenn ihre In-

variante ¢ verschwindet, so haben wir®):
Die vier Undulationspunkte der Curve (B
”

liegen dann und nur dann in einer Ebene, wenn

die Invariante ¢ ihrer Form alverschwindet.“

Im allgemeinen ist durch drei Punkte der Curve
(A Ay A,) der vierte (A,) eindeutig bestimmt, der mit ihnen
auf einer Ebene liegt. Liegen aber die drei ersten in einer
Geraden (die also dann eine dreifache Sehne der Curve ist),
so wird der vierte (A,) unbestimmt d. h, die Argumententripel
(o) der dreifachen Sehnen sind gegeben durch :
. 4, =a,0,+a,06 +a,0,+a,0,=0
®) 4, = a, 0,4 a,0, + 0,0, + a, 5, =0
das heisst (cf. Nr, 50):
B) ,Die zur Involution der ersten Polaren

von a, conjugirte Involution (8) stellt die drei-

A
fachen Sehnender Curve dar.®

Wir geben diesem Satze noch eine andere Form, indem
wir ausdriicken, wann eine Sehne (A, A,)) der Curve diese noch
einmal trifft.

Dann haben wir aus den Gleichungen (8) oder anders
geschrieben: '

(9) {Al = ((1/0 TO + al Tl + a2 72) + l3 (al T() + a2 Tl + as 12)
4, = (a, 7, 4+a, v +a, )+ A (a7 +a, T, + a, )
= A11—|—13_A12=0
= Ay, + 2, 4,=0
A, zu eliminiren und erhalten den Satz (cf. Nr. 51):
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B,) »Die Sehne A, %, (t) trifft die Curve noch
einmal unter der Bedingung:

IQH-'_-11 ]2):—_—0
(10) y A4

21 22

113. Excurs. Diese dreifachen Sehnen bilden bekannthch
(cf. Nr. 13) die eine Regelschaar einer Fliche zweiter Ordnung,
der einzigen, die durch die Curve geht. Projicirt man nun,
ganz wie oben, unsere Curve von irgend einem Raumpunkte
aus auf eine Ebene, so erhilt man in dieser eine rationale Curve
vierter Ordnung, fiir die vier Punkte in einer Geeraden liegen,
wenn sie zwei Bedingungen:

(1) =0, b, =0
geniigen. Soll aber der Projektionspunkt auf einer dreifachen

Sehne liegen, so erhilt die ebene Lurve einen dreifachen
Punkt.

Andrerseits wird aber fiir diesen ein vierter Punkt (1) in

den Gleichungen (11) unbestimmt d. h. es finden die Rela-
tionen statt:

a, 0+ac—|—ac+ac_0
@, 0, + @, 0, +a, 0,4+ a,a, =0
co+blcl+b202—|—b3c:3=0
blco—|—bgcl+b3o‘2+b403=0

(12)

und dies geschieht unter der Bedingung:
aO al a2 a3
bO bl b2 bs
a, a, @, a,

bl b2 bs b4!

(13) B =

Dies ist also die Bedingung des dreifachen Punktes der
ebenen (der dreifachen Sehne der Raum-)Curve. In der That
lassen sich (cf. Salmon, Hohere Algebra art. 220), wenn B =0,
die beiden Formen
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a4 a5, bk
als lineare Combinationen derselben drei vierten Potenzen
darstellen, woraus unter Bildung von a, b  die Existenz des

dreifachen Punktes sofort ersichtlich ist. (Dann sind auch
ay, bl als Polaren einer Form fiinften Grades darstellbar,

worauf spiter noch zuriickgekommen wird.)
Schreibt man B mit Hiilfe des Grassmann’schen Satzes
(8 1) in den Coefficienten der zu 8y bl conjugirten

Gruppe, so kommt man thatsichlich auf die Form
der Nr. 13 zuriick, die nur in der dort angegebenen Weise
zu @ndern ist, um zur Gleichung der Fliche zweiter Ordnung
in Punktcoordinaten zu gelangen.

114. Kehren wir zuriick zu Gleichung (10), so wird die
Sehne A, A,, die noch einmal trifft, zur Tangente, wenn
A, = A, = A wird, wodurch H_ in die Hesse’sche Form H von
a, iibergeht. '

Setzt man andrerseits in (9) A, = A, = A und eliminirt
dann 2, so gelangt man zu den Restpunkten A, = p dieser Tan-
genten. Diese Elimination lieferte (cf. Nr.57) die Covariante:

O P=3jf—2:iH=0
und man hat somit:

Y) ,Unter den dreifachen Sehnen unserer
Curve (D) giebtes vier Tangenten A (mit den Rest-
punkten p): dann sind die A die Wurzeln der
Hesse’schenForm Hvona
der Covariante (9) P.¢

115. Soll die Invariante j§ von a

w unddiepdie Wurzeln

2 verschwinden (cf.
Nr. bb) so giebt es ein Werthepaar 3, 3, (t,) das die Gleich-
ungen : .

4, =a 7+ a7t +ar1,=0
(10) J4, =a, T+ a7, +a,7,=0

Ay, =0, 7+ a,7, + a7, =0
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befriedigt, also mit jedem Werthepaar A, A, zusammen ein auf
einer Ebene liegendes Punktquadrupel der Curve bildet und
somit einen eigentlichen Doppelpunkt der Curve darstellt.
Dann wiirde H das Quadrat einer quadratischen Form (deren
Waurzeln eben 8, 3, sind). In der That werden ja die drei-
fachen Sehnen dann die Kanten des Kegels zweiter Ordnung,
der die Curve vom Doppelpunkte -aus projicirt und es ist evi-
dent, dass die Tangenten (cf. y), die die Curve noch einmal
treffen, keine anderen sein konnen, als die Tangenten des

Doppelpunktes selbst. Somit gilt der Satz¢:

%) ,,Weqn J = 0 (undnurdann), besitzt die
Curve (5) einen eigentlichen Doppelpunkt 3, 3,.
Dann wird sowohl H als P gleich A’ wo g, g,die

Waurzeln der quadratischen Form A sind, und
zwarstellt genauer Hdie Tangenten des Doppel-
punktes, Pdie inihnenliegenden beiden Punkte
dar.“ ' '
Man kann die Argumente 0, o als die des Doppelpunktes
wiihlen, was vermége der linearen Transformation '
—3,
1—8

geschieht und zugleich £ so bestimmen, dass d1e einfache

11y Az =

Form annimmt:
(12) @y = \*—1.
Dann wird

(13)a =2 A A, —1=0.

1 %2 %3
" Im allgemeinen dagegen wird

(14) a) = (—3)" d, + (—3,)" d,
und )
16y a, =& (3) d, + ¢ (3,) d, =0

wo

(16) § () = 0—2) O—2,) (i) O,
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116. Riicken die Argumente 3, 5, zusammen, so wird der

Doppelpunkt zur Spitze. Wir wollen die Invariantenbedingung
dafiir in verschiedener Form aufstellen.

Sei vorliufig noch 3, 5,, so kann man zunichst aus je
zwei der drei Gleichungen (10) die aus 3,, 3, gebildeten Funk-
tionen t, berechnen.

Fithren wir drei unbestimmte Faktoren p,, p,, p, €in, so
erhalten wir zuvérderst:

aa‘

| a, a
0 %1 o %1
P2 T — — P = P2 Ty =
: aa[ | a, a, | a, a,
: |
al a, 1““
2 I %o T2
17y e, T, = , T = p, T, =
170 1 1 1 72
a, a, | la,a, Ia2a3
_ ay a | 1_1“1“2 _'%“2
F)o'to—aa" PO’_?aa 9012—3&&
4! et Tt 1%y M3
mithin zwischen den p die Relationen:
(18) p, = — 2, p, = 0
11— T T Ve T
TO Tl)
also umgekehrt aus (17) (18):
| !
a2a’31__91 ay @ 0. i“1a21_pT
T Fo o — 7 Py : | — Fo ™2
0 a, a, | a, a L a, ay, |
2 | 2
( ) aoal _p2t2{a0al _____POTITB aoaz}_potl
- ) - ) -
a, a, T, |l a,a Ty |l a, T,

Die Bedingung fiir das Coincidiren der Werthe 3, 5,
(20)41012—tf=0
lautet daher nach (19)

(21)4 aZ\% 30/
‘ax(l: }a

Andrerseits werden dann aus den Gleichungen (19), wenn
& das Argument der Spitze bezeichnet, die folgenden;
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a, q, a, a a, a,

2 78 — PO, 172 — 2 Po 6, 1 72 — 90'52
(22) Gy @y | g 0y 2 '3
faa a o a, a

,! 0 1 :90547 0 1)______29053’ o %2 =49052
N @y asl % Oy

woraus sofort folgt, dass die Hesse’sche Form von a, iiber-
geht in ‘ '
@23) H=p, (2—3)"
Dies liefert zunéichst:
8,) pIst #=0undj =0 (und nur dann), so be-

sitzt die Curve () eine Spitze, die vierfach ge-
rechnet die Hesse’sche Form von g, bildet, so

dass ihr Argument aus irgend zwei der Gleich-
ungen (22) berechnet werden kann.
Wenn aber ¢ und j verschwinden, so hat bekanntlich ay

einen dreifachen Faktor
24) a), =A—23)° (A—e)

(Denn da dann auch die Discriminanfe von a, verschwin-
det, so ist es erlaubt, eine canonische Form fiir a, einzufiihren,
in der ¢y = @, = 0. Dann aber muss wegen ¢ = 0 auch g,
verschwinden.)

Nimmt man & einmal =0, das anderemal — o, so gelangt
man zu zwei Normalformen von a,, denen folgende beiden
Normalformen der zugehdrigen Form a_ entsprechen:

L k,s,+Fkys,=0
Ik s,+ ks =0
Aus I geht wieder die allgemeine Form fiir die Spitze &

(25)

hervor:
(26) K, 0, —8) (4, —3) (A, —3) (A, — ?)
4K, [0, — 8) (=) (4—3)+ (1, —B) (,—3) (A,—D)
+ =2 A;—2) 0—2) + (4—8) (4;—2) A, —3)] =0
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oder einfacher

, 1 1 1 P
@) K+ K g+ 5 s a5 "

Diese Gleichungen werden noch mehr vereinfacht, wenn
man der einen noch iibrig bleibenden Undulationsebene das
Argument o resp. O beilegt. Dann gehen dieselben iiber in:

95y I 33=0
( ){H s, =0

17 1 1 1 1 —_
@) sty sty s T ="

Dies driicken wir in einem besonderen Satze so aus:
3, p,Riicken drei der vier Undulationsebenen

der Curve (5) zusammen, so wirdihr gemeinsamer
Punkt zur Spitze (und umg.); hatdiesedas Argu-
ment d,sogehtdie Bedingung, dassvier Curven-
punkteineiner Ebeneliegen,indie Formiiber:
a1
(27) le ll_-g_const.

wo dierechts stehende Constante verschwindet,

wenn man (was immer erlaubt ist) der vierten
Undulationsebenedas Argument o beilegt.

Legt man ausserdem zugleich (was gleich-
falls erlaubt ist) der Spitze das Argument O bei,
sogeht (27) iber in

28) s, =0
oderbei Vertauschung der Argumente0, o in
(28") s, = 0.¢

117. Nun gé]ingt es aber auch ohne Miihe, diesen Satz
unmittelbar und continuirlich aus der Gleichung (15)
.+ O, galt, ab-
~ zuleiten, indem man &, sich 3, immer mehr nihern lésst.

a, = 0, die fiir den Fall eines Doppelpunktes &

Schreiben wir sie etwas anders:
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oder auch, wenn
(16) 8, — 3, = A gesetzt wird

in folgender Form:

(15)

so bemerken wir, dass sich D zugleich mit kleiner werdendem

>

A =

A der Eins nidhert und in diese iibergeht, falls A verschwindet,
d. h. die linke Seite wird dann der Differentialquotient von ¢ (3)

nach g,

ad (3
29) "2 = 0 oder kiwaer 47 3) = 0,
1

oder auch nach Division mit ¢ (3,)

ye)_dlgye)

@) a3

was sofort zu Gleichung (26”) fithrt, von der man dann wieder

zu (27) gelangt.
118. Excurs. Clebsch®) schligt ein dhnliches Verfahren ein

(30)

fiir die rationalen ebenen Curven, nur dass er seine Betracht-
ungen an die Abel’schen Integrale der rationalen Curve anlehnt,
was wie man aus Obigem erkennt, durchaus unnothig ist.

Es mag bei dieser Gelegenheit der Zusammenhang beider
Betrachtungen kurz erértert werden.

Der Einfachheit wegen beschrinken wir uns gleichfalls
auf die ebenen rationalen Curven (obgleich dieselbe Be-
trachtung fiir j e d e rationale Curve gilt). Sei eine solche ge- .
geben durch: .
(81) pz, =@ =a, A"+ ..a_
so kann man stets die lineare Transformation ausgefiihrt
denken, durch die irgend einer der Doppelpunkte die Afgu—
mente 0, oo erhiilt. Dann miissen aber nothwendig die Be-
ziehungen herrschen
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(32) ta, = a,,

was zur Folge hat, dass eine der Schnittpunktgleichungen,

wenn sie nach §. 2 abgeleitet werden, in die Form iibergeht:

BHAAA ... A =1

Daraus folgt, wenn man sich die angewandte lineare

Transformation wieder riickwiirts ausgefiihrt denkt, dass sich

das ganze System der Schnittpunktgleichungen ersetzen lisst
durch das andere:

a) (A,—o, A—

(34)6'—(3—127‘—-:63— E ﬁi )—-1: odercp(oc)—r $(g) =0

wo (34) aus so viel Gleichungen besteht, als Doppelpunkte

o, f, vorhanden sind. (Die Constanten t, sind dann leicht

nach Clebsch mittelst der Curven (n—3)*" Ordnung, die durch
alle Doppelpunkte, immer einen ausgenommen, hindurchgehen,
in ihrer Abhiingigkeit von den «, 3, darzustellen.)

Liisst man nun den Doppelpunkt zur Spitze werden, d. h.
riicken «, B, zusammen in 7, so geht nach unserm obigen Ver-

fahren (34) iiber in die andere
|
35) Xk
@0 3, L

— const. = O
’

oder speciell (36) s, = 0 resp.s,_, = 0.

1
In der That ist ja die Verbindungslinie der Punkte mit

den homogenen Coordinaten a,, die Tangente des Punktes

@y
w : diese wird aber unbestimmt (und nur dann) wenn der
Punkt co eine Spitze wird, andererseits aber, wenn die beiden
angegebenen Punkte identisch werden. Dann aber erhiilt man

nach §. 2 als eine der Gleichungen (34):

#) Andrerseits ist diese Form a priori angebbar. Denn da jede
der Schnittpunktgleichungen linear und symmetrisch ist und ferner, wenn
@, B; ein Doppelpunkt, eine der Gleichungen fiir A= o, Ay = B
(r, s, = 1, 2,... n) identisch erfiillt werden muss, so kann sie nur die
Form (84) besitzen,
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s, = const.
Das Entsprechende gilt fiir das Argument 0.
Wir gelangen nun zur Clebsch’schen Methode, wenn wir:
BN lg O—a) =p®, 19 0—B) =V, lgt = A
setzen. Dann erhalten wir im allgemeinen durch Logarith-
mirung von (34) '

N ST ,
(38) W‘i—@ +. v—(ln)— = A, + 2 xmi oder = A, (mod. 2 i)

oder wenn nach
A—a @
i By
69 ;g = =¢

gesetzt wird,
(38) T =A,
Dies ist die erste (Integral-) Form von Clebsch (fiir den
Doppelpunkt & ). Schreiben wir jetzt (38) etwas anders:

(40) 2 ph = A Z i)
k Tk K
und lassen nunmehr « und f; sich nihern, so nihert sich A,
der Grenze O und wir haben fiir &, = §,
(41) E pd = 0.

Dies ist die zweite (Integral-) Form von Clebsch (fiir die
Spitze ). Durch Differentiation gelangt man wieder zu

den Formen (34) (35) zuriick.

In der That denkt man sich, wie hiufig geschieht, die
rationalen Curven continuirlich aus solchen vom Geschlechte 1
(den elliptischen Curven) entstanden, so werden durch diesen
Process die auf die Doppelpunkte der elliptischen Curve be-
ziiglichen elliptischen Integrale dritter Gattung zu Logarithmen
d. h. man gelangt von den Gleichungen des Abel'schen Theo-
rems, nach denen die Summe von % Werthen eines solchen
Integrales, bezogen auf die # Schnittpunkte der Curve mit
einer Geraden, einer Constanten (abgesehen von Perioden)
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gleich ist, continuirlich zu Gleichung (38") und dadurch zu (34).
Man kann also sagen: ’

- yDurch die Substitution (37) ,A—a, =e"“ gehen
die Gleichungen des Schnittpunkttheorems der
rationalen ebenen Curven iiber in die des Abel-
schen Theorems fiir dieselben.* -

Fiir Raum- (und hohere) rationale Curven treten Doppel-
punkte im Allgemeinen nicht mehr auf, so dass dann auch
die Form (38) resp. (34) nicht mehr méglich ist, dafiir werden
wir aber, wie sich spiter zeigen wird, in vollstindiger Analogie
mit der Ebene, die vierfachen Sehnen (und entsprechend in
hsheren Riumen die sechsfachen Ebenen etc. der Curven) ein-
fithren. Ist eine solche vierfache Sehne einer Raumcurve durch
die Argumente '

51 82 63 84 s
bestimmt, so lauten stets zwei der Schnittpunktgleichungen
der Curve: ;
42) {d1 b@,) + d, () + dy (@) + 4, $(3) =0
& $@) + d39(3) + &' 9@+ ', $(3,) =0
ws fo ' -

119. Von der Covariante @ wurde pg. 117 gezeigt, dass
ihre drei Wurzelpaare e, 9, (4 = 1, 2, 3) die Eigenschaft
haben, dass sowohl ef , als g 7);.9’ ein zu a, apolares Quadrupel
bilden d. h. die Gleichung @, = O befriedigen (und dass
umgekehrt dies die drei einzigen Werthepaare *) der Art sind).
Dies giebt den Satz:

¢) ,Die Covariante © stellt die drei (eigent-
lichen) Sehnen der Curve dar, die zugleich Axen
(Linien zweier Osculationsebenen) derselben
sind.“ ' '

*) Mit getrennten Elementen, denn uneigentliche Werthepaare der
Art (mit zusammenfallenden Elementen) sind ja durch A - gebildet, wo
. 11

A, eine Wurzel von ay ist.
1
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120. Endlich fillt ein Beriihrungspunkt der Tangenten
(cf. 7), die noch einmal treffen, mit seinem Restpunkt zu-
sammen, wenn die Tangente zur dreipunktigen wird und um-
gekéhrt. Dann hat man in den Gleichungen
(9 4,=0,4,=0
A, = A, = A, = A zu setzen und X zu eliminiren.
Da aber 4,, A, durch Gleichsetzung der drei Argumente

A; Ay A, zu den ersten Differentialquotienten von a, werden
und deren Resultante gleich der Discriminante D von g, ist,
so hat man: \ '

€) ,Eine in drei consecutiven Punkten tref-
fende Tangente der Curve ist (und nur dann)
unter der Bedingung D = O vorhanden, dann ist
sie die Axe von zwei consecutiv gewordenen Undu-
lationsebenen der Curve: das Argument dieser Tang-
enteistzugleicheine gemeinsame Wurzel von HundP.4

121. Mit Hilfe dieser Sitze ist es ohne Miihe maglich,
alle weiteren invariantiven Bilduﬁgen (resp. Bedingungen)
auf der Curve (D) zu studiren, was uns hier indess von der
Ausfithrung unseres Hauptplanes, die Apolaritit (vor Allem
die ternire und quaternire) in der Theorie einer (und
mehrerer) biquadratischen bindiren Form nachzuweisen, zu
weit abfiihren wiirde.

Nachdem die Apolarititstheorie einer solchen Form im
Wesentlichen durchgefiihrt ist, eriibrigt noch die schon be-
deutend schwierigere zweier solcher Formen d. h. die Theorie
der Involutionen vierter Ordnung, die ja nach dem Hauptsatze
des ersten Capitels mit der Theorie der Gruppen von drei
solchen Formen identisch ist.

Diese Theorie der biquadratischen Involution fithrt dann
wieder unmittelbar zur Theorie einer und mehrerer Formen
sechsten Grades, da beide auf’s innigste verwachsen sind.

Im Ij'ebrigen sehe man den Schluss des vorigen Para-

“graphen nach.



