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Semidifférentiabilité et version lisse de la
conjecture de fibration de Whitney

C. Murolo et D. J. A. Trotman

Abstract.

For controlled stratified maps f : X — X' between two strati-
fied spaces, we define what it means for f to be semi-differentiable,
horizontally-C' and F-semi-differentiable (where F is a foliation).

When X' is a smooth manifold, f is always semi-differentiable.

In general, semi-differentiability is equivalent to f being horizon-
tally-C" with bounded differential.

Horizontally-C! regularity depends on the existence of (a)-
regular horizontal stratified foliations of X and X', which gives a
smooth version of the stratified fibration whose existence was con-
jectured by Whitney for analytic varieties in 1965, and implies a
horizontally-C! version of Thom’s first isotopy theorem.

We obtain finally the corresponding theorems for the finer prop-
erty of F-semi-differentiability.

Introduction

Dans [MT]y,2, nous avons considéré le probleme de ’extension con-

tinue contrélée d’un champ de vecteurs, donné sur une (ou plusieurs)
strate(s) d’une stratification réguliere, & toutes les strates supérieures.

Le cas d’un relevement (extension) contrélé est classique, et il est

bien connu [Ma], [GWPL] que les flots relevés sur une stratification au
moins (b)-réguliere, définissent & tout instant t € R des homéomorphismes
stratifiés qui sont lisses sur chaque strate, mais qui ne donnent pas en
général une application C' (exemple de la famille des quatre droites:
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[Wh], [GWPL]). C’est la raison pour laquelle les principaux théorémes
de la théorie des stratifications réguliéres sont des résultats de nature
topologique et non différentiable. Le premier théoréme d’isotopie de
Thom, donnant la stabilité topologique de la fibre d’une submersion
stratifiée contrélée f : X — M a valeurs dans une variété, en est
I’exemple le plus célebre; il est obtenu par la technique “standard” de
relévement contrélé de champs de vecteurs v; qui donne des flots globaux
¢; qui ne sont pas toujours C.

Nous avons considéré dans [MT]; 2 des extensions de champs qui de
plus sont continues; notre question devient alors: “quel type de régularité
(en plus de la continuité [Ma]) obtient-on pour les flots relevés 7.

Cet article est consacré a ce probléeme.

Quand on reléve un champ (x défini sur une strate X de dimen-
sion 1, les trajectoires du flot du champ relevé définissent un feuilletage
“horizontal” de dimension 1, F = {Fz} de type C%> : i.e. des courbes
lisses dont les espaces tangents, en coincidant avec ceux de la distribu-
tion canonique Dx (y) = {Dxvy (¥)}y>x [MT]z, tendent vers T, X quand
y — z. En considérant alors un relévement continu ¢ = {(y}y>x du
champ (x, comme nous le montrons au §4 (théoréme 4 et corollaires),
une régularité de type C'-affaibli :

¢Y*yn (Un) = PX sz ('U) , YY>X 7

“

lim
(Yn,vn)—(z,v)

reste valable au moins pour les suites de vecteurs v, € Dx(yn)-
Cette observation est la motivation cruciale de cet article oit nous
donnons des réponses aux questions suivantes :

- Quand dim X > 1 quel est l'analogue du feuilletage horizontal
F=A{Fs}p ?

— Peut-on obtenir que ses feuilles tendent vers Ty, X de maniére C!
quand y—x ?

- Que peut-on dire de la différentiabilité du flot relevé (4 Uinstant
t)dy : Y =Y (Y > X) le long de la “direction horizontale” ?

Ce probléme rappelle une conjecture de H. Whitney [Wh] pour des
stratifications (b)-réguliéres d’une variété analytique. Whitney conjec-
ture pour toute strate X et pour tout zy € X 'existence d’un feuilletage
{F3s}s de méme dimension que X vérifiant la condition lim, ., T,F3 =
T,X. Au §2.3, nous définissons cette propriété pour des stratifications
réelles (définition 6), comme la (a)-régularité (autour de xo) du feuil-
letage horizontal {Fs}.

Pour des stratifications réelles (b)-régulieres, 'existence d’un tel
“bon” feuilletage a été conjecturée par le deuxieme auteur en 1993 ;
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nous montrons au §5 qu’elle est une condition nécessaire et suffisante
pour que les flots des champs relevés soient horizontalement-C', et plus
généralement qu’elle est nécessaire pour que d’autres morphismes hori-
zontalement-C" puissent exister. Nous réinterpretons alors la conjecture
de Trotman comme la version lisse de la conjecture de fibration de Whit-
ney ((Wh], §9, remarque 3). On peut voir [MT]; 3 pour plus de détails
concernant les autres travaux sur les conjectures de Whitney et Trot-
man, et une indication de leurs multiples conséquences. Nous préparons
actuellement (décembre 2006) avec A. du Plessis une étude approfondie
de ces conjectures (lesquelles semblent bien étre vraies).

Dans le §2, nous introduisons les notions de semidifférentiabilité,
de régularité horizontalement-C! et de F-semidifférentiabilité pour un
morphisme stratifié f : X — X' ; on précise les relations entre elles
(théoréme 1) et on montre que la réciproque d’'un homéomorphisme
horizontalement-C?! est encore horizontalement-C! (théoréme 2).

Une question importante reste ouverte :

- Quand est-ce qu’un morphisme stratifié est horizontalement-C' ?

Toute la théorie développée dans la suite est dédiée a ce probléeme.
Dans le §3 nous analysons le cas particulier ot le morphisme considéré

est le flot stratifié ¢ = {¢y : ¥ — Y}y>x d’un champ de vecteurs
¢ = {¢v}y>x obtenu par relévement continu contrélé d’un champ {x
défini sur une strate X.

Dans le §4.1 nous supposons 1”involutivité d’une distribution cano-
nique Dx = {Dxy}y>x relative a la strate X [MT];,2 ! et montrons
que les flots (& l'instant t) ¢ = {¢y : Y — Y}y>x du champ ¢ relevé
continu contrélé du champ (x sont horizontalement-C?! en tout point xzg
autour duquel Dx est involutive (théorémes 3 et 4).

On remarque que si dimX € {1,dim A — 1}, le flot ¢ est toujours
horizontalement-C! en tout point de X (corollaires 4 et 5).

Dans le §4.2 on donne les résultats correspondants concernant la
F-semidifférentiabilité de ¢ = {¢y : Y — Y}y>x (théorémes 5 et 6).

Dans le §4.3 nous donnons quelques caractérisations de 'involutivité
de la distribution canonique Dx en termes du feuilletage H induit par
la trivialisation topologique locale H : R! x m3!(xg) — 73! (Us,) d’une
projection 7wx : T'x — X (théoréme 7).

Dans le §5 nous considérons le cas général ou la distribution canon-
ique n’est pas nécessairement intégrable. Dans le §5.1, apreés avoir énoncé

ID. Trotman et A. du Plessis ont vérifié en 1994 qu’en général une distri-
bution canonique Dx n’est pas involutive. M. Field [Fi] avait remarqué cette
difficulté & D. Trotman, sous une forme équivalente, dans une lettre de 1976.
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la version lisse de la conjecture de fibration de Whitney (i.e. la con-
jecture du feuilletage (a)-régulier), nous remplagons l'intégrabilité de
Dx par I'hypothése plus faible de (a)-régularité d’un feuilletage hori-
zontal H (transverse aux fibres de la projection mx) et qui équivaut a
linvolutivité d’une nouvelle distribution canonique. On retrouve ainsi
les mémes théorémes qu’au §4, et en particulier que les flots des champs
relevés sont horizontalement-C! (théoréme 8).

On donne ensuite des conditions suffisantes en termes de ces feuil-
letages pour qu'un morphisme stratifié arbitraire f : X — X' soit
horizontalement-C? (théoréme 9) et on conclut la section en énongant
une version horizontalement-C! du premier théoréme d’isotopie de Thom
(théoréme 10). Dans le §5.2 on établit enfin les versions F-semidifféren-
tiable des théorémes 8, 9 et 10 du §5.1 (théorémes 11, 12, 13).

Les démonstrations des théoremes 10 et 13 du §5 omises, seront
publiées séparément.

§2. Régularités de morphismes stratifiés.

Dans ce paragraphe, nous introduisons et étudions différentes con-
ditions de régularité pour un morphisme stratifié f : X — X''.

On introduit d’abord la notion de semidifférentiabilité, qui dans le
cas de deux strates X <Y signifie que la différentielle fx.U fy.: TX U
TY - TX'UTY’ d’'un morphisme stratifié¢ fx U fy : X UY — X' UY’
soit continue.

Le contréle par rapport aux deux systemes de données de contréle
(8.D.C.) de X et X'’ est supposé par définition?, et implique qu’un mor-
phisme stratifié f : X — M a valeurs dans une variété lisse M est
toujours semidifférentiable.

La semidifférentiabilité se préserve par composition, mais ne se
préserve pas par application réciproque. Nous introduisons alors la
notion de morphisme horizontalement-C! et démontrons que la semid-
ifférentiabilité de f équivaut & ce que f soit horizontalement-C' et
ait des dérivées bornées (théoreme 1) et que la réciproque f~! d’un
homéomorphisme stratifié f : A — A’ horizontalement-C' est horizon-
talement-C? (théoréme 2).

On conclut la section en introduisant la notion plus fine de F-
semidifférentiabilité (le long un feuilletage F) de f.

20n ne sait pas en général s'il est possible de construire deux S.D.C. par
rapport auxquels f : X — X' soit controlée ; mais ceci est bien connu quand
f est une submersion et X’ = M est une variété [Ma).



Semidifférentiabilité et conjecture de fibration de Whitney 275

2.1. Morphismes semidifférentiables.

Dans tout le paragraphe X = (A4,%) et X’ = (A’,%’) seront deux
stratifications (a)-réguliéres de A C R™ et A’ C R™ au sens de Whitney
[Wh].

Une variété et /ou une application entre deux variétés sera dite “lisse’
quand elle est de classe C1.

)

Définition 1. Un morphisme stratifié est une application continue
f: A— A, stratifiée, i.e. qui envoie chaque strate X de A dans une
unique strate X' de A’ et telle que la restriction fx : X — X' de f est
lisse (non nécessairement une submersion,).

Grace & la condition de frontiere X C Y et la continuité de f, pour
toutes strates X <Y de A4, f(X) C f(Y) C f(Y). Donc les strates X’
et Y’ vérifient aussi X' CY’,ie. X' <Y".

Les stratifications X et X' de cette section seront munies de
deux systemes de données de controle T = {(Tx,7x,px)}xex et
T = {(Tx/,7x',px')}xes [Ma] et tout morphisme stratifié f sera
controlé par rapport aux systémes T et T', i.e. :

VX <Y ,3e>0 telque:

x fy (y) = fxmx(y)

v T =T Y it :
y € Txy =Tx(e)NY onait {pX’fY(y)) = px(y)-

Si la stratification est seulement (a)-réguliere et le systeme 7 se
réduit, a la famille des projections, alors la condition de contréle devient
mx fy(y) = fx7x(y) ([MT]z, §3 remarque 1). Remarquons que VX <
Y, la condition de frontiere et la (a)-régularité de X’ et X'’ impliquent
que TX CTY et TX' CTY’ dans R?™ et R?™.

Définition 2. Un morphisme stratifié f : X — X' sera dit semid-
ifférentiable en x € X (resp. en (z,v) € TX), si pour toute strate
Y > X (et donc Y' > X') Uapplication différentielle fx. U fy. : TX U
TY — TX'UTY’ est continue en tout point (z,v) € {z} x T, X CTX
(resp. en (z,v)), i.e. la condition de limite est vérifice :

V{(yn,vn)}n € TY,
nlLII;o(yn,vn) ={z,0) eTX = nlergo IY sy, (Vn) = Fx .z (v).
On dira que f est semidifférentiable sur X si f est semidifférentiable

en tout x € X et que f est semidifférentiable (sur X) si f est semid-
ifférentiable sur toute strate X € X.



276 C. Murolo et D. J. A. Trotman

Des exemples élémentaires montrent que la semidifférentiabilité en
un point z (sur une strate X ou sur A tout entier) d’un morphisme
stratifié f : X — X’ est en général plus faible que la Cl-régularité de
f en z (sur X ou sur A). Si la stratification X'’ se réduit & une variété
lisse, la semidifférentiabilité découle de la condition de controle :

Proposition 1. Toute application f : X — M & valeurs dans une
variété M et mw-contrélée par rapport & la famille des projections d’un
S.D.C. est semidifférentiable.

Preuve. Pour tout couple de strates adjacentes X < Y de X, soit
{(yn,vn)}n une suite dans TY telle que limy (yn, vs) = (z,v) € TX.

La stratification but de f : X — M, se réduisant & une variété
X' = (M,{M}), la condition de m-contréle se réduit & fy = fx omxy.
Donc fy. = fx«0omxy« et la relation lim, fy.y, (Vn) = fx«z(v) découle
immédiatement de la propriété que

lirrbn Fxszn (TXY iy (Vn)) = fxez(v) ot zp =7xy(Yn)

valable pour les applications lisses fx : X — M et nxy : Txy — X.
Q.E.D.

Les stratifications (b) et (¢)-régulieres admettent toujours des S.D.C.
dont les projections et les fonctions distance sont lisses [Ma], [Be]. Cepen-
dant quand une projection mx : Tx — X n’est pas C!, comme elle est
w-controleé par définition de S.D.C., on a :

Remarque 1. Toute projection mx :Tx — X du S.D.C. est semid-
ifférentiable sur X.

Les remarques 2 et 3 qui suivent sont élémentaires :

Remarque 2. Si f: X — X’ est une application semidifférentiable
il existe une application “différentielle” f. de f, continue sur le “fibré
tangent généralis¢” TX = UxexTX d la stratification X :

fe = Uxfx* : TX =UxesTX — TX':UX/ez;/TX' .

Remarque 3. Si f: X - X' etg: X' — X" sont semidifféren-
tiables alors go f : X — X" [l'est aussi.

La proposition 3 anticipe des observations sur la convergence de
f+ le long des directions des fibres des projections du S.D.C. qu’on
développera a la section 2.2.
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Proposition 2. Pour qu’un morphisme stratifi¢ f : X — X' soit
semidifférentiable en un point x € X il faut que pour toute strate Y > X
la restriction fyay|kernxy., : KT TXysy — KeI Tx1y sy s0it de norme

gxvy(y) == ||fy*y|kethy*y[| bornée autour de x dans X UY.

Preuve. Sl existe une suite {y,} C Y convergente vers x € X, telle
que la suite ||fy.y,|kernxy.,, || S0it divergente, il existe alors une suite
de vecteurs v, € ker Txyuy, = Ty.Txy (Tn) C T,.Y (n = 7xv(yn))
telle que :

Z) ”fY*anker‘n'xy*y(Un)H = ||fY*yn|ker7rxy*yn” : “Un”a
Z’L) HUHH = HfY*y,,,lker‘/rxy*y T2

2.
Comme {||fywy,|kerrxy.,, ||}n €St une suite divergente, de i) on a
lim, v, =0 € T X et limy,(yn,vn) = (z,0) € TX.

Or limy, ||v,|| = 0, mais gréce a ¢) et i) on trouve :
||fY*yn|ker‘rrxy*y(vn)“ = HfY*ynlkerﬂ'xy.ynH Nlonll
1
= “fY*ankerﬂxny |2 — 00

ce qui implique que f n’est pas semidifférentiable en z. Q.E.D.
De la proposition 2, par des exemples élémentaires on a facilement :

Remarque 4. L’application réciproque f~1 : X' — X d’un homéo-
morphisme semidifférentiable f : X — X' n’est pas en général semidif-
férentiable.

2.2. Morphismes horizontalement-C"*.

La proposition 2 suggere de séparer I'analyse de la convergence le
long de “la direction verticale” (celle du sous-fibré ker mx.) et celle le
long d’une “direction horizontale”.

Pour une stratification {c¢)-réguliére [Be], les auteurs du présent ar-
ticle ont montré le théoréme suivant ([MT]z théoréme 4, §5) et donné la
définition qui suit (voir aussi [MT];, théorémes 1 et 2) :

Théoréme. Soient X un espace stratifié (c)-régulier dans une
variété C1 M et F = {(mx,px) : Tx — X x [0,00[ } xex un systéme de
données de contréle de X.

Pour toute strate X de X, il existe une distribution stratifiée con-
tinue Dx : Ty — Ggl oul =dimX, Dx = {DXY}YZX et VY > X,
Dxy = Dx 1y, avec Ixy =Tx NY, telle que :
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i) VY > X la restriction Dxy est un sous-fibré de ker pxy«;

1) Dxx(z) =T, X , Vz € X;

i) T,)Y = Dxy(y) @ kermxy.y est une somme directe Vy € Txy;

W) la restriction Txy.y| : Dxy(y) = ToX otz = mxy(y) est un
isomorphisme;

v) pour tout champ de vecteurs C* £x sur X ,la formule :

& (y) = Dxy (y) Nmxy,, (Ex(@) , = =7x(y)

définit un relévement stratifié continu contrélé & = {&y }y>x de {x sur
Tk = UyaxTxy-
Définition. Toute distribution Dx = {Dxy }v>x vérifiant les con-

ditions 1),...,v) dans le théoréme précédent est dite une distribution
canonique (relative a la strate X ).

Définition 3. Un morphisme stratifié f : X — X’ sera dit horizon-
talement-C! en un point x d’une strate X € ¥ s’il existe une distribution
canonique locale Dx = {Dxy }y>x autour de  dans A ([MT]y,2, [Mu])
telle que :

.fY*yn('Un) = fX*z(U) , v (LE, U) eTX
(ynwv'n)_’(mvv)
soit vérifiée pour chaque suite {(yn,vn)} C Y convergente vers (z,v)
avec vn, € Dxy(yn). On appellera horizontauz les vecteurs v, € Dx(yn)
et verticauzr les vp, € Ker mxy .y, -

Un morphisme stratifié f est donc horizontalement-C! en z € X ssi
VY > X
Fx«U fy*|'DXY :TXUDxy — TX' uTY'

est continue en z.

On dira que f est horizontalement-C' sur une strate X (resp. sur
(A, %)) si f est horizontalement-C?! en tout point z € X (resp. Vx € X
et VX eX).

Remarque 5. Tout morphisme stratifié semidifférentiable f est
horizontalement-C.

Théoréme 1. Un morphisme stratifié contrélé f : X — X' est
semidifférentiable en un point x € X si et seulement s’il est horizontale-
ment-Cl en x et s’il existe un voisinage U, de x dans A tel que pour
toute strate Y > X, la fonction gxy(y) = HfY*UIkeeryw | est bornée
dans U, NY.
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Preuve. La remarque 5 et la proposition 2 montrent 'implication
“seulement si”.

Pour toute strate Y > X et pour toute suite {(yn,vn)} C TY telle
que lim, (yn, vn) = (z,v) € TX, décomposons [MT}; 2 tout vecteur vy, €
T,.Y = Dxy(yn) ® ker Txy«y, en une somme directe v, = v? + v? de
ses composantes horizontale et verticale de sorte que:

lim v =veT, X et limol=0€eT,X.
n—00 n—oo
Comme f est horizontalement-C! en z, on a limy, fy«y, (V2) = fx«, (v).
D’autre part, comme les différentielles le long des fibres des projec-
tions sont bornées autour de z, on peut écrire

0 < 1y ey W < 1y ey rermry |- 21 < M - [0

et en déduire que lim,, fy .y, (v2) = 0. En décomposant via f, les images
fv «y. (Un) nous concluons que f est semidifférentiable en x :

Hm fyuy, (vn) = M fyy, (0R) + lim fy.y, (0))
n-—00 n—oo n—0oo

= fX*I(’U) +0= fX*t(v)

Q.E.D.

Remarque 6. Une projection mx d’'un S.D.C., étant toujours semaid-
ifférentiable sur X, est également horizontalement-C! sur X.

Quand X est (c)-réguliere sur X au sens de K. Bekka [Be] on a aussi
facilement :

Proposition 3. Soit X une stratification (c)-réguliére munie d’'un
S.D.C.T ={(rx,px): Tx — X x[0,00[ }xex, tel que chaque voisinage
tubulaire Tx est muni de la stratification induite de ¥ et [0, 00| est strat-
ifié par {0}U]0, co[. Alors toute fonction distance px : Tx — {0}U]0, cof
“est horizontalement-C' sur X.

Preuve. Soit Dx = {Dxy }v>x une distribution canonique obtenue
a partir du S.D.C. 7 auquel px appartient.

Rappelons que VY > X, Dxy est par définition un sous-fibré vec-
toriel de ker px vy «-

Etant donnée une suite {(yn,vn)} C TY telle que lim,(yn,vn) =
(z,v) € TX et dont les vecteurs v, sont horizontaux v, € Dxy (yn),
a partir de linclusion Dxy(yn) € kerpxysy, on trouve que v, €
ker pxy sy, , donc imy, pxvay, (Vn) = 0 = px x4z (V). Q.E.D.
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Remarque 7. Une fonction px : Tx — {0}U]0,00[ est semid-
ifférentiable sur X ssi VY > X la fonction gxy(y) = pr*ywemxy*yﬂ
est bornée.

Définition 4. Un homéomorphisme stratifié est un morphisme
stratifié controlé f : X = (A,Z) > X' = (A4,%) tel que f: A - A
soit un homéomorphisme etV X € X la restriction fx : X — X' soit un
difféeomorphisme.

Dans ce cas f induit sur X' un S.D.C. T’ = f.(T) (§3, [MTP]) pour
lequel f~!: X’ — X est un morphisme stratifié contrélé.

Théoréme 2. Si f : X — X' est un homéomorphisme stratifié
horizontalement-C' sur un voisinage U de x dans X, alors V' € f(U)
tel que g(2') = ||f}|| soit bornée dans un voisinage V. de 2’ dans A',
l’homéomorphisme f~1 est horizontalement-C* en 2’

La preuve du théoréme 2 réside dans la proposition ci-dessous :

Proposition 4. Si Dx = {Dxvy}y>x est une distribution canon-
ique définie dans un voisinage W de x dans A et f : X — X’ est
un homéomorphisme stratifié horizontalement-C! par rapport ¢ Dx sur
un voisinage U C W N X de = dans X, alors la distribution Dx: =
{Dxy }y>x définie dans le voisinage W' = f(W) de 2’ = f(x) € X'
dans A’, par Dxrv: (y') = fysw(Pxy(y)) ., VY = f(y), est une distribu-
tion canonique locale dans le voisinage W’ de x'.

Preuve. Comme f est un homéomorphisme stratifié controlé, il est
immédiat que :

i) VY’ > X' | Dx:y est un sous-fibré de ker px .y, de méme
dimension que TX;

i) Dx x(2") = T X' pour tout 2’ € U’ C X’;

4t) Ty Y’ = Dxry:(y) Bker pxryray est une somme directe Vy' € Y’
dans V' = f(V);

W) Txryry| : Dxiy (y') — T X' ol 2" = nx:y/(y') est un isomor-
phisme;

v) pour tout champ de vecteurs £x- sur X', la formule

v (y) = Dxy (¥ ) Ny (Ex (), oz =mx(y),

définit un relevement &' = {{y+}y > x de £x contrélé par rapport & 7.

Afin de montrer que Dy est une distribution canonique autour de
z', soit {y,} C W' = f(W’) telle que lim, y/, = z’ et montrons que
lim, Dx:(y),) = T X'.



Semidifférentiabilité et conjecture de fibration de Whitney 281

L’application f étant bijective on peut écrire y), = f(yn) avec
lim, yp, = 2, Ty X' = fxu:(T2X), et v/ = fx.,(v) avecv € T, X.

Comme Dx est une distribution canonique et lim,, y,, = z, il existe
une suite v, € Dxy (yy) telle que lim, v,, = v et d’autre part, f étant ho-
rizontalement-C! en 2/, on trouve limy, ' fyay, (Vn) = fxsz (v) = 0.

Alors la suite de vecteurs v), = fyiy,(Vn) € fyay,(Dxy(yn)) =
Dxry(yy,) vérifie lim, v}, = v/, donc T,» X’ = lim, Dx/y+(y),). Q.E.D.

Preuve (du théoréme 2). Soit Dx = {Dxy}y>x la distribution
canonique locale par rapport & laquelle f est horizontalement-C! en
z. Considérons autour de ' = f(z) la distribution canonique locale
Dx: = {Dxv'(y) = fr«y(Dxy(y))}y'>x’ et montrons que f~! est
horizontalement-C' autour de =’ par rapport & Dx:.

Fixons 2/ € U’, v/ € T, X', une strate Y’ > X' et une suite
{(y},,v;,)} dans Y telle que limy, (y),,v),) = (2/,v") avec v, € Dx/y(yh)-

Comme f est un homéomorphisme stratifié, nous pouvons écrire :

Z'=f(2), X'=fX), Y =[f{Y)
ze X, X, Y e, Y>X

v' = fX*Z(’U)v y;z = f(yn)v ’U:z = fY*yn(vn)

veT,X, Yn €Y, vn € Dxy (yn)

12

de sorte que la condition “f~! est horizontalement-C' en z'” devient

. —-1 1 .
nan;o .fY’*y;L (’U7Il) = fX’*z’(U,) Aad nl_l_{rgo Un =V.

Comme f3}, est bornée dans V,/, la suite {v,} est également bornée
onll < 11y, I S U5 1l lpll < M- (]| + 1)

Montrons alors que {vn,} s’accumule sur un point unique v =
fxh.(v"). Enfait, Vu € T, X limite d’une sous-suite convergente {vn, }x
de {v,}, comme f est horizontalement-C' en z, on déduit de I’égalité
u = limp, v,, que:

Fxez(u) = lm fy.y, (vn,) = lim v;h =9
h—o00 h—o0 )

et donc que u = fx!, . (v') = v.
On conclut alors que {v,} a un unique point d’accumulation v, donc
lim,, v, = v et f~! est horizontalement-C! en 2z’ € U’ = f(U). Q.E.D.
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2.3. Morphismes F-semidifférentiables.

Nous introduisons maintenant pour des morphismes stratifiés une
notion de régularité, associée & un feuilletage, plus fine que la semi-
différentiabilité et que la régularité horizontalement-C?, et qui généralise
ces notions et la condition (ay) de Thom.

Nous noterons F = {Fg}s un feuilletage en sous-variétés Fj lisses
de dimension h (< dim X) d’un sous-ensemble ouvert U du support A
de X = (A, X) et on supposera U stratifié par la stratification naturelle
Yy = {Y NU}yes induite par ¥ sur U. Enfin, Vy € U, Fy notera la
feuille de F qui passe par y ; on a alors F = {Fy }yev-

Définition 5. On dit que F est un feuilletage stratifié compatible
avec ¥ (ou avec Ly ) si toute feuille Fyy de F est contenue dans la strate
Y de X qui contient y.

Les feuilletages que nous considérons seront toujours compatibles
avec la stratification ¥ fixée au départ et on parlera donc simplement
de “feuilletage stratifié”.

Un feuilletage stratifié F de U détermine alors une famille de feuil-
letages {Fy}yves ou VY € B, Fy = {F,}ycuny est I'ensemble des
feuilles contenues dans la strate Y. F est dit de classe C%! si pour
toute Y le feuilletage Fy est de classe C%! (les variétés C! F,, “varient
de maniere C°”). On considérera toujours des feuilletages de classe C1.

Soient maintenant x un point de U et X € ¥ la strate contenant z.

Définition 6. Le feuilletage stratifié F sera dit {a)-régulier en x
st pour toute suite {yn} C U telle que lim, y, = = et telle que la limite
lim,, Ty, Fy, existe on a :

TCT,X si h<dimX
liTanTynFy" =r1eGy = =T, X s h=dimX
TOT,X si h>dimX.

Le feuilletage F sera dit (a)-régulier sur X s’l est (a)-régulier en
tout point x € X. Enfin F sera dit (a)-régulier quand il est (a)-régulier
sur toute strate X.

Remarque 8. SidimF =dim X = h, F est (a)-régulier en z € X
(resp. sur X ) si et seulement si (resp. Vo € X) lim Ty F,y, =T, X.
y—z

Dans le cas d’un feuilletage induit par une submersion stratifiée, la
notion de feuilletage (a)-régulier généralise la condition (ay) de Thom :
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Remarque 9. Une submersion stratifiée surjective, f : X — X/,
de corang constant h, vérifie la condition (ay) de Thom en un point x
d’une strate X si et seulement si VY > X le feuilletage stratifié F(f) =
{f~Ya")}arecar est (a)-régulier en x.

Preuve. Comme f est une submersion stratifiée de corang constant

h, alors F(f) = {f '(a’)}aca’ est un feuilletage stratifié de variétés
lisses de dimension h.

Donc la condition (ay) de Thom en x € X est valable si et seulement

si la limite 31311 T,f ' (y) = T:X, ie. si F(f) est (a)-régulier en z.

Q.E.D.

Définition 7. Le fibré tangent TF a un feuilletage stratifié¢ F est
le h-sous-fibré de TU des vecteurs tangents auz feuilles de F, i.e. :

TF = Uyev{y} x TyF, .

Soit F un feuilletage stratifié (a)-régulier d’un voisinage ouvert U
d’un point z d’une strate X et soit f : X — X’ un morphisme stratifié.

Définition 8. On dira que f est F-semidifférentiable en x si, pour
chaque (z,v) € {z} x T, X CT(X NU) et V{(yn,vn)}n T TF telle que
Hmy, (Y, vn) = (z,v), on a aussi limy, fy, vy, (Un) = fx«z(v) 04, Vn €N,
Y, désigne la strate de Ly qui contient y,. De facon évidente on définit
la F-semidifférentiabilité sur X (ou sur X NU) et sur X.

La F-semidifférentiabilité généralise la semidifférentiabilité et la
régularité horizontalement-C'. Si on note VY € X, {Y} le feuilletage
trivial de la strate Y on a évidemment:

Remarque 10. La stratification T est (a)-réguliére (enx € UNX)
si et seulement si chaque feuilletage trivial {UNY'} est (a)-régulier (en
zeUnX).

Proposition 5. Un morphisme stratifié f : X — X' est semidiffé-
rentiable (en x € X ) si et seulement si pour toute strate Y > X il est
{Y }-différentiable (en x).

Prewve. SiF ={Y} alors TF = Uyey{y} xT,Y =TY. Q.E.D.

Soient U un voisinage ouvert de x € X dans A, F = {Fy}yev
un feuilletage (a)-régulier de dimension dim F,, = dim X transverse aux
fibres de la projection mx du S.D.C. de X et D(F) = {Dxvy}y>x la
distribution d’espaces tangents aux feuilles de F.
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Proposition 6. Un morphisme stratifié f : X — X' est horizontale-
ment-C1 en x par rapport @ D(F) = {Dxy}y>x, si et seulement sl
est F-semidifférentiable en x.

Preyve. SidimF = dim X et si F est (a)-régulier alors la distribu-
tion D(F) := {Dxy}y>x définie VY > X par Dxy(y) := T, F, est une
distribution canonique sur U et le sous-fibré Uycu{y} X Dx(y) coincide
avec l’espace tangent TF au feuilletage F. Q.E.D.

§3. Le cas du flot d’un champ relevé.

A partir de ce paragraphe, nous étudierons la régularité d’un flot
continu contrélé obtenu par relevement aux strates supérieures d’un
champ de vecteurs défini sur un squelette de la stratification A.

Soient X une stratification (c)-réguliére d’un sous-ensemble A C R™,
{x un champ de vecteurs sur une strate X de X ayant un flot global
®x, ¢ = {¢y}v>x le relevement continu contrdlé de (x [MT}; 2 sur un
voisinage stratifié Tx et ® = {®y }y>x son flot.

Il est bien connu [Ma] que la seule hypothése de contrélede ¢ = {¢y'}
suffit pour que ® : R x Tx — Tx soit un prolongement continu de
Oox RxX - X.

Remarque 11. & : R x Tx — Tx est C! par rapport a t € R.

Preuve. ( étant continu sur X, %@ = ( o @ l'est aussi. Q.E.D.

Considérons le relevement contrélé ¢ qui soit de plus continu [MT]s.
Quelle amélioration de la régularité de ®. =Uy > x ®y+ a-t-on par rapport
aux variables autres que t € R ?

Fixons une strate X de X et le voisinage tubulaire Ty stratifié par la
stratification Y1, = {Txv }y>x induite de 3. Notons, pour simplifier
les notations, Tx = A, X1, = ¥ et donc tout Txy =Y. Fixons t € R.

L’homéomorphisme stratifié: ®; = Uy>x®Py: : Tx — Tx a pour
restriction & Y > X une application lisse ¢y = &y : Y - YV (Y =
Txvy) qui a priori, se prolonge de maniére seulement continue sur le lieu
singulier X C Y.

Soit {yn}r CY une suite telle que lim, y, = z € X et lim, T, Y =
7. On va étudier la convergence de la suite des différentielles ¢y, :
T,,Y — Ty, Y ot y;, = ¢y (yn)-

Soit mx : Tx — X la projection du systeme de données de controle
et soit Dx = {Dxvy }vy>x la distribution canonique relative & X [MT]y,2.
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Rappelons alors que le champ ¢ = {(y }y>x relevé controlé continu est
défini sur toute strate Y > X par la formule:

Cy(y) = mxvyo ((x(2)) NDxy(y), ot z=mxy(y).

Fixons zg € X. La stratification X étant (c)-réguliere, la submersion
stratifiée mx : Tx — X admet pour un voisinage U,, de o dans X une
trivialisation topologique locale, i.e. un homéomorphisme stratifié

H: U, x ﬂ'X'l(xo) — 71'X_1(UI0)

lisse sur les strates et qui est “I’identité” sur Uy, (H(p,xzo) =p, ¥ (p,z0) €
R! x o = X. Ainsi, mx ~1(Uy,) est structuré par un feuilletage vertical
V dont les feuilles sont les fibres de la projection 7x et par un feuilletage
horizontal H = H,, supplémentaire a V. Notons :

V={Ny =mx " (mx (W)} yeny1(0.y)
H= {Myo = H(Rl x yo)}

yo€mx ~1(zo) °

Remarque 12. Le feuilletage H., est compatible avec la stratifica-
tion de Tx .

Remarque 13. L’application ¢ = {py} est compatible avec le feuil-
letage vertical V :

¢y (Ny) = Ny Vy,y € Yavec y' =y (y).

Preuve. Grace a la condition de mx-contréle, pour toute strate
Y >XetVyeY,onanxy.,(y(y) = (x(mxy(y)) ce qui équivaut
a mxy(dy(y)) = ox(mxy(y)). Alors ¢y préserve les fibres de mxy :
Txy — X (feuilles verticales dans Y') et on a : ¢y (Ny) C Ny . Par

symétrie, on a aussi ¢3! (N,/) C Ny et donc ¢y (Ny) = Nyr. Q.E.D.

L’étude de la convergence des applications ¢y, : T,Y — TY peut
alors étre séparée selon les “composantes verticales”

Oy ey, N, : TyNy = Ty Ny

ie.
¢Y*y|ker‘lrxy*y : ker TXY xy — kerﬂ'XY*y’

qui sont 'application différentielle de

¢’Y} rxy -~ z) * 71-XY_l(:l") - 7TXY_I(‘TI)
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oz =mxy(y) et ' =nxy(y’) et les “composantes horizontales”:

Y uyDxy(y) I Pxy(y) = TyY .

Cependant ici deux précisions s’imposent :

i) On ne peut pas considérer la convergence des restrictions aux
feuilles horizontales de H, ¢y w1, u, : TyMy — Ty My, car H = { My},
n’étant pas nécessairement (a)-régulier sur Us,, la H-semidifférentiabi-
lité de ¢ = {¢y }v pourrait ne pas avoir de sens.

ii) On ne peut pas écrire @y, py (y) : Pxv(¥) = Dxv(y’), car on
n’a pas nécessairement ¢y ., (Dxy (y)) € Dxv(¥'),

On verra au §4 que la propriété ¢y ., (Dxy(y)) € Dxy(y’) est équi-
valente & I'involutivité de la distribution canonique Dx = {Dxy }y>x et
au §5 que la (a)-régularité du feuilletage H est la condition nécessaire et
suffisante pour que les flots des champs relevés soient horizontalement-
C' et H-semidifférentiables. De plus, sous I’hypothése d’involutivité de
Dx on trouvera Dxy(y) = T,M, ce qui unifie les deux choix ci-dessus
et permet d’obtenir la bonne régularité des flots stratifiés.

Depuis la proposition 2 §2 on a :

Corollaire 1. S’il existe une strate Y et une suite {yn}n con-
vergente en un point r € U, telles que les restrictions verticales
Oy| nxy-1(z) : Txy “(z) — mxy '(z') aient des différentielles non-
bornées, alors le flot ¢y : Y — Y relevé de ¢x : X — X nlest pas
semidifférentiable en x (mais il peut étre horizontalement-C*).

Une situation récurrente est par exemple celle de I’ Escargot de Kuo
(ci-dessous) ot le difféomorphisme @y ., -1(;) transforme une fibre
7xy !(x), & courbure inférieurement bornée en une fibre mxy ~1(z’)
& courbure arbitrairement grande. Ceci entraine une divergence de la
norme des différentielles pour y — z [Wi] : pour toute suite {yn}n C
Txy ~(z), la suite des normes {||¢y.y,|n,, ||}n n'est pas bornée.

Example. (Escargot de Kuo). Soit A= X UY C R3 stratifié par
X = “Vaxe des x” et une strate 2-dimensionelle Y contenant une surface
Y’ obtenue a partir d’une spirale avec un enroulement infini autour de
laze des x d’équation en coordonnées polaires du type p = h(0) (avec
limg_,00 A(8) = 0) dans un plan {x = 1} orthogonale @ X en la réduisant
le long de Oz jusqu’a la contracter en un point o = (0,0,0) (figure 1).

En coordonnées cylindriques (z, p, 8), on peut représenter le morceau
enroulé de Y par Y’ = {(z,p,0) € R*|p = g(z) - h(#), z € [0,1[, 0 €
[0,00[}. Selon les fonctions d’enroulement h(#) et de contraction g(z)
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Fig. 1

on peut obtenir des escargots (c¢) ou (b)-réguliers (voir [Mu] pour plus
de détails) mais jamais (w)-réguliers [OT]y 2.

La “géométrie de la strate” Y a donc des conséquences im-
portantes sur la nature (des normes) d’une suite de restrictions
{ll®Y xyn| ker mxy sy, ||}n- Précisons aussi que la différentielle d’un flot
relevé ¢y peut étre non bornée, méme quand Y n’a pas de patholo-
gies de courbure (voir [Kuo] pour un exemple de calcul explicite).

Pour des stratifications Lipschitziennes, les relévements des champs
peuvent étre obtenus avec des flots & dérivées bornées [Pa] et grace aux
propositions 4 et 6 :

Proposition 7. Si X est une stratification Lipschitzienne admet-
tant un S.D.C. alors ¢ = {py }y est semidifférentiable en x € Uy, si et
seulement si ¢ = {py}y est horizontalement-C' en x € Uy,.

Dans les prochaines sections nous considérerons la convergence du
flot ¢ = {¢y }y>x relevé de ¢x le long des directions horizontales.

§4. Le cas ou la distribution canonique est involutive.

Dés maintenant, toute extension controlée de champ de vecteurs
sera considéré obtenue par la méthode du relevement continu dans la
distribution canonique Dx [MT]; 23, ceci aussi pour les champs v; et
leurs flots ¢; qui définissent la trivialisation topologique H.

L’involutivité d’une distribution canonique locale Dx = {Dxv}y>x
est suffisante pour que le feuilletage horizontal

H= Hyo = {Myo = H(Uxo X yO) | Yo € 71-)‘(1(170)}

soit (a)-régulier autour de xy (proposition 8 et corollaire 2).
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Dans ce cas nous démontrons alors que tout flot relevé ®; = {¢y :
Y — Y}y>x est horizontalement-C! (théorémes 3 et 4) sur Uy, et méme
H-semidifférentiable sur 75" (Uy,) (théoremes 5 et 6).

Si dim X € {1,dim A — 1}, 'involutivité de Dx est toujours vérifiée
et donc les flots des champs relevés dans Dx sont horizontalement-C L gur
Uy, (corollaires 3 et 4) et H-semidifférentiables sur 73" (Us,) (corollaires
5 et 6).

4.1. ¢ ={¢y :Y — Y} est horizontalement-C! sur X.

Supposons qu’une distribution canonique Dyx soit involutive dans un
voisinage 73! (Us,) dans A. A. du Plessis et D. Trotman ont construit
en 1994 un exemple montrant que ce n’est pas vrai en général.

Notre probleme étant local, nous ne considérerons que la stratifica-
tion induite de T’x sur le voisinage W}l (Uz,) de z¢ dans A et identifierons
alors Uy, avec X et myy (Usy) = ' (Uzo) NY avec Y > X.

D’autre part U, = X étant le domaine d’une carte on peut aussi
supposer U, = R! x 0"~ et 79 = 0.

Rappelons que pour une stratification qui vérifie une des conditions
de régularité (c), (b), ou Lipschitz et dont les strates sont de classe C*
(k > 2), 'homéomorphisme H de trivialisation topologique locale de la
projection wx est obtenu de la maniére suivante.

Soient E1, ..., E; les champs de vecteurs constants sur R x 0 = X
et v1,..., v les champs relevés continus dans la distribution Dx.
Les champs v; = v;(y) étant controlés, leurs flots ¢q, ..., ¢; existent

Vt € R, et application
H:R' x n (wo) = 7% (Uso) ,
H((th .. -7tl)ay0) = ¢l(tl,~ .. 7¢1(t1ay0)") =Yy

est un homéomorphisme stratifié lisse sur les strates.

Dx étant involutive par hypothese, il existe un feuilletage horizon-
tal H' = {M,}, tel que les espaces tangents aux variétés intégrales
maximales sont précisément les espaces tangents & la distribution :

T,M, =Dx(y) , Vyerx (Us)=Tx.

Lemme 1. Sila distribution canonique Dx = {Dxy }y>x est invo-
lutive, V 1,5 <1, [v;,v;] = 0 et en particulier les flots ¢; commutent entre
eur. Réciproquement il est évident que [v;,v;] = 0 Vi,j < [ entraine
Uinvolutivité de Dx.
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Preuve. FixonsY > X et soity €Y.

Par définition les relevés vi(y), ..., vi(y) sont tangents & Dxy (y), et
comme Dy est involutive pour tout %,j < [ alors [v;, v;](y) est tangent
a Dxy(y). Donc [v;,v;](y) coincide avec sa composante horizontale.

Les champs {vp}r étant des relévements mx-contrdlés, mxy . (vp) =
ErVh <, dol:

TXY Vi, v3](y) =[xy (vi), Txy L (v5)](y) = B, Ejl(y) = 0,

donc [v;,v;](y) € kermxy.y, i.6. sa composante horizontale est nulle.
Q.E.D.

Proposition 8. Si Dx est involutive, alors les champs relevés v;
sont les images des champs canoniques par la trivialisation H :

Uz(y) :H*(tl,..‘,tl,y())(Ei) 1) VZ = 17'*'7l'

De plus le feuilletage intégral H' tangent @ Dx coincide avec le feuilleta-
ge horizontal H = {M,, = H(R' x yo)} () déterminé par H.

YoETXY

Preuve. Fixons unestrate Y > X et un pointy € Y (= mxy (Uz,))-

Il suffira de montrer que les espaces tangents aux feuilles T} M, et
T, M,, coincident.

Pour tout y = H(t1,...,t, %) € Y la variété intégrale horizontale
M, = M,, définie par H et passant par y passe aussi par yo et donc
TyM, est engendré par les vecteurs {H, (¢, ... ¢, 4o)(E:) }i -

En notant w;(y) = Hy,,... t,,40)(Ei), YVi=1,...,l ona:

T,M, = T,My, = T,H(R' x yo)
= *(tl,.‘.,tl,y())(Rl X 1"0) = [wl (y)v e, W (y)] .

Par le lemme 1, les flots ¢; commutent, et on peut écrire (ou $
signifie “omission de ¢”)

H(tl)"'vtl’yO) = ¢i(ti,¢l(tlv' L) i(tiv" '7¢1(t17y0) . )
Alors pour tout s =1,...,lona:
a —
wz(y) = 5— ¢i(7-» ¢l(tl7"'7¢i(ti7' "7¢1(t17 yO) . ) =
T T=t;

vi(@ilts, ity - Biltar - dr(tr, o) - .. ) = vi(H(t1, .., 11, y0)) = vily)
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d’oll
TyMy = [wi(y),...,wi(y)] = [vi(®),--.,u(y) |= Dxv(y) = T,M, .
QE.D.

Corollaire 2. Si Dx est involutive, H est (a)-régulier sur X.

Preuve. De H = H' on déduit :

lim TyMl', = lim TyMy = lim Dxy(y) =T X .
y—z

Yy—T Yy—T

Q.E.D.

Théoréme 3. Si la distribution canonique Dx = {Dxy}y>x est
involutive, alors VY > X le difféomorphisme ¢y préserve les variétés
intégrales du feuilletage horizontal H, et Vy € Y, y' = ¢y (y), lisomorphi-
sme Py .y : TyY — Ty Y vérifie dy.y(Pxy (y) = Dxy (y') (i.e. préserve
la distribution Dxy ), et se décompose en une somme directe :

orege
byey = 05 BSY : Dxy(y) Dkermxy., —— Dxy(y)Bkermxy .y -

La matrice A(y) de lisomorphisme (;S’y‘ : Dxy(y) — Dxvy(y') par
rapport aux bases o = {v;(y) Yo, et o' = {vi(y') }_; coincide avec la
matrice A = A(z) de lisomorphisme ¢px.z : T X - Tp X (x =7xy(y))

par rapport a la base {E;}_;.

Preuve. Soient Y > X une strate, y € Y et (v le champ continu
relevé de (x sur Y. Comme (y est tangent & Dxy, il est (proposition
1) tangent aux variétés du feuilletage H et chaque trajectoire de (y est
contenue dans une unique variété intégrale maximale.

En particulier, My, = M, car ¢y’ = ¢y (y) = (Dv):(y).

La méme propriété étant vérifiée pour tout couple de points z, 2z’ =
¢y (z) correspondant par ¢y, pour tout z € M, on a M, = M, = M.

Alors,

oy (My) = Uzem, { dv(2) } C Usem, Mo = Uzen, My = M,
et le difféomorphisme ¢y préserve les variétés intégrales du feuilletage

H="H'
De méme en raisonnant sur ¢3' = (®y)_¢ on a ¢y (M) = M,,.
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Comme

¢Y*y(DXY(y)) = ¢Y*y(TyMy) = Ty’ ¢Y(My)
=Ty My = TyMy = DXY(yI)

les sous-espaces supplémentaires Dxy(y') et kermxy,, de T,Y se
préservent par ¢y, : 1,Y — T,Y, et on a la décomposition en somme
directe :
. " ®¢” ’
dysy : Dxy(y) Dkermxy., —— Dxy(y') Dkermxy .-

Soit A(z) = A = (A;)iéll (1 = indice de colonne, j = indice de

ligne), la matrice de lisomorphisme ® Xug © L1z X — T X dans la base
canonique {E;}!_; de R! x 0.
Pour démontrer la formule de transformation

i
My dyw(uy) =D Av(y) . Vi=1,...,1

j=1

comme les deux membres sont (maintenant!) des vecteurs de Dxy (y')
et comme Txy ., : Dxy(y') — R! x 0 = T X est un isomorphisme
[MT]1,2, il suffit de vérifier que

l
TxY Oy sy (0i(¥))) = Ty (D Aly
=1

En fait, on a

!
’ny*yr(z A;v ZA XYy (V5 (Y ZAZ i
j=1
et grace a la condition de controle ce vecteur coincide avec
l
TXY vy (B 2y (Vi(Y)) = Oxua (Tx v 4y (Vi(1))) = Gxa(Ei) = Y ALE
j=1

Q.E.D.
Théoréme 4. Si la distribution canonique Dx = {Dxy}y>x est

involutive, alors le flot ¢ = {¢y : Y — Y}y>x (d Uinstant t € R) est
horizontalement-C! sur X = Uy,.
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Preuve. Soit Y > X une strate et {(yn,Vn) }n C TY une suite de
‘vecteurs v, sans composante verticale, i.e.

v =0 et v, =0o"eDxy(yn).

v
n

Par continuité de 'application ¢ = Uyzxd)y : Uyzxy — Uyzxy
on a ¢y (yn) = ¢x(x), et il suffit de montrer que :

lim ¢Y*y,,, (vn) - ¢X*z(v) .

n—o0

Notons A(y,) = [qﬁy*yn] la matrice du théoréme 3 et utilisons les
notations analogues pour A(z,), z, = 7xy(yn) € X. Notons aussi
A(yn)® et A(zy)® leurs i—emes colonnes.

Les relevés canoniques v1(yy), - - . , vi(yn) étant une base de Dxy (yn)
on peut écrire v, = Zizl Al (yn) pour des AT € R convenables.
Pour v € R! x 0, notons v = Zizl ME; avec A\i,..., N\ € R. Les

champs de vecteurs v; étant des relevés continus de champs canoniques
E; on a:

limv;(y,) = F; et donc lim (AT,...,A7) = (A1, A0).

En notant M - W = Zle p;w; par le produit d’'un k-uplet de
scalaires M = (1, ..., ttk) et un k-uplet de vecteurs W = (wq, ..., w)
on peut écrire :

! l _
¢Y*yn (vn) = Z )‘?QSY*y" (vi(yn)) = Z A [QSY*y"]l‘(Ul(yn)’ o3 0(Yn))

i=1 =1

qui grace au théoreme 3 coincide avec

l ) .
Z AT [¢X*zn]l “(v1(Yn), - vi(yn))
=1

et donc on déduit que :

l
nh—{go ¢Y*y1.,(vﬂ) = nll-»Holo Z )‘? [¢X*zn]l : (vl (yn)v s 7vl(yn))'
i=1
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Alors on peut conclure que :

lim ¢y, (v)= EA [¢x..]" - (Brs..., Er)

= wa*x(Ei) = 6x.,(v),
=1

car lim, ¢x,, = dx.,, lHm (AT,..., ") = (A1,...,\r), et les champs

relevés canoniques v1,...,v; de Ey, ..., E; vérifient
nh_{go(vl(y'n)a s 7vl(yn)) = (E17 (RN} El) .

Q.E.D.

Corollaire 3. Si dim X = 1, toute distribution canonique locale
ou globale Dx est involutive. Donc tout relévement continu controlé
¢ ={¢v}y>x d’un champ de vecteurs (x défini sur une strate X de
dimension 1 a un flot p={¢y:Y — Y }y>x horizontalement-C' sur X.

Corollaire 4. Si dimX = dim A — 1, la distribution canonique
globale Dx est involutive. Donc tout relévement continu contrélé & =
{& }y>x d’un champ de vecteurs Ex a un flot ¢ = {¢y : Y — Y}y>x
horizontalement-C! sur X. .

Preuyve. Sidim X = dim A —1, alors, par (c)-régularité de la strat-
ification, chaque systéme de donnée de contrdle 7 = {(T'x, 7x, px)} ad-
met une seule distribution canonique Dx = {Dxvy }v>x, qui s’obtient
en prenant Dxy (y) = ker pxy«y pour toute Y > X.

Une telle distribution canonique globale Dx est nécessairement
intégrable sur T'x tout entier, admettant comme variétés intégrales max-
imales les hypersurfaces de niveaux {p)_(ly(pxy (¥)}y de pxy : Txy —
[0,00[. Le résultat découle alors du théoréme 4. Q.E.D.

4.2. H-semidifférentiabilité de ¢ = {¢v }y>x-

Dans cette section, nous améliorons les résultats du 4.1 en démon-
trant que le flot ¢ = {¢y : ¥ — Y}y>x d’un champ & = {&yv}y>x
relevé continu contrélé dans une distribution canonique Dx involutive
est F-semidifférentiable par rapport au feuilletage horizontal H = {M,, =
H(yo % Rl)}yeﬂ,)—(l(xo) de %" (Us,), i-e. il est H-semidifférentiable.

Ceci signifie qu’étant donnée une strate Z > X et une suite {(zn, vn) }n
C T'Z convergeant en un point (y,v) € TY, ol Y est une strate telle que
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Z >Y > X on alimy, ¢z+z, (Vn) = dy«y(v), au moins pour les suites vy,
“horizontaux par rapport & X” (X —horizontauz), i.e. : v, € Dxz(zp).

Avec les mémes hypotheses et notations qu’aux théoremes 3 et 4 :

Théoréme 5. Pour toutes Z >Y > X etVze Z=TxzNTyz en
notant 2’ = ¢z(z), y =y z(2) ety = wy(2) = oy (y’), la matrice A(z)
de lisomorphisme restriction ¢z., : Dxz(2) — Dxz(2') par rapport
aur bases 0, = {v(2)}i et oL, = {vi(2') }s coincide avec la matrice
A = A(y) de lisomorphisme restriction ¢y .y : Dxy(y) — Dxvy(y') par
rapport aux bases canoniques oy = {vi(y) }i et o, = {vi(y’) }i.

Preuve. Grace au théoreme 4, Dx = {Dxy }y>x étant involutive,
on a bien deux isomorphismes de restriction

bz+2) : Dxz(2) = Dxz(2') et  ¢yuy : Dxy(y) = Dxy(y').

En notant A = (A;) i<t , la thése s’obtient en démontrant la formule:
i<t

!
¥z Pzea(vi(2)) = ZA;'U]'(Z/) ) i=1,...,1.
j=1

La distribution canonique Dx est (par construction) multicompati-
ble avec une distribution canonique Dy = {Dyz}z>y ([MT]z2, Proposi-
tion dans §5) , c.a.d. Dxz(2') C Dyz(Z').

L’application 7y z«,» : Dyz(z') — TyY étant un isomorphisme,
Dxz(%') se projette isomorphiquement sur un sous-espace vectoriel de
T, Y. Ce sous-espace est, grace aux conditions de contréle, précisément
Dxvy(y'), et donc on a l'isomorphisme de restriction

Tyzez| @ Dxz(2') — Dxvy(y').
et la preuve de (x)z découlera I'égalité des deux images via Ty z4, :
1
7Y ezt (9202 (06(2) = Ty 700 (3 Aly(2')).
j=1

En fait, comme ¢z est my-controlé et v;(z) est le my z-relevé controlé
de v;(y) on a :

Ty Zxz' (9252 (Vi(2))) = Oy ay (Ty 242 (V:(2))) = Py ay (vi(y))
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et de fagon analogue on trouve :

l !
Ty zea (D A505(2))= D Altry 7 (v5(2)) = Y Al (y') -
j=1

j=1 j=1

On conclut alors car I'involutivité de Dx (théoréme 1) entraine

l
Gy ¢ ra(ni(®) =Y Aly(y) . i=1...0
j=1

Q.E.D.

Proposition 9. Si Dx = {Dxy}y>x est involutive, le feuilletage
H ={M, = H(yo x R)} est (a)-régulier sur 13" (Us,)-

Preuve. - Soit Y > X une strate et fixons une strate Z > Y.
Pour tout z € Z = Tyz, par l'involutivité de Dx et la proposition
lona: T,H=T,M, =Dxz(z).
La distribution canonique étant continue sur Y = Txy, Vy' € Txy
on a
lim T, H = lim sz(z) = ny(y')
Z_'yl z_)yl
et comme Dxy(y') C T,Y, on déuit la (a)-régularité de H sur Y.
Q.E.D.

Théoréme 6. Si Dx = {Dxy}y>x est involutive et si H = Hy, =
{My = H(yoxR!)}, désigne le feuilletage défini sur le voisinage w5 (Usy,)
par la trivialisation topologique de la projection wx : Tx — X, alors le
flot relevé ¢ = {¢y : Y — Y} est H-semidifférentiable sur 3 (Uy,)-

Preuve. Pour que la notion de H-semidifférentiabilité ait du sens
il faut que le feuilletage H soit (a)-régulier et ceci est assuré par la
proposition 9 ci-dessus.

En considérant alors une suite {(zn,vn)} € TH (y,v) € {y} xT,H C
T,Y, la preuve est analogue a celle du théoréme 4. En fait, comme
vy € T, H = T,,M,, = Dxz(z,) et ce dernier est engendré par les
relevés canoniques v1(2y), ..., vi(2,), nous pouvons écrire

!
Up = Z Alvi(zn) pour des AT,..., A} € R convenables, ¥n e N.
i=1
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De méme, comme v € TyH = TyM, = Dxy(y) et que ce dernier
est engendré par les vecteurs canoniques relevés v (y), ..., v;(y) on peut
également écrire :

v = Z Aivi(y) pour des Aq,..., A\ € R convenables.

Les relevements v;(z) étant continus sur Y de lim v;(2,) = v;(2)
Zn—Y

on a :
) : Tim (A, AR = (g, ).

En notant alors Vn € N, y, = myz(2,), et en utilisant des notations
analogues & celles du théoréme 2 pour les matrices (et leurs i-colonnes)

A(Zn) = [¢Z*zn|] s A(yn) = [¢Y*y"|] ’ A(y) = [¢Y*y|:|

Az)' = [bz.,,)" 0 AWa)' = [bya, ] o AW = By’
on peut écrire :

l -
¢Z*z Un Z)‘ ¢Z*z ’U/,,(Zn)) :Z/\:L [¢Z*zﬂ,|]z'(v1(zn)" . '7Ul(z’fl)) .
i=1 i=1

Par le théoreme 3, les deux matrices suivantes coincident :

[¢Z*zn|] = A(zn) = A(yn) = [¢Y*y"|]

eton a:

l .
¢Z*zn (’Un) = Z in [¢Y*yn|]z : (Ul(zn)v LR Ul(zn))
=1

et

n—oo

| l |
lim ¢z, (vn) = lim Y AT[yay, ] (v1(zn),. . 01(zn)).

Finalement, par la continuité des relevés v;(z,) qui convergent vers
les champs v;(y) quand z, — y, la relation de limite (1) et la relation
limy, ., [¢y*yn|] = [qﬁy*yl] (car ¢y : Y — Y est lisse), on conclut que :

hm gbz*z Un) Z)\ ¢Y*y (v1(y), .-+ u(y))

= Z Aidy oy 0i(Y) = by ., (V).
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Q.E.D.

Comme pour le cas horizontalement-C?, en améliorant les corollaires
3 et 4 on trouve:

Corollaire 5. Si dim X = 1, toute distribution canonique locale
ou globale Dx est involutive. En particulier tout flot ¢ = {¢py : Y —
Y}y>x obtenu a partir d’un relévement continu contrélé d’un chamyp de
vecteurs (x défini sur une strate X de dimension 1 est H-semidifférenti-
able sur X.

Corollaire 6. Si dimX = dim A — 1, la distribution canonique
globale Dx est involutive. Donc tout relévement continu contrélé & =
{& }y>x dun champ de vecteurs £x a un flot ¢ = {¢py : Y — Y}y>x
H-semidifférentiable.

Preuve. Si dimX = dim A — 1 la distribution canonique Dx est
unique (comme on l’a vu au corollaire 3), globalement définie sur Tx
et intégrable, car VZ > X elle coincide avec Dxz(y) = ker pxz.y.
De plus, le feuilletage H a pour feuilles les hypersurfaces de niveaux
{px%(pxz(y)}y de la fonction distance pxy : Txz — [0, 00].

Comme dimX = dimA —-1et Z > X, on a dimZ = dim A, et
donc il n'existe aucune strate Y vérifiant Z7 > Y > X. Le flot ¢ =
{¢y : Y — Y} est alors H-semidifférentiable si et seulement s’il est
horizontalement-C. Q.E.D.

4.3. Quelques caractérisations de l’involutivité de Dx.

Le domaine de la trivialisation H de la projection wx : Tx — X est
le produit R! x 75" () dont la projection (verticale) sur R corresponde
via H a mx. De méme, ’homéomorphisme H induit une projection
horizontale 7’ correspondant & la projection pro sur w}l(xo) :

R x mxt(mo)  —— 1 (Uno)

ml l”'

Hl"}1(10>=zd

X' (o) T (o).

Les deux feuilletages (horizontal et vertical) triviaux transverses
de R! x 7% (z0) induisent via H deux feuilletages transverses dans
7% (Uzy): le feuilletage horizontal que nous avons noté H et le feuil-
letage vertical, ayant pour variétés intégrales les fibres de la projection
wxy (H étant contrélée), que nous avons précédemment noté V au §3.
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Sur toute strate Y > X, les traces de H et V induisent deux
feuilletages transverses, Hy et Vy, dont les feuilles (My,wxy‘l(z)) se
coupent en un unique point {y,} = M, Nmxy ~!(z). Ce point y, a pour
variété intégrale verticale la fibre de mxy passant par y,, et pour variété
intégrale horizontale la fibre M, de 7’.

Lemme 2. Pour tout ¥ > X, et y € nxy(Us,), la projection
horizontale ©' envoie la variété intégrale horizontale My sur le point ot
elle rencontre la fibre mxy ~1(xo) :

7wy (Uzo) = 7k (20)
m'(My) = My O mxy Yao) =yo ou y=H(t1,...,t,y0)-

Donc, les feuilles de H coincident avec les fibres de la projection
horizontale 7'.

Définition 9. Un champ de vecteurs { sur'Y sera dit contrélé par
rapport & la projection ©' si pour tout y,y’ € Y dans la méme fibre de

7T’/, on a: W;y(((y)) = ﬂ-:’«y’(C(y/))'
Ceci est valable si et seulement si il existe un champ de vecteurs i

tangent & 7' (zo) tel que ., (((y)) = n(7'(y)), Yy € 15" (Us,)-
Un tel champ sera alors noté par 1(yo) = 7., (¢(y)), y étant un point
arbitraire de la fibre 7/~ (yp).

Théoréme 7. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) Dx = {Dxv }y>x est une distribution involutive dans n3*(Uy,).

2) Pour tout relévement continu contrélé ¢ = {¢y }y>x d’un champ
de vecteurs Cx sur X, etVY > X,

dy+y(Pxy () =Dxv () , Vy,y =¢v(y) €Y

et en particulier on a la décomposition en somme directe Py sy = hroov.
3) Pour tout champ (x sur X, le relévement continu contrélé ( =
{¢v}y>x du champ Cx dans Dx est contrélé par rapport a la projection
horizontale 7' et on a 7, ({y) = 0.
4) [vi,v5] =0 pour tout 4,5 =1,...,1.

Preuve. (1< 2). Voir les preuves des théorémes 3 et 4 au §4.1.

(1=2=3). SoitY > X.

Par hypotheése d’involutivité, ¥V y = H(t1,...,t;,%) € Y on a
Dxy(y) = TyM,,, par définition du reléevement canonique Cy(y) €
Dxv (y), et alors (y (y) € Ty My, = kern,,. Donc T (Cy (y)) = 0.
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(3 = 4). Par hypothése, chaque relévement v; (du champ canonique
E;), est m'-contrdlé : mi, (vi(y)) = 7., (vi(yo)) = 0.

Donc m,, ([vs,v5]) = [m, (vi), 7y (v;)] = 0, ie. les crochets de Lie
[vi, v;](y) € kerm,, sont tangents au feuilletage horizontal ker .

D’autre part, par la condition de 7mx-contréle on a :

TXY sy ([Vis V5]) = [TxY 4y (V6), TXY uy ()] = [Ei, E;] =0, Vi,5 =1,...,1

et donc [v;,v;](y) € ker mxy ., est un champ vertical.
Par transversalité et complémentarité de dimension on conclut alors:

[vi, v5)(y) € kerm,, Nkermxy ., = {0}

(4 1). Cest le lemme 1 au §4.1. Q.E.D.

§5. Cas général : Dx non nécessairement involutive.

Notons 73! (Uy,) = W par simplicité.

Dans ce paragraphe, on montre que si la distribution canonique
Dx = {Dxy}y>x n'est pas intégrable, la (a)-régularité du feuilletage
horizontal H = {My}yew (condition nécessaire mais pas suffisante pour
Pinvolutivité de Dx )} peut alors remplacer 'hypothése d’involutivité de
Dx en vue d’obtenir des flots relevés et de fagon plus générale des mor-
phismes stratifiés horizontalement-C! et H-semidifférentiables.

La distribution canonique Dyx introduite dans [MT]; o est “cano-
nique” dans le sens ol elle vérifie des propriétés importantes obtenues
dans [MT]; 2, mais elle n’est pas univoquement déterminée et dépend
du S.D.C. considéré et d’une partition de 'unité.

La distribution D% = D(H) tangent au feuilletage H = {My}yew,
ie. :

Di(y) =TyHy =T,M, , VyeW =n'(Us)

ne coincide pas en général avec Dx (sauf quand Dx est integrable) et
vérifie toutes ces conditions de [MT]; 2, sauf éventuellement la condition
de continuité. D’autre part, la (a)-régularité du feuilletage local H =
{My}yew équivaut & la continuité de D sur W et donc, si H est (a)-
régulier, D’y peut étre réinterprétée comme une distribution canonique
locale définie dans le voisinage W de z¢ dans X.

La différence par rapport aux résultats du §4, ou Dx est supposée
involutive, est que maintenant nous trouvons des flots de champs relevés
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qui sont horizontalement-C?, non plus par rapport & Dy, mais par rap-
port & D. Cela signifie en particulier que nous devons remplacer les
champs ( = {{v}y>x et les flots ¢ = {¢y}y>x précédents (relevés
dans Dx) respectivement par les champs § = {&y}y>x et les flots
¥ = {¢v}y>x correspondants relevés sur le feuilletage H (i.e. sur
D). Grace a la (a)-régularité de H, le relevé £ sera (de méme que
¢) un reléevement continu et controlé de {x (mais, ne disposant pas de
I'involutivité de Dx3, £ ne coincidera pas avec ¢, ni ¢ avec ¢).

5.1. Régularité horizontalement-C!.

Avant d’énoncer les théoremes de régularité des morphismes strat-
ifiés soumis & Pexistence d’un feuilletage (a)-régulier, précisons que A.
du Plessis et D. Trotman ont vérifié en 1994 que, méme dans le cas
d’une stratification (b)-réguliere, une distribution canonique n’est pas
nécessairement involutive.

Conjecture (D. Trotman, 1993). Toute stratification (b)-réguliére
admet localement une distribution canonique involutive (et donc un feuil-
letage horizontal (a)-régulier).

Une telle propriété pourrait aussi avoir lieu pour des stratifications
(c)-régulieres.

Théoréme 8. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Le relevement controlé £ = {&y : Y — Y}y>x tangent ¢ H =
{My}yew de tout champ de vecteurs Ex sur X est continu sur Uy, et a
un flot v = {¢% }y>x, horizontalement-C! sur Uy,.

2) Les relévements contrélés w; tangents ¢ H = {My}yew des
champs canoniques E; sont continus sur U, pour tout i = 1,...,1, et
ont des flots ¥; = {Yy : Y — Y}y>x horizontalement-Ct sur Uy, .

3) L’homéomorphisme de trivialisation topologique de la projection
mTX ! TX — X,

H: R x 3 (z0) — 75 (Uso)

est horizontalement-C' sur R! x {z¢}.
4) lim  H.gy 4u0)(Ei) = B,V € X =U,, =R, Vi =

(t10000t0,90) =2

1,...,0;
5) Le feuilletage horizontal H = {My}yew induit par H est (a)-

régulier sur Uy, (i.e. il vérifie la conjecture de Trotman sur Uy, ) .

3Ce qui assurerait que Dx = D’x comme on I'a vu au §4.
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Le lemme suivant est nécessaire :

Lemme 3. Chaque champ w;(y) = H.g,,...t,,y0)(Es) est Vunique
relévement controlé du champ canonique E; tangent auzx feuilles du feuil-
letage horizontal H.

Preuve. Les champs v;(y) étant les relevements contrdlés dans
Dxy(y) leurs flots ¢ = {d)JT-Y :Y — Y}y>x sont aussi controlés et
vérifient Vj <[ :

TXY xy ¢;Y*y = QS;X*.’E TXY sy ol = TrXY(y)

et ¢ix,, = dr,x = idgp car chaque ¢;x est le flot “identique” du
champ Ej; sur X.

La trivialisation H définie par compositions des ¢; est alors
controlée et on a

71-)(Y*y(u}i(y)) = WXY*yH*(tl,,,,,tl,yo)(Ei)
= HixTxy(Ei) = idp (E;) = E;.

Chaque w;(y) est donc wx-controlé et de manieére similaire il est
px-controlé.
Pour tout y = H(ty,...,t, yo), en considérant le difféomorphisme

restriction de H, Hygixy, : R'x{yo} =5 H(R'xyp), & la variété intégrale
My, =M,, =HR! xyp) ona:
wl(y) - H*(tla'“vtlvyo)(Ei) = [HlRleU]*(tl,...,thyﬁ)(Ei)

et donc chaque w;(y) est tangent a la feuille horizontale M, de H.
En conclusion, pour tout ¥ > X,siy €Y on a

wi(y) € mxy o) (B) N T, HR' x yo)

ol par transversalité et complémentarité de dimension dans 7Y, I'inter-
section Txy Ly, (Ei) N Ty H (R! x yg) se réduit alors & un unique vecteur.
Q.E.D.

Preuve (du théoréme 8). (3 & 4). Considérons le domaine de H
muni de la stratification produit de R! et de 73" (zo):

R x 75 (z0) = R' x {zo} U [UysxR! x w3y (z0) |

et considérons sur R! x w3!(zo) le S.D.C. induit par ’homéomorphisme
stratifié H.
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Si A =R x {x0}, alors toute strate B > A de R x 73! (zo) est du
type B = R! x 71'}%, (zg) avec Y > X, et on a une distribution canonique
évidente Dy = {Dap}B>a:

Dag(ti,-- - ti,90) =R x {yo} , Y (t1,...,t,y0) €B, VB> A

sur R! x w3} (z0) relative a la strate A.

Alors Dap(t1,...,t;,y0) = [E1,-..,Ei] et tout vecteur horizontal
tangent & B est une combinaison linéaires de E1, ..., E; et donc H est
horizontalement-C? par rapport & D4 si et seulement si :

(%) : lim HB*(tl,...,tl,yo)(Ei) = Hapwx(E;), Ve A, Vi<l
(t1,0.5ts,y0) =
Par l’identification U,, = R! x 0™, la restriction Hy de H &
coincide avec I'identité de la strate A = R! x {z¢}. Donc H .z (E;) =
et on conclut grace a (*).
(4 & 5). Grace au lemme 3, les champs de vecteurs images

A
E;

HB*(tl,“.,tl,y())(Ei) oll Yy = H(tlv e 7tl7y0) ) Vi= 17’ . '7l

coincident avec les champs w;(y) relevés controlés sur le feuilletage H =

{My}yEW'
Or, les feuilles M, = H (R! x o) ont pour espaces tangents

TyHy =T,M, = H*(tl,.‘.,tz,yo)(Rl x 0)
— {Huttrrtian (B} oy ] = (@) }it]
et donc 4) est valable si et seulement si Ve € Aet Vi <[ :

im  Hugyonwe)(B)=E & limw(y) =E
Yy—x

(t1,-tiyo)—z 7

& lmT,H,=R' %0,

y—z

i.e. si et seulement si H est (a)-régulier sur X = U,, = R! x 0.

(4 =5 = 1). Comme H est (a)-régulier sur Uy, Dy est alors
continue sur X = Uy, et une distribution canonique relative a la strate
X.

En admettant comme feuilletage H, D’y est intégrable et donc par le
lemme 3 les relevés des champs canoniques E; dans D’ sont les champs
w; continus sur X.

De méme, pour tout champ de vecteurs £x sur X, son relevé £ =
{& }y>x tangent & H, coincide avec le relevé canonique de {x dans D
qui est continu sur X.
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On conclut alors, grace au théoréme 4 du §4.1, que son flot (& tout
instant t € R) ¢ = {4}, : Y — Y}y>x est horizontalement-C* sur X.

(1 = 2). C’est évident en considérant w;(y) comme relévement de
¢x =E;, pour tout i =1,...,1.

(2= 4). Les champs de vecteurs wy,...,w; coincident (lemme 3)
avec les relevements controlés tangents a H et

TyHy =Ty My = [wi(y),...,w(y)].

Par hypothese, w1, ..., w; étant continus sur X on a lim w;(y) = E;.
y—x
Donc: lim TyH, = lim[wq(y),...,wi(y)] = [E1,...,. B =T, X .
y— Y=z
Q.E.D.

La remarque ci-dessous est élémentaire.

Remarque 14. Le feuilletage H est (a)-régulier sur X = Uy, st et
seulement si le morphisme stratifié de projection horizontale 7'

m i mx (Usy) — mx (0) 5 7' (My,) = yo
vérifie la condition (af) de Thom sur X = Uy,.

Nous introduisons maintenant la notion d’application 7’-controlée
résumant les propriétés essentielles qui nous ont permis de démontrer les
théorémes de régularité horizontalement-C' et H-semidifférentiabilité
des flots des champs relevés du §4.1 et §4.2. Ceci permettra d’obtenir
des théoremes analogues pour des morphismes stratifiés plus généraux.

Le feuilletage horizontal H = H,, n’est pas intrinseque car il dépend
de zp € X “centre” de la trivialisation H et de 'ordre de composi-
tion des flots ¢1,...,¢; qui définissent H {mais si Dx est involutive,
H devient intrinseque !). Par conséquent, la projection horizontale
7 W =15 (Usy) — 75" (zo) n’est pas intrinséque non plus.

Définition 10. Soient f = {fy}y : & — X’ un morphisme
stratifié, X € £, zg € X, X' € ¥ la strate telle que f(X) C X',
7y = fx(z0), W = 7% (Us,) et W' =57 (Uy,).

On dira que f est ©'-contrélé (par rapport aux feuilletages horizon-
taur H = {My}yew de A et H' = {M}yew de A’) si pour toute
feuille My, € H, on a fy(My) C My oty = fy(y) (i.e. si f envoie
chaque feuille horizontale de H dans une feuille de H').
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D’apres le lemme 2 du §4.3, M, = W’};(W&Y(y)) et donc f est 7'-
controlé si et seulement s’il vérifie la condition de contréle horizontale

o (Wit ey W) € Wi (W (Fr(®)) . Yy eY et VY 2 X,

Le théoréme 9 étend & des morphismes stratifiés plus généraux les
résultats du §4.1.

Théoréme 9. Soit f = {fy}yves : X — X' un morphisme stratifié
contrélé entre deux espaces stratifiés (c)-réguliers X et X'.

Sotent H = {My}yew et H' = {My }yew' deur feuilletages strat-
ifiés respectivement du voisinage W = 13 (Uy,) de mo € X dans A et
du voisinage W' = 71';(,1([];6) de zf = f(zo) € X' dans A'.

SiH et H' sont (a)-réguliers sur Uy, et Ug’v,0 et si f est w'-contrélé
par rapport & H et H', alors f est horizontalement-C* sur Uy, .

Preuve. Supposons A C R™, A’ C R™ et considérons les distribu-
tions tangentes aux feuilletages H = {My}yew et H' = {My }yew,
définies localement sur W et W’ par :

Dx =D(H) , Dx={Dxv}y>x , Dxy(y)=TyM,
Dx: =D(H') , Dx ={Dxv'}y>x , Dxy(y)=TyMy.

Comme H et H' sont deux feuilletages stratifiés de dimensions
dimH = dimX et dimH’ = dim X’, les feuilles M, € H et M, € H'
sont transverses aux projections mx et mwx:, contenues dans les fibres
des fonctions distances px et px/, et H et H’ sont (a)-réguliers sur Uy,
et sur U g’c&, alors Dx et Dxs définissent deux distributions canoniques

locales relatives respectivement aux strates U, et U . de W et W'.
Fixons une strate Y > X de ¥. Soit Y/ > X' la strate de ¥’
contenant fy (Y, et pour tout y € ¥ notons y' = f(y) € Y.

Comme f = Uzex fz est m’-controlée par rapport aux feuilletages H
et H' nous avons fy (M) C M, et donc pour tout y € Y 'application
fray 1 T,Y — Ty Y’ vérifie

fY*y(DXY(y)) = fY*y(TyMy) CTyMy = DX’Y’(Z/,)-

Or, f est m-contrélée d’oll fy (ker mxy,y) C ker mx/y .y et fy.y se
décompose en somme directe

frey = fg D f‘:j : Dxy(y) @kerﬂxy*y — Dxrys (y’) @kerﬂ-xly/*y, .
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Soit p € Uy, et p' = f(p).

Afin de montrer que f est horizontalement-C* en p, U, et U 0/06 étant
des domaines des systémes de coordonnées locales de X et X', on prend
Ug =REx 07 et u;, = RY x om—1',

Notons alors ¢ = (E1,..., E;) le champ de reperes constants coor-
données de Uy, et oy = (v1(y),...,u(y)) les champs de reperes relevés
continus controlés dans Dx.

De méme considérons les champs de reperes o/ = (Ef,...,E[) et
oy = (1Y), ..., v, (y")) et pour tout y € W notons z = mxv (y).

Comme f est m-controlée, on a I'égalité :

Tx'yiay fYsey = [XxaTXysy » VYEY et VY > X

grace a laquelle il est facile de vérifier que la matrice A(y) qui représente
fyh : Dxy(y) — Dx-y/(y’) par rapport aux bases o, = {v;(y) }_; et
oy = {v;(y") 3:1 coincide avec la matrice A = A(z) = (A%)i; qui
représente I'application linéaire fx., : T,X — T X' par rapport aux
bases canoniques 0 = (E1,..., E;) et o/ = (EY,..., E]).

Cela s’obtient, comme pour le théoréme 3 dans le §4.1, en observant

. l( .

queVi=1,...,1les deux vecteurs fy.y(vi(y)) et > ._, A;v;(y’) appar-
tiennent & Dxy(y’), qu’ils ont la méme image via la restriction de la
projection Tx/yruy @ Dxry:(y') — Tor X' et que cette derniére est un
isomorphisme car Dx est une distribution canonique.

La preuve suit alors d’une répétition formelle de celle du théoreme
4 du §4.1 grace a la continuité en p’ = f(p) des relévements canoniques
(vi,...,v;) dans Dx-. Q.E.D.

On a vu au §2 que si les projections d’un S.D.C. d’une stratification
(A, %) sont des applications C!, alors toute application contrélée f :
(A,X) — M & valeurs dans une variété M est semidifférentiable. Si de
plus 'application est une submersion propre, le 1" Théoréme d’isotopie
de Thom dit alors que Papplication f est une fibration topologiquement
localement triviale (voir par exemple [Ma}).

Notons Ve > 0, Ug = {z € Uy, | d(z, X — Uy,) > €}.

Si 0 note le diametre de Uy, alors pour € suffisamment petit et <
1/26, U, est un ouvert vérifiant UEO— C Uy,, qui est encore un voisinage
de xg dans la strate X € 3 et un domaine d’un systéme de coordonnées
locales autour de zg.

Les théorémes 8 et 9 permettent de montrer que toute stratification
(c)-réguliére vérifiant autour d’un point zo la conjecture du feuilletage
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(a)-régulier admet un isomorphisme de trivialisation topologique locale-
ment horizontalement-C? (pour la preuve ici omise voir [Mu]).

Théoréme 10. (1°" théoréme d’Isotopie horizontalement-C1).

Soit X = (A, X) une stratification (c)-réguliére, X € ¥ et xg € X
un point admettant un feuilletage H={ My }yew, (a)-régulier sur U, du
voisinage W=m5"(Us,) de zo dans A.

Soit f : (A, X) — M une submersion stratifiée propre a valeurs dans
une vartété lisse. Pour tout mg € M, pour tout domaine d’'un systéme
de coordonnées locales Uy, de mo dans M et pour tout Ug C Uy, il
existe alors un homéomorphisme stratifié

H : Uy x fHme) — F Ume)

horizontalement-C sur Upm, x [f~1(mo) NUZ |, et Uhoméomorphisme
stratifié réciproque

G:H—l : f_l(Umo) _—“)Um() Xf_l(m())

est horizontalement-C! sur f=(Up,) NUE,.

5.2. H-semidifférentiabilité.

Dans les théorémes 8, 9 et 10 de la section précédente, nous avons vu
que Vexistence d’un feuilletage local H = {M,},cw de W = W}}l(Uz(,),
(a)-régulier sur U,, implique la régularité horizontalement-C! pour les
flots des champs relevés et pour d’autres morphismes stratifiés plus
généraux.

Dans cette section, nous précisons que si la (a)-régularité de H est
valable sur le voisinage W, les théorémes analogues a la section §5.1 devi-
ennent valables en déduisant de plus la propriété de H-semidifférentiabilité.

Rappelons que la H-semidifférentiabilité donne, en plus de la
régularité horizontalement-C!, un contréle des limites des restrictions
im, .y fzezm M, = fy*quy/ M, quand z tend vers un point 3’ appar-
tenant & une strate Y supérieure & X (voir le §2.3 pour la définition et
le §4.2 pour quelques théorémes). Nous avons alors :

Théoréme 11. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Le relévement controlé £ = {€y }y>x tangent ¢ H = {M,},ew de
tout champ de vecteurs {x est continu sur W et a un flot ¢ = {¢% }y>x
qui est H-semidifférentiable.

2) Pour tout i = 1,...,1, les relévements contrélés w; des champs
E; tangents ¢ H = {M,},ew sont continus sur W et ont des flots
¥ = {¢l : Y > Y}y>x qui sont H-semidifférentiables.
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3) L’homéomorphisme stratifié de trivialisation de mx autour de xy,
H:R' x 73 (xo) — 15 ' (Us,) est  F-semidifférentiable

par rapport au feuilletage trivial F = {R'xyo} 1z de R x 7! (zo)-

YoET
4) lim H*(tl,...,tl,ZO)(Ei) = wi(y,)v v/l’ 7vy/ e K VY .>_ X'
(t1,.--5t1,20) =y’

5) Le feuilletage horizontal H = {M,},ew induit par H est (a)-
régulier sur W.

Preuve. La démonstration s’obtient de maniére complétement ana-
logue & celle du théoréme 8 au §5.1 en utilisant que la (a)-régularité du
feuilletage H sur W équivaut a ce que les champs wj(z), ..., w;(2) tan-
gents & H soient continus sur les strates de W. Nous soulignons que
la conclusion de la preuve de (4 = 5 = 1) s’obtient en rappelant le
théoreme 6 du §4. 2 au lieu du théoréme 4 du §4.1. Q.E.D.

Pour un morphisme stratifié plus général on obtient :

Théoréme 12. Soit f = {fy }yes : X — X' un morphisme strat-
ifi€ contrélé entre deux espaces stratifiés (c)-réguliers X et X'.

Sotent H = {My}yew et H' = {My }yew deuz feuilletages strat-
ifiés respectivement du voisinage W = 3" (Uy,) de 1o € X dans A et
du voisinage W' = 7r)_(,1(Ua'c‘,)) de x5 = f(zo) € X' dans A'.

Si H et H' sont (a)-réguliers et si f est n’'-contrélé par rapport a
H et H', alors f est H-semidifférentiable.

Preuve. On remarque (par rapport a la preuve du théoréme 9, §5.1)
que, les feuilletages H et H’ étant maintenant (a)-réguliers sur W et W/,
les distributions canoniques Dx et Dx- induites sont continues sur les
strates de W et W',

Si on fixe des strates Z > Y > X, comme au théoreme 9 du §5.1 on
trouve que pour tout z € Z il existe une restriction de la différentielle
fz42Dxz(2) : Pxz(2) — Dx:z:(2") avec laquelle, en utilisant la condi-
tion de contrdle Ty zrvy fze: = fysyTyz+z , V2 € Z et VZ > Y ainsi
que le fait que la projection my 7z : Ty z — Y induise un isomorphisme
de restriction Ty g1, ¢ Dx:z/(2") — Dxry/(y’), on peut conclure de
la méme maniére que dans le théoreme 9 du §5.1 et le théoreme 6 du
84.2. Q.E.D.

De méme que pour les théorémes 9 et 10, le théoreme 12 permet de
d’obtenir le suivant:
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Théoréme 13. (1°" théoréme d’Isotopie F-semidifférentiable [Mul).

Soient X un espace stratifié (c)-régulier, X une strate de 3 et xo €
X tels qu’il existe un feuilletage (a)-régulier H = {My}yew, du voisi-
nage W = 7' (Uy,) de zo dans A.

Soit f : (A, X) — M une submersion stratifiée propre & valeurs dans
une variété lisse.

Pour tout point mg dans M et pour tout domaine Uy, d’un systéme
de coordonnées locales de mg dans M et pour tout U5 C Uy,, il existe
un homéomorphisme stratifié

H :Upy x f7Hmo) = f Y (Um,) qui est F-semidifférentiable

par rapport & F = Up,y % Hlf_l(mo)nw)_(l(m ) et dont ’homéomorphisme
z0
réciproque

G=H1': f Upn,) = Upn, x £~ (mo)

est Hlf“l(U

o) TR US,) -semidifférentiable.
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