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Sur la Formule de Picard-Lefschetz

Luc Illusie

Introduction. La formule de Picard-Lefschetz [SGA 7 XV] exprime
la variation locale pour une singularité quadratique ordinaire. En coho-
mologie étale, sa démonstration, dans le cas de dimension relative im-
paire, requiert un argument transcendant (loc. cit. 3.3). Nous donnons
ici, dans ce méme cas, une démonstration purement algébrique. L’idée
est de déduire le calcul de la variation de la forme explicite donnée par
Rapoport-Zink [RZ] pour le logarithme de la monodromie d’une famille
semi-stable, de réduction & deux branches. On se ramene a ce cas par
ramification et éclatement. La méthode, inspirée d’un calcul de Steen-
brink dans [S], s’applique plus généralement & certaines singularités ho-
mogenes.

Dans toute la suite, on fixe un trait strictement local S = Spec A.
On note s = Spec k le point fermé, p 'exposant caractéristique du corps
k, que I'on suppose algébriquement clos, n = Spec K le point générique,
v la valuation de A, m I'idéal maximal de A. On choisit une cloture
algébrique K de K, on note A le normalisé de A dans K, S = Spec A,
7 = Spec K le point générique de S, 5, identifié naturellement 3 s,
le point fermé, I = Gal(K/K) le groupe d’inertie, P C I le groupe
d’inertie sauvage, pro-p-Sylow de I. On fixe un nombre premier ¢ # p,
on note t, : I — Z4(1)(k) le caractére modéré f-adique, donné par
te(o) = (o (t/*") /t/*"),, pour v(t) = 1. On pose A = Z/¢*Z (v > 1).

1. Réduction semi-stable a4 deux branches

1.1. Soit f : X — S un morphisme semi-stable (i.e. tel que locale-
ment pour la topologie étale, X soit lisse sur S[z1,...,z.]/{zy -z, —1),
ou v(t) = 1). Le schéma X est donc régulier, la fibre générique X, est
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lisse, et la fibre spéciale D = X, est un diviseur & croisements nor-
maux dans X. On suppose que D = Dy + Dy, ou Do et Dy sont lisses
sur s et se coupent transversalement suivant C = Dg N D;. On note
n la dimension relative de X sur S, qu’on suppose constante ; donc
n =dim Dy =dimD;, et dimC =n — 1.

On s’intéresse au complexe des cycles proches [SGA 7 XIII 2]

(1.1.1) Vs := RV, (A) € DY(D x,m,A) ,

défini par U5 = *Rj,A,oui: D — X =X xgSetj: Xq— X sont
les immersions naturelles, et D(D xsn,A) = D(D, A[I]) est la catégorie
dérivée des A[I]-modules continus sur D. La structure de ¥y est bien
connue ([RZ], [I1]). Rappelons les points principaux. ‘

(a) I opere sur ¥y & travers ty, et trivialement sur H9(¥y) pour
tout ¢q ;

(b) On a H1W; =0 pour ¢ > 1, H'U; = i*j,A = Ap et

H'W; = *(R'j.A)/Ap(-1) = ((Ap, ® Ap,)/Ap)(~1)
= ((Ac ® Ac)/Ac diagonal)(—1)

(isomorphe & Ac(—1) par (a,b) — a—b),oui: X, —» Xetj: X; - X
sont les inclusions, et 1'identification de i* R*j, A & (Ap, ® Ap, )(—1) est
donnée par les classes eg et e; de Dy et D; au sens de [SGA 4 1/2 Cycle
2.1.2] ;

(¢) Sia: D — s désigne la projection et D(—) = RHom(—,a'As)
le foncteur dualisant, ’accouplement canonique

L
¥r® \Iff(n)[2n] — a!As

est une dualité parfaite, identifiant Uy & D(U¢)(—n)[—2n] [I1, 4.2].

(d) On dispose, de plus, sur ¥¢, d'un opérateur de monodromie
N : Uy — W(—1) et d’une filtration par le poids (W,), définis de la
fagon suivante ([RZ], [11]).

(i) Un complexe K de A[Z;(1)]-modules (continus) sur D, borné
et & degrés > 0, représentant W, étant choisi, on construit, par le
procédé de Rapoport-Zink [RZ], rappelé en [I1, 3.6], un bicomplexe A"
de A[Z¢(1)]-modules sur D, borné, concentré dans le premier quadrant,
muni d’une augmentation X — A induisant des quasi-isomorphismes
sur les colonnes de cohomologie et donc un isomorphisme K = sA™
dans D+ (D, A[Z(1)]) ; le bicomplexe A" est associé (avec différentielles
d1, (—1)'d2) au bicomplexe naif dont la g-iéme ligne LY = (A9, d;)
est (T>q41(s(K I K)(q+1))[g + 1], o T est un générateur de
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Zy(1) ; la différentielle verticale dy et augmentation sont déduites de
Papplication z — T de K dans K(1) ; la g-idme ligne représente
(T>q+11*RjA(g + 1))[g + 1] (et est donc acyclique pour g > 1), et la
différentielle da (resp. augmentation K — L°) induit sur les faisceaux
de cohomologie I’application a — fa, ot § € H'(n,A)(1) est la classe
du torseur de Kummer, i.e. Popposée de la classe de s dans S [SGA 4
1/2 Cycle 2.1.3] (en particulier, 1 € H°K = H%U; = A est envoyé sur
—eg —e1 € H'L? = R'j,A(1), et la classe de eg € H1K (1) = H'W (1)
sur (—eg —e1) Aeg = eg Aeg € HYLO(1) = R%j,A(2) = A2(RYj.A(1))
(avec les notations de (b)). '

(ii) On note W,.A" le sous-complexe de A~ obtenu en appli-
quant T<,y4 & la g-iéme ligne de A", et W,.(sA") = s(W,.A"). Les
sous-complexes W,sA~ de sA~ forment une filtration finie croissante,
définissant un objet (U, (W,.)) de la catégorie dérivée filtrée
Dt F(D, A[Z¢(1)]) ayant ¥ ; pour objet non filtré sous-jacent. La filtra-
tion (W,.) s’appelle filtration par le poids. Le gradué associé est donné
(avec des isomorphismes déduits de (i)) par

gr¥ ¥ ; = 0 pour |i| > —1;

gt 0 = R%j.A(2)[-1] = Ac[-1] ;
gry Uy = R'j,A(1) = Ap, ® Ap, ;
gry W = R% A)[-1] = Ac(-1)[-1] ,

ol R'j.A(1) est identifié & Ap, ® Ap, par eg+e; et R?j.A(2) & Ac par
eo A e1, avec les notations de (i).

(iii) On note v : A~ — A5 *1(—1) Pendomorphisme de bi-
complexes donné par (—1)*t/*! fois la projection canonique en bidegré
(4,7). (Gabber fait observer que si ’on identifie par la multiplication
par (—1)¥ en bidegré (i, ;) le bicomplexe A" au bicomplexe déduit de
Vordre (dz,d;) (au lieu de (dq,ds)) sur les différentielles naives, le signe
dans la définition de v disparait.) L’homomorphisme

N:U f— v f(—l)
de D(D, A[Z4(1)]) déduit de v par I'isomorphisme ¥; = sA™ s’appelle
opérateur de monodromie. Il est sous-jacent & un homomorphisme de

DF envoyant W,. dans W,._5 et induisant un isomorphisme

(1.1.2) N:gr{Wp 5 g Up(-1),
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qui, par les isomorphismes de (ii), correspond & I'identité (v est I'identité
en bidegré (1,0)). Ona N2 =0, et, pour o € I,

(1.1.3) U—lzte(U)N:\Iff—%\I/f.

(iv) Notons Per(D) la catégorie des A-faisceaux pervers sur D,
pour la perversité auto-duale [BBD]. On sait que ¥¢[n] € Per(D) (vari-
ante de [I1 4.5] pour Z/¢*Z). D’aprés (1.1.3), Popérateur de carré nul
N : U — Wy(—1) est déterminé par I'action de I (et y commute), et il
résulte de (1.1.2) que la filtration par le poids de ¥; (comme objet de
DF (D, A)) définit la filtration de monodromie de ¥¢[n] (comme objet
de la catégorie abélienne Per(D)).

(e) L’isomorphisme de dualité Uy(n)[n] = D(¥[n]) de (c) est
compatible a ’action de I, donc & celle de N, et par suite induit des iso-
morphismes W;¥¢(n)[n] = D(U;[n]/W_;,_1¥[n]) = (W_;_1¥y[n])*,
gtV U ¢(n)[n] = D(gr"¥;W[n]) dans Per(D). Pour i = 1, ce dernier iso-
morphisme est compatible aux identifications de (d) (ii) et a la dualité
sur C.

1.2. Notonsc: C — D, u; : D; » D, w: D—C — D les immersions
naturelles. Considérons la suite exacte canonique

(1.2.1) 0 - ww' ¥y — T —cc™¥r—0.

Soit o € I. L’endomorphisme o — 1 de ¥ induit un endomorphisme du
triangle distingué défini par (1.2.1). D’apres 1.1 (a) et (b), ww* ¥y =
wiAp_c et (o0 — 1)|D — C = 0. Par suite, 0 — 1 se factorise & travers
c.c*U s en un homomorphisme

(1.2.2) Vart (o) : coc*Up — U5 ;

cette factorisation est unique car
Hom"l (wgw*\Ilf, \I/f) = :HOIII_1 (w*\I'f, w*\Ilf) = I‘IOIH_-1 (AD_C, AD—C) =
0. Nous appellerons variation I’lhomomorphisme

(1.2.3) Var(o) : "0y — ' 0y

déduit de (1.2.2) par adjonction. Considérons d’autre part le triangle
distingué canonique

(1.2.4) c*c!\Ilf — ¥y — Rw,w" ¥y — .

Proposition 1.3. Le morphisme canonique ¥y — gr}’V\I/f (resp.
gt U — Uy) (déduit de 1.1 (d) (ii)) se factorise de maniére unique (via
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(1.2.1) et (1.2.4)) par un morphisme c,c*Uy; — griV ¥, (resp. gt ¥; —
c*c!\I/f) et le carré

(1.3.1) Wy —> gt
Var(o’)l ltg(a)N
el Wy <—— W Ty
est commutatif.
La premiére assertion résulte de 1.1 (d) (ii), et la seconde de (1.1.3).
1.4. Pour o € I et ¢ = 0,1, on définit de maniére analogue
(1.4.1) Vart (o) : upuf Wy — Uy
déduit de 'endomorphisme ¢ — 1 de ¥y et
(1.4.2) Var(o) : uf ¥y — uj¥;
déduit de (1.4.1) par dualité. On a des carrés commutatifs

(1.4.3) ‘Iff —— uu; Uy — .’V

a—ll Var(a)l Var(o-)l

Wy ui*u!i\IJf - c*c!\Ilf ,

ot les fleches horizontales sont les fleches canoniques.

Proposition 1.5. Notons v; : D; — C — D; l'inclusion.

(a) Le morphisme canonique ui¥; — Ruv;, A, défini par la
fléche d’adjonction ui¥¢ — Ruuviu; Vs et Uisomorphisme viuf ¥y =
Ap, ¢, est un isomorphisme, qui s’insére dans un isomorphisme de tri-
angles distingués

u;‘-‘WO\IJf —>u;*\Ilf %gr‘{vq’f ———

|

Ap, — Rvp A —— Ac(—1)[-1] —— >

ot la fléche verticale de droite est (—1)"! celle donnée par 1.1 (d) (ii)
et le triangle inférieur par l’isomorphisme canonique R'v; A = Ac(—1)
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(donné par la classe de cohomologie de C dans D; [SGA 4 1/2 Cycle
2.1]).

(b) Le morphisme canonique vyA — ui¥ s, défini par la fléche
d’adjonction vy uiW; — ul¥; et Uisomorphisme viu,¥; = Ap,_c,
est un isomorphisme, qui s’insére dans un isomorphisme de triangles
distingués

g0y u; ¥y up (Vg /W1 ¥y) —>
Acl-1 27 pn Ap, :

o la fléche verticale de gauche est (—1)*! celle donnée par 1.1 (d) (ii)
et le triangle inférieur est déduit par rotation du triangle défini par la
suite exacte canonique 0 — vyA — Ap, — Ac — 0.

(c) Le foncteur RHom(—,Ap,) échange, via la (quasi-) autod-
ualité de Uy (1.1 (c)), les triangles de (a) et (b).

Le morphisme naturel Rj,A — ¥¢, oli j : X —D — X est I'inclusion,
identifie H'U; = Ac(—1) au quotient de R'j,A = (Ap, ® Ap,)(—1)|C
par Ac(—1) diagonal. Par transversalité de Dy et D;, on a Rvg. A =
usRj1«A, ou j; : X — Dy — X est l'inclusion. Le morphisme na-
turel Rug.A — udRj.A qui s’en déduit est I'identité sur HC = Ap, et
I'inclusion du facteur (Ap, (—1))|C (de base e;|C) sur H'. Le morphisme
Rug. A — u§¥s obtenu en composant avec Rj,A — Wy induit I'identité
sur HO et, sur H?, est le composé (Ap, (—1))|C < (Ap,®Ap,)(—1)|C —
((Ap, ® Ap, )(—=1)|C)/(Ac(—1) diagonal), i.e. envoie e; sur la classe de
(0,1) = —1 € Ac(—1) (1.1 (b)), c’est donc un isomorphisme. Par suite,
us Wy est 'image directe de sa restriction & Dy — C, d’olt la premiére
assertion de (a). Pour la seconde, le point est la commutativité du carré
de droite. Notons eg (resp. e;1) la base de Rjo.A(1) (resp. R'j1.A(1))
considérée en 1.1 (b), e la base correspondante de H!W¢(1), classe de
ep ou de —e; modulo A diagonal ; dans le diagramme relatif a 1 = 0,
I'image de e dans A par le composé H'W;(1) — R'vg.A(l) — A est
—1 ; pour calculer 'image de e par I'autre composé, on doit identifier
H'W (1) & griV¥,[1](1) = R%j,A(2) par 1.1 (d) (ii) : l'image de e est
1. Pour le diagramme relatif & i = 1, on trouve le signe opposé. D’ou
la seconde assertion de (a). La premiére assertion de 1.5 (b) se déduit
de la premiere de 1.5 (a) par dualité (1.1 (e)). Pour la seconde, le point
est la commutativité du carré de gauche. L’argument qui suit est da
a O. Gabber. Il suffit de prouver la commutativité aprés composition
avec la fleche d’adjonction ul*u'z\ll ¢t — Vs Dans la construction de
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Rapoport-Zink rappelée en 1.1 (d) (i), on peut supposer K concentré en
degrés € [0,1]. Le bicomplexe A" est alors concentré en degrés (0,0),
(0,1), (1,0). Le morphisme vyA — ¥y se factorise (trivialement) par
H°¥;. 1l en est de méme du morphisme gr_; ¥ 5 — Ug il est en effet
donné par le composé 7<oLl[-1] (= A% [-1]) — sA” « K, et donc
se factorise par T<oL'[—1] (= RZ%j.A(2)[~1]) — s(r<oL® — 7<oL!)
(= s(RYA(l) - R*j,A(2))) « 17<0K (= H®Ty) (ot les deuxiemes
fleches sont les quasi-isomorphismes donnés par 'augmentation K —
A”). SiVon identifie HU; & Ap, R'j.A(1) & Ap, ® Ap, (au moyen de
eo +e1) et R%25,A(2) A Ac (au moyen de e A e;), ce composé se récrit

Ac{—1] — s(Ap, ® Ap, &7, Ac) LD Ap. D’apres les conven-
tions standard [SGA 4 1/2, C. D. I §1 2.1, II §1 1.5], c’est donc d[—1],
ou d: Ac — Ap[l] est la fleche de degré 1 du triangle distingué défini

1,1 ,—1
par la suite exacte courte 0 — Ap (—L Ap, ® Ap, u Ac — 0.

Cette suite regoit la suite exacte canonique 0 — vyA — Ap, — Ac — 0
(définissant d : A¢ — wviA[l]) par un morphisme qui est l'identité sur
Ac et (—1)¢ sur les deux autres termes. La commutativité voulue en
résulte. Nous omettrons la vérification de (c).

Corollaire 1.6. Posons Hi(—) = H%(—,A) (resp. HI(—) =
HY(—,A)). Supposons Dy propre sur s, et, pour o € I, notons Var(o) :
HY(D; — C) — HI(D; — C) l’homomorphisme défini par (1.4.2) via
les identifications H(D1,u;¥y) & HI(Dy — C) et HY(Dy,u}¥y) =
H2(Dy — C) définies par 1.5 (a) et (b). On a un carré commutatif

(1.6.1) HYD; — C) —%> HI-1(C)(~1)
Var(a)l ltg(a‘)
H(Dy — C) <—— H7Y(0),

ot les fleches d sont les opérateurs bords des suites exactes longues de co-
homologie (H3tY(Dy) étant identifié ¢ H4~1(C)(—1) par I’isomorphisme
de Gysin).

Le carré (1.6.1) s’obtient en effet en appliquant H4(D;, —) au carré
commutatif

' (1.6.2) ui¥y ——gr}’ ¥y

Var(a)l thg(a‘)

uy Uy <— g 0y
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déduit de (1.3.1) et (1.4.3), via les identifications de 1.5 (a) et (b).
Comme on I’a rappelé en (1.1.2), le morphisme induit par N : gr}¥ ¥ —
gr U s(—1) via les identifications grl¥ ¥; = Ac(—1)[-1], gt ¥; =
Ac[—1] (1.1 (d) (ii)) n’est autre que 'identité, il en est donc de méme
du morphisme qui s’en déduit de H9~*(C)(—1) dans H?1(C)(-1).

2. Singularités homogeénes et variation

2.1. On considére maintenant un morphisme f : X — S localement
de type fini, plat, de dimension relative n, et lisse le long de X, hors
d’un point zo € X,(k). On note ¥y (resp. @) le complexe des cycles
proches (resp. évanescents) RV, (A) (resp. R®(A)) € DT (X, x5 1m,A)
[SGA 7 XIII 2.1]. Le complexe ® est concentré en {zo}. On a de plus
le résultat suivant, dont nous ne ferons pas usage :

Proposition 2.2. Si de plus f est localement d’intersection compléte,
alors H'®; = 0 pour i # n, et H"®; est un A-module libre de type fini.

Le cas ou S est de caractéristique nulle est traité dans [SGA 7 14.6].
Pour le cas général, voir [12].

2.3. La construction décrite dans ce numéro est inspirée de ’exemple
considéré par Steenbrink dans [S, 3.12]. Soient n un entier > 1, e un
entier > 2, F = Xa,z* € Alz1,... ,Tn41] un polynéme homogene de
degré e, partout non nul, 7 une uniformisante de A, u € A*. On fait
I’hypothese suivante :

(H) le sous-schéma fermé Z de Pet! = Proj Az, ... , Tni1, ]
d’équation F' — ut® = 0 est lisse sur S.

Observons que (H) ne dépend que de F' et implique que la section
hyperplane Z N (t = 0) C P! (d’équation homogene F = 0) est lisse
sur S, et que la réciproque est vraie si (p,e) = 1. Gabber fait remarquer
par ailleurs que, si (p,e) # 1, la condition (H) ne peut étre vérifiée
pour e > 2 (la relation d’Euler contredirait 'exactitude du complexe de
Koszul défini par la suite (F' — ut®, (0F/8x;))).

Notons X le sous-schéma fermé de Ag“ = Spec Alz1,... ,Tnt1]
défini par I’équation F — un® = 0, f : X — S la projection. Le mor-
phisme f est plat, de dimension relative n, et lisse hors de 'origine
zo = (0,...,0) de A", Le complexe ®; est donc concentré en zo
et d’apres [SGA 7 XIII 2.4.5], on dispose, pour o € I, du morphisme
variation

(2.3.1) Var(o) : (f)z, — Rl (2,1 (Xs, ¥y).
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On se propose de décrire ce morphisme a ’aide d’un analogue convenable
de la variété des cycles évanescents du cas transcendant.

Soient Y Déclaté de {zp} dans X, ou, ce qui revient au méme, le
transformé pur de X dans D'éclaté (AZH!)™ de {zo} dans AZ'. Notons
h:Y — X laprojection, et g = foh: Y — S. (Dans le cas considéré par
Steenbrink dans (loc. cit.), ot A = C{r}, cette construction équivaut
a éclater zo dans le schéma (régulier) d’équation F — m = 0, puis de
normaliser le schéma qui s’en déduit par changement de base par w +—
um®.)

Proposition 2.4. Le morphisme g a réduction semi-stable.  Le
diviseur D = Y est somme de deux diviseurs Dy et Dy, lisses sur s,
dont l'un, Dy, est irréductible et propre sur s. Le diviseur Dy = h™(zo),
diviseur exceptionnel de ’éclatement h, est Uhypersurface de degré e de
P2+ = Projk[zy,... ,Zny1,t] d’équation F —ut® =0, ou (—)~ désigne
la réduction modulo m. L’intersection C = Do N Dy, lieu a Uinfini du
céne d’équation F = 0 dans A"t est la section hyperplane t = 0 de D,
dans Pt Le diviseur Dy, éclaté de {xo} dans la fibre spéciale X (ou
transformé pur de X, dans l’éclaté de {zo} dans A"T1), est un fibré en
droites sur C.

On recouvre F = (A’S‘.H)N par les ouverts standard U;, 1 < i <
n+2:U; = Spec AlZi, Y1, ,Yi-1,Yi+1--- »Yn+1, ]/ (zit — ) (1 <
t < n+1), Upa = Spec Alyi,...,Unt1], la projection canonique
E — AZH étant donnée par : x; — x; si ¢ = j et x;y; pour j # ¢
dans U; (1 <4 < n+1),etpar z; — 7y; (1 <4 < n+1) dans
Up42. Le morphisme g : Y — S est induit, sur chaque U;, par la pro-
jection canonique. Pour 1 < i < n 41, Y NU; est I'intersection, dans
Spec A[Zi, Y15+ » Yi-1,Yit1s--- > Ynt1,t], des sous-schémas U; (d’équation
zit = m) et V; déquation F(y1,... ,Yi—1, L, Yit1s--- s Ynt1) — ut® = 0.
Par 'hypothése (H), V; est lisse sur S. Donc, localement, V; est étale
soit sur Alz;, (yj);-i,j2q-t) (Pour ¢ € {1,...,n + 1} — {i}), soit sur
Alz;, (y;)j#i] (avec t inversible). Dans le premier cas, Y NU; = U; NV,
est étale sur A[x;, (Y;);si,j£q,t)/(xit — 7), et a donc réduction semi-
stable sur S. Dans le second, Y N U; est étale sur A[(y;);xi], donc lisse
sur S. Pour i =n+ 2, Y NU, 3 est le sous-schéma de U, o d’équation
F(y1,... ,Ynt1) —u = 0, et est donc, par ’hypotheése (H), lisse sur S.
Cela prouve la premiére assertion. Le diviseur D; est le lieu & 'infini
du cone tangent I' & X en zy. Ce coéne I' a pour équation F' — wt® = 0
dans Spec k[z1,...,Zn+1,t]. Son lieu & linfini est donc lisse, par hy-
pothese, donc irréductible puisque n > 1. D’autre part, Dy est le fibré
V(O¢(1)) sur C, lieu A l'infini du céne I'N(t = 0) (d’équation F = 0 dans
Spec k[z1,... ,Znt+1]), et C est lisse sur s, soit par suite de la réduction
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semi-stable, soit comme conséquence de Phypothése (H) comme on 'a
observé plus haut.

Définition 2.5. On appelle variété affine des cycles évanescents de
f en zg le s-schéma (affine) V(f) =V =D; — C.

Le schéma V est lisse sur s, connexe, de dimension n. La terminolo-
gie est justifiée par le résultat suivant :

Théoréme 2.6. (a) On a HO(V,A) = A et H (V,A) = 0 pour i #
n,0, H2"(V,A) = A(—n) et H{(V, A) = 0 pour i # n, 2n ; Uaccouplement
de dualité H"(V,A) ® H*(V,A) — A(—n), (a,b) + Tr(ab), est un ac-
couplement parfait entre A-modules libres de type fini.

(b) On a des isomorphismes canoniques (¥f)z, = RI'(V,A),
RT3 1 (X5, ¥y) = RT(V, A), compatibles auz accouplements de dualité

L
naturels RE(V,A) ® RT(V,A)(n)[2n] — A et

(¥ f)zs ® RT(ay3 (X, U7)(n)[20] — RT (o3 (Xs, a'As) 5 A [I1, 4.2]

(¢) Pour o € I, notons Var(c) : H*(V,A) — HZX(V,A) le mor-
phisme déduit de Var(o) : H*(®f)y, — H?xo}(Xs,\Ilf) (2.8.1) par les
tdentifications de (b) ; on a un carré commutatif

H™(V,A) —> H""Y(C, A)(~1)

Var(o)l ltl(a)

HMV,A) =<—2— H7=1(C, A),

ot la fleche verticale de gauche est définie par (2.8.1) et les fléches
d sont les opérateurs bords des suites exactes longues de cohomologie
(HET (D1, A) étant identifié ¢ HI7'(C,A)(—1) par lisomorphisme de
Gysin). De plus, pour x € H*(V,A) ety € H" 1(C,A), on a {dx,y)c +
(—1)™{z,dy}y =0, (, Yo (resp. {, )v) désignant l’accouplement de du-
alité a valeurs dans A(—n) entre H"1(C,A)(—1) et H"*(C, A) (resp.
H™(V,A) et HZ(V, A)). ‘

Les assertions de (a) sont bien connues et découlent de la structure
de la cohomologie des intersections complétes lisses [SGA 7 XI 1.6] :
comme D; est une hypersurface lisse de PP et que C en est une section
hyperplane lisse, I’homomorphisme de Gysin H172(C)(~1) — H%(Dy)
(on HY(—) = H%(—,A)) est un isomorphisme pour 0 < ¢ < n et un
isomorphisme sur un facteur direct pour ¢ = n (envoyant £(92)/2 gur
£9/2 pour q pair, ot £ est la classe d’une section hyperplane), d’ou la
nullité des H?(V) pour 0 < ¢ < n, par la suite longue de cohomolo-
gie --- — HYD;y) — HY(V) — HTYC)(~1) — --- ; la nullité de
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H4(V) pour q > n vient de ce que V est affine ; enfin, H"(V), exten-
sion de Ker(H" '(C)(-1) — H"*'(D,)) par Coker(H" 2(C)(—1) —
H™(D1)), est libre de type fini sur A, d’olt la derniére assertion de
(a). Prouvons (b). Puisque h : Y — X est propre et est un iso-
morphisme sur les fibres génériques, on a un isomorphisme canonique
[SGA 7 XIII 2.1.7]

(2.6.1) U; = Rh, T, .

Par le théoréme de changement de base propre, on a donc (¥y¢),, =
RI'(D;,%,). D’autre part, comme g a réduction semi-stable & deux
branches (Dg, D1) (2.4), on peut appliquer 1.5 & g. On a ainsi un iso-
morphisme canonique U,|D; 5 RupA,ouwvy : V=D —-C — Dy
est I'inclusion. Par composition, on obtient le premier des deux isomor-
phismes canoniques annoncés, (¥f),, = RI'(V, A). Considérons d’autre
part le carré cartésien

D1L>D(=Ys)

{zo} —2—> X,,

ou les fleches horizontales sont les inclusions. D’apres [SGA 4 XVIII
3.1.12.3],0on a iE)Rh* = Rh*u!l. On a donc des isomorphismes canoniques

RT (403 (X5, Uy) = i Wy
=~ Rh, ¥, (2.6.1)
=~ Rhu\ ¥, .

D’autre part, d’apres 1.5 appliqué a g, on a u!l\Ilg = vy A, d’ou finale-
ment le second isomorphisme canonique annoncé, RI'(; 1(X,, ¥y) =
RI:(V,A). La compatibilité & la dualité résulte de 1.5 (c) et de la
compatibilité de l'autodualité de ¥ aux images directes propres. Il
reste & prouver (c). La derniére assertion est classique, et cas parti-
culier de 2.6.6 ci-aprés. Prouvons la premiére. Soit ¢ € I. Notons
Vary (o) : ui¥, — u} ¥y Phomomorphisme défini en (1.4.2). Par ailleurs,
soit jo : Xs — {0} — X, linclusion. L’endomorphisme o — 1 de ¥y est
sous-jacent & un endomorphisme du triangle distingué canonique

(262) jO!j();‘Ilf - \I’f - io*iS‘Iff - .
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Comme f est lisse hors de zo, jojo¥s = JjorAx,—{z,). Donc o—1
s’annule sur joijo W et se factorise par un homomorphisme

(2.6.3) Var’ (o) : ioxig Uy — Uy

unique car Hom ™' (jojg ¥y, ¥s) = Hom " (Ax, (0}, Ax,—{zo}) = O
Par adjonction, Va,ruf (o) définit un homomorphisme

(2.6.4) Vars (o) : (¥f)eq — 0¥y

qui est le composé de (2.3.1) et du morphisme canonique (¥y),, —
(®f)z,- En particulier, puisque, en vertu de (a) et (b), H"(¥s) =
H"™(®y), Vary(o) induit sur H™ le morphisme variation de [SGA 7 XIII
2.4.5]. Pour achever la preuve de (c), Il suffit donc, compte tenu de 1.6
appliqué a g, d’établir la commutativité du carré

Varys (o) .
(26.5) (V)0 . Py
l h., Var l
Rh,ul¥, M Rh*u!l\IJg ,

ol h: Dy — {zo} est la projection, et les fléches verticales sont les iso-
morphismes canoniques (changement de base propre et [SGA 4 XVIII
3.1.12.3]). Par adjonction, il revient au méme de vérifier la commuta-
tivité du carré

Vart (o)
iowigU s ! U

l Rh,Var! (c) l

Rhupui¥g ——— Rh, W, .

Comme Hom ™" (joujg ¥ s, Rh¥y) = Hom ™ (Ax, (s} AX.—{zo}) = 0, il
suffit de montrer que le carré déduit par composition avec ¥ — 4g, 5%y
est commutatif. Par définition de Varuf(a) et Varg (¢), on est ramené a
vérifier la commutativité du carré

v, — 2 oy,

S

RR. U, "% RV, .
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Mais celle-ci résulte de la fonctorialité de V.

Lemme 2.6.6.! Soient X un schéma, i : Y — X un sous-schéma
fermé, j : U — X louvert complémentaire, r, s des entiers, x €

H™(U,A), y € H5(Y,A). Alors on a, dans H™ (X A),
((dz) -y)x = (1) (z - dy)x ,

avec les notations suivantes : dx € Hy ™ (X, A) (resp. dy € H*TY(X, j1A))
est déduit de x (resp. y) par le bord de la suite exacte de cohomologie &
supports ; ((dz) - y)x (resp. (z-dy)x) est l’image dans H™ *T1(X, A),
par la fleche canonique, du cup-produit (dz) -y € HyT*TH(X, A) (resp.
z-dy € H™HL(X, jiA)).

Rappelons d’abord que, pour 4, B, C € D~ (X,A) et un accou-

plement 7 : A é B — C, le cup-produit H™(X,A) ® H*(X,B) —
H™™(X,C), a®b +— ab, défini de la fagon usuelle par un produit de
cochaines au moyen d’un relevement de 7« a des résolutions convenables
de A, B, C, vérifie la formule

(%)

(—=1)""ab = ao(a@% b) =eo(Id (}L§ b)O(aéId) :so(aé Id) o (Id (51_6 b),

ou a (resp. b) est considéré comme une flecche Ax — A[m] (resp. Ax —
Bln]) de D(X, A), et

e : Alm)] é) Bln] — C[m+n]

est composé de I'isomorphisme canonique A[m] é) Bln] 5 (A é B)[m+
n] (défini, pour P, @ € C(X,A), par I"isomorphisme de Koszul Ajm] ®
P®An|®Q = Alm]® Aln] ® P ® Q, via les identifications évidentes
A[lm]® P = P[m], A[n]® Q = Q[n], A[m]|® A[n] = Alm+ n}, qui ne font
pas intervenir de signes) et de n[m + n].

Considérons le diagramme suivant :

Ax -2 Avls] 2B Apls + 11 2 Ay 4 s+ 1],

ol 6§ : Ay — jiAy[1] est le morphisme de degré 1 du triangle distingué
JAy — Ax — Ay — et x (resp. y) est considéré comme une fleche
gihly — Ax[r] (resp. Ax — Ay|[s]) dans D(X,A). Posons f = z[s +
1] 0 §[s] o y. Par définition, é[s] oy = dy € H*M(X,jiAy). Comme

1Je remercie vivement T. Saito et O. Gabber pour leur aide dans la
démonstration de ce lemme.
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z-dy = (=1)"CH)(dy) - z dans H™*T1(X, 51Ay), et donc (z - dy)x =
(=1)"+D((dy) -x)x dans H™+s+1(X, A), il résulte de la formule () que
f=(z-dy)x-. On voit de méme que f = ((z[1] 06) - y)x. Pour achever
la démonstration, il suffit de vérifier que

() z[ljob = (—1)T+1da:

dans H;H(X, A) = Hompx a)(Ay,Ax[r + 1]). Pour cela, choisissons
une résolution flasque C* = (--- — C? 2% ¢+l — ...) de Ax et un
cocycle £ € C"(U) représentant x. Le morphisme 6§ : Ay — jiAy[l] est
représenté par les morphismes de complexes

Ay <L Céne(ngU — Ax) ;1> j!AU[l] 5

ou q est le quasi-isomorphisme donné par la projection Ax — Ay. Par
suite z[1] o § est représenté par le composé de ¢g~! et du morphisme de
complexes u :

(0 Ay Ax 0) = Céne(j!AU —>AX)
Ty
—1)m+ig
(- or e | e Y =Cr+1].

De méme, utilisant la suite exacte 0 — HY(C") — C° — j.Cpy —
0, on voit que (—1)"*'dz est représenté par le composé de ¢! et du
morphisme de complexes v :

(0 Jihy Ax 0)
OJ« l(—l)”ldcé
_ r+1 o
( cr =1 d Cr+1 "'):C'[T‘-i-l],

ol £ € C"(X) est un relévement de €. L’identité (xx) découle alors de la
formule v —v = dh+hd, ou h est I’homotopie définie par —£ : Ax — C".

Remarques 2.7. (i) Compte tenu des isomorphismes de 2.6 (b), la
nullité des H*(V') pour 7 # 0, n concorde avec le résultat de 2.2.

(ii) Les résultats de 2.6 impliquent des résultats analogues pour
A remplacé par Zy. Posons (avec Uy = U¢(Zy))

H™(¥§) prim = Coker H™(D1,Zs) — H™(V, Zs)
=TIm H™(V,Z¢) — H" *(C, Z)(-1),
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HY, oy (X, Up)Pr™ = Ker HY(V,Z¢) — H™(Dy, Z)
=Tm H"Y(C, Z) — H™(V,Z).

On a donc

H™ (U §)prim = Ker H" 1(C,Z¢)(—1) — H"' (D1, Zy)
= Ker 6 : HnAl(C) Zf)(_]') - Hn+1(C7 ZZ)
— Hn—1(07 Zl)prim(‘1)7

ot H"~Y(C, Z,)P"™ est la partie primitive de H" *(C, Z;), égale &
H"Y(C,Z,) si n est pair, et & I'orthogonal de ¢(»~1/2 si n, est impair, ¢
désignant la classe d’une section hyperplane. De méme, H ?zo} (X,, U ;)prim
est le quotient primitif H™ (C, Z¢)prim de H"*(C,Z;), un Zg-module
libre de type fini, dual de la partie primitive, égal & H" !(C,Z,) si
n est pair, et & H" Y(C,Z)/Ze™ /2 si n est impair. 11 résulte du
diagramme de 2.6 (¢) que Var(o) induit un morphisme

(271) Va'r(a)prim : H"(\Ilf)prim — H?Io}(X“ \ij)prim .

Supposons que ty(o) soit un générateur de Z,(1). Alors, si n est pair,
Var(o)prim €st un isomorphisme, et si n est impair, Var(o)prim est in-
jectif, de conoyau de longueur égale a la valuation £-adique de e. Le dis-
criminant de la restriction a la partie primitive de la forme d’intersection
sur H"~1(C,Zy) est en effet égal a e (puisque (£(~D/2.£(=1)/2) = ¢ et
que la forme d’intersection sur H"1(C,Z;) est unimodulaire, cf. [SGA
7 XIX 5]). Jignore comment définir directement (2.7.1), sans recours &
I’éclatement h.

3. La formule de Picard-Lefschetz en dimension relative
impaire

3.1. Soit n = 2m + 1 un entier impair, et soit Q € Az1,... ,Tnt1]
une forme quadratique ordinaire [SGA 7 XII 1] : cela signifie que Q® k
est non nulle et que la quadrique projective de P& d’équation Q@ = 0
est lisse, ou encore qu’il existe un changement linéaire de coordonnées
z = Py, P € GL,4+1(A), transformant @ en Z YiYm+14i- Soit

1<i<m+1

7 une uniformisante de A. Soit X le sous-schéma fermé de Ag"'l =
Spec Alzi,...,Znt+1] d’équation Q@ — 7 = 0, notons f : X — S la
projection, et, comme en 2.1, ¥ (resp. @) le complexe des cycles
proches (resp. évanescents) correspondant. Le morphisme f est lisse
hors de Dorigine zo = (0, ... ,0) de A?*!, de sorte que ® est concentré
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en zo. Les résultats suivants sont établis par Deligne dans [SGA 7 XV,
2.2, 3.3].

(a) On a H'¥y = 0 pour i # 0, n, H%mo}(Xs,\Ilf) = 0 pour
i #n, 2n, HWy = Ax,, HI? ((X,,¥f(n)) = A Les A-modules
H™"(Us(m + 1))g, et H?mo}(Xm\Ilf(m)) sont libres de rang 1, et du-
aux 1'un de I'autre par 'accouplement naturel (, ) : H*(¥s(m+1));, ®
H?mo}(Xs,\I’f(m)) — H{zgo}(Xs, Us(n)) = A. Ils ont des bases canon-
iques 6 € HY, (X,,¥s(m)) et &' € H"(¥s(m + 1)a,), définies au signe
pres, que on peut choisir de maniere que (§',6) = 1. L’application
naturelle ¢ : HY, (X5, W) — H"(¥s)q, est nulle.

(b) Pour o € I et z € H*(¥(m+1))s,, on a (formule de Picard-
Lefschetz)

(3.1.1) Var(o)z = (—1)™ (o) {x, 6)6 .

3.2. Nous allons montrer comment on peut déduire, algébriquement,
(a) et (b) de 2.6. En fait, la démonstration de (a) dans [SGA 7 XV] est
elle aussi entiérement algébrique, ce n’est que celle de (b) qui fait appel
a un argument transcendant.

On peut supposer les coordonnées x; sur Ag"'l choisies de maniéere
que Q) = Z TiTmy14q. S0t K' C K une extension quadratique

1<i<m+1

séparable de K, totalement ramifiée. Notons I’ = Gal(K/K') le sous-
groupe (d’indice 2) de I correspondant, A’ le normalisé de A dans K,
7' une uniformisante de A’, ' = Spec A’, f' : X’ — S’ le morphisme
déduit de f par le changement de base S — S. On a 7 = un’? dans
A, avec u € A'™*, et X' est le sous-schéma. fermé de Ag?"l d’équation
Q —un'?=0. On a ¥y = ¥ et l'action de I’ sur W4 est induite par
celle de I sur ¥y. La forme quadratique Q — ut? € A'lxy,... ,Tnt1,1]
étant ordinaire, 'hypothese (H) de 2.3 est vérifiée, avec F = Q, e = 2
et A remplacé par A’. On peut donc appliquer 2.6. La variété des
cycles évanescents V de f’ est une quadrique affine, complément, dans
la quadrique projective lisse D; d’équation Q — @t? = 0 dans P2+ =
Proj klxi,...,%Znt1,t), de la section hyperplane C d’équation ¢t = 0,
quadrique lisse de P} = Proj k[z1,...,Zn+1] d’équation @ = 0. Les
assertions de 3.1 (a) découlent donc de 2.6 (a) et (b), compte tenu de
la structure de la cohomologie des quadriques [SGA 7 XII|. Comme n
est impair, on a, avec les notations de 2.7 (ii) (et en tensorisant sur Z,
par A), H™(¥p)sy = H(V,A) = H" 1 (C, AP (1), HY, (¥p) =
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H™ Y(C, A)prim, €t I’application canonique ¢ : H?(V, A) — H™(V, A) est
nulle [SGA 7 XII, 3.6]. Choisissons une base §’ de H"~(C, A(m))Pri™
(de la forme cl(a) — cl(B), ol «a et B sont des génératrices de C de
types distincts) [SGA 7 XII 3.5], et notons § € H"*(C, A(m))prim =
Hom(H"1(C, A(m))P"™ A) la base duale. Comme (§',6) = (—1)™2
[SGA 7 XII, 3.3 (iii) (b)], I'image de 6’ dans le quotient H*~*(C, A(m))prim
est (—1)™26. Notant Vary (resp. Vary:) la variation relative & f (resp.
f') et t, : I' — Zy(1) le caractére canonique relatif & A’, il résulte donc
de 2.6 (c) que, pour 7 € I’ on a

(%) Varg (7)8' = (—1)™ 1t (7)26 .
Pour o € I, on a 02 € I'. Donc, d’aprés (*),
Var(0?)§ = Varg (0%)8 = (—1)™ 1)(52)26 .

Mais 2t2(02) — (0.2((uﬂ_lz)l/zm)/(uﬂm)l/lm)m _ (UZ(Wl/Zm)/Wl/Em)m -

tg(O'Z).
On en déduit, pour tout o € I,
(*%) Var(0?)8 = (—1)™"t,(62)6 .

Mais t¢(0?) = 2t¢(0), et comme lapplication ¢ est nulle, o — Var (o)’
est un homomorphisme de I dans Hfmo}(qu’ #(m)). En particulier,
Var¢(02)8' = 2Vars(0)é’. On peut donc récrire (*x) sous la forme

2Vars(0)8 = (—1)"12t,(0)6 .

Passant & la limite sur les A = Z/¢*Z (v > 1), on obtient la méme
formule & coeflicients dans Z;. Comme HY, (X, ¥ ;(Z;)(m)) est libre

de rang 1 sur Z;, de base 8, on peut diviser par 2, et on en déduit (3.1.1)
pour = = §’, donc pour tout z.

Remarque 3.3. On peut montrer que 'identification de H™(¥ ),
a H" 1(C)Prm(—1) utilisée en 3.2 coincide avec celle décrite dans [SGA
7 XV 2.2.3]. Notons i; la premiere, is la seconde. Rappelons la définition
de i5. Soit X la complétion projective de X, d’équation Q — 7t? = 0
dans Pt = Proj Alz1,... ,2Zn+1,t], Xoo son lieu & infini, défini par
t = 0, quadrique lisse sur S, d’équation ) = 0 dans P%, de fibre
spéciale (Xo)s = C. Comme X est lisse sur S au voisinage de X,
la fleche canonique H™(X5,A) — H™(X,, V) [SGA 7 XIII 2.1.8.3]
est un isomorphisme, et, comme expliqué en [SGA 7 XV 2.2.3], la
fleche H™(X,, W) — H™(¥¢)s, est un isomorphisme ; on a par ailleurs
H™( X575 A) = H Y ((Xoo)q, A)PP™(—1) 5 H*H(C)P"™(—~1) ; 'identifi-

cation iy est composée de ces isomorphismes. On obtiendrait la méme
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identification iy en remplacant X/S par X’/S’, X par X' (d’équation
Q—un'?t? = 0 dans ]P’gfrl) et appliquant la méme suite d’isomorphismes.
Pour établir la coincidence de i; et iz, on peut employer "argument suiv-
ant, da a T. Saito.

Soit P C ]P’g?"l X ]P’gj'l I'adhérence schématique du graphe de l'iso-
morphisme ¢ : IP’Z,Jrl — IP’Z,‘LI, ({z;),t) — ((z), 7't) (d’inverse ((z;),t) —
((n'z;),t)). Dans Proj A'[z1,...,%nq1,t] X Proj A'lz,... 2l ,t], P
est défini par les équations z;t' = m'zjt (1 < i < n+ 1), 72 = ziz;5
(1 <4,5 <n+1). On a des projections canoniques p; : P — ]P’gfl
(1 =1,2), ou p1 (vesp. p2) identifie P a l'éclaté de zo (resp. du sous-
schéma fermé d’équations 7/ = ¢ = 0) dans P&, On en déduit un
diagramme

Pt & p B oprit
U U U
X e Z — W
U U U

X! e DoUDl — Dy s

8

olt W est la quadrique projective (lisse) d’équation Q(z') — ut'? = 0,
et Z Déclaté de (Wy)s := (7 = ¢/ = 0) dans W ou de zo dans X’
(complétion projective de 'éclaté Z de zg dans X’ considéré en 3.2) ;
la ligne inférieure est formée des fibres spéciales ; Dy est la complétion
projective de Dy, un fibré en droites projectives sur C' = DgN Dy, que la
projection Z — W contracte en (W,,)s (= C). Par fonctorialité de R,
on obtient un diagramme commutatif d’isomorphismes (pour abréger, A
est omis, et “0” = “prim”)

H™(X4) — 2 s H™(Zy)—— H™(Wy)

o

H”(\Ilf)—————aHn(Dl — C)—>Hn(Ws)
e H (X)) e B (R)0) (1)

J{(4)

H=H(C)°(-1),

ot Z (resp. W) est le complément du diviseur a linfini ¢ = 0. Notons
h la fleche composée des isomorphismes horizontaux, et ¢ : H*(Dy —
C) — H™1(C)°(—1) la fleche composée dans la ligne inférieure, qui
est lisomorphisme canonique. Par définition, i = (4) o ho (1), et
i1 =co(3)0(2)o (1)L, donc iy = is.
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Remarque 3.4. Pour X d’équation @) — b = 0, pour b € m — {0},
on a les mémes résultats qu’en 3.1 (a) et (b), t¢(c) au second membre
de (3.1.1) étant remplacé par e3(0) = v(b)ts(0) [SGA 7 XV 3.3.3]. 1l
est possible qu'une variante des arguments précédents permette de les
établir directement.

Ce travail a été achevé lors d’un séjour, de mai & septembre 2000, & I’Université de
Tokyo, que je remercie de son hospitalité. Je remercie chaleureusement O. Gabber pour ses
commentaires détaillés sur des versions préliminaires de ce texte, ainsi que T. Saito pour
d’utiles discussions. Je suis trés reconnaissant au rapporteur pour sa lecture minitieuse de
la version finale et les corrections qu’ils m’a signalées. Je tiens, enfin, & remercier Mme

Bonnardel pour le soin avec lequel elle a assuré la saisie du manuscrit.
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