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Sur la Formule de Picard-Lefschetz 

Luc Illusie 

Introduction. La formule de Picard-Lefschetz [SGA 7 XV] exprime 
la variation locale pour une singularite quadratique ordinaire. En coho­
mologie etale, sa demonstration, dans le cas de dimension relative im­
paire, requiert un argument transcendant (loc. cit. 3.3). Nous donnons 
ici, dans ce meme cas, une demonstration purement algebrique. L'idee 
est de deduire le calcul de la variation de la forme explicite donnee par 
Rapoport-Zink [RZ] pour le logarithme de la monodromie d'une famille 
semi-stable, de reduction a deux branches. On se ramime a ce cas par 
ramification et eclatement. La methode, inspiree d'un calcul de Steen­
brink dans [S], s'applique plus generalement a certaines singularites ho­
mogimes. 

Dans toute la suite, on fixe un trait strictement local S = Spec A. 
On note s = Spec k le point ferme, p l'exposant caracteristique du corps 
k, que l'on suppose algebriquement clos, 'TJ =SpecKle point generique, 
v la valuation de A, m l'ideal maximal de A. On choisit une cloture 
algebrique K de K, on note A le normalise de A dans K, S = Spec A, 
7j = Spec K le point generique de S, s, identifie naturellement a s, 
le point ferme, I = Gal(K j K) le groupe d'inertie, P C I le groupe 
d'inertie sauvage, pro-p-Sylow de I. On fixe un nombre premier£# p, 
on note te : I --4 Zt(1)(k) le caractere modere £-adique, donne par 
tt(a) = (a(t1fln)jt1fln)n pour v(t) = 1. On pose A= Zjfvz (v ~ 1). 

1. Reduction semi-stable a deux branches 

1.1. Soit f : X --4 S un morphisme semi-stable (i.e. tel que locale­
ment pour la topologie etale, X soit lisse sur S[xl, ... 'Xr]/(xl ... Xr -t), 
ou v(t) = 1). Le schema X est done regulier, la fibre generique X.., est 
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lisse, et la fibre Speciale D = Xs est un diviseur a croisements nor­
maux dans X. On suppose que D = Do + D1, oil Do et D1 sont lisses 
sur s et se coupent transversalement suivant C = D 0 n D1. On note 
n la dimension relative de X sur S, qu'on suppose constante ; done 
n =dim Do= dimD1 , et dimC = n -1. 

On s'interesse au complexe des cycles proches [SGA 7 XIII 2] 

(1.1.1) 

defini par '1! f = z* R)*A, oil z: D --->X =X xs Set): Xrr---> X sont 
les immersions naturelles, et D(D X 8 ry, A)= D(D, A[J]) est la categorie 
derivee des A[ I]-modules continus sur D. La structure de '1! f est bien 
connue ([RZ], [Il]). Rappelons les points principaux. . 

(a) I opere sur '1! f a travers te, et trivialement sur Hq ( '1! f) pour 
tout q; 

(b) On a Hq'l! f = 0 pour q > 1, H 0 '1! f = i*j*A =AD et 

H 1 '1!t = i*(R1j*A)/AD(-1) =((ADo EBADJ/AD)(-1) 

= ( ( Ac EB Ac) / Ac diagonal) ( -1) 

(isomorphe a Ac( -1) par (a, b) f-+ a- b), oil i: Xs---> X et j: X'7---> X 
sont les inclusions, et !'identification de i* R 1 j*A a (ADo EB ADJ ( -1) est 
donnee par les classes e0 et e1 de Do et D1 au sens de [SGA 4 1/2 Cycle 
2.1.2] ; 

(c) Si a: D---> s designe la projection et D(-) = RHom(-,a'As) 
le foncteur dualisant, l'accouplement canonique 

L I 
'1! f 0 '1! t(n)[2n] ---> a·As 

est une dualite parfaite, identifiant '1! f a D('l! f)( -n)[-2n] [Il, 4.2]. 
(d) On dispose, de plus, sur \]! f, d'un operateur de monodromie 

N: Wt---> 'l!t(-1) et d'une filtration par le poids (Wr), definis de la 
fac:;on suivante ([RZ], [Il]). 

(i) Un complexe K de A[Ze(1)]-modules (continus) surD, borne 
et a degres ~ 0, representant \]! f etant choisi, on construit, par le 
procede de Rapoport-Zink [RZ], rappele en [Il, 3.6], un bicomplexe A· 
de A[Ze(1)]-modules surD, borne, concentre dans le premier quadrant, 
muni d'une augmentation K ---> A· induisant des quasi-isomorphismes 
sur les colonnes de cohomologie et done un isomorphisme K ~ sA"' 
dans D+(D, A[Ze(1)]) ; le bicomplexe A"' est associe (avec differentielles 
d11 ( -1)id2 ) au bicomplexe na'if dont la q-ieme ligne Lq = (A"·q, d1 ) 

est (T~q+ 1 (s(K ~ K)(q + 1))[q + 1], oil T est un generateur de 
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Ze(1) ; la differentielle verticale d2 et !'augmentation sont deduites de 
!'application x f---+ xT de K dans K(1) ; la q-ieme ligne represente 
(T~q+ 1 i* Rj*A(q + 1))[q + 1] (et est done acyclique pour q > 1), et la 
differentielle d2 (resp. !'augmentation K ---+ L0 ) induit sur les faisceaux 
de cohomologie !'application a f---+ Ba, ou 8 E H 1 (TJ, A)(1) est la classe 
du torseur de Kummer, i.e. l'opposee de la classe de s dans S [SGA 4 
1/2 Cycle 2.1.3] (en particulier, 1 E H° K = H 0 \J! f = A est envoye sur 
-e0 - e1 E H 0 L 0 = R 1j*A(1), et la classe de e0 E H 1K(1) = H 1w1(1) 
sur (-eo- e1) 1\ eo = e0 1\ e1 E H 1 L0 (1) = R 2j*A(2) = A2 (R1j*A(1)) 
(avec les notations de (b)). 

(ii) On note WrA· le sous-complexe de A· obtenu en appli­
quant T:Sr+q a la q-ieme ligne de A"' et Wr(sA") = s(WrA"). Les 
sous-complexes WrsA· de sA· forment une filtration finie croissante, 
definissant un objet ('I! f, (Wr)) de la categorie derivee filtree 
v+ F(D, A[Ze(1)]) ayant 'I! f pour objet non filtre sous-jacent. La filtra­
tion (Wr) s'appelle filtration par le poids. Le gradue associe est donne 
(avec des isomorphismes deduits de (i)) par 

gr JV w 1 = o pour 1 i 1 > -1 ; 

gr~1 'I!t = R 2j*A(2)[-1] = Ac[-1] ; 

gr6" 'I! f = R 1 j*A(1) = ADo EB AD1 ; 

grr'w1 = R 2j*A(1)[-1] = Ac(-1)[-1], 

ou R 1 j*A(1) est identifie a ADo EB AD 1 par e0 + e1 et R 2 j*A(2) a Ac par 
eo 1\ e1, avec les notations de (i). 

(iii) On note v: A· ---+ A- 1 ,-+ 1 (-1) l'endomorphisme de hi­
complexes donne par ( -1 )i+H1 fois la projection canonique en bidegre 
(i,j). (Gabber fait observer que si l'on identifie par la multiplication 
par (-1)ij en bidegre (i,j) le bicomplexe A· au bicomplexe deduit de 
l'ordre (d2 , d1 ) (au lieu de (d1, d2 )) sur les differentielles na:ives, le signe 
dans la definition de v disparait.) L'homomorphisme 

de D(D, A[Ze(1)]) deduit de v par l'isomorphisme 'I! f ~ sA .. s'appelle 
operateur de monodromie. Il est sous-jacent a un homomorphisme de 
DF envoyant Wr dans Wr_ 2 et induisant un isomorphisme 

(1.1.2) 
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qui, par les isomorphismes de (ii), correspond a l'identite (vest l'identite 
en bidegre (1, 0)). On a N 2 = 0, et, pour a E I, 

(1.1.3) 

(iv) Notons Per(D) la categorie des A-faisceaux pervers surD, 
pour la perversite auto-duale [BBD]. On sait que \ll f [n] E Per( D) (vari­
ante de [Il 4.5] pour 7Lj£v7l . .). D'apres (1.1.3), l'operateur de carre nul 
N : \ll 1 --t \ll f ( -1) est determine par 1' action de I ( et y commute), et il 
resulte de (1.1.2) que la filtration par le poids de \ll f ( comme objet de 
DF(D,A)) definit la filtration de monodromie de Wt[n] (comme objet 
de la categorie abelienne Per(D)). 

(e) L'isomorphisme de dualite w1 (n)[n] ~ D(w1 [n]) de (c) est 
compatible a l'action de I, done a celle deN, et par suite induit des iso­
morphismes Wi\l!J(n)[n] ~ D(W"t[nl/W-i-1\llf[n]) = (W-i-1\ll/[n]).l, 
grf'W"t(n)[n] ~ D(gr~W"t[n]) dans Per(D). Pour i = 1, ce dernier iso­
morphisme est compatible aux identifications de (d) (ii) et ala dualite 
sur C. 

1.2. Notons c: C --t D, Ui : Di --t D, w : D-C --t D les immersions 
naturelles. Considerons la suite exacte canonique 

(1.2.1) 

Soit a E I. L'endomorphisme a -1 de \ll f induit un endomorphisme du 
triangle distingue defini par (1.2.1). D'apres 1.1 (a) et (b), w 1w*w1 = 
W!AD-C et (a- 1)[D- c = 0. Par suite, a- 1 se factorise a travers 
c*c*\ll f en un homomorphisme 

(1.2.2) 

cette factorisation est unique car 
Hom-1 ( w,w*\ll f, \ll f) =Hom - 1( w*\lf f, w*\ll f) = Hom-1 (A D-e, AD-C) = 
0. Nous appellerons variation l'homomorphisme 

(1.2.3) 

deduit de (1.2.2) par adjonction. Considerons d'autre part le triangle 
distingue canonique 

(1.2.4) 

Proposition 1.3. Le morphisme canonique \ll f --t grF \ll f ( resp. 
gr ~ \ll f --t \ll f) ( deduit de 1.1 (d) (ii)) se factorise de maniere unique (via 
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(1.2.1) et (1.2.4)) parun morphisme c*c*'llt---+ grfW't (resp. gr~ '~~t---+ 
c*c'w f) et le carre 

(1.3.1) c*c*'llt ~grfW't 

Var(u)! ! tt(u)N 

c*c''llt --gr~t'~~t 

est commutatif. 

La premiereassertion resulte de 1.1 (d) (ii), et la seconde de (1.1.3). 

1.4. Pour a E I et i = 0, 1, on definit de maniere analogue 

(1.4.1) 

deduit de l'endomorphisme a- 1 de 'II f et 

(1.4.2) 

deduit de (1.4.1) par dualite. On a des carres commutatifs 

(1.4.3) '~~t ____.Ui*ui'llt ~c*c*'llt 

u-11 Var(u)! Var(u)! 
'II f -- Ui* u~ 'II f -- c*c' 'II f , 

ou les fleches horizontales sont les fleches canoniques. 

Proposition 1.5. Notons vi: Di- C---+ Di l'inclusion. 
(a) Le morphisme canonique u;w f ---+ Rvi*A, defini par la 

fieche d'adjonction u;w f ---+ Rvi*viui'll f et l'isomorphisme viui'll f ~ 
AD,-c, est un isomorphisme, qui s'insere dans un isomorphisme de tri­
angles distingues 

uiWo'~~t ~ui'llt ---grf'llt ___ ,_ 

~t ~t ~t 

ou la fieche verticale de droite est ( -1)i+1 celle donnee par 1.1 (d) (ii) 
et le triangle inferieur par l'isomorphisme canonique R 1vi*A ~ Ac( -1) 
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(donne par la classe de cohomologie de C dans Di [SGA 4 1/2 Cycle 
2.1]). 

(b) Le morphisme canonique vi,A --> ul \1! f, defini par la fieche 
d'adjonction Vi!viul'l!t --> ul'l!t et l'isomorphisme viul'l!t ~ Ani-c, 
est un isomorphisme, qui s 'ins ere dans un isomorphisme de triangles 
distingues 

ou la fieche verticale de gauche est ( -l)i+l celle donnee par 1.1 (d) (ii) 
et le triangle injerieur est deduit par rotation du triangle defini par la 
suite exacte canonique 0 --> Vi!A --> Ani --> Ac --> 0. 

(c) Le foncteur RH om(-, Ani) echange, via la (quasi-) autod­
ualite de \1!1 (1.1 (c)), les triangles de (a) et (b). 

Le morphisme naturel Rj*A --> \1! f, ou j : X- D --> X est !'inclusion, 
identifie H 1\l!f = Ac(-1) au quotient de R 1j*A = (An0 EBAnJ(-1)IC 
par A0 (-1) diagonal. Par .transversalite de D0 et D 1, on a Rvo*A = 
u0RjhA, ou j 1 : X - D1 --. X est !'inclusion. Le morphisme na­
turel Rv0*A --> u0Rj*A qui s'en deduit est l'identite sur H 0 = An0 et 
!'inclusion du facteur (An, ( -1))1C (de base e1IC) sur H 1. Le morphisme 
Rvo*A --> u0\l! f obtenu en composant avec Rj*A --> \1! f induit l'identite 
sur H 0 et, sur H\ est le compose (An, ( -1))IC ~ (An0 EBAnJ(-1)IC--> 
((An0 EBAnJ(-1)IC)/(Ac(-1) diagonal), i.e. envoie e1 sur la classe de 
(0, 1) = -1 E Ac(-1) (1.1 (b)), c'est done un isomorphisme. Par suite, 
Uo\1! f est l'image directe de sa restriction a Do - c, d'ou la premiere 
assertion de (a). Pour la seconde, le point est la commutativite du carre 
de droite. Notohs e0 (resp. e1) la base de R 1j 0*A(1) (resp. R1jhA(1)) 
consideree en 1.1 (b), e la base correspondante de H 1 \1! f ( 1), classe de 
eo ou de -e1 modulo A diagonal ; dans le diagran1me relatif a i = 0, 
l'image de e dans A par le compose H 1 \l! t(1) --> R1v0*A(1) --> A est 
-1 ; pour calculer l'image de e par l'autre compose, on doit identifier 
H 1'1!t(1) a grf'l!t[1](1) = R 2j*A(2) par 1.1 (d) (ii): l'image dee est 
1. Pour le diagramme relatif a i = 1, on trouve le signe oppose. D'ou 
la seconde assertion de (a). La premiere assertion de 1.5 (b) se deduit 
de la premiere de 1.5 (a) par dualite (1.1 (e)). Pour la seconde, le point 
est la commutativite du carre de gauche. L'argument qui suit est du 
a 0. Gabber. Il suffit de prouver la commutativite apres composition 
avec la fleche d'adjonction ui*ul \1! f --> \1! !· Dans la construction de 
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Rapoport-Zink rappelee en 1.1 (d) (i), on peut supposer K concentre en 
degres E [0, 1]. Le bicomplexe A· est alors concentre en degres (0, 0), 
(0, 1), (1, 0). Le morphisme Vi! A ----> \1! f se factorise (trivialement) par 
H 0 \J! f· Il en est de meme du morphisme gr_ 1 \1! f ----> \1! f : il est en effet 
donne par le compose T<oL1[-1] (= A01 [-1]) ____, sA .. +--- K, et done 
se factorise par T:s:oL1[_:::-1] (= R2j*A(2)[-1]) ____, s(T:s:oL0 ____, T:s=oL1) 
(= s(R1j*A(1) ____, R2 j*A(2))) +--- T:s:oK (= H 0\1!1) (ou les deuxiemes 
fleches sont les quasi-isomorphismes donnes par !'augmentation K ____, 
A·). Si l'on identifie H 0 \J!f a AD, R 1 j*A(1) a ADo Ef:lAD1 (au moyen de 
eo+ e1 ) et R 2 j*A(2) a Ac (au moyen de e0 1\ e1 ), ce compose se recrit 

(1 -1) (-1 -1) 
Ac[-1] ____, s(ADo Ef:l AD 1 ~ Ac) ' AD. D'apres les conven-
tions standard [SGA 4 1/2, C. D. I §1 2.1, II §1 1.5], c'est done d[-1], 
ou d: Ac ____, AD[1] est la fleche de degre 1 du triangle distingue defini 

. (1,1) (1,-1) 
par la smte exacte courte 0 ----> AD --------* ADo Ef:l AD1 ----+ Ac ----> 0. 
Cette suite re<;oit la suite exacte canonique 0 ----> Vi!A ----> AD, ----> Ac ----> 0 
(definissant d : Ac ____, Vi!A[1]) par un morphisme qui est l'identite sur 
Ac et ( -1 )i sur les deux autres termes. La commutativite voulue en 
resulte. Nous omettrons la verification de (c). 

Corollaire 1.6. Posons Hq(-) = Hq( -,A) (resp. Hg(-) = 
Hg( -,A)). Supposons D1 propre sur s, et, pour u E I, notons Var(u): 
Hq(D1 - C) ----> Hg(D1 - C) l'homomorphisme defini par (1.4.2) via 
les identifications Hq ( D1, u]' \1! f) ~ Hq ( D1 - C) et Hq ( D1, ui \1! f) ""' 
Hg(D1 - C) definies par 1.5 (a) et (b). On a un carre commutatif 

(1.6.1) Hq(D1 - C) ~Hq-1 (C)(-1) 

Var(a) 1 1 t£(a) 

Hg(D1- C) -d Hq- 1(C), 

oil les fiixhes d sont les opemteurs bards des suites exactes longues de co­
homologie (Hg+ 1 (D1 ) etant identifie a Hq- 1 (C)( -1) par l'isomorphisme 
de Gysin). 

Le carre (1.6.1) s'obtient en effet en appliquant Hq(D1,-) au carre 
commutatif 

(1.6.2) u i \1! f --------;... gr r \1! f 

Var(a) 1 1 Nt,(a) 

u i \1! f --E------ gr ~1 \1! f 
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deduit de (1.3.1) et (1.4.3), via les identifications de 1.5 (a) et (b). 
Comme on l'a rappele en (1.1.2), le morphisme induit par N: gri"w f----+ 

gr ~1 \]! f (-1) via les identifications gr i" \]! f ~ Ac ( -1) [ -1], gr ~1 \]! f ~ 
Ac[-1] (1.1 (d) (ii)) n'est autre que l'identite, il en est done de meme 
du morphisme qui s'en deduit de Hq- 1 (C)(-1) dans Hq- 1 (C)(-1). 

2. Singularites homog(mes et variation 

2.1. On considere maintenant un morphisme f: X----+ S localement 
de type fini, plat, de dimension relative n, et lisse le long de Xs hors 
d'un point xo E X 8 (k). On note \]! f (resp. <I>t) le complexe des cycles 
proches (resp. evanescents) R\lf1J(A) (resp. R<I>(A)) E D+(Xs X 8 TJ, A) 
[SGA 7 XIII 2.1]. Le complexe <I>t est concentre en {x0 }. On a de plus 
le resultat suivant, dont nous ne ferons pas usage : 

Proposition 2.2. Side plus f est localement d'intersection complete, 
alors Hi <I> f = 0 pour i =/- n, et Hn<I> f est un A -module libre de type fini. 

Le cas ou S est de caracteristique nulle est traite dans [SGA 7 I 4.6]. 
Pour le cas general, voir [I2]. 

2.3. La construction decrite dans ce numero est inspiree de l'exemple 
considere par Steenbrink dans [S, 3.12]. Soient n un entier ;::: 1, e un 
entier ;::: 2, F = I:aaxa E A[x1, ... , Xn+l] un polynome homogene de 
degre e, partout non nul, 1r une uniformisante de A, u E A*. On fait 
!'hypothese suivante : 

(H) le so us-schema ferme Z de IP'~+l = Proj A[x1 , ... , Xn+l, t] 
d'equation F- ute = 0 est lisse sur S. 

Observons que (H) ne depend que de F et implique que la section 
hyperplane Z n ( t = 0) c IP'~+ 1 ( d 'equation homogene F = 0) est lisse 
sur S, et que la reciproque est vraie si (p, e) = 1. Gabber fait remarquer 
par ailleurs que, si (p, e) =/- 1, la condition (H) ne peut etre verifiee 
pour e > 2 (la relation d'Euler contredirait !'exactitude du complexe de 
Koszul defini par la suite (F- ute, (8Fj8xi))). 

Notons X le sous-schema ferme de A~+l = Spec A[x1, ... ,Xn+1] 
defini par !'equation F - une = 0, f : X ----+ S la projection. Le mor­
phisme f est plat, de dimension relative n, et lisse hors de l'origine 
x 0 = (0, ... , 0) de A~+l. Le complexe <I>1 est done concentre en x 0 

et d'apres [SGA 7 XIII 2.4.5], on dispose, pour a E I, du morphisme 
variation 

(2.3.1) 
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On se propose de decrire ce morphisme a l'aide d'un analogue convenable 
de la variete des cycles evanescents du cas transcendant. 

Soient Y l'eclate de {x0 } dans X, ou, ce qui revient au meme, le 
transform€ pur de X dans l'eclate (A~+ 1 )~ de {x0 } dans A~+l. Notons 
h: Y---+ X la projection, et g = foh: Y---+ S. (Dans le cas consider€ par 
Steenbrink dans (loc. cit.), ou A= CC{K}, cette construction equivaut 
a eclater Xo dans le schema (regulier) d'equation F- 7l" = 0, puis de 
normaliser le schema qui s'en deduit par changement de base par 7r f-+ 

U1l"e.) 

Proposition 2.4. Le morphisme g a reduction semi-stable. Le 
diviseur D = Ys est somme de deux diviseurs Do et D1 , lisses sur s, 
dont l 'un, D1, est irreductible et propre sur s. Le diviseur D1 = h - 1 ( x0 ), 

diviseur exceptionnel de l'eclatement h, est l'hypersurface de degree de 
JPl~+ 1 = Proj k[x1 , ... , Xn+l, t] d'equation F- ute = 0, ou (- )- designe 
la reduction modulo m. L 'intersection C = Do n D 1 , lieu a l 'infini du 
cone d'equation F = 0 dans A~+1 , est la section hyperplane t = 0 de D 1 

dans JPl~+ 1. Le diviseur Do' eclate de { Xo} dans la fibre speciale Xs ( ou 
transforme pur de Xs dans l'eclate de { x 0 } dans A~+1 ), est un fibre en 
droites sur C. 

On recouvre E = (A~+ 1 )~ par les ouverts standard Ui, 1 ::::; i ::::; 

n+2: ui =Spec A[xi,Y1,··· ,Yi-1,Yi+1,··· ,Yn+1,t]j(xit-1f) (1::::; 
i ::::; n + 1), Un+2 = Spec A[y1, ... , Yn+1], la projection canonique 
E ---+ A~+1 etant donnee par : Xj f-+ Xj si i = j et XiYj pour j =I= i 
dans Ui (1 :s; i :s; n + 1), et par Xi f-+ 1l"Yi (1 :s; i :s; n + 1) dans 
Un+2· Le morphisme g : Y ---+ S est induit, sur chaque Ui, par la pro­
jection canonique. Pour 1 ::::; i ::::; n + 1, Y n Ui est !'intersection, dans 
Spec A[xi, Y1, ... , Yi-1, Yi+1, ... , Yn+1, t], des sous-schemas Ui (d'equation 
xit = 7r) et Vi d'equation F(y1,··· ,Yi-1,1,Yi+l,··· ,Yn+d- ute = 0. 
Par !'hypothese (H), Vi est lisse sur S. Done, localement, Vi est etale 
soit sur A[xi,(Yj)J#i,J#q,t] (pour q E {1, ... ,n + 1}- {i}), soit sur 
A[xi, (yj)#i] (avec t inversible). Dans le premier cas, Y n Ui = Ui n Vi 
est etale sur A[xi, (YjkJi,J#q, t]j(xit- 7r), et a done reduction semi­
stable sur S. Dans le second, Y n Ui est etale sur A[ (Yj )#i], done lisse 
sur S. Pour i = n + 2, Y n Un+2 est le sous-schema de Un+2 d'equation 
F(y1, ... , Yn+d - u = 0, et est done, par !'hypothese (H), lisse sur S. 
Cela prouve la premiere assertion. Le diviseur D 1 est le lieu a l'infini 
du cone tangent r a X en Xo. Ce cone r a pour equation F- ute = 0 
dans Spec k[x1,··· ,Xn+1,t]. Son lieu a l'infini est done lisse, par hy­
pothese, done irreductible puisque n ;:::: 1. D'autre part, Do est le fibre 
V(Oc(1)) sur C, lieu a l'infini du cone rn(t = 0) (d'equation F = 0 dans 
Spec k[x1, ... 'Xn+l]), et c est lisse sur s, soit par suite de la reduction 
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semi-stable, soit comme consequence de !'hypothese (H) comme on l'a 
observe plus haut. 

Definition 2.5. On appelle variete affine des cycles evanescents de 
fen xo le s-schema (affine) V(f) = V = D1- C. 

Le schema Vest lisse sur s, connexe, de dimension n. La terminolo­
gie est justifiee par le resultat suivant : 

Theoreme 2.6. (a) On a H 0 (V, A) =A et Hi(V, A)= 0 pour i # 
n,O, H~n(V,A) = A(-n) etH~(V,A) = 0 pouri # n,2n; l'accouplement 
de dualite Hn(V, A) !59 H;!(V, A) ___,A( -n), (a, b) r---+ Tr(ab), est un ac­
couplement parfait entre A-modules libres de type fini. 

(b) On a des isomorphismes canoniques (IJ! f )x0 ~ Rr(V, A), 
Rr { xo} (X s, 1J! f) ~ Rr c (V, A), compatibles aux accouplements de dualite 

L 
naturels Rr(V,A) !59 Rrc(V,A)(n)[2n] ___,A et 

L I ~ 
(1J!J)x 0 !59 Rr{xo}(Xs, Wt)(n)[2n] ___, Rr{xo}(Xs,a·As) ___,A [Il, 4.2]. 

(c) Pour a E I, notons Var(a) : Hn(V, A) ___, H;!(V, A) le mor­
phisme deduit de Var(a): Hn(if?j)x0 ___, H{xo}(Xs,WJ) (2.3.1} par les 
identifications de (b) ; on a un carr·e commutatif 

Hn(V, A)~ Hn- 1 (C, A)( -1) 

Var(a) l 1 tt(a) 

H;!(V,A) -d Hn- 1 (C,A), 

ou la jif:che verticale de gauche est definie par (2.3.1} et les jif:ches 
d sont les operateurs bards des suites exactes longues de cohomologie 
(H'/;+1 (D1 ,A) etant identifie a Hq- 1 (C,A)(-1) par l'isomorphisme de 
Gysin). De plus, pourx E Hn(V,A) ety E Hn- 1(C,A), on a (dx,y)c+ 
(-1)n(x, dy)v = 0, (, )c (resp. (, )v) designant l'accouplement de du­
alite a valeurs dans A( -n) entre Hn- 1 ( C, A) ( -1) et Hn- 1 ( C, A) ( resp. 
Hn(V,A) et H;!(V,A)). 

Les assertions de (a) sont bien connues et decoulent de la structure 
de la cohomologie des intersections completes lisses [SGA 7 XI 1.6] : 
comme D 1 est une hypersurface lisse de ]?~+ 1 et que C en est une section 
hyperplane lisse, l'homomorphisme de Gysin Hq-2 (C)(-1) ___, Hq(DI) 
(ou Hq(-) = Hq(-,A)) est un isomorphisme pour 0 < q <net un 
isomorphisme sur un facteur direct pour q = n (envoyant ~(q- 2)/2 sur 
~q/2 pour q pair, ou ~ est la classe d'une section hyperplane), d'ou la 
nullite des Hq (V) pour 0 < q < n, par la suite longue de cohomolo­
gie · · · ___, Hq(D1 ) ___, Hq(V) ___, Hq- 1 (C)( -1) ___, · · · ; la nullite de 
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Hq(V) pour q > n vient de ce que V est affine ; enfin, Hn(V), exten­
sion de Ker(Hn-l(C)(-1) ----+ Hn+ 1 (D!)) par Coker(Hn-2 (C)(-1) ----+ 

Hn(DI)), est libre de type fini sur A, d'ou la derniere assertion de 
(a). Prouvons (b). Puisque h : Y ----+ X est propre et est un iso­
morphisme sur les fibres generiques, on a un isomorphisme canonique 
[SGA 7 XIII 2.1.7] 

(2.6.1) 

Par le theoreme de changement de base propre, on a done (w f )xo 9! 

Rr(D1 , w9 ). D'autre part, comme g a reduction semi-stable a deux 
branches (Do, DI) (2.4), on peut appliquer 1.5 a g. On a ainsi un iso­
morphisme canonique W9 ID1 ~ RvhA, ou v1 : V = D1 - C ----+ D1 
est !'inclusion. Par composition, on obtient le premier des deux isomor­
phismes canoniques annonces, (w f )xo ~ Rr(V, A). Considerons d'autre 
part le carre cartesien 

ou les fleches horizontales sont les inclusions. D'apres [SGA 4 XVIII 
3.1.12.3], on a i~Rh* 9! Rh*ui. On a done des isomorphismes canoniques 

Rr{xo}(Xs, Wt) = i~\]Jf 
rv ·! Rh >T< 
= zo *"' g 

9! Rh* ui \]J 9 . 

(2.6.1) 

D'autre part, d'apres 1.5 applique a g, on a ui \]J g ~ Vl!A, d'ou finale­
ment le second isomorphisme canonique annonce, Rr{xo}(Xs, \]J f) ~ 
Rrc(V, A). La compatibilite a la dualite resulte de 1.5 (c) et de la 
compatibilite de l'autodualite de \]J aux images directes propres. Il 
reste a prouver (c). La derniere assertion est classique, et cas parti­
culier de 2.6.6 ci-apres. Prouvons la premiere. Soit a E I. Notons 
Var9 (a): uiW9 ----+ ui \]1 9 l'homomorphisme defini en (1.4.2). Par ailleurs, 
soit j 0 : Xs - { x 0 } ----+ Xs !'inclusion. L'endomorphisme a- 1 de \]J f est 
sous-jacent a un endomorphisme du triangle distingue canonique 

(2.6.2) 
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Comme f est lisse hors de xo, ]O!j0iii f = ]O!Axs-{xo}. Done a- 1 
s'annule sur j 0 ,j0iii f et se factorise par un homomorphisme 

(2.6.3) 

unique car Hom- 1 (jo!Joiii f, iii f) = Hom- 1 (Axs-{xo}' Axs-{xo}) 0. 

Par adjonction, Var~(a) definit un homomorphisme 

(2.6.4) 

qui est le compose de (2.3.1) et du morphisme canonique (iii f )xo -+ 

(<I>t)xo· En particulier, puisque, en vertu de (a) et (b), Hn(iiit) = 
Hn(<I>1), Var1(a) induit sur Hn le morphisme variation de [SGA 7 XIII 
2.4.5]. Pour achever la preuve de (c), Il suffit done, compte tenu de 1.6 
applique a g, d'etablir la commutativite du carre 

(2.6.5) (iii f )xo 
VarJ(u) 

.f iii 
Z(J f 

1 Rh,Var9 (u) l 
Rh*uiiii9 Rh*uiiii9 , 

ou h : D1 -+ { x0 } est la projection, et les fieches verticales sont les iso­
morphismes canoniques ( changement de base propre et [SGA 4 XVIII 
3.1.12.3]). Par adjonction, il revient au meme de verifier la commuta­
tivite du carre 

i0 * i~ iii f 
Var}(a) 

iiit 

l Rh. Var~(a) l 
Rh* uh ui iii g Rh*iii9 . 

Comme Hom- 1 (]o!]oiiiJ,Rh*iii9 ) = Hom- 1 (Ax8 -{x0 },AX8 -{xo}) = 0, il 
suffit de montrer que le carre deduit par composition avec iii f -+ i0*i~iii f 

est commutatif. Par definition de Var~(a) et Var~(a), on est ramen€ a 
verifier la commutativite du carre 



Sur la Formule de Picard-Lefschetz 261 

Mais celle-ci resulte de la fonctorialite de \11. 

Lemme 2.6.6. 1 Soient X un schema, i : Y ---+ X un sous-schema 
ferme, j : U ---+ X l'ouvert complementaire, r, s des entiers, x E 
Hr(U,A), y E H 8 (Y,A). Alors on a, dans Hr+s+1 (X,A), 

((dx) · y)x = ( -1t+1 (x · dy)x , 

avec les notations suivantes: dx E H;+1 (X,A) (resp. dyE H 8 +1 (X,j1A)) 
est deduit de x ( resp. y) par le bord de la suite exacte de cohomologie a 
supports; ((dx) · y)x (resp. (x · dy)x) est l'image dans Hr+s+1 (X,A), 
par la JU;che canonique, du cup-produit ( dx) · y E H~+s+l (X, A) ( resp. 
X· dyE Hr+s+l(X,j!A)). 

Rappelons d'abord que, pour A, B, C E n- (X, A) et un accou-
L 

plement 1r : A 0 B ---+ C, le cup-produit Hm(X, A) 0 Hn(X, B) ---+ 
Hm+n(X, C), a 0 b r-+ ab, defini de la fa<";On usuelle par un produit de 
cochaines au moyen d'un relevement de 7r a des resolutions convenables 
de A, B, C, verifie la formule 
(*) 

L L L L L 
( -1) mn ab = E o (a 0 b) = E o (Id 0 b) o (a 0 ld) = E o (a 0 ld) o (Id 0 b), 

ou a (resp. b) est considere comme une fleche Ax ---+ A[m] (resp. Ax ---+ 
B[n]) de D(X, A), et 

L 
E : A[m] 0 B[n] ---+ C[m + n] 

L ~ L 
est compose de l'isomorphisme canonique A[m] 0 B[n]---+ (A 0 B)[m + 
n] (defini, pour P, Q E C(X, A), par l'isomorphisme de Koszul A[m]0 
P 0 A[n] 0 Q :::._. A[m] 0 A[n] 0 P 0 Q, via les identifications evidentes 
A[m]0P = P[m], A[n]0Q = Q[n], A[m]0A[n] = A[m+n], qui ne font 
pas intervenir de signes) et de n[m + n]. 

Considerons le diagramme suivant : 

y o[s] . x[s+l] 
Ax ____, Ay[s] --------+ ]!Au[s + 1]--------+ Ax[r + s + 1] , 

ou 8 : Ay ---+ ]!Au[1] est le morphisme de degre 1 du triangle distingue 
j 1Au ---+ Ax ---+ Ay ---+ et x (resp. y) est considere comme une fleche 
]!Au ---+ Ax[r] (resp. Ax ---+ Ay[s]) dans D(X, A). Posons f = x[s + 
1] o o[s] o y. Par definition, o[s] o y =dyE Hs+l(X,j!Au). Comme 

1 Je remercie vivement T. Saito et 0. Gabber pour leur aide dans Ia 
demonstration de ce Iemme. 
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x · dy = (-1Y(s+l)(dy) · x dans Hr+s+ 1(X,j,Au), et done (x · dy)x = 
( -1t(s+l)((dy) · x)x dans Hr+s+l(X, A), il resulte de la formule ( *) que 
f = (x · dy)x·. On voit de meme que f = ((x[1] o 8) · y)x. Pour achever 
la demonstration, il suffit de verifier que 

dans H;,.+1 (X,A) = HomD(X,A)(Ay,Ax[r + 1]). Pour cela, choisissons 

une resolution flasque C" = (· · · ----+ Ci ~ Ci+1 ----+ · · ·) de Ax et un 
cocycle e E cr(U) representant x. Le morphisme 8: Ay ----+ j!Au[1] est 
represente par les morphismes de complexes 

ou q est le quasi-isomorphisme donne par la projection Ax ----+ Ay. Par 
suite x[1] o 8 est represente par le compose de q- 1 et du morphisme de 
complexes u : 

(0- j,Au -----'»-Ax ---. 0) = Ccme(j,Au --Ax) 

-~ l <-w+ldc 1 o 
(· .. ~ cr cr+l -----3>- ••• ) = C"[r + 1] . 

De meme, utilisant la suite exacte 0 ----+ 'H.~(C") ----+ c· ----+ j*C[; ----+ 
0, on voit que ( -1y+1dx est represente par le compose de q-1 et du 
morphisme de complexes v : 

out E cr(X) est un rel~wement de e. L'identite (**) decoule alors de la 
formule u-v == dh+hd, ou h est l'homotopie definie par-t: Ax----+ cr. 

Remarques 2.7. (i) Compte tenu des isomorphismes de 2.6 (b), la 
nullite des Hi(V) pour i =f. 0, n concorde avec le resultat de 2.2. 

(ii) Les resultats de 2.6 impliquent des resultats analogues pour 
A rem place par Z". Posons (avec iJ! f = iJ! f (Z")) 

Hn(iJ! f )prim= Coker Hn(D1, Z£)----+ Hn(V, ZR) 

= Im Hn(V,Z")----+ Hn- 1 (C,Z£)(-1), 
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H{xo} (Xs, \ITt )prim= Ker H'!:(V, Zt) ---+ Hn(D~, Zt) 

= Im Hn-1(C,Zt)---+ H'!:(V,Z£). 

On a done 

Hn(wJ)prim = Ker Hn-1(C,Ze)(-1)---+ Hn+1 (D~,Ze) 

= Ker e: Hn-1(C,Zt)(-1)---+ Hn+l(C,Zt) 

= Hn-1(C, Zt)prim( -1), 

263 

ou Hn-1(C,Zt)prim est la partie primitive de Hn- 1(C,Zt), egale a 
Hn- 1(C,Zt) sin est pair, eta !'orthogonal de e<n-1)/2 sin est impair, e 
designant la classe d'une section hyperplane. De meme, Hfxo} (Xs, \IT f )prim 

est le quotient primitif Hn-1(C,Zt)prim de Hn- 1(C,Zt), un Ze-module 
libre de type fini, dual de la partie primitive, egal a Hn-1(C,Ze) si 
n est pair, et a Hn- 1(C, Zt)/Zte<n-1)/2 si n est impair. Il resulte du 
diagramme de 2.6 (c) que Var(u) induit un morphisme 

(2.7.1) 

Supposons que te(u) soit un generateur de Ze(1). Alors, sin est pair, 
Var(u)prim est un isomorphisme, et sin est impair, Var(u)prim est in­
jectij, de conoyau de longueur egale a la valuation £-adique de e. Le dis­
criminant de la restriction ala partie primitive de la forme d'intersection 
sur Hn- 1(C,Zt) est en effet egal a e (puisque (e<n-1)/2 -e<n-1)12 ) = e et 
que la forme d'intersection sur Hn- 1 (C, Ze) est unimodulaire, cf. [SGA 
7 XIX 5]). J'ignore comment definir directement (2.7.1), sans recours a 
l'eclatement h. 

3. La formule de Picard-Lefschetz en dimension relative 
impaire 

3.1. Soit n = 2m+ 1 un entier impair, et soit Q E A[x1, ... , Xn+1] 
une forme quadratique ordinaire [SGA 7 XII 1] : cela signifie que Q ® k 
est non nulle et que la quadrique projective de JP>:S d'equation Q = 0 
est lisse, ou encore qu'il existe un changement lineaire de coordonnees 

x = Py, P E GLn+l(A), transformant Q en L YiYm+l+i· Soit 
1::0:i::O:m+1 

1r une uniformisante de A. Soit X le sous-schema ferme de A~+l = 
Spec A[x1, ... , Xn+1] d'equation Q - 1r = 0, notons f : X ---+ S la 
projection, et, comme en 2.1, w1 (resp. <I>1 ) le complexe des cycles 
proches (resp. evanescents) correspondant. Le morphisme f est lisse 
hors de l 'origine x0 = ( 0, ... , 0) de A~+l, de sorte que <I> f est con centre 
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en Xo. Les resultats suivants sont etablis par Deligne dans [SGA 7 XV, 
2.2, 3.3]. 

(a) On a Hi\J!f = 0 pour i =f. 0, n, H~xo}(Xs,'I!J) = 0 pour 

i =f. n, 2n, H 0 \J!J = Axs, H{;:o}(Xs, 'I!t(n)) = A. Les A-modules 
Hn('I!J(m + 1))x0 et H{xo}(X8 , 'I!t(m)) sont libres de rang 1, et du­
aux l'un de l'autre par l'accouplement naturel (, ) : Hn(\J! J(m+ 1))x0 ® 
Hfco} (Xs, \I! J( m)) --+ H{;:o} (X8 , \I! J( n)) = A. Ils ont des bases canon­
iques 8 E H{xo} (X8 , \I! J(m)) et 8' E Hn(\J! J(m + 1)x0 ), definies au signe 
pres, que l'on peut choisir de maniere que (8', 8) = 1. L'application 
naturelle ¢: H{xo}(Xs, 'I!t)--+ Hn('I!J)x0 est nulle. 

(b) Pour CJ E I et x E Hn (\I! f ( m + 1) )xo, on a (formule de Picard­
Lefschetz) 

(3.1.1) Var( CJ )x = ( -1 )m+lt£( CJ) (x, 8)8 . 

3.2. Nous allons montrer comment on peut deduire, algebriquement, 
(a) et (b) de 2.6. En fait, la demonstration de (a) dans [SGA 7 XV] est 
elle aussi entierement algebriq].le, ce n'est que celle de (b) qui fait appel 
a un argument transcendant. 

On peut supposer les coordonnees xi sur A~+1 choisies de maniere 

que Q = L XiXm+l+i· Soit K' C K une extension quadratique 
1:0:i:O:m+1 

separable de K, totalement ramifiee. Notons I' = Gal(K I K') le sons­
groupe ( d'indice 2) de I correspondant, A' le normalise de A dans K', 
n' une uniformisante de A', S' = Spec A', f' : X' --+ S' le morphisme 
deduit de f par le changement de base S' --+ S. On a n = un'2 dans 
A', avec u E A'*, et X' est le sous-schema ferme de A~/1 d'equation 
Q - un' 2 = 0. On a \I! f = \I! f' et I' action de I' sur \I!!' est induite par 
celle de I sur \I! f. La forme quadratique Q - ut2 E A' [ x1, ... , Xn+ 1, t] 
etant ordinaire, !'hypothese (H) de 2.3 est verifiee, avec F = Q, e = 2 
et A remplace par A'. On peut done appliquer 2.6. La variete des 
cycles evanescents V de f' est une quadrique affine, complement, dans 
la quadrique projective lisse D 1 d'equation Q - ut2 = 0 dans IP'~+ 1 = 

Proj k[x1 , ... , Xn+ 1 , t], de la section hyperplane C d'equation t = 0, 
quadrique lisse de IP'~ = Proj k[x1 , ... , Xn+1] d'equation Q = 0. Les 
assertions de 3.1 (a) decoulent done de 2.6 (a) et (b), compte tenu de 
la structure de la cohomologie des quadriques [SGA 7 XII]. Comme n 
est impair, on a, avec les notations de 2.7 (ii) (et en tensorisant sur Z£ 
par A), Hn('I!r)x0 = Hn(V,A) = Hn- 1 (C,A)prim(-1), H{xo}('I!J') = 
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Hn-l(C, A)prim, et !'application canonique ¢: H:;(V, A)~ Hn(V, A) est 
nulle [SGA 7 XII, 3.6]. Choisissons une base 8' de Hn-1 (C,A(m))prim 
(de la forme cl (a) - cl ((3), ou a et (3 sont des generatrices de C de 
types distincts) [SGA 7 XII 3.5], et notons 8 E Hn- 1 (C, A(m))prim = 

Hom(Hn-l(C,A(m))prim,A) la base duale. Comme (8',8') = (-1)m2 
[SGA 7 XII, 3.3 (iii) (b)], l'imagede8' dans le quotient Hn- 1(C, A(m))prim 
est ( -1)m28. Notant Varf (resp. Varf') la variation relative a f (resp. 
!') et t£ : J' ~ Zt(1) le caractere canonique relatif a A', il resulte done 
de 2.6 (c) que, pour T E J', on a 

Pour a E J, on a a2 E J'. Done, d'apres (*), 

Vart(a2 )8' = Varr(a2)8' = ( -1)m+lt£(a2)28 . 

Mais 2t£( a 2 ) = (a2 ( ( U7t-' 2 ) 1/l"') /( U?r12 ) 11£"' )m = (a2 ( 1fl/lrn) f'rr 1/lrn)m = 

tt(a2 ). 

On en deduit, pour tout a E J, 

Mais tt(a2 ) = 2tt(a), et comme !'application¢ est nulle, a~----> Vart(a)8' 
est un homomorphisme de I dans H{xo} (X 8 , W f ( m)). En particulier, 

Vart(a2 )8' = 2Vart(a)8'. On peut done recrire (**) sous la forme 

2Vart(a)8' = ( -1)m+12tt(a)8 . 

Passant a la limite sur les A = Z/Rvz (v ~ 1), on obtient la meme 
formule a coefficients dans Zt. Comme H{xo}(X8 , W't(Zt)(m)) est libre 
de rang 1 sur Zt, de base 8, on peut diviser par 2, et on en deduit (3.1.1) 
pour x = 8', done pour tout x. 

Remarque 3.3. On peut montrer que !'identification de Hn(w f )x0 

a Hn- 1 (C)prim( -1) utilisee en 3.2 coincide avec celle decrite dans [SGA 
7 XV 2.2.3]. Notons i 1 la premiere, i 2 la seconde. Rappelons la definition 
de i 2 • Soit X la completion projective de X, d'equation Q- 1rt2 = 0 
dans !P'~+l = Proj A[xl, ... 'Xn+l, t], Xoo son lieu a l'infini, defini par 
t = 0, quadrique lisse sur S, d'equation Q = 0 dans IP':S, de fibre 
speciale (Xoo)s = C. Comme X est lisse sur S au voisinage de X 00 , 

la fleche canonique Hn(Xr;, A) ~ Hn(X8 , W f) (SGA 7 XIII 2.1.8.3] 
est un isomorphisme, et, comme explique en (SGA 7 XV 2.2.3], la 
fleche Hn(X8 , W f)~ Hn(w f )xo est un isomorphisme; on a par ailleurs 
Hn(Xr;,A) __:::. Hn-l((Xoo)r;,A)Prim(-1) __:::. Hn-l(C)prim(-1); !'identifi­
cation i 2 est composee de ces isomorphismes. On obtiendrait la meme 
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identification i 2 en remplagant X/S par X'JS', X par X' (d'equation 
Q-U7r'2 t 2 = 0 dans JP~/1 ) et appliquant la meme suite d'isomorphismes. 
Pbur etablir la coincidence de i 1 et i 2 , on peut employer !'argument suiv­
ant, du a T. Saito. 

Soit P C JP~/1 x JP~/ 1 !'adherence schematique du graphe de l'iso­
morphisme ¢: JP~;J- 1 --71P'~;l" 1 , ((xi), t) ~---+((xi), 1r1t) (d'inverse ((xi), t) ~---+ 
((1r'xi),t)). Dans Proj A'[x1,··· ,xn+1,t] x Proj A'[x~, ... ,x~+1,t'], P 
est defini par les equations Xit1 = 1f1X~t (1 :<:::; i :<:::; n + 1), XiXJ = X~Xj 
(1 :<:::; i,j :<:::; n + 1). On a des projections canoniques Pi : P --7 JP~/1 

(i = 1, 2), ou P1 (resp. P2) identifie P a l'eclate de xo (resp. du sous­
schema ferme d'equations 1r1 = t' = 0) dans JP~/1 . On en deduit un 
diagramme 

JPn+1 P1 p P2 JPn+1 
S' +---- ____. 

S' 
u u u 
X' +---- z ____. w 
u u u 
X' 8 

+---- Do u D1 ____. D1 

ou W est la quadrique projective (lisse) d'equation Q(x') - ut'2 = 0, 
et Z l'eclate de (Woo)s := (1r' = t' = 0) dans W ou de xo dans X' 
(completion projective de l'eclate Z de x 0 dans X' considere en 3.2) ; 
la ligne inferieure est formee des fibres speciales ; Do est la completion 
projective de D 0 , un fibre en droites projectives sur C = D0 nD1. que la 
projection Z --7 W contracte en (Woo)s (=C). Par fonctorialite de RiJ!, 
on obtient un diagramme commutatif d'isomorphismes (pour abreger, A 
est omis, et "0" = ''prim") 

Hn(X~) (2) Hn(zii)--*Hn(Wii) 

(1)! !(3) ! 
Hn(il!J)~Hn(D1- C)~Hn(Ws) 

~Hn(X~)~Hn-1((X~,)ii)o(-1) 

! (4) 

------*Hn-1(c)o( -1), 

ou Z (resp. W) est le complement du diviseur a l'infini t = 0. Notons 
h la fleche composee des isomorphismes horizontaux, et c : Hn(D1 -
C) --7 Hn- 1 (C) 0 ( -1) la fleche composee dans la ligne inferieure, qui 
est l'isomorphisme canonique. Par definition, i 2 = (4) o h o (1)-I, et 
i1 =co (3) o (2) o (1)-1 , done i 1 = i 2 . 
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Remarque 3.4. Pour X d'equation Q- b = 0, pour b E m- {0}, 
on ales memes resultats qu'en 3.1 (a) et (b), t.e(O') au second membre 
de (3.1.1) etant remplace par cb(o") = v(b)t.e(O') [SGA 7 XV 3.3.3]. Il 
est possible qu'une variante des arguments precedents permette de les 
etablir directement. 
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