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Groupe des Obstructions pour les Déformations
de Représentations Galoisiennes

Roland Gillard

Un des thémes les plus importants en théorie des nombres est I’étude
du groupe de Galois absolu, Gg, de la cloture algébrique de Q. Une
des fagons possibles d’aborder ce probleme est de se concentrer sur
les représentations & coefficients dans une Z,-algébre noethérienne R :
Gg — GLN(R). Ces représentations se factorisent en général par un
quotient Gg de Gg par des groupes d’inertie en dehors d’un ensemble
fini S : on a alors de hypothéses de finitude de présentation. Pour N =1,
on retrouve ainsi la théorie du corps de classes puisque c’est en fait le
quotient abélien maximal qui intervient. La théorie des déformations de
représentations peut donc étre vue comme une tentative pour généraliser
la théorie du corps de classes en sortant du cadre abélien.

Depuis Particle fondateur de Mazur [18], on sait que les problémes de
déformation des représentations galoisiennes sont (pro)-représentables
sous des conditions raisonnables; les anneaux sont de la forme R =
O[[Ty,...,T4)}/I, avec O un anneau de Witt. On sait aussi, que pour
que Videal I, idéal des relations soit nul (le probléme alors appelé sans
obstruction), il suffit qu'un certain groupe de cohomologie H? soit nul.

Le but de ce travail est de préciser ce résultat en construisant et en
étudiant un groupe d’obstructions, sous groupe du H? ci-dessus, et en
montrant que le rang de ce groupe est exactement le nombre minimal
de générateurs de I. On montre ensuite que ce groupe, ou une variante
concernant la caractéristique p, est fabriqué a ’aide de cup-produits
de 1-classes et aussi de produits supérieurs analogues aux produits de
Massey.

La premiére partie reprend la méthode de Vistoli [31] étudiant les
relations et obstructions dans un cadre géométrique.

Une question qui se pose donc est de savoir si on peut trouver des
exemples ol le sous groupe serait nul sans que le groupe de cohomologie

Received September 14, 1998.
Revised December 28, 1998.



260 R. Gillard

le soit. Une autre serait I’expression directe du sous-groupe en termes
du probléme initial (par exemple le module galoisien de départ).

Le paragraphe 1 décrit les conditions de Schlessinger d’existence
d’une algébre universelle. Le paragraphe 2 axiomatise la méthode de
Vistoli' en supposant que le foncteur posséde une théorie linéaire
d’obstruction. Ceci permet de reprendre plus explicitement la construc-
tion de R, d’introduire le groupe d’obstruction Op et de montrer que
sa dimension et égale au nombre de relations dans R. Discuter les con-
ditions d’existence d’une telle théorie nous aurait entrainé trop loin,
surtout que sur chaque exemple classique de foncteur de déformations,
cette question ne présente guére de difficulté. Le paragraphe 3 s’intéresse
au cas introduit par Mazur des représentations d’un groupe, cependant
en adoptant le cadre plus général des schémas en groupes lisses comme
dans Tilouine [30].

La deuxiéme partie se concentre sur le cas des déformations de
représentations de groupes. Elle fait le lien entre la premiére partie
et la question de Mazur portant sur la dimension relative de R, puis
< calcule>> le groupe des obstructions en caractéristique p en montrant
qu’on peut I'engendrer avec le cup-produit et des produits supérieurs.
Le §5 montre I'intervention des opérations de Bockstein.

La derniére partie développe quelques remarques arithmétiques: re-
tour sur la conjecture de Leopoldt dans le §6.1, nullité du groupe des
obstructions dans le §6.2 et contréle de 1’idéal correspondant dans le §
6.3.

Premiére partie
Groupe des obstructions

Cette partie se place dans un cadre trés général analogue a celui de
Schlessinger.

§1. Foncteurs pour les anneaux artiniens

1.1. Catégories

On fixe un nombre premier p et une extension finie K de Q,, d’an-
neau de valuation O, d’uniformisante 7, de valuation m-adique vo et de
corps résiduel k. Soit C la catégorie des O-algebres locales artiniennes
completes de corps résiduel k. Pour A dans C, on note m4 son idéal max-
imal. Pour n entier, on appelle C,, la sous catégorie pleine des algébres A

!je remercie A. Mézard qui m’a transmis V’article [31]
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annulées par mzﬂ. On appelle 1-extension une surjection A’ — A dans
C dont le noyau I est annulé par m4.. Un morphisme de l-extensions
est un diagramme commutatif défini par des morphismes A’ — B’ et
A — B. Une l-extension est dite petite si en plus I est un idéal prin-
cipal. La catégorie C est une sous-catégorie pleine de la catégorie C des
O-algebres locales noethériennes, complétes de corps résiduel k.

1.2. Foncteurs

On fixe un foncteur covariant F' de C dans Ens la catégorie des
ensembles. L’espace tangent de F' est par définition tr = F'(k[e]). Pour
R un anneau de C, on note hg le foncteur Hom(R,e). On consideére
des couples (A, a) avec A dans C ou C,, et a dans F(A4); un morphisme
de couples (A’,a’) — (A,a) est un morphisme u : A’ — A tel que
a = F(u)(a'). Si R est dans C, un couple (R, §) est R complété par une
suite cohérentes de &, € F(R,,), avec R, = R/m%"!. Un morphisme de
couples (R, £) — (A, a) est un morphisme (R,,&,) — (4, a) pour n assez
grand. On dit qu’un couple (R,£) représente (ou est universel pour) F
si le morphisme de foncteurs hg — F : Hom(R, A) = Hom(R,, A) —
F(A), p — F(p)(&,) est un isomorphisme pour tout n et pour tout
A dans Cp; Si un tel couple existe on dit que F est pro-représentable.
On dit que (R, &) est versel si ce morphisme est lisse: ceci revient a
demander que pour tout morphisme de couples comme ci-dessus ou u
est l-extension, tout morphisme u : (R,§) — (A,a) se releve en v’ :
(R,&) — (A4, a’) rendant commutatif le triangle

(4%,a')
/ !

(B,§) — (4,0
On dit que (R, &) est une enveloppe si ce couple est versel et si de plus
hr — F induit un isomorphisme sur les espaces tangents: (mpg/(7) +
m%)* — F(k[e]). Enfin on dit que (R,€) est n-versel (resp. est une
n-enveloppe) si cet anneau est dans C, et y est versel (resp. est une
enveloppe) pour la restriction de F. Si (R, £) est versel (resp. m-versel)
pour R dans C (resp. Cp,), alors (R,,&,) est versel (resp. (R,,&,) est
versel ou &, est 'image de &,,, pour n < m). Cette remarque vaut aussi
pour les couples universels ou les enveloppes.

1.3. Conditions de Schlessinger

Soit F' un foncteur de C vers Ens avec F(k) = {e}, 'ensemble & un
point. Soit p: A’ — A et p’ : A” — A deux morphismes de C. On a une
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application canonique:
(1) ®: F(A x4 A") — F(A") Xp(a F(A").

Rappelons le théoréeme fondamental de [28].

Théoréme 1.1. Le foncteur F' a une enveloppe si et seulement si
les 3 conditions suivantes sont vérifiées:
Hi. ® est une surjection pour tout p et toute petite surjection p’.
H2. ® est une bijection st A=k et A” = kle].
H3. tp est un k-espace vectoriel de dimension finie.

De plus, ces conditions étant supposées satisfaites, F' est pro-repré-
sentable si et seulement si
HY. ® est un isomorphisme si p = p’ et est une petite surjection.

On sait en effet que H2 implique que tF est un k-espace vectoriel. Si
V est un k espace vectoriel de dimension finie, k[V'] désigne ’anneau k ®
V ou la restriction de la multiplication & V x V est nulle. Par récurrence
avec H2, on obtient un isomorphisme canonique: F(k[V]) = tF ®k V.
Pour toute 1-extension de noyau I, p : A’ — A, I'isomorphisme A’ xy
k[I] = A’ x4 A’, inverse de [28](2.16) induit compte tenu de H1 et H2
une surjection:

(2) F(A/) Xtp QI — F(A/) X F(A) F(A/).

Lemme 1.2. La surjection précédente munit F(A’) d’une action
detp @, I o:d — oead, respectant les fibres de F(A') — F(A) ety
induisant une action transitive.

Dans toute la suite on suppose que F' vérifie les conditions H1,H2 H3.

1.4. Fonctorialités
1.4.1 Changement de 1l-extension

Un morphisme de 1-extensions (A’ — A) — (B’ — B), de noyaux
respectifs I et J induit un diagramme commutatif

F(A)) — F(B')
! !
F(A) — F(B)

ainsi qu'un morphisme tr®I — trQRJ et F(A') — F(B’) est équivariant
pour les actions décrites dans la section 1.3.
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1.4.2 Changement de foncteur

Un morphisme de fonteurs ¢ : FF — F’ vérifiant tous les deux les
conditions de Schlessinger induit un morphisme d’anneaux ¢* : R’ — R,
de sorte que le diagramme naturel induit

hR — hR/

i !
F - F

soit commutatif.

§2. Obstructions

2.1. Théorie linéaire des obstructions
On dit qu'un foncteur F' possede une théorie linéaire des obstruc-
tions si

— 1) il existe un k-espace vectoriel Tp

— i) il existe pour chaque 1-extension p: A" — A de noyau I et
chaque élément a € F(A) un élément 0, , € T(I) :=Tr & I
dépendant fonctoriellement des données (A’ — A, a).

— iii) 0p 4 est nul si et seulement si a est dans I'image de appli-
cation F(A") — F(A); on dit alors que a se reléve & A’.

2.2. Relévement maximal
Soit A’ — A une 1-extension de noyau I et a € F(A).

Lemme 2.1. 1l existe un plus petit sous-idéal I, de I tel que a se
reléve o Ay := A'/I,.

Ce lemme est déja dans [28], bas de la page 213: il suffit de considérer
S Pensemble fini non vide (il contient I) des idéaux K C I tel que a
se releve & Ag = A’/K et d’observer que S est stable par intersection.
En effet si Ky et K5 sont deux tels idéaux, quitte a agrandir K; sans
changer K1 N K>, on peut supposer que K + K, = I; de sorte que

AK1 XA AK2 :> AKlﬂKz
et on conclut avec la surjection de (1)
F(Ax,nk,) = F(Ak, x4 Ak,) > F(Ak,) X p(a) F(Axk,)

fournie par H1 ét une récurrence pour étendre la propriété des petites
extensions aux l-extensions.
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2.3. Groupe des obstructions

Il peut arriver que Tr soit trop gros; on va étudier ce qui intervient
réellement, le groupe des obstructions qui est son sous-k-espace vectoriel
OfF engendré par tous les éléments (Id ® ¢)(0p o) fournis par les p et a
avec p petite extension ainsi que ¢ : ker p — k induisant

Tp®kkerp—Id&>TF®kk:>k.

Ceci nous permet d’énoncer ’analogue de [31], résultat principal de cette
partie:

Théoréme 2.2. Soit F' un foncteur vérifiant les conditions de
Schlessinger et ayant une théorie linéaire des obstructions, cf.2.1. Soient
T et s les dimensions respectives de iy et Op sur k: Uanneau (uni-)Jversel
de F' peut étre écrit comme quotient d’un anneau de séries formelles sur
O a r indéterminées par un idéal de relations dont s est le nombre min-
imal de générateurs.

Ce théoreme ne sera démontré qu’en 2.7. Commengons par quelques
lemmes sur les op 4.

Lemme 2.3. Soitp: A" — A une I-extension de noyau I : op 4
est dans le sous-groupe Op Qi I de Tr Q4 1.

Démonstration: Comme dans [31], on prend une base e; de I pour
écrire o0p4 = Y 0;®¢;. Pour voir que les o; sont tous dans O, on utilise
la fonctorialité des op o en considérant I'idéal I; engendré par tous les e;
sauf e; ainsi que la petite extension A'/I; — A.

Ceci permet de préciser le lemme 2.1 en choisissant une base w;,i =
1,---,s de OF; en reprenant les mémes notations, on peut alors écrire
Opa = D iy wi @ z; avec z; € I.

Lemme 2.4. L’déal I, est engendré par les x;.

Démonstration:  Soit J 'idéal engendré par les z;. L’image de oy,
dans O ® I/J est nulle donc a se reléve & Aj; par minimalité, T, C J.
Comme a se reléve & A/I,, 'image de oy, , dans Op®1/1, est nulle, ce qui
impose la nullité des images de chaque z; dans I/I,, d’ou J C I,. Ceci
se voit comme plus haut en utilisant la petite extension correspondant a
un supplémentaire de la k-droite engendrée par 'image de z; dans I/1,;
on forme ainsi un quotient de A, ol a n’a pas de relevement, ce qui est
absurde.
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2.4. Construction d’une 1-enveloppe

On part de Ry = k[t}]. On prend une base e;,¢ = 1,--- ,r de tp
et on appelle e} la base duale, on considére 'anneau A = A, des séries
formelles & r variables X;,--- , X, sur O, X; correspondant & ef. On a
canoniquement ty, ~ tp. On munit A de vy, la valuation m4-adique.
On peut compléter Ry par & de fagcon a obtenir un couple universel
dans la catégorie C) des O-algebres A annulées par (1) + m%. En effect
Ry — k posséde une section donc I'elément de F(k) se releve dans Ry.
H2 implique que l'application (1) est une bijection ce qui montre que
F(Rp) est en bijection avec tp ®k t5 ~ End(tp). Il est alors facile
de voir que ) e; ® ef est universel puisqu’il correspond & 'identité de
End(t F)

Partant de (Rg,&) comme plus haut, considérons la 1l-extension
R, = A/m% — Ry: le noyau est l'idéal engendré par l'image de 7. On
a une obstruction au reléevement de & a Ri,0, = w®z, ol T peut
étre pris égal a 0 ou a 'image de 7 et on obtient un idéal qu’on note
T, dans A/m?4 d’image réciproque notée I; dans A: I; est nul ou peut
étre engendré par w. Ce dernier cas correspond a des déformations
limitées & la caractéristique p. On choisit un relevement quelconque &;
a Ry : = A/I, cf. 2.4 pour l'existence. L’anneau R; admet toujours tp
comme espace tangent.

Lemme 2.5. Le couple (R1,£1) est une I-enveloppe.

Démonstration: 1l suffit de prouver que ce couple est 1-versel. On
se place dans la situation de 1.2 avec A’ — A une petite extension de
C;. La premiere étape consiste a simplement compléter le diagramme de
O-algebres:

A’
3) !
Rl — A

avec une diagonale montante Ry — A’. Utilisant que Ry est versel dans
C{ pour obtenir
Ay
/0
R, — Ry — Ao

avec Ag = A/(r) et A} = A'/(w), d’olt un relévement de Ry — A en
uy: Ry — Axa, Ay = AT x4y A’/ (1) = A' /T N ().
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Soit J = I'N(x); il reste a relever uy : Ry — A’/J a A’. Considérons
alors le diagramme:

Rl — A,
1 1
R, — A')J

obtenu en relevant uj, & A et observant que ce relevement se factorise
par Ry. De plus, uj, induit la deuxiéme ligne du diagramme suivant:

Rl — AI
! !
Ry — A/(m)

Par fonctorialité des obstructions aux relévements, 'image de 0; € Tp ®
7Ry dans Tp @ TA’ est nulle; ainsi I'image de I; est nulle dans wA’, si
bien que ’homomorphisme Ry — A’ se factorise par Ry fournissant le
relevement ' : By — A’ de u recherché dans cette premiére étape.

Il reste maintenant & modifier u’ pour que le diagramme de couples

(A',d')
/" !
(R1,&1) — (4,a)

soit commutatif. Pour cela, on consideére le diagramme:

Hom(R;, A’y — F(A4)
1 1
Hom(R;,A) — F(A)

les fleches horizontales étant définies par v — F'(v)(&1).

Sur la fibre de u dans la premiere colonne, cf. lemme 1.2, on a
une action homogene de tg, ® I, sur celle de a dans la deuxiéme, une
action homogene de tp ® I; les deux éléments de F'(A’) sont reliés par un
oc€tp®I:ad =ceF(uW)(&). Sionidentifie tg, & tp il suflit de prendre
v =0 e pour assurer a’ = F(v)(£;) et achever la démonstration.

2.5. Construction d’une n-enveloppe

On suppose construit un couple (R,,&,), qui soit une n-enveloppe
pour F'; nous construisons maintenant une (n+1)-enveloppe (R, 11, &n+1)-
Les raisonnements ressemblent & ceux développés pour passer de Ry
3 R;. On suppose que R, est de la forme A/I, avec I, idéal con-
tenant mX'H. On consideére la 1-extension Rn_H = A/mpl, — R, et
&n; on applique le lemme 2.4 en écrivant I’obstruction au relévement
Ont1 = D i3 w; ® u;, en utilisant la méme base de O et des éléments

=
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u; de I, /mpl, qu'on reléve par des éléments de méme nom dans I,.
L’idéal In41 qu'’ils engendrent avec my I, dans A définit le quotient max-
imal R, de R,,+1 ou &, se releve. On choisit un relevement &, 1.

Lemme 2.6. Le couple (R, q1,&n+1) est une (n + 1)-enveloppe.

Par récurrence, on déduit que I,,41 C (w) + m3 si bien que I’espace
tangent de R, ;1 est bien égal a celui de F'. 1l suffit donc de vérifier la
(n + 1)-versalité en procédant en gros comme dans le lemme 2.5 avec
une petite extension maintenant dans C, 41 et des morphisme de couples
(Rut1,€ni1) — (4,a) et (4',a') > (4, a).

La premiére étape consiste & compléter le diagramme de O-algébres

Al
(4) l
Rn+1 - A

avec un morphisme R,y1 — A’. En utilisant la propriété de lissité
incluse dans ’hypotheése de versalité du couple (R,,£,), on commence
par déduire Pexistence d’un relévement au produit fibré Ax 4, A, ou A,
(resp. Al)) désigne le quotient de cet anneau par la puissance (n+1) iéme
de l'idéal maximal. Cet anneau s’identifie & A'/J, 1 avec Jpp1 = I N
mﬁf’l. On releve alors le morphisme Rp,4+1 — A’/Jp+1 en un morphisme
A — A’. Comme le noyau de A’ — A est annulé par my/, et que le
noyau de A — R, est I,;1, on voit que mpl, 1 est dans le noyau de
ce relevement: on a une factorisation en Rn+1 — A’. On considere alors
le diagramme

Rn+1 - A
(5) ! !
R, — Al

pour conclure que le noyau de R’n-i—l — A’ contient I,,+; par le méme
argument de fonctorialité des obstructions. Dans la deuxiéme étape, on
ajuste alors le relevement trouvé grace au lemme 1.2 et a 'isomorphisme
tR,.. ® I = tp ® I comme dans la section 2.4.

2.6. Sur les générateurs de I,

Dans cette section, on reprend la méthode de [31] pour étudier I,,.

Lemme 2.7. La famille des idéaux I,, vérifie la relation de récur-
rence:
L1 +mitt = I,
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Démonstration: L’inclusion du membre de gauche dans I, est claire.
La surjection naturelle qui en résulte est un isomorphisme par unicité
de l'enveloppe de F dans C,, cf. [28] prop. 2.9.

Considérons des éléments de A, u; (¢ = 1,---,s), comme dans 2.5
dont les images engendrent I, 1/mpl,; soit J,41 'idéal de A engendré
par ces u;: on a donc Iy =mp - Iy + Jpga.

Lemme 2.8. On a les égalités d’idéaux de A
i) I,=myt™ + Joy1,
i) Inpr = myt2 4 Ty

Démonstration: L’inclusion m?™! < I, se voit par récurrence
A

puisque mp I, C I,,41. De plus les u; sont dans I, 1 C I,.

On a aussi I, = mXH + Iy = mXH +mp - I, + Jpy1 et on en
déduit i). En reportant dans la relation I,,11 = mp - I, + Jp41, On en
tire ii) grace au lemme de Nakayama.

Rappelons le lemme élémentaire [31] (7.11).

Lemme 2.9. Soit M un module de type fini sur un anneau local A,
Deux systémes de générateurs z; ety; (i =1,---,s) ayant méme nombre
d’éléments sont reliés par une matrice carrée inversible © = (6;;) 4
coefficients dans A : y; = Zi 0;;x;.

Lemme 2.10. Les idéaux I, peuvent étre engendrés par mX‘H
et s polynémes fi(n) de degré < n de facon a avoir: fi(n) = fi(nH)

n+1
mod mj™.

Démonstration: Fabriquons les fl-(n) par récurrence en prenant comme
fi(l) les u; trouvés en 2.4. On peut les choisir de degré < 1. Appliquons

le lemme 2.9 aux wu; de 2.5 et aux fi(n) en prenant comme module le

quotient I, /mXJrl et en tenant compte du lemme 2.8 i): on touve des

6;; € A tels que fi(") = 3770, ;u; mod m}™'; on peut donc engendrer
I41 par myt? et des fi(nﬂ) tels que fi(nH) = 37 6; ju; mod myt2.
Pour cela on peut choisir fi(nﬂ) de forme fi(") + g§n+1), g§n+1) somme
de monémes aX{* -+ X' avec vp(a X7t  XP)=n+1.

Ainsi chaque suite fi(n) est convergente vers une limite f; dans A.
Si on note I I'idéal engendré par les f;, on a I, = mX‘H +1I et il est clair
que, en posant R = A/I et en appelant £ la suite des &,, le couple (R, &)
est une enveloppe pour F.

2.7. Démonstration du théoréme 2.2

On procéde comme dans [31]. Notons I,, I'image de I (ou de I,)
dans A, = A/ mXH : Le lemme d’Artin-Rees implique que la surjection
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canonique I/mpl — I,/mpl, est un isomorphisme pour n assez gros.
Considérons la situation de 2.5 avec la 1-extension Rn+1 = A/mpl, —
R, = A/I, et le couple (R,,£,); Pobstruction a relever £, a déja été
écrite sous la forme 0,41 = Zzzi w; @ u;, en utilisant notre base w; de
Or et des éléments u; de I,/mpl,. Pour 7 fixé, choisissons une petite
extension p; : A} — A;, un élémént a; € F(A;) et ¢ : kerp; = k de
fagon que w; soit égal & p(0pq;) € Op. On construit un diagramme
commutatif:

fit Boy1 — A
(6) ! i
fi: Rn — A

En fait puisque A} est supposée étre dans C,, f/ se factorise par le
quotient de R, 11 par la puissance n + 1-ieme de son idéal maximal, soit
encore le quotient R, de A par mpal + mX"H, nous donnant le nouveau

diagramme commutatif

(7) |

L’obstruction a relever &, a R, est Pimage 0,41 = Z:j w; ® u; de
Ont1 = 2 iy wi®u; dans Op @I, /myl,. Par restriction aux noyaux, f;’
induit un homomorphisme T, /maT, = I + mXH Jmal + mX’H — ker p;

d’ou
OF®In/mAIn—> OF ®Tn/mATn _>OF®kerpl I1d®¢ OF

envoyant par fonctorialité 0,41 sur w;. L'élément 0,41 = >, w; ®G;
fournit une application (I,/maln)* — OFp : g — (Id ® g)(Ont1). Le
raisonnement précédent montre que pour n assez gros pour que C,, conti-
enne toutes les algebres A, i =1, -+ , s, cette application est surjective;
ceci montre bien que s est le nombre minimal de générateurs de I,,, donc
de I. Ceci achéve la démonstration du théoréeme 2.2.

2.8. Générateurs de I et fonctorialité
On a un diagramme commutatif:

- - 3, - -
I'n+1/mAn+lIn+1 — In/mAnIn ’

(8) in N\ sn /'
In/mAIn
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avec ®, et s, surjectives et i, injective. Pour n assez gros ®,, est
bijective. La démonstration du lemme 2.10 montre que Imi,, I'image
de i,, est engendrée par les u;. On déduit du précédent un nouveau
diagramme

_ - 3, - —
Inpi/mp, o Ingr —_— I,/mp I, .

(9) in N\ sn /'

De plus ’application canonique
-2
In+1/mAIn+l — In/mAIn

induit un isomorphisme ® : Im¢,; — Im 4, pour n assez grand. Notons
(n) I

maintenant u; ~ 1’élémént de A noté u, dans 2.6. On voit ainsi que dans

le raisonnement du lemme 2.10, on peut prendre fi(n) = ugn) mod mT'l,

1 .

on a alors fi("+ ) = uz(") mod mx+2. On remarque que, puisque 0,42
. 1 c . .
s’envoit sur op41, q)n(ul(m' )) = ugn), si bien que les congruences ci-

dessus sont vérifiées par récurrence pour tout entier m > n : On peut
donc assurer I'égalité

+1) _ _(m m
Flm ):ug) mod m*t? .

Ceci prouve la conséquence suivante de 2.1 ii):

Proposition 2.11. On suppose que les s générateurs fi,..., fs
de I sont choisis comme on vient de le faire. Ftant donné une petite
surjection p : A’ — A et un élémént a de F(A), correspondant d un
homomorphisme ® : R, — A pour n assez gros; pour tout ® : A — A’
relévement de ®, on a

Op,a = Zwi @d(f:) .

Deuxieme partie

Déformations de représentations

§3. Relations pour les déformations de représentations

3.1. Théorie de Mazur

Fixons un groupe II vérifiant les conditions de finitude de [18]: on
demande que la pro-p-complétion de chaque sous-groupe ouvert ait un
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nombre fini de générateurs topologiques. Comme dans [30], considérons
un schéma en groupes G lisse sur O, linéaire, réductif et déployé. On
note Zg son centre; pour un tel groupe, on note G le groupe algébrique
sur k défini par sa fibre spéciale ainsi que g ’algebre de Lie de G.

On fixe une représentation 7 : II — G(k). Pour chaque O-algebre A
artinienne on considére V4 ’ensemble des représentations p : II — G(A)
qui par composition avec G(A) — G(k) donnent 5. On forme le quotient
F(A) de V4 par I'action par conjugaison de G(A) = ker(G(4) — G(k)).
On obtient ainsi un foncteur F'. On sait, par [30] (prolongeant [18]), que
F' est représentable moyennant des conditions sur le centre: il suffit
qu’au niveau des composantes connexes, le centralisateur de 'image de
7 dans G soit égal au centre de G et que le centre de G soit formellement
lisse sur O: en effet, dans ces conditions les hypothéses Hi de 1.3 sont
vérifiées. Pour toute 1-extension de noyau I, 'application exponentielle
induit une suit exacte

0—-g® I — G(A) > G(A4) -1

si bien, cf. [15], que la question des relevements d’une représentations
I — G(A) a4 G(4) s’étudie a 'aide de la cohomologie de II & valeurs
dans g ®, I. Ce k-espace vectoriel est considéré comme un IT-module
grace a 'action adjointe de G(k) sur g composée avec p. On en déduit
que

tp = H 1 (H, g)

Il est aussi classique, cf. [18] et [30], qu’en prenant
Tr = H*(11,g),
on obtient une théorie linéaire des obstructions.

3.2. Description de ’anneau universel

Le foncteur possede donc toutes les propriétés décrites plus haut.

Théoréme 3.1. Soit F le foncteur des déformations dep et OF le
sous k-espace vectoriel de Tr = H?(1l,g) engendré par les obstructions
des petites extensions. Désignons par r et s les dimensions respectives de
H'(Il,g) et Of sur k: l’anneau universel R de F' peut étre écrit comme
quotient d’un anneau de séries formelles sur O a r indéterminées par
un tdéal de relations dont s est le nombre minimal de générateurs.

En commentaire, la question cf. [18] et [30] sur 'égalité de la di-
mension relative de R sur O (dans un contexte de corps de nombres) se
décompose en deux parties:



272 R. Gillard

Question 3.2. i) L’anneau R est-il une intersection compléte rel-
ative sur 0%

i1) Le k-espace vectoriel H*(I1, g) est-il engendré par les obstructions
définies par toutes les petites extensions?

Il est intéressant de remarquer que la démonstration classique, cf. [18]
et [30], de 'inégalité dim H2(Il, g) > dim(Ia/mal) se fait en prouvant
que I'application canonique définie par &, (n assez gros)

(In/rnA-Z—n)).= - Hz(H7 g)

est injective; cette application se factorise évidemment par Of et la
méthode suivie ici montre en fait (I,/mpl,)* — O est surjective; elle
est aussi injective puisqu’on a vu que s = dimy O majore le nombre
minimal de générateurs de I.

Remarque: La dimension relative est en fait remplacée dans [18]
et [30] par la dimension de la fibre spéciale i.e. celle du quotient R/7R.
On a alors un énoncé analogue au précédent en remplagant Op par son
sous k-espace vectoriel Og’) engendré par les obstructions des petites
extensions annulées par p. Le but des § suivants est de calculer ce sous
k-espace vectoriel, cf. 4.4.

§4. Obstructions et produits de Lie-Massey

Pour II et p comme en 3.1, on cherche a calculer les obstructions
fournies par les petites extensions. On va faire le lien avec le produit de
Lie-Massey dont on résume la définition. La méthode reprend les idées
de Laudal [16] et [17]2. Elle utilise une récurrence basée sur le calcul
préliminaire suivant.

4.1. Calcul de P’obstruction pour une l-extension

On fixe une l-extension p : A — A de noyau I. Soit g: II — G(A)
une représentation. On reléve p en une application notée p : II — G(A4')
on déforme p en p’ défini par p'(g) = [1+6(g)lp(g) o 6 : 1T — gRm 4 et
pas seulement g ® I. Soient a le 2-cocycle associé a p et a’ celui associé
& p’. Le premier calcul exprime a’ & I'aide de a et &.

Lemme 4.1. 1) La composition de p’ et de G(A’) — G(A) est un
homomorphisme si et seulement si ona: d6 —6U6+acg® 1.
2) Si cette condition est vérifiée, alors o' =d6— 86U 6 + a.

%je remercie J. Bertin qui m’a signalé l’existence de [16] et m’a incité &
regarder les produits de Massey
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Démonstration: On commence par le calcul ou les produits sont
calculés & partir de ceux de M, (k):

(L +d(g,h))[L + 8(gh))]p(gh)
= [1 +6(g)]p(g)[L + 8(h)]p(h)
= [1+6(9)lp(9)[1 + 6(h)lp(g) " p(g)p(h)
= [1+6(g)][1 +9 6(R)](1 + a(g, h))p(gh)
= [1+6(g) +9 6(h) +6(9)-26(M)](1 + a(g, h))p(gh)
(1+d'(g,h)[L + 8(gh))]
= [1+68(g) +9 6(h) + 6(9)-26(h)](1 + a(g, h)) .

Comme § est un homomorphisme, a est & valeurs dans g ® I et annulé
par m 4 donc par les valeurs de §; le membre de droite est donc égal a

1+ 6(g) +9 6(h) + 6(g).98(h) + a(g, h) .

En regardant image dans G(A) on voit & quelle condition 1’égalité
précédente modulo I est vérifiée avec @’ = 0 mod I d’ou la partie 1).
Pour la partie 2), grace & ’hypothese, a’ est & valeurs dans g ® I et est
aussi annulé par mys donc par les valeurs de 6: le membre de gauche se
simplifie en 1 + a’(g, k) + 6(gh). Ainsi:

a'(g, h) =7 6(h) — 6(gh) + 8(g) +6(9)-96(h) + alg, h) ,
ce qui prouve la formule.

4.2. Produits de Lie-Massey

On résume les définitions, déja anciennes de Retakh [25,26]. On
notera que celles ci ont été aussi introduites pour des considérations
topologiques par Tanré [29).

On travaille avec une algebre de Lie graduée L = &, L,, munie d’un
crochet [-,] : L x L — L, homogene: [Lp, Ly] C Ly, antisymétrique
(au sens gradué):

(10) [y, z] = (~1)P"*[z,4]
x € Lp,y € Ly, et vérifiant I'identité de Jacobi
(11) (=D, [y, 2l + (=1)%[y, [z, z]] + (-1)"[z, [z,9]] = 0,

sizx € Lp,y € Lg,z € L. Pour un élément de L,, on introduit sa
variante Z = (—1)"*1z; on pose |z| = n, on a donc

(12) T=zsizel.
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On suppose L munie aussi d’une structure différentielle d : L, — L,11
telle que d(z Uy) = de Uy + (—1)*lz L dy et d2 = 0.

Etant donné n éléments €1, . .. , €, de la cohomologie H(L) de L, on
appelle donnée de définition du produit [ey,... ,€,], une famille d’élé-
ments §; de L, indicée par les sous-ensembles propres (ni vides, ni tout)
de {1,...,n}, telle que 61, ... , 6, représentent respectivement €y, ... ,€p
et soumise & la condition (13) suivante. Pour chaque sous-ensemble I, on
consideére les partitions régulieres I = J U K en sous-ensembles propres
disjoints avec inf(J) < inf(K)

(13) d&[ - Z €(J7 K)[ng(SK] )
(LK)

ou (J, K) parcourt ’ensemble partitions réguliéres de I et e(J, K) désigne
un signe habilement choisi (c’est +1, si les €; sont de degré impair). La
cochaine

(14) > e, K)[8s,6k]

(J,K)
ou (J, K) parcourt maintenant I’ensemble partitions régulieres de 1,.. ., n,
est en fait un cocycle [26], prop. 1.6. Le produit de Lie-Massey ([25],
[26]) ou de Whitehead ([29]) [e1, ... , €] est alors défini comme la classe

du cocycle de (14).

On sait construire une telle structure L en partant d’une algebre
graduée (associative): il suffit de définir un nouveau produit en posant
[z,y] = zy — (—=1)!*I¥lyz. Un exemple (4 un détail ennuyeux prés) de
telle L est fourni par le complexe de cochaines d’un groupe & valeurs
dans une sous-algebre de matrices g C Mpy(k), en prenant le produit
(associatif) CP(Il, g) x CU(I1,g) — CPTI(IL,g) : z,y — z = = U y défini

par

(15) 2(g1,--- s Gp+q) = (_1)|$"|y|w(91; o 9p) I Y(Gpas - - Gpag)-

Notons m la multiplication des matrices My (k) ® My (k) — My (k) et
¢ 'involution A® B — B® A dans My (k) ® My(k): Le cup produit U
est induit par fonctorialité par m. Sur la cohomologie H? (11, g® g) un
produit d’une chaine de degré p et d’une chaine de degré q est tranformé
par ¢ par multiplication par le signe (—1)P9.

On notera x Uy le crochet z Uy — (—1)P?y U = obtenu plus haut.
11 provient du produit dans My (k) ® My (k) — My (k) en appliquant
le morphisme déduit par fonctorialité m — m o ¢, c’est a dire le cro-
chet de Lie: Comme g est une sous-algeébre de Lie, on tombe en fait
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bien dans HPT4(1I, g). Pour L (I, g) = C'(II, g), on parlera de Palgébre
différentielle graduée (ADG) pour le produit U et d’algebre de Lie
différentielle graduée (ALDG) pour le produit L. Ainsi la relation de
commutativité (10) n’est vérifiée que sur la cohomologie, ce qui ne
change pas le résultat clef de [26]; c’est le détail évoqué plus haut. On
rajoutera quasi (QALDG, QADG) pour marquer que la relation de com-
mutativité n’a lieu qu’a homotopie pres.
Pour des classes de cohomologie 6 et € de degré 1:

(16) dlUe=06Ue+eUbd, 6LU6=0.

4.3. Obstructions et produits de Lie-Massey

On se place dans la situation pure et on va voir que I’ocbstruction de
4.1 est donnée par un produit de Lie-Massey. Considérons ’anneau

U(m) = k[tla )tm]/[t%a' . ’t;?n]

ainsi que son quotient U(m) par 'image du monéme t; . ..t,. On sup-
pose donnée une représentation & valeurs dans G(U(m)) et on cherche
Pobstruction & la remonter dans G{(U(m)). Comme U(m) — k a une
section on peut prendre p = p dans le lemme 4.1. Une base de I’déal max-
imal de U(m) est donnée par les mondémes z; = x;, ... 2,1 <t < m.
En enlevant ;... %,,, on obtient une base de U(m). Ainsi avec les no-
tations du lemme, la déformation générique de p a U(m) est donnée par
p'(g) = (14 6(g)]p(g); on peut décomposer § € g ® My () en » 61 @ x7,
somme sur les sous-ensembles non vides de {1,... ,m}.

La partie 1) du lemme dit & quelle condition on a une déformation
de paU(m):ds =6U6 mod (x1--- ). On décompose sur la base
de monOmes: en regardant les termes de degré 1, il faut déja que les
61,...,6, soient des 1-cocycles. On note €1,... , €, leurs classes. En
degré supérieur, on obtient dé; = > 87 U 6k, somme sur toutes les
partitions de I en réunion disjointe de sous-ensemble non vides J et K.
Mais J et K jouent un réle symétrique donc en restreignant la somme
aux partitions régulieres (J, K):

d61 =Z((5JU6K—|—6KU6J) :Z(SJU(SK:Z[SJ’(SK] )

en remarquant que les classes de départ €; sont de degré 1; ainsi la
représentation I — G(U(m)) équivaut 4 une donnée de définition pour
le produit de Lie-Massey €1, ... , €m] en prenant L(Il, g) comme ALDG:
celui-ci (formule (14)) est alors donné par l'inverse de la classe de o
(notations du lemme 4.1).

En considérant le cas m = 2 et en faisant varier €; et e, on obtient
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Proposition 4.2. Le groupe des obstructions contient l'image
H2(T1,g) du cup-produit LI : H*(TI,g) x H*(II,g) — H2(IL, g).

4.4. Produits de Laudal en caractéristique p

On reprend la construction de 'anneau universel de 2.5: la théorie
ressemble & celle de la prop. 4.2, a la complication pres que les mondmes
ne sont plus linéairement indépendants sur k et que les carrés ne sont
plus nuls; on va expliciter les obstructions 0,41, ou plutét leur image en
caractéristique p. On rappelle le diagramme issu de 2.5:

Rn+1 'ﬁ‘"’ Rn
(17) 1Pny1 \Pn |Pn
Rn+1 T R,

Soit S, resp.Sy,, resp.S’n, la réduction de R, resp.R,,, resp.f%n modulo 7:

gn+1 L’ gn
(18) l pn+1 \ Dn l pn

Spy1 —— Sa

On choisit une base B, de monémes pour S, et une base B,.; de
N . ~ =
mondmes pour le quotient ker 3, de m™*!/m™*2. On note B, la
7 . 7l 3 , U
réunion de B, et B,y;°. On peut assurer par récurrence que B,

contienne B,, ;.

Lemme 4.3. Tout monome s’exprime mod f; a l'aide de _5; L1
(19) Ty = Z Bupz, mod (m) + I +m™+?
“63;4—1
Soit p, un relevement de p a S, : p, peut s’écrire sous la forme

pn(9) =1+ 6.(9) ®2,]p(9)

somme sur B,. On releve p, & Spi1 en pori(g) = [1+ S 6,.(9) ®
z,]p(g) somme sur E; 41 et on cherche I'obstruction & ce que pn41 soit
un homomorphisme. Comme 5’n+1 — S, est une l-extension, le lemme
4.1 donne la condition sur les 6, 1 € By:

(20) Zd‘su T, = Z(‘Sm Ubu,) ® Tuy 4,

3Bn et B/n+1 correspondent respectivement & des bases des gradués Gr(Sr)
et Gr(Sn+1)
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ou dans le deuxiéme membre 14 et vy parcourent B,,. Leur somme n’est
plus dans B,,, mais le lemme 4.3 permet de décomposer sur B, les deux
membres de 1’égalité de la partie 2) du lemme 4.1; en identifiant alors le
coefficient de z,:

(21) 8 =" Buy v 61y Ub,,

vivaz

On voit alors en appliquant la deuxiéme partie du lemme 4.1 et la
famille d’égalités précédentes que ’obstruction o,+; mod p est égale
a la somme sur By,

(22) Z Z Bu1+u2,u (51/1 U 51/2) &® Ty

M ViVz

Par définition, pour p € B, 41, la variante a la Laudal du produit
de Lie-Massey des classes ¢; des §; (coefficient du générateur z;,i =
1 ,7) est la classe e(u) du coefficient a,, =37, . Buyuu(60, U 632)
de z, dans 'expression ci-dessus. Elle nécessite la donnée des 6,,,v € B,
vérifiant (20) avec les coefficients §,,, comme dans le lemme 4.3.

yeue

Remarque: On fera attention au fait que les 6, ne sont pas des
COCYCLES. On ne peut donc décomposer leurs classes.

En s’appuyant sur §2.7, et en notant B, la réunion de des B,, 1,1 >
1, on obtient

Théoréme 4.4. Le groupe ng) des obstructions des déformations

de p en caractéristique p est le sous-groupe Ha (11, g) de H*(Il, g) en-
gendré par les produits de Laudal e(u) avec p € Boo. Il contient le groupe
HA (1L g).

Question 4.5. Peut-on faire un lien entre la filtration de 11 et
celle de H? ¢

Remarque: R peut étre construit par récurrence a 1’aide de L(II, g).
On trouve les B3,,,&, et donc &, pour v dans B, on en tire alors a,;
ceci permet de compléter le sous-groupe de H2. En en prenant une base
w; et en décomposant 0,41 dessus, on obient S, 1 comme dans 2.5. 1l
serait intéressant d’ associer directement & R un L(R) et de vérifier qu’il
est homotope & L(I1, g).

La construction exhibe en fait un groupe d’obstruction de niveau
<n+1, H2, ,(II,g) et on a la suite d’inclusions:

H2(W,g) C HZ,,(I,g) C OF) = H3,(Il,5) C O C H*(IL, g) .
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85. Opérateurs de Bockstein

On cherche a quitter la caractéristique p.

Commencons par discuter 'obstruction initiale définie par le passage
de Ry = kle1,... ,&] & R = O[Xi,...,X,]/m? cf. 2.4. Une premiére
obstruction se présente: peut-on relever p & G(O/(m?)): si non, 7 est
dans 'idéal I des relations et toutes les déformations restent en car-
actéristique p. Dans la suite de ce §, on suppose qu’un tel relevement
p existe, ce qui est le cas dans les situations provenant de la géométrie
arithmétique (courbes elliptiques, formes modulaires).

L’étape suivante étudie l'obstruction liée au mondéme 7X;, 7 fixé;
pour cela on prend la l-extension avec A’ = O[X;]/(n?, X?) et A =
O[X;]/(m, X?) = k[e;]. Le noyau de ’homomorphisme p : A’ — A
est engendré comme k-espace vectoriel par m et wX;. Le noyau de
I’homomorphisme de groupes G(4') — G(A) est gR[Or+ O X;]. Mais
X; correspond & un morphisme IT — G(k[e;]) : pi(g) = [1+ 6:(9)Xi]p(9)
avec 8; cocycle a valeurs dans k. On le remonte dans O/(n?): ce n’est
plus un cocycle mais son bord définit un 2-cocycle a valeurs dans le noyau
g®07nX;. Avec’aide du lemme 4.1, on constate donc que cette obstruc-
tion dans H2(II, g® O X;)—~H?*(II, g) est 'image de la classe de §; dans
H(II, g) par opération de Bockstein, donnée par le cobord de la suite
exacte de cohomologie définie par g — g2 — g ou go est la sous-algebre
définie par G dans M, (O/(n?)). On déduit alors facilemant:

Proposition 5.1. L’%déal des relations. contient [’uniformisante
7 si et seulement si p n'a pas de relevement a O/(n2). Si de tels
relévement existent, limage de I modulo lidéal (72, X;X;,i et j =
1,...,7) contient la classe de wX; si et seulement si l’image du 1-
cobord 6;, correspondant par dualité & la variable X;, par Uopération
de Bockstein H'(Il,g) — H?(Il,g) est non nulle. Le sous-groupe des
obstructions & relever p a O[Xq,... , X, ]/(7*, X;X;,i et j =1,...,7)
est engendré par ltmage de l’opération de Bockstein.

Remarque: Cette proposition est intéressante pour discuter sur les
exemples la question 3.2 puiqu’elle explicite des éléments du H? qui sont
dans OF. '

Question 5.2. on peut continuer en écrivant des suites de Bock-
stein, mais assez vite on bute sur les problémes de dénominateurs en
caractéristique p (cf. formule de Campbell-Hausdorff): peut-on remon-
ter a O en utilisant des vecteurs de Witt?
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Troisieme partie

§6. Questions arithmétiques

On se place dans la situation des extensions de corps de nombres.
On part de p une représentation du groupe de Galois Gr = Gal(Q/F),
pour F une extension de Q de degré fini. Soit K = F(p) 'extension de
F définie par le noyau de p et G = Gal(K/F). Soit S un ensemble de
places de F' contenant les places de ramification de g ainsi que les places
au dessus de p et oo. Désignons par Kg (resp. Fs) la plus grande p-
extension de K (resp. de F) non ramifiée en dehors des places au dessus
de S et posons II = Gal(Ks/F), P = Gal(Kg/K) et Gg = Gal{Fs/F);
soit G, O, k comme avant. On considére p comme une représentation
de II.

6.1. Sur Gg

On résume des résultats de [13], cf. aussi [21], et on explicite [18]
1.10 lemme 4 en termes de cup-produits dans la cohomologie de Gg. Les
invariants principaux de Gg sont son nombre de générateurs:

d(S)=ro+14+7r(9),
et son nombre de relations:

T(S):Zév_é‘i‘ﬂS)

veS

ou (s désigne la dimension de Bg = Hom(Vy,Z/pZ) et Vs le groupe
quotient par F* du groupe des x € F™* qui sont des puissances locales
p-iémes dans S et qui engendrent un idéal qui est aussi une puissance
p-ieéme.

Si la représentation p est a valeurs dans le groupe linéaire GLy (k)
et si N = 1, R est simplement Z,[[G%’]]. Soit A le défaut de la con-
jecture de Leopoldt (cf. [32]); il intervient dans une décomposition
GY = L +A @ 3= Ly [p"i Ly, avec n; > 0: alors HY(GE, Z/pZ) =

H'Y(Gs,Z/pZ) est de dimension
(23) diS)=ro+1+A+r.

On peut remarquer que H2(G%,Z/pZ) est la somme directe de 2 sous
espaces vectoriels de dimension r (engendré par des éléments de Bock-
stein) et (d(25 )) (engendré par des cup-produits). On a donc

R = Zp[[ Xy, ..., Xao)ll/(1+ X5)™ = V)j=r,1a42,... ()
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Le nombre de générateurs de R sur Z, est d(S). Le nombre de relations
est r = dimg O, & comparer & dim H2(II, Z/pZ) = dim H*(Gs, Z/pZ)
=7(8) =d(S) — (r2 +1) =+ A. On voit que dans ce cas R est une
intersection compléte. Avec les notations du §4, on peut donc reformuler
I’énoncé du lemme 4 de [18]:

Proposition 6.1. Le défaut de la conjecture de Leopoldt est égal a
a Dexces de la dimension de Krull dans le cas N = 1. C’est la différence
des dimensions entre H*(II, Z/pZ) et H3; (11, Z/pZ).

6.2. Annulation des obstructions par réduction a P’action
triviale

Le but de ce § est d’expliquer la méthode généralement suivie pour
I’étude des déformations. On peut noter que chaque obstruction liée a
une petite extension p correspond & un probléme (faible) de plongement
a ramification restreinte ([20], [22]). En effet, partant d’un homomor-
phisme II — G(A) (son noyau correspondant & une extension L de F)
et de la donnée d’une surjection G(p) : G(A') — G(A) définie par p
on cherche & le relever en II — G(A’) avec un diagramme commutatif;
c’est exactement le probleme de plongement de L/F définie par G(p)
avec la condition de restriction de la ramification a S. On sait que la
méthode locale-globale est classique dans le probléme de plongement;
c’est celle qui est suivie en général pour vérifier la nullité du groupe des
obstructions, cf. aussi [3] pour une variante dans le cas <. Borel >>.
On montre en général la nullité du H? global en s’appuyant sur celle
des H? locaux. La méthode s’achéve en général en vérifiant la nullité
d’un groupe de classes qui assure qu’il n’y pas de nouvelles relations
(purement globales). On relira [24] pour la prise en considération des
nouvelles obstructions dans le probleme de plongement.

Détaillons la méthode & 1’aide de quelques lemmes. La premiére
étape est d’utiliser la dualité globale de Poitou-Tate. Pour un mod-
ule galoisien M pour l'action de Gal(Kg/F), annulé par p, on note
II1,(Ks/F, M) le noyau de ’application obtenue en prenant le produit
des applications dans les groupes de cohomologie locaux:

(24) II(Ks/F, M) =ker(H'(Ks/F,M) — [[ H'(Fo/F., M)) .
vES

Lemme 6.2. Le groupes Ily(Kg/F, M) et 1I1;(Kg/F,Hom(M,
ip)) sont en dualité exacte.

Le lemme suivant donne une condition d’annulation assez souvent
vérifiée. Posons K’ = K(up). Distinguons les conditions:
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— C1) K ne contient pas le groupe p, : le groupe A := Gal(K'/K)
n’a que 1 comme point fixe dans p, et est d’ordre premier a
p: H (A, Hom(g, pp)) =0sii > 0, d’ot H'(K’'/F,Hom(g, up)) =
H'(K/F,Hom(g, up)*) = H'(K/F,Hom(g, u3)) = 0.

— C2) F contient déja up, G = GLy, p définit une surjection sur
GLy(F,) et p>5. On a alors un isomorphisme de modules
galoisiens Hom(g, s,) — Hom(g,F,) et on peut reprendre le
raisonnement de [8], lemme 1.2.

— C3) On suppose ici que p provient d’une courbe elliptique définie
sur F' = Q avec une condition d’irréductibilité absolue pour la
restriction & Gal(Kg, k) avec k = Q(1/(—1)P~1p), c’est le sous-
corps quadratique de Q(u,), et on s’appuie sur le lemme 19 de [7];
g° est le sous-module des matrices de trace nulle.

On peut alors énoncer:

Lemme 6.3. St une des conditions Ci précédentes est vérifiée, le
groupe H'(K'/F,Hom(M, u,)) est nul pour M = g pour C1 ou C2 et
M = g¢° pour C3.

Notons Clg(K’) le quotient du groupe des classes du corps K’ par
le sous-groupe engendré par les classes des idéaux premiers au-dessus de
S. On note Clg(K'), son plus grand quotient annulé par p.

Lemme 6.4. Avec M comme dans le lemme précédent, on a un
isomorphisme de Gal(K'/F)-modules: 111, (Ks/K', Hom(M, u,))—~Hom
(M ® Cls(K')p, tip)-

Démonstration: En effet 'action de Gal(Kg/K') sur Hom(M, 1,,) étant
triviale, on peut sortir Hom(M, u,) dans H'(Ks/K’,Hom(M, p1,,)) de
fagon Gal(K'/F)-équivariante pour se ramener au calcul classique de
1, (Kg/K', pp) par la théorie de Kummer.

On a donc obtenu:

Proposition 6.5. En supposant une des conditions Ci, ainsi que
labsence d’obstruction locale en S, la nullité du module Homgay(x'/F)
(M ® Cls(K")p, pp) entraine la nullité du groupe H?(II, M) et donc
I’absence d’obstructions dans le probléme de déformation de p (a déter-
minant fizé dans le cas C3).

Remarque: On a donc un critére extrément brutal pour pouvoir
avancer une réponse positive a la question de Mazur. On aimerait,
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comme pour la conjecture de Leopoldt, pouvoir disposer d’un raffine-
ment en termes de diviseurs dans un module d’Iwasawa associé. On
pourrait aussi réver d’une variante analytique en termes de 0 ou de péle
d’une fonction L p-adique.

6.3. Etude du controle de P’idéal des relations

C’est une question naturelle d’étudier le controle de 1'idéal des rela-
tions relativement aux extensions. Il est & noter que pour les anneaux de
déformations eux-méme, Hida ([10], [11]) a montré existence d’un tel
controle moyennant des hypothéses raisonnables. Ce paragraphe résume
sa théorie et montre que la conjonction d’un controle des relations et de
la nullité d’un invariant p d’Twasawa implique la nullité des relations. On
considére d’abord une extension galoisienne F'/F incluse dans Kg. On
fera ensuite varier F’ parmi les étages de la Z,-extension cyclotomique
F./F. Pour simplifier on suppose F’ et K linéairement disjointes sur
F. On note I’ et A les groupes de Galois de Kg sur F' et de F’ sur
F. On suppose que laction de II et donc de II’ sur le sous-module des
matrices de trace nulle g° de g est sans point fixe. On se restreint au
cas ou le groupe G est simplement GLy. Considérons les hypotheses
ci-dessous o x désigne un relevement de det(p) & valeurs dans O.

— HH1) le déterminant de la déformation est fixé: det{p) = x
— HH2) Paction adjointe de II’ est sans point fixe dans g°
— HH3) p ne divise pasladimension de ’espace de lareprésentation p

— HH4) Le centralisateur de 'image de 7', la restriction de g & II',
est réduit au centre (HH2 est la condition dérivée).

Hida, cf. [10] prop. A 2.3, et [11] cor. 3.2 démontre, sous HH1), HH3) et
HH4), que 'anneau des déformations (& déterminant fixé) R relatif & II
et p s’identifie & anneau des coinvariants de 'anneau de déformations R’
de p’ pour action par fonctorialité de A. Il en déduit que I’espace cotan-
gent t* de R s’identifie aux coinvariants de celui ¢'* de R’. Considérons
la présentation de R’ & Paide de 'algébre de séries formelles complétée
de Dalgebre symétrique sur t'™: si cette présentation est équivariante,
on déduit que l’idéal des relations pour II s’identifie aux coinvariants
dans P’idéal correspondant pour IT": c’est cette condition qu’on appelle
contréle de lidéal des relations dans lextension F'/F; par dualité on
obtient une injection sur les groupes d’obstructions respectifs O — O'.
Supposons maintenant que ce phénomene existe pour tous les étages
F,o/F de la Zy-extension cyclotomique F,,/F, supposée linéairement
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disjointe de K. Notons IT/, le groupe de Galois de K sur F,: on a ainsi
un diagramme:

Op — Or,

(25) |
H(TL,g%) "~ H(II,q") .

On déduit un diagramme analogue en passant a la limite sur n ou on
pose II_ = Gal(Ks/Fx)

O F — limO F,

(26) l l
‘ H*(IL,g°) —— H*(II,q°).

Notons L/F' la sous-extension de K définie par le p-sous-groupe de
Sylow de Gal(K/F). Iwasawa, cf. [12] th. 3, a remarqué que les nul-
lités des invariants p des Zy-extensions cyclotomiques Ko, et Lo, de K
et L sont équivalentes. De cette nullité, on déduit celle des groupes
H*(Ks/Ky,g°) ou H*(Ks /Lo, g°) en interprétant comme Kuzmin, cf.
[14] §5, la nullité de p en termes de liberté de p-groupes pro-finis. On
peut alors déduire la nullité de H2(IT._, g°) de la nullité de l'invariant
p pour la Zp-extension Ko, /K par un argument de restriction et core-
striction, cf. [5] III th. (10.3). On a donc:

Proposition 6.6. FEn supposant K/F' et F, linéairement disjoin-
tes, si les idéaux de relations sont controlés dans les extensions F,/F,
alors la nullité de Vinvariant p d’Iwasawa pour Koo /K, ou Lo /L si
on préfére,implique celle de l’idéal des relations dans l'anneau R des
déformations de p a déterminant fixé.
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