
Advanced Studies in Pure Mathematics 17, 1989 
Algebraic Number Theory - in honor of K. Iwasawa 
pp. 347-358 

Variation de la fonction L p-adique par isogenie 

B. Perrin-Riou 

a Kenkicki Iwasawa 

Soit p un nombre premier impair. Soit W une representation p­
adique de Gal(Q/Q), c'est-a-dire un QP-espace vectoriel de dimension finie 
sur lequel Gal(Q/Q) agit de maniere continue. Soit Q~ la ZP-extension 
cyclotomique de Q de groupe de Galois I' sur Q. Choisissons un reseau L 
de W stable par Gal(Q/Q). Greenberg construit a partir de ces donnees 
un module d'Iwasawa sur l'algebre Zp[[I']] (dont nous rappellerons la 
construction). Si on fait l'hypothese qu'il est de ZP[[I']]-torsion, ce qui est 
une conjecture sous des hypotheses raisonnables, on definit (a une unite 
pres) un element fL de ZP[[I']] que l'on appelle sa serie caracteristique. 
Soit µ(L) l'ordre de la plus grande puissance de p divisant fL, c'est-a-dire 
le µ-invariant de fL- Nous etudions ici la variation de µ(L) et done de JL 
lorsque L varie (W etant fixe). Cela nous permettra ulterieurement de 
comparer cette variation avec celle de periodes p-adiques et pourra etre 
utile pour formuler une conjecture raisonnable liant les series caracteris­
tiques aux fonctions L p-adiques interpolant des valeurs speciales de fonc­
tions L. Dans le cas des representations p-adiques attachees a une variete 
abelienne ayant bonne reduction ordinaire en toute place au dessus de p, 
cette etude a ete faite dans [3] et dans [4]. Nous reprenons ici les methodes 
de [3] utilisant les theoremes classiques de dualite locale de Tate et globale 
de Poitou et Tate. 

1. Position du probleme 

On fixe une cloture algebrique Q de Q. Toutes les extensions alge­
briques de Q considerees seront supposees contenues dans Q. Soit L une 
extension algebrique de Q. Si v est une place de L, on note par L. la 
reunion des completes en v des extensions finies contenues dans L en v. 
Soit Gv(L) le sous-groupe de decomposition en v de Gal(Q/L) et I.(L) le 
sous-groupe d'inertie. On notera enfin L~r le compose de L. avec l'exten-
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sion maximale non ramifiee de Qr pour v Ir. Les groupes de cohomologie 
utilises sont les groupes de cohomologie galoisienne. On note 

Soit K un corps de nombres et W une representation p-adique de 
dimension finie de Gal (Q/ K). Si L est une extension finie de K, on note 
P(L) l'ensemble de places de Lau dessus de p, M(L) la reunion des places 
a l'infini et de !'ensemble de places de L ne divisant pas p ou la representa­
tion W a mauvaise reduction (c'est-a-dire telles que Iv(L) agit non triviale­
ment sur W) et T(L) la reunion de M(L) et de P(L). 

Supposons que, en chaque place v de P(K), la representation W est 
ordinaire, c'est-a-dire qu'il existe une filtration de W par des sous-QP­
espaces vectoriels FiltW tels que Fiit+1 wcFiltW, FiltW=O pour t assez 
grand, Fil~ W = W pour t assez petit, qui soient stables par le sous-groupe 
de decomposition Gw(K) pour un choix dew au dessus de vet tel que le 
sous-groupe d'inertie lw(K) agisse sur Filt W/Fiit+1 W par Xt ou X est le 
caractere cyclotomique. Soit L un reseau de W stable par Gal (Q/ K). On 
pose U = W/ L. La filtration de W en v induit une filtration de U: on note 
Ft U l'image de Filt W dans U. D'autre part, soit W* la representation 
duale de W, c'est-a-dire 

ou TP(µ) est le module de Tate des racines de !'unite d'ordre une puissance 
de pet Vp(µ)= Tp(µ)@zpQP. On choisit pour reseau de W* le reseau dual 
L* de Let on pose U*= W*/L*. On verifie alors facilement que les QP­
sous-espaces vectoriels de W* 

Filt W* = (W/FiI;-t W)* 

definissent une filtration "ordinaire" de W* en v. 
Greenberg definit al ors les groupes de Selmer generalises suivants: 

pour toute extension L de K, on definit S&(L) comme le noyau de !'appli­
cation de localisation 

H 1(Q/L, U)-',- [1 vF(L)H1(Jv(L), U) TI vEP(L)H1(Jv(L), U/FtU). 

C'est un ZP-module discret. On notera S~(L) son dual de Pontryagin: 

Soit K00 une ZP-extension de Ket soit I' le groupe de Galois de K 00 /K. 
Alors, S~(K 00 ) et son dual de Pontryagin SUK00 ) sont munis d'une action 
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naturelle de ZP[[I']]-modules de type fini. On dira qu'un ZP[[I']]-module 
de type fini discret est de cotorsion si son dual de Pontryagin ( qui est 
compact) est de Zp[[I']]-torsion. 

On dit que W est p-critique en t si les ZP[[I']]-modules S\-,(K=) et 
§~t(K=) sont de torsion. Sous des hypotheses raisonnables sur W (disorn~ 
si West la realisation p-adique d'un motif sur K) et si K= est la ZP-ex­
tension cyclotomique de K, Greenberg conjecture que cette notion de p­
critique coincide avec la notion de critique definie par Deligne. On renvoie 
a [2] pour une discussion de ces questions. Sous l'hypothese que West p­
critique en l'entier t ou plutot lorsque le Zp[[I']]-module S\-,(K=) est de 
cotorsion, soitfL une serie caracteristique de S~(K 00), par exemple 

fiT)=pµ(L)det(T-r I S\-,(K=)®zpQP) 

our est un generateur topologique de I'. L'entier µ(L) est le µ-invariant 
de S\-,(K=) (ou de S~(K=)). 

Soient deux reseaux Li et L 2 de W stables par Gal (Q/ K) tels que Li 
soit contenu dans Lz. Le conoyau C est un Gal(Q/K)-module fini. Posons 
pour toute place v de K divisant p 

FtC=(L2 n Filt W)/(L, n Fil! W). 

On verifie facilement que FtC est un sous-Gal(Qp/K.)-module fini 
contenu dans C. 

Soit ordP la valuation p-adique de Q normalisee par ordp(p) = 1. 

Theoreme. Soit K=/K une ZP-extension veri.fiant l'hypothese suivante 
(H) Les places v de M(K) ne sont pas totalement decomposees dans K=· 
A/ors si S\-,(K=) et §~t(K=) sont de ZP [[I']]-torsion, on a 

µ(L 2)- µ(Li)= I:vi= ordp(#(C(K.)))-1::.ucxi[K.: QP] ord/#(F!C)). 

Lorsque K= est la ZP-extension cyclotomique de K, l'hypothese (H) 
est verifiee puisque aucune place de K ne se decompose totalement dans 
K=. 

2. Rappels sur les theoremes de dualite 

Nous allons rappeler dans ce paragraphe les theoremes de dualite 
locale et de dualite globale de Poitou et Tate dont nous ferons usage ici. 

2.1. Theoremes de dualite locale 
Soit r un nombre premier et soit L. une extension finie de Q,. Soit C 

un Gal(£./ L.)-module fini et C* son Gal(£./ L.)-module dual, c'est-a-dire 
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C*=Hom(C, L;). On note C(Lv) le sous-module des elements de C in­
variants par GaI(Lvf Lv). Alors, le cup-produit 

definit une dualite entre groupes finis. Les groupes Hi(Lv, C) sont nuls 
pour i~ 3. Enfin on a 

I:;~=0 (-1)' ord,(lt(Hi(L., C)))= -[L.: Q,] ord,(lt(C)) 

I:;~=0 (-1)' ordi(jt(Hi(Lv, C)))=O 

pour / nombre premier different de r (ici, ord, est la valuation r-adique de 
Q normalisee par ord,(r) = 1. 

2.2. Theoremes de dualite globale 
Soit L un corps de nombres et soit Cun Gal(Q/L)-module fini et C* 

son Gal(Q/L)-module dual: C*=Hom(C, Qx). On note C(L) le sous­
module des elements de C invariants par Gal(Q/L). Soit T !'ensemble des 
places de L forme des places archimediennes, des places divisant l'ordre de 
C et des places ou le Gal(Q/L)-module C est ramifie. Soit Qr la plus grande 
extension de Q non ramifiee au dehors de T. Considerons les homo­
morphismes de localisation 

et 

Alors, ker a 1 et ker a; sont exactement en dualite. De plus, on a une suite 
exacte canonique 

ou " designe le passage au dual de Pontryagin. Enfin, on a 

I:;~=o (-1)' ord,(jt (Hi(Qr/L, C)))= I:;. 100 ord,(lt(C(L.)) 

-[L: Q] ord,(lt(C)). 
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3. Expression du µ-invariant comme one caracteristique d'Euler-Poincare 

Soit toujours QT la plus grande extension de Q non ramifiee au 
dehors de T ou Test !'ensemble fini de places associe a W. On a alors la 
suite exacte 

On introduit d'autre part pour i=0, 1, 2 les homomorphismes 

Nous allons montrer que lorsque les ZP[[I']]-modules SMK=) et 
St;.t(K 00 ) sont de cotorsion, il en est de meme des noyaux et conoyaux des 
ri(K=) et que l'on peut exprimer !'invariantµ de SMK=) comme une carac­
teristique d'Euler-Poincare des invariantsµ de ces noyaux et conoyaux. 

Soit ~\AL) le noyau de ri(L). On a alors les suites exactes 

( 1) 0--+ ~~(L)--+H 1(QT/L, U)--+ 

f1vEM(L)Hi(Lv, U) TivEP(L)H 1(Lv, U/F;U) 

et 

( 2) 0--+ ~\:r(K=)--+S~(K=)--+ fl vEM(Koo)H1(K'::,vl K=,v• Uiv(K=)) 

X n vEP(K=)H1(K'::,v!Koo,v, (U/F~Uyv(K=))--+coker ri(K=) 

(la derniere suite exacte se deduit de la suite exacte inflation-restriction 
appliquee aux termes locaux). 

Introduisons une hypothese provisoire 

(H') Si vest une place de P(K) totalement decomposee dans 

K 00 , (U/F;U)(Kv) est fini et H 1(K~r/Kv, (U/F;U)(K~r))=0. 

De nouveau, cette hypothese est verifiee lorsque K= est la ZP-extension 
cyclotomique de Kou lorsque la representation West la representation p­
adique associee a une variete abelienne A ayant bonne reduction ordinaire 
en toutes les places au dessus de p. Nous verrons un peu plus loin que 
l'hypothese (H') est necessaire pour que les modules d'Iwasawa auxquels 
l'on s'interesse soient de ZP[[I']]-torsion. Aussi n'intervient-elle pas dans 
l'enonce du theoreme. 

On etudie successivement les homomorphismes rlL) pour i=0, 1, 2. 
Commen9ons par l'etude la plus facile c'est-a-dire i =0. Sous les hypotheses 
(H) et (H'), les Zp[[I']]-modules H 0(QT/K 00 , U) et 
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CTvEM(K00 )H 0(Koo,v, U) CTveP(K00 )H 0(Koo,v, U/F;U) 

sont eux-meme de Zp[[I']]-cotorsion et on a done le lemme suivant. 

Lemme 1. Sous !es hypotheses (H) et (H'), !es Zp[[I']]-modules coker 
ro(K00 ) et kerro(K00 ) sont de cotorsion et on a 

Passons main tenant a i = 1. 

Lemme 2. Supposons que !es Zp[[I']]-modules St-{K 00 ) et S},;;.t(Koo) sont 
de cotorsion. 

( i) A/ors, coker r 1(K00 ) est un Zp[[I']]-module de cotorsion dont le 
µ-invariant est nu!. 

(ii) L'hypothese (H') est verifiee. 
(iii) On a 

µ(cokerr 1(Koo))-µ(kerr 1(Koo))= -µ(SUKoo) 

+ µ(I;vEP(K00 ) H 1(K1!:,,v/K00 ,v,(U/Ft U)1o(Kool). 

La demonstration utilise plusieurs lemmes auxiliaires. On introduit 
d'abord quelques notations. Soient Um le sous-groupe des elements de U 
annules par pm et r;(L)<m> l'homomorphisme 

H 1(QT/L, Um)~ nvEM(L)H1(L., Um) CTveP(L)H1(L., Um/FtU .. ,) 

ou F;Um est l'image dans Ude p-mLnF;U (c'est aussi egal au sous­
groupe des elements de F;U annules par pm). Soit I;t-(L)<m> le noyau de 
r1(L)<m>. Notons (CTveP<L>H1(L0 , Um/FtUm))0 le noyau de !'application 

CTveP(L)Hl(Lv, Um/F;Um)~ CTveP(L)H2(L., FtUm) 

et (CTveP<LlH1(L., F!-tU;.)) 0 !'image de 

n VE P(L) H 1(Lv, F~-t U;.)~ n VE P(L) H 1(Lv, U;.) 

Lemme 3. Soit L une extension finie de Q. L'image de 

ri(L)<m): H 1(QT/L, Um)~ CTveM(L)H1(L., Um) 

X(CTveP(L)H1(L., Um/FtUm))o 

est egale a !'orthogonal de !'image de 

~t(L)<m>: I;},;;.t(L)<m>~nvEM(L)H 1(L., U;.) 

X (11 vEP(L)H1(Lv, F!-tU;.)) 0 
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Demonstration. Remarquons que les espaces d'arrivee des fleches 
considerees sont en dualite relativement a la somme d'accouplements 
Iocaux decrits dans le paragraphe 2.1 (pour v e P(L), cela vient de ce que 
Ies modules Um/Ft Um et F!-tU; sont en dualite). Montrons d'abord que 
Ies images de ri(L)<m) et de ~1(L)<ml sont orthogonales. Soit x=ri(L)<ml(X) 
avec XE H 1(Qr/L, Um) et Y=ULrl(Y) avec y E :z=t;/(L)<m). On a alors 

LvET(Li(Xv, Yv)v = LvET(Li(X, Y)v = Lv(X, Y)v =0. 

On montre ensuite que !'orthogonal de !'image de ~i(L)<m> est con­
tenu dans !'image de ri(L)<m>. De la definition de :Z:::t;/(L)<ml, on deduit 
que !'orthogonal de !'image de ~i(L)<m) est egal au noyau de !'application 
duale de 

rt(Lym): H1(Qr/L, U!)-n vEM(L)H1(Lv, U;) 

X IlvEP(L)H 1(Lv, U;/F;-tU;) 

c'est-a-dire au noyau de 

IlvEM(L)H1(Lv, Um) TivEP(L)H1(Lv, FtUm)-+H 1(Qr/L, U;.)1'. 

On le calcule a l'aide des theoremes de dualite globale. II est contenu 
dans !'image de H 1(Qr/L, Um) par ri(L)<mi, qui est ce que l'on cherchait a 
montrer. 

Pour finir la demonstration du lemme 2, introduisons un nouveau 
module. Posons 

I:UKoo) = lim lim L i,(Kn)(m) 
n m 

ou Kn est la sous-extension de K00 / K de degre pn. Les homomorphismes de 
transition sont les suivants. Les homomorphismes indexes par m sont 
induits par Ia multiplication par p de Um+, dans Um• ceux indexes par n 
sont induits par la corestriction (norme) de Kn+i a Kn. 

Lemme 4 (que l'on appliquera a U* et a 2-t). Supposons que I:UK 00 ) 

est de cotorsion. A/ors !;~(K 00 ) est un ZP-module de type fini sans ZP­
torsion. 

Montrons comment on deduit des Iemmes 3 et 4 le lemme 2. II s'agit 
d'abord de montrer que, si :z=t·-::/(K00 ) est de cotorsion, le conoyau de 
ri(K 00 ) a un µ-invariant nul. Le lemme 4 aflirme que le dual de coker 
r/Kn)<m) est egal a !'image de I:t;t(Kn)<m) par ~;(Kn)<ml. On en deduit que 
le dual de coker ri(K 00 ) est isomorphe a !'image de !;t·-:/(Koo). D'ou la 
partie (i) du lemme 2. Montrons (ii). On deduit de Ia suite exacte (2) que 
le Zp[[I']]-module 
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n vEM(Koo) H 1(K'::,,,IK00,v, ul,(Koo)) n vEP(Koo)H1(K'::,v/Koo,v, (U/F;U)1v(Koo)) 

est 'de cotorsion. Soit v une place de P(K) totalement decomposee clans 
Koo; si pour une place w de Koo au dessus de V, le Zp-module 

est infini, il en est de meme de toute place au dessus de v et 

n'est pas de cotorsion. Mais ce ZP--module est infini si et seulement si 

est infini pour w I v, ce qui est equivalent a ce que ( U/ F; U)(Kv) soit infini. 
D'autre part, on remarque que (U/F;U)1w<K00l est isomorphe en tant que 
ZP-module a un produit de QP/ZP. On en deduit que lorsque 

H 1(K'::,w/K00 ,w, (U/F;U)1w(Koo)) 

est fini, il est nul. On en deduit (ii). La partie (iii) se deduit alors de la 
suite exacte (2). 

Remarque. On peut demontrer de la meme maniere que si les 
ZP[[I']]-modules Sir{K 00 ) et Si7--;/(K00 ) sont de cotorsion, les places de M(K) 
telles que U0 v(K) est infini ne se decomposent pas totalement dans Koo 

Demonstration du lemme 4. Soit M un Zp[[I']]-module compact de 
type fini. Posons 

avec I'n=I'Pn=Gal(K 00 /Kn) et M son dual de Pontryagin. Notons encore 
Tp(A) le module de Tate d'un ZP--module A, c'est-a-dire 

On a alors le lemme facile a verifier. 

Lemme 5. On a des isomorphismes canoniques 

HomZp[[I'JiM, Zp[[I']])=ll!!! HomziMn, ZP)=li!!! TP(Mrn). 
n n 

En particulier, si M est de ZP[[I']]-torsion, ces ZP[[I']]-modules sont nuls. 

Pour montrer le lemme 4, nous allons maintenant relier 
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fun Tp(I;MKooYn) avec !:h(Koo). 
n 

En utilisant Ies suites exactes 

et Ies suites de cohomologie qui s'en deduisent, on voit que le noyau 
de l'homomorphisme naturel I:h(Kn)<mJ- :Z:h(Kn)pm est contenu dans 
U(Kn)/pmU(Kn). En particulier, le noyau de 

lim I:MKn)<m)~ Tp(I;h(Kn.)) 
m 

est de type fini sur ZP et de rang borne (puisque contenu dans U(Kn)). 
Comparons maintenant Tp(I;h(Kn)) avec Tp(I;MK 00 Y"). De la suite 

exacte inflation-restriction, on deduit que le noyau de l'application de 
restriction I:h(Kn)-I:h(K"°Y" est contenu dans H 1(I'/I'n,U(K,.)) qui est 
isomorphe a U(Kn)r;rn· Le noyau de 

est done un Zp-module de type fini et de rang borne sans Zp-torsion (ii est 
meme nul des que U(K 00 ) est fini). 

Par passage a la limite projective, on en deduit un homomorphisme 
de Zp[[I']]-modules compacts 

dont le noyau est un ZP-module de type fini. Vhypothese que th(K"°) est 
de Zp[[I']]-torsion implique que 

HomZp[[I']l.f:h(Koo), Zp[[I']]) = 0 

et done le lemme 4. 
Passons a i = 2. 

Lemme 6. Si !es ZP[[I']]-modules Sh(K 00 ) et S~t(K 00 ) sont de cotor­
sion, ii en est de meme de coker rz(K00 ) et de ker rz(K 00 ) et leurs µ-invariants 
sont nuls. On a done 

Demonstration. On va ici comparer r2(L)<m> avec l'homomorphisme 
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On verifie facilement que l'on a une suite exacte 

0-+Ker a 2(L)<mJ-+Ker r2 (L)<ml-+Rm(L) 

-+Coker l¥2(L)(m) -+Coker r2(L)<ml-+0, 

ou Rm(L) est un quotient de flvEP(LJH2(Lv, FtUm) (on utilise ici la nullite 
de H 3(Lv, FtUm) pour v e P(L)). Par les theoremes de dualite locale, le 
dual de H 2(Lv, FtUm) est isomorphe a H 0(Lv, U;JF;-tU;.), le dual du 
groupe fini FtUm etant isomorphe a U;./F;-tU;.. Done le dual de 
l1vEP(Koo)H2(Koo,v, FtU) est isomorphe a_ 

fil!! lim I1 vEP(Kni(U";./F;-tU;.)(Kn,v)=fil!! }l vEP(Kn)Tp{(U*/F;-tU*)(Kn,v)) 
n m n 

( on remarque que 

car F;-t U* n U;. =F;-t U;.). Done, en utilisant l'hypothese (H') relative a 
U* qui est verifiee sous les hypotheses du lemme, on voit que limn limm 
Rm(Kn) est nul. Les ,Zp[[I']]-modules Ker a2(K00 ) et coker a 2(Koo) sont done 
de eotorsion si et seulement si il en est de meme de Ker r2(K00 ) et de 
eoker r 2 (K00 ). D'autre part, Ker a/Kn)<m) et Ker ar(Kn)<m) sont duaux. 
Done Ker a 2 (K00 ) est dual de 

fu!! lim Ker a[ (Kn)<m) 
n m 

qui est un sous-Zp[[I']]-module de !;~;;/(K 00 ). Son µ-invariant est nul. 
Quant a coker a2(Kn)<mi, son dual est isomorphe a H 0(QT/Kn, U;.). On en 
deduit que le dual de coker a 2(K00 ) est isomorphe a fil!!n Tp(U*(Kn)) dont 
le µ-invariant est nul. 

On deduit des lemmes 1, 2 et 6 la proposition suivante. 

Proposition 7. Supposons que Sh(K 00 ) et S~t(K 00 ) sont des Zp[[I']]­
modules de cotorsion. Alors, on a 

µ(Sh(Koo))= I:;;=0 (- l)i µ(coker rlKoo))- I;:=0 (- l)i µ(Ker r;(Koo)) 

- µ([l vEP(K00 )H 0 (K'::,v/Koo,v, (U/FtU)'v(Kool), 

4. Variation du µ-invariant par isogenie 

On demontre maintenant le theoreme enonce dans le paragraphe 1. 
De la suite exacte de Gal (Q/ K) 
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o~L1~L2~c~o, 

ou C est un groupe fini, on deduit la suite exacte de Gal(Qr/K)-modules 

et les suites exactes de Gal(K./ K.)-modules 

et 

ou Ui = W/Li. On a alors les suites exactes longues pour toute extension 
LdeK 

-+ -+ 

11 vEP(L)Hi(Lv, C/FtC) 11 vEP(L)Hi(Lv, U1/FtU1) 11 vEP(L)Hi(Lv, U2/FtU2) 

Les Zp[[I']]-modules Hi(Qr/K=, C) et 

11 vEM(K=) Hi(K=,v• C) 11 vEP(K=) Hi(K=,v• C/FtC) 

sont de cotorsion. On deduit alors (sous l'hypothese (H)) que 

µ(S~ 2(K=))- µ(S~ 1(K=))= µglobal - µlocal 
I 

- µ([1 vEP(K=)H0(Kr::,./K=,v• (U2/FtU2)1o<K=l)) 

+ µ (}l vEP(K=) H 0(Kr::,vf K=,v• (U1/FtU2)1vCK=l)) 

avec 

et 

On utilise alors le lemme. 

Lemme 8. Si M est un Zp[[I']]-module compact de type fini de torsion 
tel qu'il existe un entier µ tel que 
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a/ors, le µ-invariant de M est egal a µ. 

Grace a la suite inflation-restriction, on montre facilement que Jes 
ZP[[I']]-modules 

sont isomorphes a un groupe fini d'ordre borne par rapport an pres de 
meme que Jes ZP[[I']]-modules 

flveP(Koo)Hi(Gv{Koo), C/FtC)Gal(Koo/Kn) et TiveP(Kn)Hi(Gv(Kn), C/FtC). 

Graee aux formules de caracteristiques d'Euler-Poincare locale et globale 
rappelees dans le paragraphe 2, on calcule µglobal et µiocai· On en deduit le 
theoreme en remarquant que 

et en utilisant la suite exacte longue de cohomologie pour G(K~;v!Kn,v) de 
la suite exacte courte 

(ii n'y a que Jes dimensions 1 et 2 qui interviennent), ce qui implique la 
nullite du terme supplementaire. 
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