Convergence faible de la U-statistique
empirique corrigée en condition de
mélange

Michel HAREL Bouameur RAGBI

Résumé

Dans ce papier, nous étudions la convergence faible au sens de la topolo-
gie de Skorohod d’une U-statistique empirique corrigée lorsque les variables
aléatoires sont absolument régulieres. Nos résultats généralisent celles de
Harel et Puri (1994) et de Ruymgaart et van Zuijlen (1992) pour des variables
i.i.d.. Des applications sont données dans la section 5.

Abstract

In this paper, the weak convergence of weighted empirical U-statistic with
respect to the Skorohod topology is obtained when the random variables are
absolutely regular. It is a generalization of the results of Puri and Harel (1994)
for dependent random variables and Ruymgaart and van Zuijlen (1992) for
i.i.d. random variables. Applications are given in section 5.

1 Introduction

Soient X7, Xs,..., des variables aléatoires réelles définies sur un espace probabilisé
(92, A, P), de fonction de répartition commune F, et soit h une fonction de R* dans
R Borel mesurable, symétrique dans ses k arguments (k > 1). On désigne par J,,(k)
I'ensemble de toutes les combinaisons de k éléments distincts dans {1,...,n} alors
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card J, (k) = (Z), ou card A désigne le cardinal de A. On note X; = h(X;

pour I = {iy,...,ix} € Ju(k) et on définit :

17

(1.1) Hn(t):<z>_l Y K.(t-X;), teR,

IeJ,(k)

avec K, une suite de fonctions de répartition qui converge faiblement vers la fonction
de répartition s définie par :

1, siz>0;
(1.2) s(@) = {O, sinon,
de plus, nous supposons que :
(1.3) supsup | Ky (z)] < M < +o0.

z€R neN

Remarquons que cette condition n’est pas contraignante, il suffit de prendre par
exemple : K, (z) = [* _a 'k(ta,')dt, ot {a,} est une suite de nombres positifs qui
converge vers 0 et k est un noyau de Parzen-Rosenblatt (Parzen (1962) et Rosenblatt
(1956)) alors la condition (1.3) est vérifiée :

supsup | K, (x)| < supsup [ |k(t)|dt < 1.
z€R neN z€R neN

On définit maintenant
k
(1.4) H(t) :/ s(t— h(zy, ... z) [[ Fldz;), teR.
Rk j=1

Nous supposons que H est continue.
Nous nous intéressons au comportement asymptotique de la U-statistique em-
pirique U,, définie par :

(1.5) Up(u) = {n%(Hn(H_l(U)) —u), si0<u<l;

0, sinon,

lorsqu’elle est corrigée par une fonction continue positive r(u).
Les variables aléatoires considérées dans la suite sont supposées absolument
régulieres de taux d’absolue régularité :

(1.6) B(m) =0(m %), &>0.

Lorsque K, = s, et dans ce cas

—1
n ~
)

IeJn(k
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Harel et Puri (1994) ont établi la convergence faible de la U-statistique empirique
corrigée pour des variables aléatoires absolument régulieres.
Bien que H,, soit dans un sens tout & fait lisse, il ne prend pas en compte comple-
tement le fait que H soit lisse (c’est a dire l'existence d’une densité). En fait si H
est continue, il semble raisonnable de considérer des estimateurs continus de H qui
soient mieux adaptés a cette situation (exemples 5.2.1-5.2.5). De plus si on veut que
cet estimateur soit aussi performant que PNIn, il semble naturel d’exiger que la suite
{K,} ne soit pas trop loin de s en imposant que K,, converge faiblement vers s.
Rappelons qu’une suite {X;} est absolument réguliere si

supE{  sup  |P(Alo(X;, 1 <i <)) — P(A))}=B(m) |0,
Jj=1 A€o (X5i>j+m)
ou o(X;;1<i<j)eto(X;,i>j+m)sont les o-tribus engendrées par (X, ..., Xj)
et (Xjim, Xjtm+1,-..) respectivement.
Elle est dite fortement mélangeante si

sup{|P(ANB) — P(A)P(B)|; A € o(X;,1 <i <),

21

Beo(X;,i>j+m)} =a(m)|0.

On a toujours a(m) < [(m), donc si une suite {X;} est absolument réguliere, elle
est aussi fortement mélangeante.

Récemment, le comportement asymptotique de la U-statistique empirique cor-
rigée a été étudié par Ruymgaart et Van Zuijlen (1992) pour des variables aléatoires
i.i.d., Harel et Puri (1994) ont étendu leurs résultats aux variables dépendantes.
Rappelons que, le comportement asymptotique de la U-statistique est établi pour
des variables absolument régulieres et stationnaires par Yoshihara (1976) et par
Harel et Puri (1989a,1989b, 1990) pour des variables non stationnaires.

Arcones et Yu (1994) ont établi des conditions suffisantes assurant la conver-
gence faible vers un processus gaussien pour une U-statistique empirique indexée
par une classe de fonctions vérifiant certaines conditions d’entropie lorsque les vari-
ables aléatoires sont absolument régulieres. Leurs conditions sont minimales (corol-
laire 2.1 et lemme 3.1) mais leurs techniques ne sont pas adaptées a notre situation
puisqu’ils n’ont pas étudié le processus corrigé. Pour les mémes raisons, il semble
difficilement envisageable de considérer une fonction correctrice vérifiant les condi-
tions (1.5) ou (1.6) d’Einmahl, Ruymgaart et Wellner (1994) dans notre théoreme
2.1.
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2 Convergence faible de la U-statistique empirique
corrigée.

Fonction correctrice Une fonction r :[0,1] — R™ est appelée fonction correc-
trice si elle satisfait les conditions suivantes :

1. (i) r est continue.
2. (1) r(0) =0 et r(1) =0.

Pour toute fonction bornée f : [0,1] — R, et § > 0, on définit w(f,0) =
sup{|f(u) — f(v)|, |u —v| < é}. On note par DI[0, 1] I'espace des fonctions sur [0, 1]
continues a droite et admettant une limite a gauche.

Soit «r fixé tel que :
(2.1) 0<ca<{E+0/C o= 0<s<?
' 2 2 (5—0)"" 2

Nous considérons la U-statistique modifiée U,, définie par :

(22) ﬁn(”) — { Un(u> S% n_l—oc S U S 1 — n—l—a
0 sinon.

pour toute fonction correctrice, nous introduisons la U-statistique modifiée corrigée
U, - % définie par :

(2.3) b L) = {U;;(u)/r(u) Siu0etutl

T 0 sinon

Théoréeme 2.1. On suppose que la suite {X;} est absolument réguliére dont
les taux d’absolue régularité vérifient (1.6). Pour toute fonction correctrice r(u)
satisfaisant

(2.4) r(u) > A(u(l —u))z7, 0<5<;

ot A est une constante positive. Il existe un processus gaussien U, d trajectoires
p.s. continues tel que U, - définie en (2.3) (4 valeurs p.s. dans D = DI[0,1])

converge faiblement vers U, sur D|0, 1] au sens de la topologie de Skorohod.

La démonstration de ce théoreme s’obtient a partir des trois propositions sui-
vantes.

Proposition 2.1. On suppose que la suite {X;} satisfait les conditions du
théoreme 2.1. Alors il existe un processus gaussien U a trajectoires p.s. continues
tel que, U, converge en loi vers U sur D[0,1] au sens de la topologie de Skorohod.
De plus nous avons Ve > 0, 40 > 0, INy, tel que : ¥Yn > Ny

(2.5) P,[f € D[0,1],w(f,d) > ¢]| <e,
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ou P, est la loi de probabilité de U,.

Proposition 2.2. Si {X;} satisfait les conditions du théoréme 2.1. Alors, pour
toute fonction correctrice r(u) satisfaisant (2.4), nous avons ¥Ye > 0, 30 > 0, INy,
tel que : Vn > Ny

(2.6) Plsuwp |Un(u) @I > e <e,

ou Cyp={ue|0,1],u<fouu>1-—0}.
Proposition 2.3. Soit Y,,n € N*, un processus a valeurs dans DI[0,1], on
suppose que Y, converge en loi (au sens de la topologie de Skorohod) vers un processus

gaussien Y a trajectoires p.s. continues et on suppose que Ve > 0, 30 > 0, 3Ny, tel
e :Vn > N

(2.7) Qnlf € DI0,1],w(f,0) > ¢] <e,

ou @ est la loi de Y,. Soit r une fonction correctrice tel que Y, - %,n e N* a
tragectoires p.s. dans D[0,1]. De plus nous supposons que ¥Ye > 0, 30 > 0, AN, tel
e:Vn> Ny

2.8) Plsup Yi(w)- T(l—u)| >d<e,

Alors Y, - % converge faiblement en topologie de Skorohod vers le processus gaussien
Y. % a trajectoires p.s. continues .

3 Démonstration de la proposition 2.1

On définit :
k
(3.1) ,un(t):EKn(t—h(Xl,...,Xk)):/kK (t—h(z1, ..., 2) [ Fdz;), teR
R e
(3.2)

Gn(@1, gy u) = Ky (H () — h(zy, ..o 2p)); we[0,1], zeRi=1,.. k

pour tout ¢, 1 < ¢ < k, on définit :

k
(33) gn,f(l‘la “es g U) = /Rk—f gn(xla ooy Ly Thg1s oens Thes U) H F(dxj>
j=0+1
On pose gn.o(u) = pin(H™" (u))
et
(3.4)
l
Ve _n [é]/ Z gn,f(xiu“"xiz;u)Hd[[[Xi-Sl‘i-] _F(xj)]al <<k,
{i1,..,ie}€JTE(E) j=1 Y
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o 7l = [n(n—1)(n—2)..(n — £+ 1)]71. J*(¢) est 'ensemble de tous les sous-
ensembles {iq, ..., 7} de £ éléments distincts dans {1,2,...,n} tel que i; < iy < ... <
1.

Vu € [0,1] on a :

Nl

(3.5) Un(u) = Va(u) + 02 (s (H () = u),

ou pour tout u € [0, 1], V;,(u) est le processus empirique défini par :

N

(3.6) Va(u) = n2 (Ho(H ™ (1)) — i (H (1)),

or ’hypothese de convergence de K, vers s implique qu’il existe Ny € N tel que
Vn,21Ah
1 1
n2 (p(H™ (1)) — u) = O(n”2).
On se ramene donc a I’étude de la convergence faible du processus empirique V,.
Notons d’abord que nous pouvons écrire :

(3.7 Vilu) = (3 (’;) Vielw)h: we 0.1

Lemme 3.1. Si la suite {X;} est absolument réguliére avec les taux de mélange
(1.6), alors pour tout 0 < e < 1 et pour tout s,t tel que : s <t , nous avons :

N

(3:8)  E(n2Vi(t) = n2Voa(s)* < CI(H(E) — H(s))* > 4+ (H(t) — H(s))' ]

ot C est une constante positive et Vi 1(t) = V1 (H(1)).
Démonstration du lemme 3.1
Soit s,t € R tel que : s <t

~

(Vs () — V() = 8 32 Vou(s. )

=1

=
V)
~

n

avec :

Yoi(s,8) = gn1 (X, H(t)) = gna(Xi, H(s)) = (pn(t) = pn(s))), i=1,....m

pour tout n > let 1 <i<n:0<|Y(st)] <2, donc d’apres Doukhan et Portal
(1983), avec ¢ = 2, il existe une constante C; > 0 tel que :

(3.9)  EnEVui(t) — n2 V()" < Col|[Yar (5, 6)[127% + 0 Y |Yoa (s, 0)][ 277,

€

avec

1Yor(5,)]|c = E(Z(t) = Za(5)) T
Zn(t) = g1 (Xa; H(t)) — pn(H(1)).
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E(gn1(X13 H(t)) = gn1(H(5)))* + (1 (H(8)) — pn(H(s)))*
( I)E(gn1 (X15 H(t)) = gna(H(s)))
1

< (un(H () = pn(H(3))(1 = (pn(H (1)) = pn(H(5))))
< pn(H(E)) = pn(H(s))
< 277 sup sup |K,(y)||H(t) = H(s)| = M(e)(H(t) — H(s))

y€E|[s,t] nEN*

ou M(e) = M > 0 est une constante, donc

< Ci[MPTE(H(t) — H(s))* ™ +n ' MUS(H(t) — H(s)' ]
< Cl(H(t) = H(s)* * +n ' (H(t) - H(s))"],

ou C' est une constante positive.

Lemme 3.2. Sous les conditions du théoréme 2.1, le processus n%Vn,l converge
en loi vers un processus gaussien U dans DI0, 1] au sens da la topologie de Skorohod.
De plus nous avons :

Ve >0, 30 >0, ANy € N, Vn > N, :

(3.10) Qnlf € D[0,1};w(f,0) > €] <e.

Q. est la loi de probabilité de n%Vn,l.
Démonstration du lemme 3.2.
D’apres théoreme 15.1 de Billingsley (1968), on doit montrer que :

1. (i) les lois de dimension finie de @,, convergent vers une loi normale.
2. (ii) @y est tendue.

La condition (i) est équivalente a : ¥Vp € N*, Vu, € [0,1] et YA, € R(1 < ¢ < p) :
n2 b1 AeVi1(ug) converge en loi vers une loi normale.
Sans perte de généralité, on suppose que p = 2 et que u; < uy. Nous avons :

1 p
E(n5 Z )\gvn,l(’lu)) =0
(=1

et

nézp:)‘fvn,l(ué) = n_%)\l(zn: Gn1 (X5 un) —/gn,l(:c;ul)dF(x))

(=1 =1

—i—n_%)\z(z gn1 (Xiu2) — /gn,l(x3“2)dF(x)>
i=1

Z[)\lgn,l (Xi;u1) + Aagn1 (Xi; uz)
1

1=

= n

[N
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— [ g (@5102) + Dagos (w5 u2))dF (1)

oupourtout n >1,1<i<n

Yni = )\lgn,l(Xi; Ul) + )\an,l(XZ‘; U2) - /()\lgn,l(xa ul) + )\an,l(x; UQ))dF(.T)

Or |Y,| < M(M| + |X2]) < 400, de plus, la suite de variables aléatoires
(Yoi,m > 1,1 < i <mn) est non stationnaire fortement mélangeante avec les taux de
mélangeance (1.6), d’aprés Withers (1975 ) nz -0_, AV, 1 (ug) converge vers une loi
normale N(0,0?),

ou
+oo
0’2 = E(A%) —+ QZE(AlAJ) < —|—OO,
=
et
A; =A1g(Xj5u1) + Aog(Xjiu2) — [(Mg(@;ur) + Aog(Guz))Fdr), j>1
9(Xjiw)  =Jaemr S(H () — Az, ..y zimr, Xj0)) T2 dF ().

Montrons maintenant (ii), Vu,v € [0, 1], d’apres le lemme 3.1, nous avons :
(3.11)

E(n2V,1(v) = n2Vp(u)* < Cllv —u)> * +n " (v —u)'"%], Ve €l0,1,C > 0.

Vn > 1, soit {u;;7 = 0,...,n} une suite définie par :
g =0 <up <us < ... <Up_1 <unzletui+1—ui:n_1,
pour tout v € [0, 1], il existe £ € {0,1,...,n — 1} tel que : v €Jug, up1][.

n

(Vi (v) = Vi (ug)) = n 23] / (Kn(H™ (0) = h(21, ooy 241, X3))

k—1
i—1 7R

[SIE

n

Ko (H M) = h(z1, ooy 201, X3))) ﬁldF(xj)

—(pn (H™H(0)) — pan(H  (ur)))]
; Z[/ (K (H (ugg) = Wy, oy wp1, X))

IA
S

|

|

IN
S
S
=
3
Su
L
S
o~
+
=
|
=
3
Su
L
S
N

IN
S
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de méme, on montre que :

[SIE
-

n2 (Vo1 (ug) = Vo1 (v) < 02 [V (uegr) — Vi (ue)| + Mn~2,

donc

(3.12) 02 Vi1 (0) = Var (we)| < 02 |Vaa (wr) — Vipr (ug)| + 2Mn~ =

(3.10) s’obtient alors a partir de (3.11) et (3.12) et @,, est tendue.
Lemme 3.3 .
Sous les conditions du théoréme 2.1, pour tout u € [0, 1], nous avons :

(3.13) EWVu(u))=0n"?), 2<(<k.

Preuve. Voir Harel et Puri (1994, lemme 3.2).
Lemme 3.4. Sous les conditions du théoréme 2.1, pour tout € > 0, nous avons :

(3.14) P[ sup n%Vn,g(u) >e]l=0(n"2), 2<(<k
u€(0,1]

Démonstration :
On définit pour tout n > 1, une suite (u;),i =0, ...,n par :

w=0<u; <..<u,=1etuy —u =n"t
Soit ¢ = 2 fixé. Yu € [0, 1], il existe £ € {0,...,n — 1} tel que v €|uy, up1].
On peut écrire

ou

1

(3.15) 02V, 2(0)] < [n2Vo2(0) = 03 Vo (uer)] + 02 Vo ()],

d’autre part, nous avons par définition

—1
1 1fn
0 Waalurn) = Voal0) = 03(5) 3 [analXi Xysuen) = goalXis X0
1<i<j<n
—n 1 (Xi; o) + g1 (Xis v) = gna (XG5 tetr)
0 (X550) s () — (' (0)

-1

1fn
”2< > (gn2(Xi, Xjiue1) — gnp(Xi, X )

1<i<j<n

IN

—gn1 (Xi; upt1) +gn1(Xz,W) Gn1 (X5 ues1)
(X3 we) + pin(H ™ (wes1)) = pn(H " (ug))]

—i—n_%{z 91 (X5 wer1) — Gt (X3 ue) — '“”(H_I(W’Ll))
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(B ) 13 g (X ) — g (X5 0r)

— i (H ™ (1)) + 0 (H ™ (ug)) }
+2n% (pn(H ™ (1)) — p(H ™ (ur)))
< nF (Vaa(uen) — Vao(u))
—|—2n%(Vn,1(W+1) — Vaa(ue)) + 2n%M(W+1 — ),

d’une maniere similaire on obtient :

n

12 (Voo (0) = Vaa(uesn)) < 2075 S (g (Xi; o) — Gt (X 0)]
=1
< 273 > [9n1 (Xis weg1) — g1 (X5 up)

(™ uen) 4 g (™ ()]
02 (Voo (ueer) — Vao(ug))|
+2n%M(Ug+1 — Ug)

d’apres les deux inégalités précédentes on peut écrire :
1 1
n2|Vao(ueri) — Vap(v)] < n2|Via(uer) — Vi (ue)

(3.16) +202 |V (1) — Vi ()|
+2Mn%(w+1 — Ug).

On déduit de (3.15) et (3.16) que :

(3.17)
sup |n%Vn,2('U)| < 3 sup |n%Vn,2(W)|+2 sup |n%(Vn,l(uul)—Vn,l(uz))|+2n_%M.
v€[0,1] 0<t<n 0<t<n—1

D’apres le lemme 3.3 et le lemme 3.2 on peut écrire pour tout € > 0 :
(3.18) P[ sup |n%Vn,2(u)| >e] = O(n_%).
u€l0,1]

Considérons maintenant le cas ¢ = 3. Pour tout v € [0, 1], il existe £ € {0,...,n— 1}
tel que v €|uy, ug41] et on peut écrire

(3.19) 02 Vi3 (0)] < |02 Vig (ein)] + 02 Vi (wern) — Vius (0)].

Nous avons par définition

—1
1 1 1[(n
nQVn,B(Ug-H) - nQVn,g(’U) = N2 ( ) Z [gn’g(Xi,Xj,Xg;Ug+1)

3 1<i<j<l<n
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—Gn,3(Xi, X, Xo50) — Gn2(Xi, Xjjj 1)
(Xi, Xj30) = gn2(Xi, Xos uesn)
( — gn2(Xj, Xos tepn)

+n, 2(XJ , Xo;0) + gn, l(XZa Uz+1) gn,l(Xz‘S U)
1(XG5 uer1) = g1 (XG5 0) + g1 (Xes wer)
(Xe30) = pn(H ™ (wg41)) 4 pn(H ' (v))]

(Vn,3 (W+1) - Vn,3(u£>> + 3n%(Vn,2(W+1) - Vn,2(W))
302 (Vi1 (uer1) — Vit (we)) + 6Mn (ugq — ),

IN
F

et d'une fagon similaire, nous avons

n%Vn,B(’U) - n%Vn,B (tet1)

2(ues1) — Vaa(ue)) + 4Mn%(w+1 — )

2(Uer1) — Vio(tg)) + AMn (ugsy — )

+n? [Vas(uer1) — Vas(ue)| + 3n2 (Vi1 (tes1) — Vi (ue)],

IAIA
w W
L

les deux inégalités précédentes et (3.19) impliquent

sup |n%Vn,3('U)| < 3n7 sup |Vn,3(w)|+6n% sup |Vi.o2(u)|

(3.20) wef01] 0<t<n 0<t<n
13n3 sup | Vi (uesr) — Vo (ue)| + 6n~3 M.
0<t<n—1

D’apres les lemmes 3.1, 3.2 et (3.17), et pour tout € > 0

P[sup |n?V,3(u)| > ¢] = O(n" %)
u€(0,1]

(3.14) est démontrée pour ¢ = 3, pour ¢ > 4, la démonstration est analogue.

4 Démonstration de la proposition 2.2

Proposition 2.2 est une conséquence des deux lemmes suivants.
Soit V.1 le processus modifié défini par
~ s —l—a e Ee”
(1) L B I
0 sinon

Lemme 4.1
Sous les conditions du théoréeme 2.1, ¥Vn > 0, 30 > 0, 3Ny, tel que Vn > Ny

- 1
(4.2) P[sup [n2 Vi1 (u)——[ = n] <.

u€Cy T(u)
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Preuve. Pour tout n > 1, on définit une suite {uﬁ”) = u;,1=0,...,%,} de points
équidistants tels que :

1 n n 1
(4.3) (=) <l —ul™ < (=

1+o
n n)
O<a<a,a>2, (”)—O u(” 1<9<u(”).
Pour tout n > 1, pour tout i, j, 1 < i < j < 14,, nous avons (d’apres 'inégalité
]
| ZeeE xe|4 (23)cardE ZeEE T )

%Vn,l(’u]‘) _n% n,l(ui> 4 n
P T ey ) S A

s (Vo (5) = Vi ()
7(uy)

(V) s =

(44) < Ol — w2+ n gy — () >
()27 0 () () T — () T2
<20 (uy — )2 (uy) T 4 ()2 ()"

—(u5)7 )"}

(d’apres le lemme 3.1 et la condition (4.3))
on pose u; = u et u; = v.
Le membre a gauche de (4.4) est inférieur ou égal a

C{(’U o u)2—277,0—2+46 + u2—277[,0—2+6 u—%+6]4}
= C{[(v— u)(li(s)lﬂ]%%7 + [u( L)1+7]2—2n}

1 -1
V2 uz™®  p27

ou (14+7)(2—-2n) =4.
D’apres le théoreme de la moyenne, il existe 1 (u < v < v) tel que

(v —u) 1 _/v dt
%%—5)(1-#7) S G0+

et il existe v, tel que

1-(3-0)y, 1 P et 001
Y2 ( 1 s l_5> - /v __(5 (att__(;)dt

——5/ t(2_6 (1+'Y
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alors le membre a droite de (4.4) est inférieur ou égal a

1 1 1 1 oo
C{[(U U) 7(%_5)(1_’_7)] + [uu(%_(g),y (u%_(g - ’U%_(S )] }
1
v dt 2-2n 1-(3-o)y, 1 L ooy
SC{(/u m) + [ (u%_ - )7

oodt Ly, w91 2o
<l )+ me Gt

v dt 9o 1 v dt 9o
< )2 ",
- C{(/u t(%—é)(lﬂ)) (1 ) /u t(%—é(lﬂ))) }

1
2

§)(1+7) <1sin<26

L _
v([u,v]) = [} % est une mesure diffuse sur ]0, 1|
ne

(4.5) Bt ) S < 0 )
siu; =0,
Bt ) < (1) 2105) 2 < o (0.5

d’apres 'inégalité de Markov, Vn > 0
P2 Vo (uy) = Vo ()] = ) < O~ 02 ([ug, ), 0<i < j <,

et d’apres le lemme 1 de Balacheff et Dupont (1980), on a

1 1
(4.6) P[ sup |n2V,1(u;) | >n] < 077_41/2_2’7(029).
s r(w)

Soit v € [0, 1] tel que v > wuy et soit ¢ tel que u; < v < w1, alors

1 1 1 !
|77/ ,1(U)T(U)| < |77/ ,1(U>T(ui)|
1 1 . 1
S | Vaa(w) e ST n2 Ve (i) = Vaa(w)l 2o
(4.7) s L
+n2 ((tip1 — /U/Z)T(/U/z>)
. 1 17 (Ui41) !
< 2n:2 Vn i ’ Vn '
< 2n?| 1(u>|r(uz) tn 7(u;) [V (i) (wit1)

1
3
+n . (uz)
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D’apres (4.3)

48 > 0(n=°
(4.9 o),
de (4.6) et (4.8), on déduit
(1.9) M3 Via(o) | <3 sup [n3Voa ()| + O(n )
. sup |n2V,1(v)—| <3 sup |n2V,1(u;))—— n=),
oy ! r(v) o ! 7(u;)
UZugn) u; <6
ce qui implique
1 1
(4.10) P | sup |[n2Vpi1(v)—|>n| < On~ 27 21(Cyy)
v<6 7“(’0)
UZugn)
d’autre part on a
(4.11) P |lf/()1|o 1
. sup [n2V,1(v)—]| =0| =
vt ()

de (4.10) et (4.11) on déduit (4.2) pour u < 6 et par symétrie, on établit (4.2) pour
u>1-06.
Maintenant on considere les processus modifiés V,,, de V,,, (1 < ¢ < k), définis par

(412) f/nﬁ(u) — { Vn,[(u) si n~l-@ <u<l-— n-l-o
’ 0 sinon.

Lemme 4.2. Sous les conditions du théoreme 2.1, ¥n > 0, 30 > 0, 3Ny, tel que
Vn > NQ

1 1
(4.13) Plsup [n2V,o(u)——| >n] <n, (=2,.. k.
u€Cy T(u)

Preuve. On considére de nouveau la suite {uﬁ”) = u;,i = 0,...,1,} définie en
(4.3) et soit ¢ = 2 fixé.
D’apres le lemme 3.1 et « satisfaisant (2.1), on déduit

4.14 P 7V,
(4.14) [égn n ,z(ue)r(w)

comme précédemment, on obtient
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sup|n%Vn,2('U)| < 3n? sup |Vi2 ()|
v<f 1<(<in,

1
+2n2 su Vi (u —Vii(u
(4.15) 13@31}3—1| (o) ()|

oM te(5—0)

d’apres (4.3) et (4.15), on déduit

1~ 1 1 ~ 1
sup [n2V,2(v)—=| < 6nz sup |V,2(u
v§16’3| 2( )7“(’0)| - 1§é£n| 2l 07“(“@)'
1 ~ 1 (1
+8n2 sup |V,i(u + 2Mp o0t (379)
(4.16) lggnl A e)r(w)|

(4.13) pour v < 6 et £ = 2 s’obtient alors a partir de (4.14), (4.15) et (4.16). Par
symétrie, (4.13) est aussi vrai pour v > 1 — 60 et £ = 2, le cas £ > 3 est identique.

Démonstration de la proposition 2.3. D’apres les théoremes 15.1 et 15.5 de
Billingsley (1968), on doit montrer la convergence des projections finies de @, vers
une loi normale et Vn > 0, 30 > 0 et Ny tel que Vn > N

(4.17) Qulf € D0 1,w(f. 1,0) 2] < .

Or il suffit de montrer (4.17), puisque la premieére condition est une conséquence
immédiate des hypotheses.

1 1 1
w(f-;,é) - |u§g%6|f(U)@—f(v)@|
1 1
< e sup 10y~ f0!
1 1 1
+u§3§)_5 s |(f(u) — f('v))@ + f('v)(@ - @H
< 2smp |f(w) ()] + 2L+ 202 s ()

ol m = minygc, ,, r(u).
D’ou la démonstration.
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5 Exemples d’applications.

Exemple 5.1 : Processus ARMA
On considére le processus {X,,,n € Z} ou

(5-1) Xnt1 = a1 Xy + as Xpeny1 + asepnir + a48i+1 + as

ou les coefficients ay, ..., a5 sont des nombres réels et {e,,n € Z} est un bruit blanc
avec une densité strictement positive. Alors si a? + a2F(e?) < 1 et E(el) < oo, le
processus { X,,,n € Z} est géométriquement ergodique, absolument régulier avec des
taux de g-mélange géométriques et on peut appliquer le théoreme 2.1 a la statistique
U,, définie en (2.2).

Exemple 5.2 :

On suppose que k > 2 et on cherche a déterminer une borne supérieure de la
variance de U (t) pour tout t € R ou U} (t) est définie par :

(5.2) Un(t) = Un(H(1))

et U, est la U-statistique définie en (1.5).
Pour cela on introduit la fonction

er(r) = Ell—ocy(h(Xi, ..., Xi)| X1 = 2]
= P(h(z,Xs,....X3) <t), ze€R, teR

Remarquons que 0 < ps < ¢ < 1 sur R pour tout s,t € R avec s <t

E(p(X;)) = H(t).
Soit

par définition
Un(t) = nd (Ha(t) - H(1), (R
et d’apres (3.6) et (3.7), on peut écrire :

Ui(t) = Va(H()) +n2 (pa(t) — H(t))

ou
1oL (4 1
Ru(t) = n2{3>_{ | |VaelH(0)} +n2 (u(t) — H(2)).
D’apres les lemmes 3.3 et 3.4 on a : R,, converge vers 0 en probabilité. D’ou

Var(U:(t)) = Var(kn2V, (H(1))) < K2EQ*(X;) = K2D(t)

On détermine maintenant les expressions de ¢, D(t) et H(t) dans chacun des cas
particuliers suivants :
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1. 5.2.1 Si h(z1,22) = 21 + 22, (71,72) € R? on a

() = F(t — 2)
D(t) = /_+°° F2(t— 2)dF(z), teR
H(t) = /_+°° F(t—2)dF(z), teR
2. 5.2.2 Si h(zy, 1) = |1 — x2|, (71,72) € R? on a
o) =F(z+1t)— F(x—1t)
D(t) = /_+OO{F(3: +1)— Pz —)}2dF(z), teR
H) = [ {Fle+1) - Flo—}dF(), teR

3. 5.2.3 Si h(xy,22) = X129, 1,22 €]0,+00[, on a

D(#) :/0+°° Ptz YdF(z), >0
H = | " Pt YdF(z), >0

4. 5.2.4 Si h(z1,79) = 21V 22, (71,72) €R? on a

5. 5.2.5 Si h(zy,29) = 11 Axo, (71,72) €ER? on a

@1() = D-oo) (%) + Dt 4o0) () ()
D(t) = F(t) + F*(t) — F?(t)

H(t) = 2F(t) — F*(t)

97
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