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1. Introduction. Soient f=(f,, -, fo) (n=1) un systéme transcendant dans
le plan |z|<oo et X={F} un ensemble de combinaisons linéaires, homogénes a
coefficients constants des fonctions entiéres f, -+, f» et linéairement indépen-
dantes n+1 a n+1. Alors, combien de combinaisons exceptionnelles au sens de
Nevanlinna y-a-t-il dans X ? On a prouvé que s'il y a n+1 combinaisons excep-
tionnelles au sens de Picard dans X, il y a au plus n+A4-+1 combinaisons excep-
tionnelles au sens de Nevanlinna dans X, ot 4 est le nombre maximum de rela-
tions linéaires homogénes indépendantes a coefficients constants entre les fonc-
tions fo, -+, fn ([8]). Dans ce mémoire, on améliore ce résultat en considérant
un résultat de Dufresnoy et un de Gol'dberg et Tushkanov ([3]). Et puis, on
considére sur le cas o il y a au plus n combinaisons exceptionnelles au sens de
Picard dans X.

On utilise les symboles usuels de la théorie de Nevanlinna des fonctions
méromorphes ([4]).

2. Préliminaires. Soient f=(f,, -+, f,) un systéme transcendant dans le
plan |z| <oo, c’est-a-dire, les fonctions f,, -+, /» sont entiéres sans zéros communs
a toutes et

lim ——Tfr’ L) —co,
e lOg7

ot T(r, f) est la fonction caractéristique de f définie par Cartan ([17]):

2r .
T(r, )= max log|f,(re")|d6— max log|f,(0)|

On dit qu’'une combinaison linéaire homogéne a coefficients constants :
F=a.fyt+a,fi+ - +tanfr (z0)
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est

1) lacunaire si F n’admet pas de zéro dans |z| <o ;

2) exceptionnelle au sens de Picard si F n’admet qu’'un nombre fini de zéros
dans |z]|<oo au plus;

3) exceptionnelle au sens de Nevanlinna si

O0(F)=1—lim sup A%’;,O—if% >0;

4) exceptionnelle au sens de a-Nevanlinna si

8.(F)=1—lim sup %Qf)ﬂ >0,
ol « est admissible pour f et T(7, f)=f:T (¢, f)/t*+*dt etc. (voir [7]).
On note que 1)=2)=3)=4).

LEMME 1. Soient X et A comme dans ['introduction, alors quand A=0, on a
2 0u(F)=n+1
F=X
(voir [17, [7]).

LEMME 2. Soient ¢y, -+, ¢, v fonctions méromorphes dans |z| <co vérifiant
une relation hinéaiwre a coefficients constants

> =0
=1

et satisfaisant, en outre, aux conditions suivantes-
1) Aucun des rapports ¢;/b, (1+j) n’est constant;
2) N(,0, ¢)=0(T(r)) et N(r, p;)=0(T(r)) (r—oco; i=1, -, v) T(r) étant le
plus petit des nombres T(r, ¢;/¢,) (1#1]).
Dans des hypotheses,
¢;=0 (1=1, -+, v)

(Nevanlinna [4], p. 117).
LEMME 3. Soiwent gy, -+, 8, v fonctions méromorphes dans |z| <oo telles que

1) pour 1#) quelconque
0<lim sup % <oo;
2) pour tout 1

N1, 0, g)=0(Tu(r, ) et Na(r, g)=0(Tu(r, f)) (r—o0).

Si, pour des constantes ¢, (i=1, -+, v),

> ¢8:=0,
1=1

on a
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cy=Cy= -+ =¢,=0

(Lemme 5 [7]).

3. Quelques d’autres lemmes. Soient f, X et 4 comme dans l'introduction,
A le nombre maximum de relations linéaires, homogénes a coefficients apparte-
nant a C, et linéairement indépendantes sur C, entre les fonctions f,, -+, f, et
Fy, -, F,, n+1 combinaisons dans X. On peut prendre n+1—2 combinaisons
(soient k, -+, ky_z) dans {F,};= qui forment une base de X sur C et n+1—2,
“ combinaisons (soient K, -+, K,_;,) dans {k;}7=# qui forment une base de X sur
C, ou C (resp. C,) est I'ensemble des nombres complexes (resp. des fonctions
rationnelles). Dans cette situation,

LEMME 4. Soient k=(k,, -+, k,_3) et

T(r, K)=—— :"0 max_log| K,(r¢)|d6

=js=n—ip
alors on a
T(r, )~T(r, K).

(Ici, A(r)~B(r) veut dire que lim A(r)/B(r)=1.)
Démonstration. La relotion {ko, -+, kp_2} D{Ky, =+, Kn-2,} entraine que

T(r, K)<T(r, k)+0(1).

D’autre part, K, -, Kz, étant une base de X sur C,, ky, =+, k,_; sont
représentées par K, -+, K,_;, a coefficients appartenant a C,:
n—2ap

k= 20 ale] (1=0, -, n—2).
j=

par conséquent, on a
n—2p n=2
max loglk,|=< max log|K;|+ X X logt|a,,l,
2 osy=n—1ip =0 1=0

osti=n—
de sorte que l'on a
T(r, ©)ZT(r, K)+O(log7)
pour tout >0 parce que a,, sont rationnels. f étant transcendant et

T(r, /)~T(r, k),
on a le résultat.
LEMME 5. Soit F une combinaison dans X telle que 0,F)>0. Si d.(k,)=1

(i=0, ---, n—2), quand on représente F par kg, ---, ky_2, au moins un coefficient est
égal a zéro.

Démonstration. Si tous les coefficients sont différents de zéro, k, -+, kp-2, F
sont linéairement indépendantes n+1—2 a4 n+1—2 et de plus T(r, f)~T(r, k).
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Par conséquent, on a du lemme 1,

S 0u(k)+0uF)Zn+1-1.

Cela veut dire que 0,(F)=0, qui est contraire a 'hypothése. C'est-a-dire, au
moins un coefficient est égal a zéro.

LEMME 6. Quand ky, -+, k,_; sont exceptionnelles au sens de Picard, pour
chaque 1 (=0, 1, ---,n—2), il existe une et une seule combinaison K,y (0=j(i)
=n—2,) telle que le rapport k,/K;y, est rationnel. (Dans ce cas, on dit que &,
appartient a la classe {Jj(i)}.)

Démonstration. Pour chaque 1, k, est représentée par K, -+, K,_5, a co-
efficients rationnels:
n—2p

k= 2 a,K,.
=0
Maintenant, tous les rapports K,/K, (v#p) sont transcendants et
N(r, 0, K,)=0(log r) (r—o0, =0, -+, n—2,),
N(?’, 0, kz)=0(log 7’) (1’—>OO, 1=0, n_l) ;

par conséquent, d’aprés le lemme 2, il y a une et une seule combinaison Kjg,
telle que k;/K,, appartient a C,.

LEMME 7. Soit F une combinaison dans X telle que 0,(F)>0. Si kg, -+, kp_2
sont exceptionnelles au sens de Picard, quand on représente F par kg, -, k,_;, il
existe au moins une classe (soit {J,}) dans les classes {0}, -+, {n—2,} telle que

tous les coefficients des éléments appartenant & la classe {j,} sont égals a zéro
(voir [8]).

Démonstration. Soit
F=akytak;+ - +ay_2kn_z. (1

S’il existe au moins un coefficient a, #0 tel que k,; appartient a la classe
{7} (j=0, -+, n—2,) & (1), soient L(j) le nombre de tels coefficients et

L=LO)+ L)+ - +L(n—2y)  (=n+1-2).
Alors, d’aprés les lemmes 1, 4 et 6, on a
0 F)+ 3 0a(k,)=L,
a0

de sorte que 0,(F)=0 parce que d.(k,)=1. Mais, c’est contraire 4 I'’hypothése
0(F)>0. Cela veut dire que la conclusion de ce lemme est vraie.
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4. Théoréme de Dufresnoy. Dans ce paragraphe, on améliore le théoréme
16 dans [2] en considérant la combinaison excptionnelle au sens de a-Nevanlinna.

THEOREME 1. Sowent f=(f,, -+, fa) un systeme transcendant dans le plan
|z| <oo, X={F} un ensemble de combinaisons linéaires, homogénes a coefficients
constants des fonctions fo, -, fn et linéarrement indépendantes n+1 a n+1 et 2
le nombre maximum de relations hnéaires, homogenes indépendantes a coefficients
constants entre les fonctions fo, -+, fn. S’il y a n+1—21 combinaisons lacunaires
(sotent Fy, -+, F,_3) dans X qui forment une base de X sur C et s'il y a en outre
p combinaisons lacunaires et y combinaisons exceptionnelles au sens de a-Nevan-
hinna sans étre lacunaire dans X, on a

(b= (=D =@A—).

Démonstration. Soient Gy, -+, G, p combinaisons lacunaires dans X différ-
entes de F,, .-+, F,_; et Hy, .-+, H, v combinaisons exceptionnelles au sens de a-
Nevanlinna sans &tre lacunaires dans X. Représentons G,, -+, G, et Hy, -+, H,
par rapport aux F, ---, F,-; a coefficients constants:

n—121

Gj:lé_vdo aljFl (]:1: Tty Au) (2)
n—2

Hy=3buF, (k=1 ). ®)

Alors, d’aprés le lemme 2, pour chaque j, il y a un et un seul coefficient différent
de zéro a (2) et d’aprés le lemme 5, pour chaque %, il existe au moins un co-
efficient qui est égal a zéro a (3). Par conséquent, il y a au total au mains

(n—)p+v

coefficients qui sont nuls a (2) et (3).

Maintenant, le nombre maximum de relations linéaires, homogénes indépen-
dantes a coefficients constants entre les fonctions fo, -, fn €St 4 et celui entre
n+1 combinaisons quelconque dans X est aussi . En conséquence, il faut que

(n=Apty
R iy )

En effet, si le contraire est vrai, il v a une dans {F;}’=} (soit F,) et A+1
combinaisons dans {G;}4,\J{H,}i= (soient [, -+, [;4,) telles que les coefficients
de F, pour [, -+, I;,, sont nuls. Cela veut dire qu’il y a au moins A-+1 relations
linéaires, homogénes indépendantes a coefficients constants entre Fy, -+, Fo_z Iy,
-«+, I;4;. Contradiction.

De (4), on a

(p—=D(n—H=(A—v).

COROLLAIRE 1. Sil y a n+1+p (p=0) combinaisons lacunaires dans X et
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v d’autre combinaisons exceptionnelles au sens de a-Nevanlinna, on a

< (A=v)

P="(n=2)

En effet, de n-+1 combinaisons quelconque dans X, on peut prendre n+1—2
combinaisons qui forment une base de X sur C; par conséquent, dans ce cas il
y a n+1—2 combinaisons lacunaires qui forment une base de X sur C et on
obtient ce résultat du théoréme 1 tout de suite.

5. Théoréme de Gol’dberg-Tushkanov. 11 y a quelques ans, Gol'dberg et
Tushkanov ([3]) a prouvé:

“Le nombre de combinaisons exceptionnelles au sens de Picard dans X est au
plus égal a n+14+2/(n—2,)."

Dans ce paragraphe, on améliore ce résultat comme dans le théoréme 1.

THEOREME 2. Sowent f, X et A comme dans le théoréme 1 et 2, le nombre
maximum de relations linéaires, homogenes a coefficients dans C, et linéairement
indépendantes sur C, entre les fonctions fo, -+, fn. S’il y a n+1—2 combinaisons
exceptionnelles au sens de Picard dans X (soient kg, -+, k,_;) qui forment une
base de X sur C et s’il y a en outre p combinaisons exceptionnelles au sens de
Picard et v combinaisons exceptionnelles au sens de a-Nevanlinna sans étre excep-
tionnelle au sens de Picard, on a

(= D(n—2) =) .

Démonstration. Soient Gy, -+, G, p combinaisons exceptionnelles au sens de
Picard dans X différentes de A, -+, k- €t Hy, ---, H, v combinaisons dans X
différentes de ko, -+, kyz, Gy, -+, G, telles que 0,(Hp)>0 (m=1, --,v). Repré-
sentons G,, ---, G, et Hy, -+, H, par rapport aux k&, ---, k,-; a coefficients con-
stants :

n—2

Gj= 1;() aljk] (.7:]-: Tty #) (5)
n—2

Hm= E ﬁimkl (mzly Tty V) . (6)
1=0

Classifiont %, -+, k,-; comme dans le lemme 6. Alors, il y a n+1—4,

classes: {0}, -+, {n—4,}.

Or, d’aprés le lemme 2, pour chaque j, tous les coefficients sauf des coeffici-
ents de quelques %, appartenant & une seule classe sont égals a zéro a (5), et a
(6) grice au lemme 7, pour chaque m, il existe au moins une classe (soit {j(m)})
telle que tous les coefficients des éléments appartenant a la classe {j(m)} sont
égals a zéro. Par conséquent, a (5) et (6), au total il y a au moins

(n—2p)u+y



300 NOBUSHIGE TODA

classes telles que tous les coefficients des éléments appartenant a ces classes
sont nuls. Maintenant, les «,, et B;, sont des constantes, de sorte que comme
dans la démonstration du théoréme 1, il faut que

(n—2p)pt+y
“afi-z, =t
C'est-a-dire, on a

(p—D(n—2)=<(A—v).

COROLLAIRE 2. S’il y a n+1+p¢ (u=0) combinaisons exceptionnelles au sens
de Picard dans X et v d’autre combinaisons exceptionnelles au sens de a-Nevan-

linna dans X, on a

(A—v)
HET=2)

N.B. Soient f, X et A comme dans le théoréme 1 et 4, le nombre maximum
de relations lindaires homogénes a coefficients méromorphes contenus dans C,(f)
et lindairement indépendantes sur C,(f) entre les fonctions fo, -+, fs, OU

CAf)={a(z); méromorphe dans |z| <oo et T.(7, a)
=0o(Tur, ) (r—o0)}.

Alors, en préparant quelques lemmes comme les lemmes 4, 6 et 7, qui sont dé-
montrés en utilisant le lemme 3 (voir la démonstration du théoréme 1 dans [8]),
on peut prouver le fait suivant:

“S’til y a n+1—2 combinaisons dans X (soient F,, ---, F,_;) telles que 6,(F,)

=1 (i=0, ---, n—2) qui forment une base de X sur C et s'il y a en outre p com-
binaisons G,, ---, G, telles que 0,(G,)=1 (j=1, ---, p) et v combinaisons exception-
nelles au sens de a-Nevanlinna différentes de F,, -+, F,_;, Gy, ---, G, dans X, on a

(p=D(n—2)=(2—).”

Comme corollaire, on obtient

“S'il y a n+1+p (p=0) combinaisons F, (i=1, -+, n+1+p) dans X telles que
0.F,)=1 et v combinaisons exceptionnelles au sens de a-Nevanlinna différentes
de Fy, -, Fpiy4p dans X, on a

C’est une amélioration du théoréme 1 dans [8].

6. Conjecture de Cartan. Soient f, X et 1 comme dans 'introduction, alors
il y a longtemps Cartan [1] a conjecturé que

F%}}B(F)én—l—l-}-l. 7
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Il a démontré l'inégalité (7) quand 1=0 et A=n—1. Mais, jusqu’a maintenant,
on ne sait pas si I'inégalité (7) est vraie en general. Dans ce paragraphe, on
démontre l'inégalité (7) dans quelques cas speciaux (voir aussi [6]).

THEOREME 3. Soient f, X et X comme dans le théoreme 1. S’il y a n—2
combinaisons (soient Fy, -+, F,_;) linéawement indépendantes sur C telles que
o(F)=1 (i=1, ---, n—2) dans X, alors pour g combinaisons quelconque G, ---, G,
dans X et v>0

(q—n-—l—l)T(?’, f)< l:él Nn—l(ry Oy G‘L)+S(r) f)

o S(r, f)=o0(T(r, [)) (r—oo sauf dans un ensemble de r de mesure linéaire finie)
et on utilise N,_;(r,0, G,) au lieu de N,_)(r, G,) utilisé dans [1].

Démonstration. Soit F, une combinaison dans X telle que le wronskian de
FOIFI’ "'7Fn—1:
”Fl)r Fly Sty Fn—/z”?:'o-

Alors, tous les éléments dans X sont représentés par F,, F,, -+, F,_; a coefficients
constants. Dans ce cas, il y a au plus 4 combinaisons dont le coefficient de F,
est nul sauf F,, -, F,_;. Soient H,, ---, H, (0=k=<21) telles combinaisons dans
{G:;}2_.. Si G appartient a X'={G,}0,—{H;}s,—{Fn}%A, alors

”G’ Fh Tty Fn—Z”;F—tO-

En modifiant la démonstration du théoréme fondamental de Cartan ([1], p.
12-p. 15) comme dans le cas du théoréme 2 ([5], p. 299), on a

(@=n—k=DT(, )< T Nuoslr, 0, +2 £ NG, 0, F)+80, 1)

Comme N(r,0, F,)=0o(T(r, f)) (r—oo, i=1, -, n—2) par Uhypothése et S(r, f)=
o(T(r, )) (r—co sauf dans un ensemble de 7 de mesure linéaire finie), en mettant

n—21 ~
S(r, f)=2 Z)IN(r, 0, F)+5(r, f)
et en ajoutant
n—k
];1 Nn—1<ry 0y HJ) (20)
au coté droit, on a le résultat.

COROLLAIRE 3. S’il ¥y a n—1 combinaisons lacunawres {F;}7=! dans X (ou
telles que 6(F,)=1, i=1, -+, n—1, quand 2=2) on a le méme résultat.

Démonstration. Comme il y a au plus A relations lindaires, homogénes indé-
pendantes a coefficients constants entre les Fy, -+, F,_1, il v a2 au moins n—1—1
combinaisons linéairement indépendantes sur C dans {F;}".

1) Quand il y a au moins n—A combinaisons linéairement indépendantes
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sur C dans {F,}=, il n'y a rien & prouver d’aprés le théoréme 3.

2) Quand il y a n—A—1 combinaisons linéairement indépendantes sur C
dans {F;}2, on peut supposer que Fy, ---, F,_;_, sont telles combinaisons. Alors,
les 2 combinaisons F,_j, -+, F,_, sont représentées par F,, ---, F,_;_; a coefficients
constants. Soient K, et K, deux combinaisons quelconque dans X différentes de
F, (i=1, ---, n—1), alors

"Kn Koy Fyy o, Fpo3-4]%0.

En effet, si le contraire est vrai, il y a au moins A-+1 relations linéaires homo-
génes indépendantes a coefficients constants entre K, K,, F,, ---, F,_;, qui est
absurde.

Soit {Gi}‘Z;{‘:{Gi}gzl—{Fn;z, -+, F,_,} (0£k=<2). Prendrons n+1 combinaisons
H,, ---, H,., quelconque de {G,}%f, ol on peut supposer que H,, -+, H,.,_; for-
ment une base de X sur C telles que

{(F N H ) i (H, )2
En tilisant que
(G1 Gq_k)x-l
a“Hl, e, Hn+1-2“1‘1 H "H,, H], F,, -, Fn—l—l”
n+2—2s1<jEn+1
. (51 éq_ky—l
T K, K, Fy, -, Fn_l_lnlczﬂq

(1z2)

ol a est constante dépendante de H,, -+, H,,,, on a le résultat quant 1=2 comme
dans la démonstration du théoréme 3 en appliquant la méthode utilisée par
Cartan ([1]).

Quand 2=1, d’aprés un théoréme de Borel ou le lemme 2, il y a deux com-
binaisons dans {F,, -+, F,_;} qui sont proportionnelles. Dans ce cas, on obtient
ce théoréme tout de suite de théoréme 6 dans [6].

N.B. Quand il y a n combinaisons {F,}%; dans X telles que 6(F,)=1 (i=1,
-+, n), on a le méme résultat tout de suite du théoréme 3.

COROLLAIRE 4. Sous I’hypothese du théoréme 3 ou du corollaire 3, on a I'iné-
galité (7).
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