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1. Introduction. Soient /=(/ 0 , •••, fn) (w^l) un systeme transcendant dans
le plan | z | < o o et X={F} un ensemble de combinaisons lineaires, homogenes a
coefficients constants des functions entieres fo,~-,fn et lineairement indepen-
dantes rc+1 a n+1. Alors, combien de combinaisons exceptionnelles au sens de
Nevanlinna y-a-t-il dans X? On a prouve que s'il y a n + 1 combinaisons excep-
tionnelles au sens de Picard dans X, il y a au plus n+Λ+1 combinaisons excep-
tionnelles au sens de Nevanlinna dans X, ou λ est le nombre maximum de rela-
tions lineaires homogenes independantes a coefficients constants entre les fonc-
tions /o, •••,/» ([8]). Dans ce memoire, on ameliore ce resultat en considerant
un resultat de Dufresnoy et un de GoΓdberg et Tushkanov ([3]). Et puis, on
considere sur le cas oύ il y a au plus n combinaisons exceptionnelles au sens de
Picard dans X.

On utilise les symboles usuels de la theorie de Nevanlinna des fonctions
meromorphes ([4]).

2. Preliminaires. Soient / = ( / 0 , •••, /») un systeme transcendant dans le
plan \z\ <oof c'est-a-dire, les fonctions/0, •••, fn sont entieres sans zeros communs
a toutes et

ou T(r, f) est la fonction caracteristique de / definie par Cartan ([1]):

Άr, f)=-£r f '"max log\fj(reiβ) | dθ- max log|/,(0) I

On dit qu'une combinaison lineaire homogene a coefficients constants:

F=aJ0+a1fι+ - +ajn (ξέO)
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est
1) lacunaire si F n'admet pas de zero dans \z\ <oo
2) exceptionnelle au sens de Picard si F n'admet qu'un nombre ίini de zeros

dans \z\ <oo au plus;
3) exceptionnelle au sens de Nevanlinna si

δ(F) = l—lim sup —iΓ' V) ^ ;

4) exceptionnelle au sens de α-Nevanlinna si

oa(F)=l—lim sup — r [r f\ >® >

oύ a est admissible pour / et Ta(j, f)=Cτ(t, f)/t1+adt etc. (voir [7]).
J 1

On note que l)c=>2)[=>3)[=>4).
LEMME 1. Soient X et λ comme dans Vintroduction, alors quand λ=0, on a

Έχ

(voir [1], [7]).
LEMME 2. Soient φu ••• , φv v functions meromorphes dans | z | < o o venfiant

une relation lineaire a coefficients constants

1 = 1

et satisfaisant, en outre, aux conditions suwantes
1) Aucun des rapports φχlφ3 iiΦf) nfest constant;
2) N(r,Q,φi)=o(T(r)) et Λ7(r, φi)=o(T(r)) (r->oo i = l , ..., y) T(r) etant le

plus petit des nombres T(r, φjφj) (iΦj).
Dans des hypotheses,

ct=0 ( i = l , ,v)
(Nevanlinna [4], p. 117).

L E M M E 3. Soient glf •••, gv v fonctions meromorphes dans \z\ < o o telles que
1) pour iφj quelconque

0<lim sup Tar)fι/Jij) <oo
r-oo 1 a\r, J )

2) pour tout i

NJr,0,gt)=o(Ta(r,f)) et Na(r, gt)=o(TJr, /)) ( r-oo) .

Si, pour des constantes cx ( i = l , •••, v),

Σ ctgi=0,
1 = 1

on a
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(Lemme 5 [7]).

3. Quelques d'autres lemmes. Soient /, X et λ comme dans Introduction,
λp le nombre maximum de relations lineaires, homogenes a coefficients apparte-
nant a Cp et lineairement independantes sur Cp entre les functions /0, •••,/» et
Fo, •••, Fn, n+1 combinaisons dans X. On peut prendre n+l—λ combinaisons
(soient kOt •••, kn_λ) dans {Ft}?=0 qui forment une base de X sur C et n+1—Λp

combinaisons (soient Ko, •••, ϋ ^ . ^ ) dans {&/}J=o* qui forment une base de X sur
Cp oύ C (resp. C )̂ est Γensemble des nombres complexes (resp. des fonctions
rationnelles). Dans cette situation,

LEMME 4. Soient k=(k0, •••, kn_λ) et

T(r, K)=-^[2π max log|KXreίθ)\dθ,

α/ί?rs on a

T(r, k)~T(r, K).

(Ici, A(r)~B(r) veut dire que lim;4(r)/β(r)=l.)

Demonstration. La relotion {̂ 0, •••, kn-λ}ZD{K0, •••, Kn_λp} entraine que

D'autre part, Ko, •- , Kn-2p etant une base de Z sur Cp, k0,-••, kn_λ sont
representees par K0) •••, i^n_^ a coefficients appartenant a C p :

^ΣarjKj (ι=0,-9n-λ).
3=0

par consequent, on a

max loglftjg max log | Ks \ + V Σ log+ |α t J I,

de sorte que Γon a
T(r,*)^T(r,Λ:)+O(logr)

pour tout r>0 parce que aXJ sont rationnels. / etant transcendant et

T(χ,f)~nr,k),
on a le resultat.

LEMME 5. Soit F une combinaison dans X telle que δa(F)>0. Si δa{kι)—l
(ΐ=0, •••, n—λ), quand on represente F par k0, •••, kn-λ, au moins un coefficient est
egal a zero.

Demonstration. Si tous les coefficients sont diff erents de zero, k0, •••, kn.λi F
sont lineairement independantes n + 1 — λ a n + 1 — λ et de plus T(r, f)~T(r, k).
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Par consequent, on a du lemme 1,

Σ?δM+δaiF^n + l-λ.
1 = 0

Cela veut dire que δa(F)=O, qui est contraire a Γhypothese. C'est-a-dire, au
moins un coefficient est egal a zero.

LEMME 6. Quand k0, •••, kn-χ sont exceptionnelles au sens de Picard, pour
chaque i (=0, 1, •••, n—λ), il existe une et une seule combinaison KJW (0^;(z)
t^n—λp) telle que le rapport kJKjW est rationnel. (Dans ce cas, on dit que k%

appartient a la classe {j(i)}.)

Demonstration. Pour chaque i, kx est represented par Ko, •••, Kn_λp a co-
efficients rationnels:

p

t= Σ
J=0

Maintenant, tous les rapports Kυ/Kμ (vφμ) sont transcendants et

N{rf 0, /r,)=O(log r) (r->oo, ;=0, - , n-λp),

N(r, 0, k%)=O(log r) (r-oo, i=0, n-λ)

par consequent, d'apres le lemme 2, il y a une et une seule combinaison Kjω

telle que kJKj^ appartient a Cp.

L E M M E 7. Soit F une combinaison dans X telle que δa(F)>0. Si kQ, •••, kn.λ

sont exceptionnelles au sens de Picard, quand on represente F par k0, •••, kn.λ, il
existe au moins une classe (soit {j0}) dans les classes {0}, •••, {n—λp} telle que
tous les coefficients des elements appartenant a la classe {j0} sont egals a zero
(voir [8]).

Demonstration. Soit

F=αofco+flAH Van-λkn-λ. (1)

S'il existe au moins un coefficient aVjφ0 tel que kvj appartient a la classe
{]} (7=0, •••, n—λp) a (1), soient L(j) le nombre de tels coefficients et

L=L(0)+L(l)+ - +L(n-λp)

Alors, d'apres les lemmes 1, 4 et 6, on a

de sorte que δa(F)=Q parce que δa(kj)=l. Mais, c'est contraire a Γhypothese
0. Cela veut dire que la conclusion de ce lemme est vraie.
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4. Theoreme de Dufresnoy. Dans ce paragraphe, on ameliore le theoreme
16 dans [2] en considerant la combinaison excptionnelle au sens de α-Nevanlinna.

TH£OREME 1. Soient / = ( / 0 , •••, fn) un systeme transcendant dans le plan
| z |<oo, X={F} un ensemble de combinaisons lineaires, homogenes a coefficients
constants des fonctions fQ, •••,/» et lineairement independantes n+1 a n+1 et λ
le nombre maximum de relations lineaires, homogenes independantes a coefficients
constants entre les fonctions f0, ~ ,fn. S'il y a n+l—λ combinaisons lacunaires
(soient Fo, •••, Fn.χ) dans X qui forment une base de X sur C et s'il y a en outre
μ combinaisons lacunaires et v combinaisons exceptionnelles au sens de a-Nevan-
linna sans etre lacunaire dans X, on a

Demonstration. Soient G1} •••, Gμ μ combinaisons lacunaires dans X differ-
entes de FOf •••, Fn.λ et Hlf •••, Hv v combinaisons exceptionnelles au sens de α-
Nevanlinna sans etre lacunaires dans X. Representons Glf •••, Gμ et Hlf •••, Hυ

par rapport aux Fo, •••, Fn-χ a coefficients c o n s t a n t s :

Gs^Σa%jF% ϋ=l,~',μ) (2)
1 = 0

tf*=Σ\*/\ (k=l, -,v). (3)
1 = 0

Alors, d'apres le lemme 2, pour chaque j , il y a un et un seul coefficient different
de zero a (2) et d'apres le lemme 5, pour chaque k, il existe au moins un co-
efficient qui est egal a zero a (3). Par consequent, il y a au total au mains

(n—λ)μ+v

coefficients qui sont nuls a (2) et (3).
Maintenant, le nombre maximum de relations lineaires, homogenes indepen-

dantes a coefficients constants entre les fonctions /0, •• , / n est λ et celui entre
n+ί combinaisons quelconque dans X est aussi λ. En consequence, il faut que

En effet, si le contraire est vrai, il y a une dans { F J ? ^ (soit Fo) et / ί+1
combinaisons dans {Gj}f^{Hk}Ui (soient Ilt •••, Iλ+1) telles que les coefficients
de FQ pour Ilf •••, /^+1 sont nuls. Cela veut dire qu'il y a au moins Λ + l relations
lineaires, homogenes independantes a coefficients constants entre Flt •••, Fn_λ, IXi

•••, Iχ+1. Contradiction.
De (4), on a

COROLLAIRE 1. S'il y a n + l + μ (μ^O) combinaisons lacunaires dans X et



QUELQUES COMBINAISONS LINEAIRES EXCEPTIONNELLES 299

v d'autre combinaisons exceptionnelles au sens de a-Neυanlinna, on a

^= (n-λ) •

En effet, de n + 1 combinaisons quelconque dans A", on peut prendre n-\-l—λ
combinaisons qui forment une base de X sur C; par consequent, dans ce cas il
y a n + 1 — λ combinaisons lacunaires qui forment une base de X sur C et on
obtient ce resultat du theoreme 1 tout de suite.

5. Theoreme de Gol'dberg-Tushkanov. II y a quelques ans, GoΓdberg et
Tushkanov ([3]) a prouve:

"Le nombre de combinaisons exceptionnelles au sens de Picard dans X est au
plus egal a n+l+λ/(n—λp)."

Dans ce paragraphe, on ameliore ce resultat comme dans le theoreme 1.

THEOREME 2. Soient f, X et λ comme dans le theoreme 1 et λp le nombre
maximum de relations lineaires, homogenes a coefficients dans Cp et lineauement
independantes sur Cp entre les functions f0, •••, fn. SHI y a n + 1 — λ combinaisons
exceptionnelles au sens de Picard dans X {soient k0, •••, kn.χ) qui forment une
base de X sur C et s'il y a en outre μ combinaisons exceptionnelles au sens de
Picard et v combinaisons exceptionnelles au sens de a-Nevanhnna sans etre excep-
tionnelle au sens de Picard, on a

Demonstration. Soient Glt •••, Gμ μ combinaisons exceptionnelles au sens de
Picard dans X differentes de k0, •••, kn-λ et Hlf •••, Hv v combinaisons dans X
differentes de k0, •••, kn_h Glf ••• , Gμ telles que δa(Hm)>0 (m=l, •••, v). Repre-
sentons Glf

stants :
, Gμ et Hlt •••, Hv par rapport aux k0, •••, kn-λ a coefficients con-

(m=l, (6)

Classifiont k0, •••, kn.λ comme dans le lemme 6. Alors, il y a n + 1—λp

classes: {0}, — , {n—λp).
Or, d'apres le lemme 2, pour chaque j , tous les coefficients sauf des coeffici-

ents de quelques kt appartenant a une seule classe sont egals a zero a (5), et a
(6) grace au lemme 7, pour chaque m, il existe au moins une classe (soit {j(m)})
telle que tous les coefficients des elements appartenant a la classe {j(m)} sont
egals a zero. Par consequent, a (5) et (6), au total il y a au moins
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classes telles que tous les coefficients des elements appartenant a ces classes
sont nuls. Maintenant, les a%3 et βim sont des constantes, de sorte que comme
dans la demonstration du theoreme 1, il faut que

(n—λp)μ+v ,
n+l-λp - '

C'est-a-dire, on a
(μ-χχn-λp)£(λ-v).

COROLLAIRE 2. S'il y a n + l + μ (μ*=0) combinaisons exceptionnelles au sens
de Picard dans X et v d'autre combinaisons exceptionnelles au sens de a-Nevan-
linna dans X, on a

N. B. Soient /, X et λ comme dans le theoreme 1 et λa le nombre maximum
de relations lineaires homogenes a coefficients meromorphes contenus dans Ca(f)
et lineairement independantes sur Ca{f) entre les fonctions f0, ••-,/«, ou

Ca{f)={a{z)\ meromorphe dans |* |<oo et Ta(r, a)

=o{Ta(rff)) (r-oo)}.

Alors, en preparant quelques lemmes comme les lemmes 4, 6 et 7, qui sont de-
montres en utilisant le lemme 3 (voir la demonstration du theoreme 1 dans [8]),
on peut prouver le fait suivant:

"S'il y a n+l—λ combinaisons dans X (soient Fo, •••, Fn.χ) telles que δa(Ft)

=1 (z=0, •••, n—λ) qui forment une base de X sur C et s'il y a en outre μ com-

binaisons Glt •••, Gμ telles que δa(Gj)=l (.7=1, •••, μ) et v combinaisons exception-

nelles au sens de a-Nevanlinna differentes de FOt •••, Fn.λ, Glt •••, Gμ dans X, on a

Comme corollaire, on obtient
"S'il y a n+l+μ (μ^O) combinaisons Fx (x=l, •••, n+l+μ) dans X telles que

δa(Ft)=-l et v combinaisons exceptionnelles au sens de a-Nevanlinna differentes
de Fl9 •••, Fn+ί+μ dans X, on a

μ - (n-λa)

C'est une amelioration du theoreme 1 dans [8].

6. Conjecture de Cartan. Soient /, X et λ comme dans Introduction, alors
il y a longtemps Cartan [1] a conjecture que

(7)
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II a demontre Γinegalite (7) quand λ—0 et λ=n—l. Mais, jusqu'a maintenant,
on ne sait pas si Γinegalite (7) est vraie en general. Dans ce paragraphe, on
demontre Γinegalite (7) dans quelques cas speciaux (voir aussi [6]).

THέOREME 3. Soient f, X et λ comme dans le theoreme 1. SHI y a n—λ
combinaisons {soient Fu ••• , Fn.λ) lineairement independantes sur C telles que
δ(Ft) = l ( i = l , •••, n—λ) dans X, alors pour q combinaisons quelconque Glf ••• , Gq

dans X et r > 0

(q-n-λ-l)T(r, / ) < ± Nn.λ(r, 0, Gτ)+S(r, f)
1 = 1

oύ S(r, f)=o(T(r, f)) (r-+oo sauf dans un ensemble de r de mesure lineaire finie)
et on utilise Nn.λ(r, 0, Gt) au lieu de Nn.χ(r, Gt) utilise dans [1].

Demonstration. Soit Fo une combinaison dans X telle que le wronskian de
ô> Flf •••, Fn-λ:

Alors, tous les elements dans X sont representes par Fo, Flt •••, Fn_λ a coefficients
constants. Dans ce cas, il y a au plus λ combinaisons dont le coefficient de Fo

est nul sauf Flt •••, Fn^λ. Soient Hu •••, Hk {^^k^λ) telles combinaisons dans
{Gt}U. Si G appartient a X'^iGJU-iH^U-iF^A, alors

En modifϊant la demonstration du theoreme fondamental de Cartan ([1], p.
12-ρ. 15) comme dans le cas du theoreme 2 ([5], p. 299), on a

(q-n-k-l)T(r, /)< Σ Nn.λ{r, 0, G)+λ%N(χ, 0, FJ+Sir, f).
GGZ' 1 = 1

Comme N(r, 0, Ft)=o(T(r, /)) (r^oo, f=i, ..., n-λ) par Γhypothese et S(r,f)=
o(T(r, /)) (r^oo sauf dans un ensemble de r de mesure lineaire finie), en mettant

S(r,f)=λn-ΣN(r,0,Ft)+S(r,f)
1 = 1

et en ajoutant

Σ?Nn.λ(r, 0, H3) (^0)
3 = 1

au cote droit, on a le resultat.

COROLLAIRE 3. SHI y a n—1 combinaisons lacunaires {FJJS1 dans X (ou
telles que δ (F t )=l , f = l , •••, n—1, quand λ^2) on a le meme resultat.

Demonstration. Comme il y a au plus λ relations lineaires, homogenes inde-
pendantes a coefficients constants entre les Flt •••, Fn.lf il y a au moins n—λ—I
combinaisons lineairement independantes sur C dans {FJjΓi1.

1) Quand il y a au moins n—λ combinaisons lineairement independantes
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sur C dans {Ft}?Zi, il n'y a rien a prouver d'apres le theoreme 3.
2) Quand il y a n—λ—1 combinaisons lineairement independantes sur C

dans {F^Zu on peut supposer que Fl9 •••, Fn-λ-x sont telles combinaisons. Alors,
les λ combinaisons Fn.λ, •••, Fn-1 sont representees par Flt •••, Fn.λ-1 a coefficients
constants. Soient Kt et K2 deux combinaisons quelconque dans X differentes de
Ft (x=l, •••, n—1), alors

\\Kl9K%,Flt . - . , ^ . ,

En effet, si le contraire est vrai, il y a au moins λ+1 relations lineaires homo-
genes independantes a coefficients constants entre Klf K2, F1} •••, Fn.u qui est
absurde.

Soit {Gi}%zϊ={Gi}U\—{Fnzλ, — , ί'n-J (O^k^X). Prendrons n + 1 combinaisons
i/2, •••, i/n + 1 quelconque de {G%}lzί, ou on peut supposer que //j, •••, Hn+1.λ for-
ment une base de X sur C telles que

En tilisant que

(G,

Π
ύ<j

oύ α est constante dependante de Hlt •••, Hn+1, on a le resultat quant λ^2 comme
dans la demonstration du theoreme 3 en appliquant la methode utilisee par
Cartan ([1]).

Quand λ=l, d'apres un theoreme de Borel ou le lemme 2, il y a deux com-
binaisons dans {Flf •• ,Fn_1} qui sont proportionnelles. Dans ce cas, on obtient
ce theoreme tout de suite de theoreme 6 dans [6].

N. B. Quand il y a n combinaisons {Ft}?=1 dans X telles que δ ( F t ) = l (z=l,
•••, ft), on a le meme resultat tout de suite du theoreme 3.

COROLLAIRE 4. Sous Γhypothese du theoreme 3 ou du corollaire 3, on a Γine-
gahte (7).
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