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Communiqué le 11 septembre 1963

Contributions a la théorie des corps et des

polynomes cyclotomiques

Par TrycvE NAGELL

§ 1. Les polynomes cyclotomiques

1. Propriétés fondamentales. Nous désignons par F,(z) le polynome cyclotomigue
d’index n, c¢’est-a-dire

Fyz) =I;I(x—£), @)

le produit étant étendu & toutes les racines n-iémes primitives de l'unite &. Les
zéros de ce polynome sont les ¢(n) nombres

1 2nia

E=e"
ou a parcourt un systéme réduit de résidus modulo »; ainsi (a,n)=1.

Rappelons les résultats suivants relatifs aux polynomes cyclotomicques : Les
coefficients de F,(r) sont des nombres entiers rationnels. Le premier coefficient
ainsi que le dernier sont égaux & 1 pourvu que n>1. Le polynome est irréductible
dans K(1). Pour x>1 on a

2™ Fo(a™") = Fy(x). @)
On a de plus la formule

ici [, représente le polynome " — 1; [], représente le produit des polynomes 2? — 1,
ol p parcourt tous les diviseurs premiers de n; | [, représente le produit des poly-
n

nomes 77— 1, ol p et ¢ parcourent tous les diviseurs premiers choisis différents
I'un de lautre de toutes les maniéres possibles; de la méme maniére [, représente
n

le produit des polynomes xP¢"—1, ou p, ¢ et r sont des diviseurs premiers de n
différents entre eux, et ainsi de suite.
On a encore les identités

Fropla)= 4)
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pourvu que p soit un nombre premier qui ne divise pas n, et
Fpp(x) = Fp(2”), 5)

si le nombre premier p divise n.
Pour la démonstration de ces résultats voir p. ex. Nagell [1], p. 158-1641.
De la formule (3) on obtient pour n>1 :

P 8i n=p% p nombre premier,
F,(1)= (6)
1 dans les autres cas,
et pour n>2 :

P s8i n=2p* p nombre premier,

Fo(-1)= { (7)

1 dans les autres cas.

A Taide de la formule (3) on montre aisément que la somme des zéros de F,(n)
est égale & u(n), fonction de Mébius.
Nous désignerons par F,(z, y) le polynome

y*"F, (3;) ~II-50),

ou £ a la méme signification que dans (1), Ce polynome est une forme homogéne
dans z et . Pour >1 on a

Fo(x, y)=Foly, 2).

De plus on a les identités analogues aux identités (4) et (5) :

Fo(a®, y")

Folzy) @)

F"D(x’ y) =

quand le nombre premier p ne divise pas n, et

Eop(z, y) = Ful@®, y) (5')
quand p divise n.

2. Les diviseurs premiers de F,(x). Il est bien connu que les diviseurs premiers du
polynome cyclotomique sont caractérisés par les propositions suivantes :

I. Si g est un nombre premier qui ne divise pas », la condition nécessaire et
suffisante pour que la congruence

F.(z)=0 (mod q) (8)

soit résoluble est que ¢=1 (mod =n).

Si ¢=1 (mod ») les solutions de la congruence (8) sont les nombres qui appar-
tiennent & l'exposant » modulo ¢. Ainsi le nombre de solutions incongrues modulo
q est égal & p(n).

1 Les numéros figurant entre crochets renvoient & la bibliographie placie & la fin de ce
mémoire.
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Si z est une solution de la congruence (8) le nombre F,(x) est divisible par la
méme puissance de ¢ qui divise 2" — 1.

II. Soit ¢ un diviseur premier de n et posons »n = g¢*n, ol #, n'est pas divisible par
g. Alors la condition nécessaire et suffisante pour que la congruence

F(z)=0 (mod q) (8"

soit résoluble est que ¢=1 (mod n,).

Si ¢g=1 (mod »,) les solutions de la congruence (8') sont les nombres qui appar-
tiennent & P'exposant #; modulo ¢. Ainsi le nombre de solutions incongrues modulo
q est égal & g(n,). Dans ce cas ¢ est nécessairement le plus grand nombre premier
qui divise n.

Si x est une solution de la congruence (8’) le nombre F,(x) est divisible par ¢ et
non par ¢* pourvu que 1> 2,

Pour la démonstration de ces propositions voir Nagell [1], p. 164-167. Dans la
démonstration de la premiére proposition il faut observer une faute d’impression
dans la 5° ligne de la page 165 : Entre les mots thus et a il faut ajouter n/u is.

On voit aisément comment les propositions I et IT s’adaptent au polynome F(z,y),
quand x et y sont des nombres entiers premiers entre eux.

Nous allons établir le résultat suivant :

Lemme 1. Soient x et y des nombres entiers premiers entre eux tels que x>|y|>1.
Alors on a, pour n>2,

F(z, y) >219™, 9)
Démonstration. D’aprés la définition de F,(x,y) on a, si n>3,
(—|y)?™ < Foz, y) < (2 + |y |)*™.

Si z—|y|>2 il en résulte
Fofx, y) > 277

Ici, le signe d’égalité est exclu, F,(x, y) n’étant jamais divisible par 4.
Supposons ensuite que z=|y|+ 1 et que n=mp*, ol m n’est pas divisible par le
nombre premier p. Sim=1et p=2on a

Fo(x,y)=2t" +y¥" > 21" 1+ 1 > 20,
Posons s=p*"! et considérons le cas de & >2. Alors on a s=p>2 et
Fo(z,9) = Frpla’, o) > [° — (& = 17,
Ici on a évidemment, pour tous les x> 2,
' — (z—1)*> 2%,
En effet, on voit aisément que la fonction
plr)=2"— (x— 1)* - 2%,
ol 822, est positive pour tous les 2> 2. Done
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Fo(z,y) > 21,

Considérons ensuite le cas de « =1. On peut évidemment supposer que % n’est divi-
sible par aucun carré >1. Alors on a

F (x [ )=F"I(zp,yp)> x”_lylp W(m)=l:xﬂ_(z_1)p o
" Foz,y) ~ | z+]y| 2¢—1 )

Or, on vérifie sans difficulté que la fonction
p(x)=a® — (x—1)P — (22— 1) 231*~D
est toujours positive pour z>2 et p>5. On en conclut
Fo(z, y) > 2377,

11 est évident qu’on peut supposer que p est le plus grand facteur premier de n. Ainsi
il reste seulement les. cas de n=3 et n=6. Vu que Fy(z, y) et Fy(x, y), pour z>2,
sont toujours > 3, le lemme se trouve démontré. :

8i p désigne le plus grand facteur premier de » on aura comme corrollaire :

Les entiers x, y et n satisfaisant aux mémes conditions que plus haut on a

Fo(x,y) > P,

exception faite des cas suivants
Fy2,—1)=3, F¢2,1)=3. (10)

A propos du lemme 1 voir Nagell [2], p. 95 et Kanold [3], p. 284-287. Il résulte
de ce lemme que toutes les solutions des équations F,(z,y)=1et =p, zy+0, p
facteur premier de n( > 2}, sont données par les relations (6), {7) et (10).

En combinant le lemme 1 avec les propositions I et II nous concluons : Si |x|>2
et n>>3, F,(x) est divisible par, au moins, un nombre premier = 1 (modulo n), exception
faite des cas Fy(—2)=3 et F¢(2)=3. Il en résulte :

Si n est un entier > 3, le plus petit nombre premier = 1 (mod n) est < 3%™.

Un résultat plus précis a été obtenu par Kanold [3], p. 284-287; comparez aussi
Schinzel [4], p. 555-562.

3. Lemme sur les nombres qui sont premiers & un nombre naturel donné. Nous avons
besoin du résultat suivant :

Lemme 2. Soient a;, G, ..., Gun, un systéme réduit de résidus modulo n, et soient
bys by, ..., by, un systéme réduit de résidus modulo d, ot d est un diviseur quelconque

de n. Alors il y a exactement p(n)/p(d) nombres a qui sont congrus au méme nombre
b modulo d.

Démonstration. Si b est donné il existe toujours un nombre a qui est congru a b
modulo d. Cela est évident quand (b, n)=1. Supposons maintenant que (b, n)=
(b, n/d)>1. Désignons par p,, P,, ..., Pr les nombres premiers qui divisent chacun
des deux nombres b et n/d = pf* p3 ... p%. Cela étant, le nombre
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n
P R R —

Xy X
pps..py
est premier & n. En effet ¢ est premier et & »/d et 4 d.
Supposons maintenant que la congruence x=b (mod d) est satisfaite par les
nombres a,. a,. ..., a, et qu'elle n'est satisfaite par aucun autre des nombres a;. Puis

désignons par by un autre des nombres b;. D'aprés ce que nous venons de montrer
il existe (au moins) un nombre a tel que

a=b"" b, (mod d).
¢'est-d-dire ab = by (mod d).
On en conclut que tous les nombres (classes de résidus modulo n)
aa;. aa,. .... ad,. (11)
incongrus entre cux modulo n,satisfont & la congrucnce ¥ = by (mod d). On montre
aisément que les classes de résidus modulo n représentées par (11) sont les scules

qui satisfont & cette congruence. En effet. soit a,, un nombre parmi les a;(1 < i< (n))
tel que

;= by (mod d).
Alors il existe un nombre a,, tel que

aa, =a, (mod n).

On aura done aa,, =by=ab (mod d),
et par suite a,,=b (mod d).
Cela entraine que I'index m a une des valeurs 1, 2, .... ». Il en résulte que le nombre

des classes de résidus modulo » qui satisfont & la congruence x=b; (mod d). pour
une valeur fixe de b;, est indépendant de 4, c’est-a-dire : ce nombre a la valeur
p(n)/p(d), ce qu’il fallait démontrer.

Nous savons que la somme des zéros de F,(x) est égale & u(n). On voit sans peine
que ce résultat, & I'aide du lemme 2, peut étre généralisé comme il suit :

2niam

ot 7 n
So o #m) M() (12)
p (p("j) /
f
ol la somme est étendue 3 tous les nombres naturels a, premiers & n et <n, et ot
m est un nombre entier, tel que (m, n)=/{.

§ 2. Discriminant et base d’un corps cyclotomique

4. Le discriminant du polynome Fa(x). Si D,(m >2) désigne le discriminant de
F(x) nous avons
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=(—1)*-I1Fnle), (13)

ol £ parcourt toutes les racines primitives m-iémes de'unité et ot & = Lp(m) [p(m) — 1].
Conformément & (13) nous écrivons D;=1 et D,=1.
11 résulte de (4) qu’on &, pour & >1,

Fo(ar”)

Fular 1Y o

F () =
lorsque = n’est pas divisible par le nombre premier p. En différentiant cette équa-
tion par rapport 3 = nous aurons

pge” ! Fo(@”) - Fy(a®) — g2° "' - Fu(2) - Fo(@™)
[Fo(=)?

F ;um(x) =

ol nous avons posé, pour simplifier, g = p*~'. Done, pour m =np” = npyg, I'équation
(13) devient

-1 Fa(e™) m [ n(EW)]
(1 9-1, - ® (pg)™
Dapy=(—1)"[1 [pgs" Fn(s,)] (=111 | F o
En employant le lemme 2 du numéro précédent nous aurons la formule
[1F @1
" (pg)?™ - . 15

ol ¢ parcourt les racines primitives n-itmes de I'unité, tandis que w parcourt les
racines primitives (np)-iémes de I'unité. En vertu de la formule (3) de F,(x) nous

aurons, si np > 2,
[1Fow)= H[ (U210 (G “""’ } (16)
“ I - w9 10 - ®)..

Profitant encore une fois du lemme 2 nous obtenons

[4¢0]

I1(1 - %) = [Fan(1)®,

(]

d étant un diviseur quelconque positif de n.

D’aprés la formule (6) le nombre F,(1) est égal & p si » est une puissance du
nombre premier p et égal & 1 dans le cas contraire. En vertu de ce fait 'équation
(16) deviendra (pour np > 2)

H F !F(”)

En introduisant ce résultat dans (15) nous aurons la formule
1
N [ , .
Dupe=(~ 1" L7y e, (17)
4
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formule qui est encore valable pour n=1, p=2 si np* > 2, c’est-a-dire si a >2; car
dans ce cas nous aurons

[Fiw)= =2 et [[IFy@)* =(-2 =2

Il résulte de I'équation (17) que le signe de Dype est égal & (—1)* si np* >2. Alors
celle-ci peut s’écrire

1
Iana I =p¢(mn°‘)'[°‘ p—1] . I-Dn IqJ(IJ“),

valable pour »>1. Au moyen de cette formule on trouvera facilement par induction
Pexpression connue (n > 2):

ole5e]

D,=(—1)}¥"]]p , (18)

oit le produit est étendu & tous les facteurs premiers différents p de %, et o « dé-
signe I'exposant de la puissance la plus haute de p qui divise =.

J’ai publié cette démonstration de la formule (18) dans une note antérieure; voir
Nagell [6], p. 5-7. Dans le numéro suivant ce résultat nous servira & déterminer une
base des entiers d’un corps cyclotomique.

5. Base des entiers d’un corps cyclotomique. Le corps algébrique de degré ¢(n)
engendré par I’équation F,(x)=0 sera appelé corps cyclotomique d’index n. 11y a
plusieurs méthodes pour déterminer une base des entiers de ce corps. La méthode
de Hasse exposée dans son livre [7] est basée sur une théorie générale et trés em-
brassante des corps algébriques. Dans son cours d’algébre [8] Fricke se sert d’un
théoréme sur la relation entre le discriminant d’un corps algébrique K et le dis-
criminant d’'un sous-corps de K. Nous allons montrer comment on peut déterminer
une base par une méthode plus simple que les méthodes mentionnées.

Nous commengons par le
2ni

Lemme 3. Soit p un nombre premier et posons s=p*, a>1, et m=g(s). St e=e€ *
les nombres 1, ¢, €2, ..., e™! constituent une base du corps K(e).

Démonstration. D’aprés la formule (18) du numéro précédent le discriminant D(e)
de & n’est divisible par aucun autre nombre premier que p. Par conséquent il suffit
de montrer que le nombre

1
§=1—)(a0+a18+a282+ et @mog ™),

ou les coefficients a,, a,, ..., &,_1 sont des entiers rationnels, est un nombre entier
dans K(e) seulement si tous les nombres a; (:=0, 1, ..., m —1) sont divisibles par p.

Si nous posons 1 —e=0, I'idéal (6) est un idéal premier dans K(g); et nous avons
évidemment la relation (p)=()". Vu que D{0)=D(e) il suffit de montrer que le
nombre

§=}o(bo+b10+bzez+...+bm_10’"‘l), (19)

ol les coefficients by, by, ..., bm_1 sont des entiers rationnels, est un entier dans K(s)
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seulement si tous les nombres b;(i =0. 1. .... m — 1) sont divisibles par p. Si & est un
nombre entier on obtient. en multipliant (19) par 6™, la congruence

0=£0"=0byn (mod8h).

ol 77 est une unité dans K(¢). Ainsi b, est divisible par 6 et par conséquent divisible
par p. Multiplions ensuite (19) par #” "'. Il en résulte la congruence

0= (5*]1;50)0"“15%771 (mod 6),

ou 7, est une unité dans K(¢). D’une fagon analogue on en conclut que b, est divi-
sible par p. Il est évident que. en continuant de cette maniére, on montrera succes-
sivement que tous les nombres b; sont divisibles par p. Le lemme 3 se trouve ainsi
démontré. Notre méthode ne se distingue pas beaucoup de celle utilisée par Fricke,
voir [8], p. 190-195. Passons a la démonstration du théoréme analogue sur la base
dans le cas général.

Théoréme. Soit { une racine primitive N-iéme de Uunité. Alors les nombres 1. &, 2,
ooy EF7L constituent une base du corps K(Z).

Démonstration. Le théoréme est vrai quand I'index N est la puissance d’un nom-
bre premier. Supposons maintenant qu’il est vrai pour l'index »n(>1). Alors il suf-
fit de montrer que le théoréme est vrai pour 'index N =np", olt p est un nombre
premier quelconque qui ne divise pas n. Posons pour abrégér

2

s=p" . m=p(s).K({)=Ky et K(e™ )=K,.

Les nombres ¢ et § ont la méme signification que plus haut.
Il est évident que tout nombre entier & dans Ky peut s’écrire

E=yo+ty0+9,02+ ...+ ym_ 10", (20)

ol Yg, ¥4, +--> Ym—-1 sont des nombres appartenant & K,. En effet, le degré de Ky rela-

tivement & K, est égal & %= @(s)=m. De la maniére usuelle on déduit de (20)
2

que le nombre D(6)y,, pour k=0,1,...,m —1, est un nombre algébrique entier. En

vertn du lemme 3 le discriminant D(f) est une puissance de p. Ainsi £ sera de la

forme

1
5=}7(a0+cx10+¢x202+...+ocm,10”‘"l), 21)
oli b est un nombre naturel, et o1 les coefficients ay, oy, ..., @m_1 sont des nombres
entiers K,. Nous allons montrer que tous les nombres o;(:=0, 1, ..., m — 1) sont di-

visibles par p°. En multipliant (21) par p® nous aurons la congruence
0=£p°=w, (mod 0).
Ainsi «, est divisible par #. Comme «g est divisible par 6™ nous aurons
g =0 (mod p).
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I en résulte que o, est divisible par chacun des idéaux premiers qui divisent (p)
dans K,. Vu que le discriminant de K, n’est pas divisible par p, il n’y a aucun idéal
premier dans K, dont le carré divise p. Par conséquent, «, est divisible par p.

Supposons maintenant que les nombres ay, a;, ..., .1 sont = 0 (mod p), tandis
que o £0 (mod p), 0<k<m—1. Alors on obtient de (21)

OEB”'"‘[Spb" —21’ (otg+ 0 0+, 02+ ... +ock_19k_l)] =a; ({(mod 6).

Comme tout & I’heure pour «, on en conclut que oy est nécessairement divisible par
P, contrajirement & I'hypothése. Par conséquent, tous les nombres o (0<s<m —1)
sont divisibles par p. Pour «; = pa; 1’équation (21) peut s’écrire

1 ,, r o ame ,
§=pb—_1(a0+a10+...+ocm_10 b, (21)

Si 5>1 on peut continuer de la méme maniére que ci-dessus et montrer que tous
les nombres o; sont divisibles par p. On arrivera finalement 3 la conclusion: Tous
les entiers dans Ky sont de la forme

G+ o 0+ ... Fom_160™71,

olt &y, &, ..., m—1 Sont des entiers dans K,. Ici on peut remplacer 6 par e=1—6.
Nous avons supposé que le théoréme est vrai pour K,. Ainsi, dans ce corps une
base est constitutée par les nombres 1,7, %72 ...,%%™1, olt % est une racine primi-
tive n-iéme de l'unité. Il en résulte qu'une base de Ky est donnée par les nombres

7" h=0,1,...,pn)—1; k=0,1,..,¢(s)—1).
On voit aisément que ces nombres coincident avee les nombres 1,7, (2, ..., (7™ L.
Le théoréme se trouve ainsi démontré.
§ 3. Sous-corps quadratiques d’un corps cyclotomique

6. Sommes de Gauss. Nous avons besoin des résultats suivants dus 3 Gauss.

Lemme 4. Soit P un nombre naturel impair > 1 qui n’est divisible par aucun
2ni

carré > 1. St g¢=e? on a les deux formules

sen = uiere (2) 5],

> =% [,u(P) - (’—;) e l/?],

o% la premiére somme est étendue & tous les nombres naturels a < P pour lesquels le

symbole de Jacobi (%) a la valeur +1, tandis que la seconde somme est étendue & tous
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les nombres naturels b < P pour lesquels le symbole ( %) a la valeur — 1. m est un nom-

bre entier, premier & P. VP signifie la valeur positive.
Si(m,P)=f>1ona

P P
Zsangsbmzé,jﬂT) ,'u(_)’

“ o)

Voir p. ex. Gauss [9], p. 443, ou Dirichlet [10], p. 365. Comparez aussi la formule
(12) dans le numéro 4.

ou la sommation est la méme que ci-dessus.

2ni
Lemme 5. Soit n un nombre naturel et posons e=e™ .
Alors on a

A+)Vn si =0 (mod 4),

nil & Vn si n=1 (mod 4),
0 si =2 (mod4),
iVn si n=3 (mod 4).

Ici Vn stgnifie la valeur positive.
Pour 1la démonstration voir Gauss [9], p. 430, ou Dirichlet [10], p. 293-296.

7. Sur la réductibilit¢ d’un pelynome dans un corps quadratique. Soit donné le po-
lynome
fx)=2"+a, 2" +...+a, (22)

a coefficients a,, a,, ..., a, entiers rationnels. Supposons que f(x) est irréductible dans
K(1). Soit A un nombre entier rationnel+1 qui n’est divisible par aucun carré > 1.

Nous supposons que f(z) est réductible dans K(VA), ainsi
f(x) = A(z) B(=), - (23)
ot 'on a A(x) = Q(z) +VAH(z), B(x) = G,(x) + VAH,(z),

G(x), Gy(x), H(z) et H,(z) étant des polynomes dans K(1). Il est évident qu’on peut
supposer que le coefficient de la plus haute puissance de x dans A(x) est égal 4 1 ;
méme chose pour B(x). Le degré de H(x) est évidemment inférieur au degré de G(x) ;
méme chose pour H,(x) et Gy(z). Si A=2 ou = 3 (mod 4) chacun des polynomes
G(x), H(x), G,(x), H,(z) a des coefficients entiers. Si A=1 (mod 4) chacun des poly-
nomes 2G(x), 2H(x), 2G,(x), 2H,(x) a des coefficients entiers.

Soit £ une racine de f(x) =0 et de 4A(x)=0. Alors on aura

~_ _a®
VA=~ Fe

Done VA appartient & K(£), et le degré n est pair. K(VZ) est un sous-corps de tous
les corps conjugués de K(&).
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En effectuant, dans (23), la multiplica,tibn de A(x) et B(z) on obtient
G(z) H,(x) G,(x) H(z) =0. (24)

G(x) et H(z) ne peuvent avoir aucun diviseur commun parce que f(z) est irréduc-
tible; méme chose pour G(x) et H,(z). Alors il résulte de (24) que G(x) divise G,()
et inversement. Il faut donc que G,(x)=kG(x) et H,(z)= —kH(z), ou k est une
constante. Comme le coefficient de la plus haute puissance de x dans G(z), ainsi
que dans G,(x), est égal & 1, on a évidemment k=1.

Par conséquent, ’équation (23) doit avoir la forme

(%) = [G(x)]* — A[H()]?, (25)

ol le degré de G(x) est égal & 4 n, et ol celui de H(x) est <3in—1.
On peut montrer que le polynome A(x)=G(z)+VAH(x) est irréductible dans
K(/A). En effet, supposons qu'on ait

A(z) = 4,(z) 4,(x), (26)

ou A,(x) et A,(x) sont des polynomes, non constants, dans K(VK). Si F(z) est un

polynome dans K(VK) nous désignons par F(z) le polynome conjugué dans ce corps.
La relation (26) entraine la relation conjuguée

A(x) = Al(x) A.z(x)
On aura donc

f@) = A(x) A(w) = 4y(x) 4y (2) - Ay(x) Ay(2).

Ici A)(x)A,(x) et Ay(x) A, (x) sont des polynomes dans K(1). Or cela est impossible
vu que f(x) est irréductible dans K(1). Par conséquent, les polynomes A(z) et B(x)

sont irréductibles dans K(VA). Il en résulte de plus que la décomposition de f(x) en
deux facteurs A(x) et B(x) satisfaisant aux conditions fixées ci-dessus est unique.
En généralisant le raisonnement on aura évidemment le résultat :
Soit donné le polynom (22) & coefficients appartenant aw corps algébrigue Q. Suppo-

sons que f(x) est irréductible dans Q. Soit A un nombre dans Q, tel que VA n’ appar-
tienne pas & Q. Alors, si f(x) est réductible dans Q(VA) de fagon que

f(x) = A(z) B(x),
oi A{x) et B(x) sont des polynomes (non constants) dans Q(VZ), jousssant de la pro-
Priété que le coefficient de la plus haute puissance de x est égal & 1, on a
A(z)=G(x)+VAH(), B(x)=0(x)-VAH(@),

G(x) et H(x) étant des polynomes dans Q déterminés d’une maniére unique. Le degré
n de f(x) est un nombre pair =2m. Le degré de G(x) est =m, et celui de H(x) est < m— 1.

A(x) et B(x) sont irréductibles dans Q(VA).
Supposons spécialement que A et les coefficients de f(x) sont des nombres entieres

dans Q. Alors les coefficients de A(x) et B(z) sont des entiers dans Q(VA), et les coeffi-
cients de 2Q(x) sont des entiers dans Q.
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8. Les sous-corps quadratiques du corps cyclotomique. Nous désignons par Ky le
corps cyclotomique engendré par une racine primitive N-iéme de 'unité, et par A
un nombre entier (rationnel)=1 qui n’est divisible par aucun carré>1. Nous
avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 6. Si Ky contient le nombre VA, Vindex N est divisible par A our par 2A
selon que A est tmpair ou pair.

Lemme 7. Si VA est contenu dans Ky, le corps Ky contient aussi VA.

Lemme 8. 8¢ N est divisible par le nombre premier p=3, le corps Ky contient le
nombre ]/( — 1) by,

Lemme 9. La condition nécessaire et suffisante pour que le nombre i =V — 1 appar-
tienne d Ky, est que N soit divisible par 4.

Lemme 10. La condition nécessaire et suffisante pour que le nombre V2 appartienne
a Ky, est que N soit divisible par 8. Ky contient V' =2 il contient V2 et inversement.

Pour démontrer le lemme 6 supposons que

TA=p,py...Prs

ou les p; sont des nombres premiers différents. Soit, pour i1=1,2,...,7,

AP =Pn Piz--.,

ou les p;; sont des idéaux premiers dans Ky. Done
(VAP =TTpy.

Vu que Py =Py quand i<k, on en conclut : si p; est divisible par I'idéal premier p
il est aussi divisible par p®. Il en résulte, d’aprés un résultat bien connu, que p; di-
vise le discriminant de Ky. En appliquant la formule (18), établie dans le puméro
4, on en conclut que N est divisible par p, et si p;=2 par 4. Donc N est divisible
par A et par 2A si A est pair.

Le Temme 7 est évident. La vérité du lemme 8 se reconnait par le lemme 5. Pour
que Ky contienne le nombre = Y =1 il faut et il suffit qu’on ait, pour un nombre

271, 2m

entier A, Yh-— e c’est-a-dire N =0 (mod 4). Cela démontre le lemme 9.

Si Ky contient le nombre V2 I'index N est divisible par 4 d’aprés le lemme 6.

Alors Ky contient le nombre ¢ = V=1 et donc aussi le nombre % V.‘_Z + l/wé) =et™,
Il en résulte que N est divisible par 8. Cette condition est ev1demment suffisante.

Si Ky contient le nombre } — 2 la démonstration est analogue. Ainsi le lemme 10 est
démontré.
A Paide de ces lemmes nous pouvons maintenant établir le résultat suivant :

Théoréme 1. Soit Ky le corps cyclotomique engendré par une racine primitive n-iéme
de Punité. Soit A un nombre entier (rationnel) + 1 qui n’est divisible par aucun carré
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>1. La condition nécessaire et suffisante pour que le corps quadratique K(VA) soit un
sous-corps de K, est qu’on ait Uun ou U'autre des deux cas suivants :

1°) A=1 (mod 4) et n=0 (mod A);
2°) A=2ou=3 (mod 4) et n=0 (mod 4A).

Démonstration. Considérons d’abord le cas ol A =1 (mod 4). Si K, contient lenombre

VA il suit du lemme 6 que =0 (mod A). Inversement, si =0 (mod A) il résulte
du lemme 8 que K, contient le nombre

olt d=|A|. On voit sans peine que ce nombre est égal VA.
Considérons ensuite le cas ot A=3 (mod 4). Si K,, contient VA il suit du lemme
6 que n =0 (mod A). Du lemme 8 il résulte que K,, contient le nombre V= A. Done

K, contient le nombre i =) —1. Ainsi 7 est divisible par 4 (lemme 9) et par conse-
quent par 4A. Inversement, si n =0 (mod 4A) il résulte des lemmes 8 et 9 que K,

contient les deux nombres /' — A et V' — 1. Donc VA appartient & K,,.

Considérons enfin le cas ot A=2 (mod 4). Si K, contient VA il suit du lemme 6
que =0 (mod 2A). Alors en vertu du lemme 9 K, contient le nombre —1. En
appliquant le lemme 8 on voit donc que K, contient les nombres V+ 1A. Par con-
séquent, K, contient les nombres V' +2 et ainsi n est divisible par 4A (lemme 10).

Inversement, si n=0 (mod 4A) il résulte du lemme 10 que les nombres V-1,
V2 et V—2 appartiennent & K,. En vertu du lemme 8 les nombres V + £A sont

contenus dans K,. Par conséquent, /A appartient & K,.

La démonstration du théoréme 1 se trouve ainsi achevée. Comparez Hasse [7], p.
393-399.

9. Autres propriétés du corps cyclotomique. Soit £ une racine primitive n-iéme de
Punité (n>2). Il est bien connu que le corps réel K(c+ £7') est du degré v = 3p(n).
Si nous posons £=¢+¢7?, les nombres 1,&, £2 ..., &' constituent une base des
entiers de K(£). Voir p. ex. Fricke [8], p. 200-202.

On montre aisément que K(£) est le seul sous-corps réel de K(¢) de degré ». En
effet, soit K(r) un autre sous-corps réel de ce degré. Alors le corps composé K(&, )
est d’un degré > 2» = p(n), c’est-d-dire ce corps est nécessairement identique & K(e).
Or cela est impossible vu que K(&,7) est réel. Ainsi tous les nombres réels de K(e)
sont contenus dans K(£).

Il faut observer que, ordinairement, il existe des sous-corps non-réels de K(¢) de
degré ». On le voit de I'exemple suivant : Soit n=11-13 avec » = 4¢p(n) = 60. Alors
le corps engendré par les deux nombres

2t 2mi _2ni
ell et 13 et e 13

est du degré 60. Le corps engendré par les deux nombres

2ni 2ni 2mi

ell Lo 11 of 13

est du degré 60. Ces deux corps sont non-réels et différents entre eux.
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Il est évident qu’il existe toujours des sous-corps de cette espéce quand % a (au
moins) deux facteurs premiers impairs et distinets.
La proposition suivante est un supplément au théoréme 1.

Théoréme 2. Soient m un nombre naturel >3 et a un nombre rationnel tel que le

m
nombre a=Va soit du degré m. Alors o n’est jamais contenu dans un corps cyclotomique,
sauf dans le cas suivant :

m=2% —a=ct", u>2,

ot ¢ est un nombre rationnel + 0.

Démonstration. Considérons d’abord le cas de a positif. Supposons que « est réel
et que o appartient au corps cyclotomique engendré par la racine de I'unité . Alors
le nombre o appartient au corps réel K engendré par le nombre £+ ¢~ *. Done tous
les nombres conjugués de « appartiennent & K. Or cela est impossible vu qu’il y a
au moins un nombre conjugué qui est imaginaire.

Considerons ensuite le cas que @ est négatif. Les nombres conjugués de « sont
(1<s<m)

ks ™
o= V-a, (6=0,1,2,...,m—1)
m o B
oul—a signifie la valeur positive. Si « appartient & un corps cyclotomique tous les

conjugués «® doivent appartenir & ce corps. Donc le nombre V—a appartient aussi
4 un certain corps cyclotomique. D’aprés ce que nous venons de montrer cela est
possible seulement si

m
V—a=Vs,
olt b est un nombre positif rationnel, d’ol
a?=b"

Premier cas. Le nombre b est le carré d’un nombre rationnel, c’est-a-dire :
b=¢2,¢>0, —a=c" et
™ oks1)
em c.

o« =

Ici o' est du m-i¢me degré, tandis que le nombre & droite est du degré ¢(2m). Ainsi
on aura m=@(2m) et par conséquent m =2*, —a=c" avec u=>2.

Second cas. Le nombre b n’est pas le carré d’un nombre rationnel. Alors m est
pair et on obtient —a = b1™. Dans I'équation

(2k+1)

[2 = b

le nombre & gauche est du degré im, tandis que le degré du nombre & droite est
égal & g(m). Ainsi on aura m =2¢p(m), ce qui entraine m=2*, avec u>2. Si p=21il
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faut exclure la possibilité b=2¢c?, ¢ rationnel. En effet, dans ce cas le polynome
z4 4 4¢4 est réductible.
Le théoréme 2 se trouve ainsi démontré.

Remarque. Soient m un nombre naturel >2 et @ un nombre rationnel entier (31)
qui n’est divisible par aucun carré > 1. Soit K un corps algébrique quelconque, et
désignons par D le discriminant de K. Cela étant on montre aisément : Si K con-

m

tient le nombre & =Va, le discriminant D est divisible par a. En effet, supposons que

a=tp,pp;...0r

ou les p; sont des nombres premiers différents. Soit, pour i =1,2, ..., r,

(p) = pu Piz...,

ou les b;; sont des idéaux premiers dans K. Donc
(&m= pr-
Vu que Py; = by, quand ik, on en conclut, pour ¢=1,2,...,7r,

(pi) = am,

ol a est un idéal dans K. Il en résulte que D est divisible par chacun des nombres
premiers p,; et, par conséquent, par a.

§ 4. Sur les décompositions du polynome cyclotomique

10. L’identité de Gauss—Dedekind. Soit # un nombre impair >1 qui n’est divi-
sible par aucun carré > 1. Considérons les polynomes
2nia
A@)=Tlx—e™ "),
. (27)
B@)=[(x—e™"),

b

ol le premier produit est étendu aux v =} ¢(n) nombres a (0 < a < n) pour lesquels

le symbole de Jacobi (%) a la valeur +1, tandis que le second produit est étendu

aux » nombres b (0 <b < n) pour lesquels on a (%) = —1. Posons, pour raccourcir,

(—1)¥""Pp=n* Alors il est bien connu qu’on a les relations

24(z) = X(2) - Va*Y(z), }

2B(x) = X(x) +Vn* ¥ (x), (28)

ol X(x) et Y(z) sont des polynomes en z & coefficients entiers rationnels. V'n* signi-
fie la valeur positive quand n* est positif et le nombre i/ —n* quand n* est négatif.
Le degré du polynome X(z) est égal & », et le coefficient de a” est égal & 2. Le degré

du polynome Y (z) est égal & v—1 et le coefficient de 2” ! est égal & 1. De (28) il
résulte
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4F () = [X (@) —n*[Y(2)]® (29)

Tous ces résultats sont dus 4 Dedekind; pour la démonstration voir Dirichlet [10],
supplemént VII, p. 360-370; pour » premier les résultats se trouvent déja chez
Gauss, voir [9], p. 443.

Pour les polynomes A(x), B(z), X(x) et Y(x) on a encore les relations suivantes :
Sin=1 (mod 4),

A(x)=2"A(z"), (30)
B(z)=x2"B(z™"),

etsin=3 (mod 4) et n=>17,
A@)=(~2yBa™), 30)
B(z)=(—z) A=)

Pour =1 (mod 4) on a
X(z)=2"X(x"Y), (31)
Y()=2"Y(z™"),

et pour n=3 (mod 4), si n>7,
X(x)=(—2x)X(x™). 31)
—Y(@)=(—2)Y(x").

Les coefficients des polynomes A(x) et B(x) sont des nombres entiers dans le corps
quadratique K engendré par le nombre Vn*. La formule (29) est évidemment une
conséquence immédiate du fait que le corps K est un sous-corps du corps K, engendré
par une racine n-iéme primitive de 'unité; comparez le théoréme 1 et le numéro 7.
11 est évident que, & tout sous-corps quadratique de K, correspond une identité
analogue 4 (29). Nous allons étudier les identités en question pour toutes les valeurs
de n.

11. Les polynomes A(x) et B(x) dans le cas général. Dans ce qui suivra K,
signifie le corps cyclotomique d’index n(>2). Posons comme ci-dessus » = §¢(n).
Soit A(#+1) un nombre entier rationnel qui n’est divisible par aucun ecarré>1.

Supposons que VA appartient & K,. Alors on a la decomposition
Fu(x) = A(x) B(z), (32)
ou A(x) et B(z) sont des polynomes en x du degré v, & coefficients entiers dans
K(VA), et conjugués dans ce corps, c’est-a-dire
A@)=X(2)-VAY(@), }
B(x)=X(z) +VAY(x),

ou X(x) et Y(x) sont des polynomes en z & coefficients rationnels. Dans les cas ou
A=2 ou = 3 (mod 4) les coefficients sont entiers, tandis que dans le cas ou A=1
(mod 4) ceux-ci seront entiers aprés la multiplication par 2. En effectuant la multi-
plication dans (32) on aura

(32)

Fo(x) = [X(2)] - A[Y ()] (32")
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11 faut observer que, dans (32'), le signe de /A n’est pas encore fixé; on observe
encore que les polynomes X(z) et Y(x) se distinguent des polynomes correspondants
dans (28) par le facteur 2. Ici nous ne pouvons pas distinguer entre les polynomes
A(x) et B(x) ainsi que est le cas dans (28). ‘

11 est évident qu’on peut supposer que X(z) est du degré », et que le coefficient
de 2’ est égal & 1. Alors Y(x) est au plus du degré » —1; comparez le numéro 7.

Remarque. 8’il n’y a aucune unité irrationnelle dans le corps K(VA), il n’existe
pas d’autres possibilités pour les polynomes X(z) et Y(x), abstraction faite d’un
changement de signe. Supposons maintenant que u + v} A, u et v rationnels, » +0, est

une unité dans K(/A) & norme positive. Alors on a
[X(2) +VAY ()] [u+ o/ A]= X,(z) + VAT, (),

ot X, (&) =uX(x) +vAY(z),
Y (x)=vX(x) +uY ().

Il est évident que les polynomes X,(z) et Y,(z) satisfont & (32"'). Cela arrive pour

= —1, pour A= —3 et pour toutes les valeurs positives de A; dans le dernier de
ces cas il y a ainsi une infinité de solutions de (32").

Nous désignons par ¢, ¢,, ..., les zéros de A(z). Les autres racines primitives
n-iémes de I'unité sont les zéros de B(x).

Soit & un zéro de A(z) et supposons que £ ' est aussi un zéro de A(z). Alors on
aura

X(e)—VAY(e)=0,
X(e ) —-VAY(Y) =0,

— X(e)+X(e™Y)

done Va Yo F T )
Ici le numérateur aussi bien que le dénominateur sont réels vu que £”+¢ ™ est
réel quand m est un nombre naturel. Donc A est positif. Inversement, si A est
positif le polynome A(x) est réel. Par conséquent, si & est un zéro de A(x) le nombre
conjugué (au sens propre) e~ 1’est aussi. Cela est aussi vrai pour B(x).

Du raisonnement précédent nous pouvons aussi faire la conclusion suivante : Si
A est négatif et si équation A(x)=0 a les racines &1, &, -, &, I’équation B(z)=0
a les racines &1, e2%, ..., 6 L.

Premier cas : A est positif.

Dans ce cas le nombre v =} ¢(n) est évidemment pair. Nous allons montrer que
les formules (30) et (31) sont toujours valables. En effet, si £y Eg, -+, & sont les ra-
cines de A(z)=0, le produit ¢, ¢,...e, est, d’aprés ce que nous venons de montrer,
égal a 1. Donc nous avons

A= :c"I;I (1 —g)= ];Isk(x —epl)=A().
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D’une maniére analogue on aura
2’ B(x~1) = B(z).
En vertu de (32) on obtient
2X(x) = A(x) + B(z),
2V AY(z)= — A(x) + B(z).
On en conclut que 2X(x )= X(z),
2Y(x )= ¥(x).
Second cas : A est négatif.

Ici le nombre » = } (n) est pair, sauf dans les trois cas suivants : n=4,n=p" et
n=2p%, ol p est un nombre premier = 3 (mod 4).

Nous allons déterminer les relations auxquelles satisfont les polynomes A(x),
B(x), X(z) et ¥(z), relations analogues aux formules (30") et (31').

Sie,, &, ..., & sont les racines de A(z) =0, les racines de B(x) =Osont e ', &3 7, ..., & .
Cela étant, on obtient
(—2YBlz ) =(— x)"l;I (7 —ekl) =& (€. ..&) A (). (33)

Le produit ..., est une unité dans K(/'A). Dans la suite nous excluons les cas
A= —1 et A= —3. Alors ce produit a l'une des valeurs +1 ou — 1. Supposons
d’abord que = n’est pas la puissance d’un nombre premier. Alors on a

F(1)=1=4(1) B(1),
d’otr A(1)=B(1)= 1. En posant dans la formule (33} x=1 on aura
£ 8. 6=(—1).

De la méme formule il résulte done, pour tous les n=+p’,

¥ B(x™) = A(x), } 34)
¥’ A(x"') = B(x).
Vu que 2X(x) = A(x) + B(z), } 35)
2V AY(z)= — A(z) + B(z),
on aura donc X ) =X(z), } (36)
Y )= —Y(z).

Considérons maintenant le cas oit n=p® Alors on a nécessairement (voir le théo-
réme 1) A= —p ol p=3 (mod 4) et p+3. En posant dans (33) z=1 on aura

p=A(1)B(1),
ou A(1) et B(1) sont des nombres conjugués dans K(V—*fp). Dong
A(1)=}(ut oV —p), B1)=}(uF oV —p),
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ol u et v sont des nombres entiers rationnels. Or, I'équation u?+ pv?=4p entraine

u=0, v=*1, Donc ‘
AQ)= —B(l)=+V—p.

Le nombre v étant dans ce cas-ci impair, on aura

£ &:..&6=1.
Par conséquent :
2Bz Y) = — A(x), (37)
2’A(z"!)= — B(x).

A Taide des formules (35) on aura encore

Xz )= — X(x), }

(38)
Yz )= Y(x).

Ainsi, les relations (37) et (38) sont valables pour tous les n = p*, p(+3) nombre
premier = 3 (mod 4). Les relations (34) et (36) sont valables pour toutes les autres
valeurs de ».

Les cas ot A= —1 et A= —3 seront traités dans un supplément.

12. Exemples numériques.

Ezemple 1. Soit n = 24. Les valeurs possibles de Asont —1,2, —2,3, —3,6 et —6.
Le polynome
Fy(x)=a8—xt+1

peut s’écrire de sept maniéres sous la forme (32") :

(2t —1)2+ (22)2,
(xt+a2+1)2—2(23 + )2,
(2t — a2+ 1)2 + 2(23 — x)2,
(x4t + 1)2 — 3(x?)2,
(=t—1)2+3(3)%
(22 + 32+ 1)2 — 6(a3 + x)2,
(x*— 322+ 1)2 + 6(23 — x)2.
Exemple 2. Prenons n=20. Les valeurs possibles de A sont —1, 5 et —5. Le

polynome
Foplx)y=at— a0+t —224+1

peut s’éerire de trois maniéres sous la forme (32") :

(xt— 22+ 1)2 + (2% — x)?
(22— § 22+ 12— 5(} 222,
(z* — 322+ 1)2 + 5(a® — x)°.
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Ezemple 3. Quand n =15, les valeurs possibles de A sont ~3, 5et —15. Le poly-
nome
Fa@a)=at—a"+a0—2t+x3—x+1

peut s’écrire de trois maniéres sous la forme (32) :

(@}t —arra—hR+30 a0 —jar 4P,
(xt—3a3+ {2 —tx+12—5(§2%— 322+ )3
(wt— 43+ 222 — L+ 12+ 15(F 22— § )%

Ezxemple 4. Quand n =21, les valeurs possibles de A sont —3, —7 et 21. Le po-
lynome
F(r)=o2— a1+ 2% — 28+ 28 —2t+a3—x+1

peut g’écrire de trois maniéres sous la forme (32”) :

(@8—%ad—Ltattad -}~ Lo+ 124335 —fat+Ea2— )2
(@5 —}as—ar—22—fz+ 12+ T(3a5— § 2],
(@8 — a5+ 3at—3a3+3a2— L+ 12 -21(3 25— 2t +Lad— a2+ {x)%

§ 5. Les zéros des polynomes 4(x) et B(x)

13. Lemmes ultérieurs, Supposons que F,(z) est réductible dans le corps quadra-
tique engendré par VA, ol A est un nombre entier rationnel +1 qui n’est divisible
par aucun carré >1. Les polynomes A(x) et B(x), définis par les équations (32) et
(32') dans le numéro 11, dépendent de = et de A. Dans la suite nous avons besoin
de signaler ce fait en employant les notations plus precises

Ay(x; A) et By(z; A).

2ni
Nous prescrivons que le nombre e * soit un zéro du premier de ces polynomes pour
toutes les valeurs de n et A. Cela est parfaitement d’accord avec la formule (27).
Ainsi les deux polynomes sont caractérisés de fagon qu’on puisse les distinguer I'un
de P'autre.

Si p est un nombre premier qui divise n, nous avons, d’aprés la formule (5) du

numéro 1,

F,p(x) = Fy(z").
Alors nous avons

Anp(@; A) Byy(; Ay = A4,(x”; A) By(a?; A).

D’aprés le résultat du numéro 7 les deux polynomes & gauche sont irréductibles
dans K(/A). 1l en resulte que les deux polynomes  droite le sont aussi. Par défini-
2

tion le nombre €™ est un zéro de A, (z; A). Or, il est évident que ce nombre est
aussi un zéro de A,(z”; A). Donc on aura, si le nombre premier p divise #, les lem-
mes

Agp(z; A) = A,(2"; A), } (39)

Bnp(x; A) = Bn(xp; A)
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Considérons maintenant le cas oll le nombre premier p ne divise pas n, et dans le-
quel on a
Fo(a?)
F, (x) =",
ﬂ( ) F,L(:I:)
11 en résulte
4,7 A) Bu(a”; A)

An,,(:l:; A) an,(.’vl A) = Am .

(40)

Ici les deux polynomes & gauche et les deux polynomes dans le dénominateur
droite sont irréductibles dans le corps K(/A) (voir le numéro 7). Il est évident que

2ni
le nombre ¢ est un zéro de chacun des deux polynomes 4,,(z; A) et A,(2%; A).
Ainsi le dernier de ces polynomes est divisible par le premier. On en conclut que le
polynome B,(z"; A) est divisible par le polynome B, (z; A). Les zéros de A4,(x"; A)
sont évidemment les nombres
2t 2,

en? ? (41)

ol ¢ parcourt un certain systéme de } ¢(n) nombres premiers & n, incongrus modulo
2ni

n, et ol b parcourt un systéme complet de résidus modulo p. Le nombre £=e™ est

un zéro de A,(x; A). Si & se trouve parmi les nombres (41), il est évident que

An(z"; A) est divisible par A,(x; A), vu que ce dernier polynome est irréductible

dans K(/A). Autrement An(x; A) divise B,(z?; A). Pour que £ se trouve parmi les

nombres (41) il faut et il suffit qu’il y ait une valeur de a telle que la congruence

a+nh=p (mod np) (42)

soit satisfaite par une valeur de h. Si cette congruence est satisfaite on aura donc

A" A) )
ki G Y
B,(x"; A) #3)
B, (x; A)= B.(; A_) )
Autrement on aura
Ay (x®; A
Anplx; A) = ‘B%,”A*)),
B n(x”" A) (#4)
Bm,(x; A) = m .

Dans les lemmes (43) et (44) n n’est pas divisible par p.
Pour déterminer les racines des équations A,(z; A)=0 et B,(z; A)=0 il faut dis-
tinguer plusieurs cas.

14. Théorémes principaux sur les zéros du polynome A,(x; A). Le but du présent
chapitre est d’établir les théorémes suivants:

Théoréme 3. Lorsque A=1 (mod 4) les zéros du polynome A, (x; A) sont les nombres
&%, ot a parcourt tous les nombres naturels satisfaisant aux conditions suivantes :
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a<n,{a,n)=1, (ﬁ:l)= +1.

Théoréme 4. Les zéros du polynome A,(x; — 1) sont les nombres *. ou a parcourt
tous les nombres naturels satisfaisant aux conditions suivantes :

a<n, {a,n)=1,a=1 (mod 4).
Théoréme 5. Lorsque A =3 (mod 4) les zéros du polynome A,(x; A) sont les nombres

£, ot a parcourt tous les nombres naturels satisfaisant ou au premier ou au second des
deux systémes de conditions :

1° a<n,(a,n)=1,a=1 (mod 4), (ﬁ)= +1;
2) a<n,(a,n)=1,a=3 (mod 4), (ﬁ)= ~1.

Théoréme 6. Les zéros du polynome A,(x; 2) sont les nombres &°, ou a parcourt tous
les nombres naturels satisfaisant aux conditions suivantes :

a<n’ (a7n)=15a5 il (mod 8)

Théoréme 7. Les zéros du polynome A(x; —2) sont les nombres &%, ol a parcourt
tous les nombres naturels satisfaisant auzx conditions suivanies :

a<n,(a,n)=1,a=1lou = 3 (mod 8).

Théoréme 8. Lorsque A =2 (mod 8), les zéros du polynome A,(x; A) sont les nom-
bres &%, o a parcourt tous les nombres naturels satisfaisant ou au premier ou au second
des deux systémes de conditions :

1°) a<mn,(ag,n)=1,a= +1 (mod 8), (M)= +1;

2°) a<n,(¢,n)=1,a= 3 (mod 8), (ﬁ):—l.

Théoréme 9. Lorsque A= — 2 (mod 8), les zéros du polynome A,(x; A) sont les nom-
bres %, ou a parcourt tous les nombres naturels satisfaisant ou au premier ou au second
des deux systémes de conditions :

°)a<n,(a,n)=1,a=1ou =3 (mod 8), (;ﬁ)= F1;

2Ya<n,(@,n)=1,a=50u = 7 (mod 8), (-%la—Al) =—1.

2
Ici, ¢ signifie le nombre e * . La démonstration de ces théorémes sera réalisée dans
les numéros suivants. Pour cela il nous faut encore un lemme.

Lemme 11. 11 suffit d’établir les théorémes 3-9 pour le polynome Ay(x; A), o d =] A|
dans le théoréme 3 et oi d = 4| A| dans les autres théorémes.

Demonstration. A chaque valeur de A correspond un certain théoréme parmi les
théorémes 3-9. Supposons que ce théoréme soit vrai pour A,(z; A). Cela posé nous

174



ARKIV FOR MATEMATIK. Bd 5 nr 10

allons montrer que le théordme est vrai pour tous les polynomes Ay(z; A) ot N est
un multiple de d. Nous le ferons par induction de la maniére suivante. En supposant
que le théoréme soit vrai pour 4,(r; A} nous montrerons qu’il est aussi vrai pour
A,,(x; A) ol p est un nombre premier quelconque.

Le théoréme étant supposé vrai pour A,(z; A) les zéros &* de ce polynome sont
caractérisés par des conditions du type suivant :

~ d\ (a\_
O<a<n,(@n)=1l,a=r (mOd 5)’(5)_6’

ot 6=|A| ou=3%|A| selon que A est impair ou pair, oit =1 pour d/d=1, r= +1
pour d/6=4,r= 11, +3 pour d/5=8, et ol e= 1.
D’aprés les lemmes du numéro 13 nous avons

Aq(x" A)

Ayplx; A)= C)

Ici C(x) =1, quand le nombre premier p divise »n. Si » n’est pas divisible par p on a
ou C(x)= A,(x; A) ou C(x) = By(x; A). Les zéros de 4,(z”; A) sont, en vertu de notre

supposition, les nombres

2nia +2nt_h Zai(a+hn)

e = (45)
ol la signification de @ est la méme que plus haut, tandis que % parcourt les va-
leurs 0,1,2,...,p—1. En posant c=a+hn on aura : O<c<np et (g—)= (g) =g
et c=a=r (mod d/J), vu que » est divisible par chacun des deux nombres § et d/8.
Si p divise n, on a de plus (¢, np)=1; et dans ce cas les nombres (45) constituent
tous les zéros de A4,,(x; A). Si p ne divise pas #, il y a, parmi les nombres (45),
exactement } g(n) nombres pour lesquels ¢ =a + kn est divisible par p; ces nombres
sont du degré § @(n); les autres § p(n)p —  p(n) = } p(rp) nombres, qui sont du de-
gré § (np), représentent les zéros de A,,(x; A). Ainsi le lemme 11 est démontré.

Dans la suite nous écrirons E(z) pour la fonction ™. Comme plus haut, Ve signi-

fiera la valeur positive quand c¢ est positif, et le nombre i | — ¢ quand ¢ est négatif.

15. Démonstration des théorémes 3, 4, 5, 6 et 7. Considérons d’abord le cas ot
A=1 (mod 4) et le théoréme 3. D’apres le résultat de Dedekind (voir le numéro 10)
le théoréme est vrai pour le polynome A4, ((z: A). Par conséquent, en vertu du lemme
11 le théoréme 3 est vrai pour chaque valeur de I'index n.

Considérons ensuite le cas oit A= —1. Nous avons A,(x; —1)==z—1, et ainsi le
théoréme 4 est vrai pour ce polynome. Dong, en vertu du lemme 11, le théoréme 4
se trouve démontré pour toute valeur de n.

Pour démontrer le théoréme 5 il suffit de ’établir pour le polynome Ay (w; A),

oit A= —1 (mod 4). Considérons maintenant le nombre
cm
=S E{—+—), 46
S Z (4| AI) (46)
ou la somme est étendue 3 tous les nombres naturels ¢ satisfaisant aux conditions
que voici : c<4|A|, (¢, 4]A])=1, ¢= +1 (mod 4) lorsque (l%): +letc=—1
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(mod 4) lorsque 2 )= ~1. m est un nombre naturel queleconque. Le nombre des
q

|A]
termes dans (46) est égal 3 3p(4|A|)=@(2|A|).
Nous allons établir le résultat suivant :

Lemme 12. 1°) Lorsque m est impair et (m, |A])=1on a

(s

2°) Lorsque m est impair et (m, |Al)=d>1on a
&n=0.
3°) Lorsque m est pair et (m, |A|)=d>1 on a

(1) 24D
R ey i S
o'4)

Démonstration. Considérons d’abord le cas o m =2 (mod 4) et posons m = 2s, oul
s est impair. Alors

cs
mn=2E| 71 (47)
= 25(35)
ol la sommation est comme dans (46). En multipliant par —1=¢™° on aura

~tu-38(5 1)

Une congruence de la forme
He+| A= +|A]) (mod |A])

ne peut pas avoir lieu. En effet, celle-ci entrainerait ¢=c¢* (mod 2|A|), done
¢*=c+2|A| (mod 4| Al). Il en résulte que

(i5)-(x)
A/ \|Al?
tandis que ¢*=c¢-+2= —¢ (mod 4). Cela montre que les nombres ¢ et ¢* ne peu-

vent pas paraitre tous les deux dans la somme (47). Il en résulte que les nombres
$(c+|A]) sont incongrus modulo | A|. Leur nombre total est=g@(2|A|)=g¢(| Al) et

(3(c+|A]),|A])=1. Done
fs)
—_g =Spl
en-S(1)

ol f parcourt un systéme réduit de résidus modulo | A|. Supposons que (m, | A])=d.
En vertu de la formule (12) dans le numéro 3 on obtient alors
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Traitons ensuite le cas ot m =0 (mod 4) et posons m =4s. On a

: cs
=2o(3)
Ici les nombres ¢ sont incongrus modulo |A|. En effet ¢ =c* (mod | A|) entrainerait

%*
A () ot done c=c* (mod 4), et c=c* (mod 4|A|) ce qui est exclu.
[Al/\|A|

Ainsi les nombres ¢ constituent un systéme réduit de résidus modulo | A |. Supposons
que (m, | A])=d. En vertu de la formule (12) dans le numéro 3 on obtient alors

o2 12D,
(3

Seit maintenant m impair. En multipliant (46) par i” =e*™" on aura

a+|A] a*+|A] )
mt = E E 48
o= 8(at )+ 28( T “)
ol la premiére somme est étendue & tous les nombres naturels a qui satisfont aux
conditions suivantes : a<4|A|, (a, 4|A])= (I~A—|) = +1, a=1 (mod 4), tandis

que la seconde somme est étendue & tous les nombres naturels a* qul satisfont aux
*

conditions suivantes : a*<4|A|, (a*, 4|A|)=1, (Ia?AI) -1, a*= -1 (mod 4).

Nous désignons la premiére somme par a,, et la seconde somme par f,,.
Premier cas. Soit A négatif, donc | A[=1 (mod 4). Il est évident que

o= 35((3)

oli la somme est étendue & tous les 3p(| A|) nombres f = }(a + 3| A]); on voit que ces
nombres sont incongrus modulo |Al; on a encore (f,|A])=1 et ILI) (] AI) +1.

En appliquant le lemme 4 on aura done, si (m, |A]))=1,

~n= 1{u A+ (1) V13T

Pour la deuxiéme somme on aura d’une fagon analogue

3 5((3)

oil la sommation est étendue 3 tous les ¢(| A|) nombres g = 1(a* +| A |); on voit que

-1

ebsi (m, |A|)=d>1,

ces nombres sont incongrus modulo |A[; on a encore (g, |A])=1 et

|A|
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En appliquant le lemme 4 on trouve
m\ —
o= ()]
Ba=t|u 8D (57 1A
lorsque (m, |A])=1. Si (m, |A])=d >1 on aura

poe 1) 740

"’( d )
Par conséquent, lorsque (m, |A])=1,
m\ . —
En=1""otn+ Bm) =(— 1)}(’"—1) (—) VA;

et, lorsque (m, |A|)>1,
£m=i—m(am+ﬂm) =0,

Deuziéme cas. Soit A positif, donc | A|=3 (mod 4). Par un raisonnement analogue
4 celui qui précéde on aura évidemment

- /_@)
Oy = ;E ( A)
ol la sommation est étendue 3 tous les 1p(A) nombres f= }(a + A); on voit que ces
nombres sont incongrus modulo A; on a encore (f, A)=1 et %) + = 1. Donc, lorsque
(m,A)=1,
(m
O = %[M(A) + 1(3) VK] ,

A= %p(%)q:i((j%);

et, lorsque (m, A)=d>1,

Pour la deuxiéme somme on aura
gm
e 3e(5)
pa=3E(%
ot la sommation est étendu & tous les 3p(A) nombres g = }(a* +3A); on voit que

ces nombres sont incongrus modulo A; on a encore (g, A)=1 et |-

9y _1.
A)‘ 1

Done, lorsque (m, A)=1,
~a=t[ue)-(3) V3]
et, lorsque (m, A)=d >1,
~ = 1u(3) 22
o(a)
Par conséquent, on obtiendra, comme dans le premier cas,
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5m=<—1)*<"'-”(’§)1/3 ou £,=0,

selon que (m, A) est égal & 1 ou> 1. Cela démontre le lemme 12.

1l résulte de ce lemme que tous les nombres &,, appartiennent au corps K(VA). On
en conclut que toute fonction rationnelle symétrique, & coefficients rationnels des

nombres E(;ﬁ), ol ¢ varie comme dans (46), appartient & K(VZ). Le polynome
A“Al(x;'A) étant irréductible dans K(VZ), il est donc évident gue les nombres
E (ﬁ) sont les zéros de ce polynome. Le théoréme 5 se trouve ainsi démontré.
Considérons finalement les deux cas ot A= +2 et A= —2. Vu qu'on ait
Ag(@;2) =22~ V22 + 1 = (v — el™) (x — e~ 1™
ot Aglw; —2) =22~V =22+ 1 = (z— &™) ( — et),

les théordmes 6 et 7 sont vrais pour I'index n =8. Alors, en vertu di lemme 11, ils
sont vrais pour toutes les valeurs de V'index =.

16. Préliminaires sur le théoréme 8. Pour démontrer le théoréme 8 il suffit de
Pétablir pour le polynome A4, (z; A) ot A=2 (mod 8). Considérons le nombre

=2 (g7x) (#9)

ot la sommation est étendue A tous les nombres naturels ¢ premiers 4[| A et <4|A|,

iis)
Al
(TCKI) = —1. m signifie un nombre naturel quelconque. Le nombre total des
nombres ¢ est évidemment = }p(4| A ).

Notre but dans ce numéro et les deux numéros suivants est d’établir le lemme
suivant :

tels qu’on ait ¢= +1 (mod 8) lorsque ( = +1, et ¢= +3 (mod 8) lorsque

Lemme 13. 1°) Lorsque m est impair et (m, 3| A])=1, on a

- (2) (372) 7>

2°) Lorsque m est impair et (m, }|Al)=d>1, on a

Em =0.
3°) Lorsque m=2 (mod 4), on a
£m =0.

4°) Lorsque m =0 (mod 4) et (m, }|A|)=d>1, on a
En=2(—1)". (lAl)cp(%!Iﬁlb
"’( d)
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Le théoréme 8 est une conséquence immédiate de ce l_emme.‘En effet, il en résulte
que tous les nombres &, appartiennent au corps K(/A). On en conclut que toute

A

¢
fonction rationnelle symétrique, & coefficients rationnels des nombres E(lI—A—I),

ou ¢ varie comme dans (49), appartient & K(VZ). Par consequent, le polynome
Ay a(z; A) étant irréductible dans K(/A), il est évident que les nombres E (WCA—I)
sont les zéros de ce polynome.

Dans la démonstration du lemme 13 il faut distinguer les quatre cas suivants :
1°) A=10 (mod 16) et A>0; 2°) A=10 (mod 16) et A<0; 3°) A=2 (mod 16) et
A>2;4°) A=2 (mod 16) et A<O.

Supposons que m est impair. En multipliant &, par et ™ + 1™ nous obtenons

8
2cos foom - &= > D%, (50)

k=1
ou >4 signifie
c+i|Al ) (c—%IAI )
E 21 ='m] ou E\—F—+m
25l 2P\ 41a]
selon que k=1,2,3,4 ou k=5,6,7,8, et ol les sommes sont étendues aux valeurs
de ¢=1 (mod 8) pour k=1 et 5, aux valeurs de ¢= —1 (mod 8) pour k=2 et 6,
aux valeurs de ¢=3 (mod 8) pour k=3 et 7, aux valeurs de ¢= —3 (mod 8) pour
k=4 et 8. Le nombre des termes dans D¢ est=3p(4|A|)= (| A]) =1p3 | A]).
Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 14. 1°) Lorsque A=10 (mod 16) et A>0, 0on a

Z$H=SM=ZEG%ﬁ} (51)

7
m_ s _ 5 g™
sp- 3= 38(5). ©2)
20} Lorsque A=10 (mod 16) et A< 0, on a
my _ my _ /m
s-3m-35( ) ©3)

;
sp-3-35({7). (54

7
3°) Lorsque A=2 (mod 16) et A>0,0n a

se-3-3 (). (55)

!

s-3-38(%). (56)
7 \A]
4°) Lorsque A=2 (mod 16) et A< 0, 0on a

-5y
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3= 3= S E(). 9)

Ici les sommes dans (51), (53) (65) et (57) sont éiendues o tous les nombres naturels

f<3|A| pour lesquels ( )— +1. Les sommes dans (52) et (54) sont élendues a

3|A]
tous les nombres naturels f premiers & |A| et <|A| pour lesquels ( 1lA |) +1. Les
sommes dans (56) et (58) sont étendues & tous les nombres naturels g premiers ¢ |A| et

<|A| pour lesquels ( ~1.

)=
ifs)
Démonstration. Considérons d’abord le cas ot A=10 (mod 16) et A >0. Dans la
somme
+3|A| ) (
= 5 Bl B )
3= 3, B ) -3

les nombres f=}c+4|A|) sont des entiers premiers & }|A| et incongrus modulo
1| A], et leur nombre total est— 1p(3|A|). On a encore

(w0~ D)=~ (i) =+

Par un raisonnement analogue on trouve que la somme

- 2

c=—3(8)

a la méme valeur que >3

Dans la somme
mo 5 a1 HAL) s (i)
23 0521(8) ( 4|A| 2 [A]

les nombres f=}(¢c+ 4| A|) sont des entiers premiers & | A| et incongrus modulo | A,
ot leur nombre total ost = 39(3|AJ). On a encore

(wa) = 7m)= #

Par un raisonnement analogue on trouve que la somme

c= 1(8)

a la méme valeur que >§™.
Considérons ensuite le cas o' A=10 (mod 16) et A <0. Dans la somme

Zf*'"’i:%@)’f(c:ﬁzs'?l m) - ZE(%IM)

les nombres f=}(c+}|A|) sont des entiers premiers & }|A| et incongrus modulo
3|Al; leur nombre total est = 31¢p(4|A|). On a encore
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(513~ (1) =~ Gifag) -+

Par un raisonnement analogue on trouve que la somme

s 3,

c=3(8)

a la méme valeur que >{™.

Dans la somme
(my _ Ec+%|A| ) E( )
5= 3 B(ar ™) - 2e(

les nombres f=}(c+}|A|) sont des entiers premiers & |A| et incongrus modulo
A}; et leur nombre total est =}@(4|Al). On a encore

(sfa)~ (g7 =

Par un raisonnement analogue on frouve gue la somme

s 3, 555 )

c=-1(8)

a la méme valeur que D{™.
Considérons le cas ot A=2 (mod 16) et A >0. Dans la somme

5= 3, Mt ) =22l

les nombres f=J(c+%|A}) sont des entiers premiers & }|A| et incongrus modulo
}|A}; leur nombre total est — 3p(3|Al). On a encore

(%lfA|)= (g]?CA|)= (HZ‘): +1.

Par un raisonnement analogue on trouve que la somme

- 3 o

c=1(8)

a la méme valeur que >§5™.

Dans la somme
5= 3,247 ) - 3#(5)

les nombres g=3}(c+}|A|) sont des entiers premiers a |A| et incongrus modulo
| Al; et leur nombre total est = 4@(4]|A[). On a encore

(sfa0)~ ()

Par un raisonnement analogue on trouve que la somme
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(m)

Al
m) __ E ___él )
s c:;—z.‘}(& ( 4IA‘
a la méme valeur que 2§
Considérons finalement le cas ot A=2 (mod 16) et A <0. Dans la somme

Zﬁ"”iiﬂ(cifz'x?l ") - ZE(%IAI)

les nombres f=4(c+ 4| A]) sont des entiers premiers & }| A| et incongrus modulo
3| A}; leur nombre total est=}@(3|A|). On a encore

()~ ) = ) -+

Par un raisonnement analogue on trouve que la somme

o 3o

c=-1(8)

a la méme valeur que >§™.

Dans la somme
zr- 3, 5T ) - 25(0R)

les nombres g=}(c+}|A[) sont des entiers premiers & |A| et incongrus modulo
[A]; et leur nombre total est =4 @(4|A]). On a encore

()~ 7m)=

Par un raisonnement analogue on trouve que la somme

3= 3,55 )

c=3(8)
a la méme valeur que >{™.

Lemme 15. Désignons par S la somme

32(sm)

ot b parcourt un systéme réduit de résidus modulo 2|A|. Alors, pour A positif, la
somme

S+ S04 S+ 3 @)
est égale & S. Encore, pour A négatif, la somme
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SO+ 340+ 340+ 54 (60)
est égale o S. Quand m est impair on a S=0.

Démonstration. On vérifie aisément que, pour toutes les valeurs de ¢ qui entrent
dans la somme (59), pour A >0, ou dans la somme (60), pour A <0, tous les nom-
bres b=4(c+%|A|) et b*=2%(c*—}|A|) sont premiers & 2|A|. De plus, ils sont
incongrus modulo 2|A|[. En effect, ¢ et ¢* étant supposés incongrus modulo 4] A
les nombres 3(c+3|Al) et (c*+ 4| A|) ne peuvent pas étre congrus modulo 2| A
Supposons qu’on ait :

>

e+ 3| A)=4*—3|A]) (mod 2]|A)).

/ *
Cette congruence entraine ¢=c* (mod }|Al]). et par suite (———1 ch I) = (—% |c A I)

2
done ¢= t+¢* (mod8). Le signe supérieur étant impossible il faut que ¢= —¢
(mod 8). Lorsque A >0 on aurait les possibilités suivantes: c=1 (mod 8) correspon-
dant & ¢*= —1 (mod 8); ¢= —3 (mod 8) correspondant & ¢* =3 (mod 8). Cela en-
trainerait ou 1+ 4|A|=0 (mod 4) ou—3+}|A|=0 (mod 4}, ce qui est impossible.
" Lorsque A <0 on aurait les possibilités : ¢= —1 (mod 8) correspondant & ¢*=1
(mod 8); ¢c=3 (mod 8) correspondant & ¢*= —3 (mod 8). Cela entrainerait ou
—1+3|A|=0 (mod 4) ou 3+}|A|=0 (mod 4), ce qui est impossible. Enfin, le
nombre total des nombres b est =@(2|Al]). Cela démontre la premiére partie du
lemme 15. Soit (m, 2| A|) =d. D’aprés la formule (12) du numéro 4 on a évidemment

_ (2| A\ e2]A])
ool sk
"’( d )

Si m est impair, d est aussi impair, et par conséquent §=0.

H]
*

17. Démonstration du lemme 13 dans le cas ot m est pair. Si m =43 on a

e 25(3)

ol la somme est étendue comme dans la formule (49). Supposons d’abord que s est
ais,

impair et multiplions par — 1 =¢™°; nous aurons

e c+%IAI)
Em_gE( ‘Al sl

ot tous les nombres ¢+ }|A| sont pairs. Considérons la congruence
Je+|Ah)=3( +HA]) (mod F[A]). (62)

Celle-ci entraine c=c* (mod }|A|). En vertu des propriétés des nombres c il en
résulte que ¢= +c¢* (mod 8). Vu que ¢ et ¢* sont incongrus modulo 4| A, il faut
prendre le signe inférieur, donc ¢= —¢* (mod 8). En posant dans (62) c=8+r et
¢* =8t* —r on obtient la congruence
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4(t—t*)+r=0 (mod }|A|),

ol =11 ou = 13. On en conclut que & chaque valeur de ¢ correspond exacte-
ment une valeur de ¢* telle que la congruence (62) soit satisfaite et telle que c* ne
soit pas congru & ¢ modulo 4| A|. Ainsi le nombre des nombres g=}(c+%|A|) qui
sont incongrus modulo }|A|, est =}p(2|A|)=¢p(}|Al). Par consequent nous au-
rons

—2ZE(1|A|) | (63)

ol g parcourt un systéme réduit de résidus modulo } }|A|. En appliquant la formule
(12) on obtient donec
A
'fm = ( I I) - (( )
ol d=(m, }| A]).
Considérons ensuite le cas ou s est pair dans (61). Nous allons montrer qu’on a

syl ) e

ol b parcourt un systéme réduit de résidus modulo 1A

Nous pouvons supposer que tous les nombres b sont impairs. Dans un systéme
réduit de résidus modulo 4| AI il y a exactement quatre nombres qui sont congrus
4 un nombre fixe b modulo 1|A|. On peut supposer que ces nombres (classes de
résidus modulo 4| A|) sont représentés par les nombres

z,x—|Al,z+|A|,z+2]Al, (65)

 parcourant un systéme réduit de résidus modulo 1|A|. Ceux-ci sont tous impairs
et incongrus modulo 8. Exactement deux de ces nombres appartiennent au systeme

des nombres ¢ satisfaisant aux conditions de la somme (61). En effet, si ( I | A I) +1

il y a parmi les nombres (65) un seul qui est = +1 (mod 8) et un seul quiest = — 1
(mod 8); les deux autres sont congrus & +3 ou & —3 (mod 8). On peut faire le

méme raisonnement quand (Tb[’) = —1. Ainsi la congruence b=c¢ (mod }|A|)
3

est satisfaite par deux nombres ¢ lorsque b est fixe. Cela démontre la formule (64).
En appliquant la formule (12) & l’expression de £,, donnée par (64) on aura

A A
)
o d=(m,}|Al).

Considérons enfin le cas ot m =2 (mod 4). En posant m=2s on a

=357 (65)

o ¢ est impair, et olt la sommation est comme dans la formule (61). En multipliant
par i° =¥ on aura
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o) 2o

ol la premiére somme est étendue & tous les nombres ctels que ¢+ | A|=0 (mod 4),
tandis que la deuxiéme somme est étendue & tous les nombres c* tels que
¢*+3|Al=2 (mod 4). Désignons la premidre somme par « et la seconde somme
par 3. Considérons les termes dans la somme «. On peut montrer que la relation

et 3|AD=He +3]A]) (mod 3A])

n’a jamais lieu. En effet, celle-ci entrainerait c=c, (mod 2|A|), donc ¢,=c+2|A|
(mod 4|A|). Or, il en résulterait que ¢,=c-+4 (mod 8), ce qui est impossible, vu

sfx))~ )

Donc, les nombres f=1(c+ 4| A|) sont incongrus modulo }|A|, et le nombre to-
tal de ces nombres est = 2p(4|A|)=g@(3|A|). Ainsi on aura

w-3(fs)

ol f parcourt un systéme réduit de résidus modulo }|A|.
Considérons ensuite la somme f. En multipliant par — 1 =™ nous aurons

-6=35(5 )

c*

que ¢; = +¢ (mod 8) lorsque (

Ici les nombres f* = }(c* +3| A|) sont entiers et incongrus modulo }|A|, ce qui peut
étre vérifié de la méme maniére que tout & ’heure. Il en résulte §= — «. Par con-
séquent, pour m =2 (mod 4), on a &,=0.

En résumant, nous avons démontré le lemme 13 pour toutes les valeurs de m.

18. Démonstration du lemme 13 dans le cas olt m est impair. Dans les formules
(51), (53), (55) et (57) du lemme 14 figure la somme

25(3%)

étendue & tous les nombres f d’un systéme réduit de résidus modulo } | A| pour les-

quels (ﬁ) = +1. D’aprés le lemme 4 cette somme est égale &

slu 18D+ (577) 7T1),

lorsque (m, §|A |) = 1 o signifiant 1 ou ¢ selon que | A est = +1 ou = —1 (mod 4).
Lorsque (m, $|{A|)=d >1 la somme a la valeur

%ﬂ(%%’)'m-

o(1'5)
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Dans les formules (52) et (54) du lemme 14 figure la somme

z5(/3) @

étendue a tous les nombres f=}(c+ }|A|) d’un systéme réduit de résidus modulo

|A] pour lesquels ( = + 1. On doit observer qu'on a ¢= —1 (mod 8) quand

o

Al
$|A|= —3 (mod 8), et ¢= + 1 (mod 8) quand }|A|= +3 (mod 8). Pour calculer la
somme (67) nous multiplions par —1=¢™". Alors la somme prendra la forme

=55l m)

Ici les nombres g =4(c+£|A|) sont évidemment entiers et premiers & 3| A|. De plus,
ces nombres sont mcongrus modulo |A|. En effet, la congruence

Het§lAh=Hc"+3|A]) (mod }[A])

entrainerait ¢=¢* (mod 4| A|). On a en outre

(%IgAl)= (%l2fAl)= (%122|)= (:}|2A|)= -b

puisque }|A|= +3 (mod 8). Il en résulte que la somme (67) est égale &

~35(3f%)

ol la somme est étendue 3 tous les nombres g d’un systéme réduit de résidus mo-

dulo }|A| pour lesquels (m) —1. En appliquant le lemme 4 on aura donc

les valeurs suivantes pour la somme (67) :

Lorsque (m, }|A])=1,
%[“M(%IAD‘F(%_%")QVM]:

ou g signifie 1 ou 4 selon que |A|=+1 ou = —1 (mod 4).
Lorsque (m, }|Af)=d>1,

REET

Dans les formules (56) et (58) du lemme 14 figure la somme

>5((%) ©8)

étendue & tous les nombres g=}(c— 4| A]) d’un systéme réduit de résidus modulo

|A] pour lesquels ( g —1. On doit observer qu’on a ¢= +3 (mod 8) quand

A"
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3|Al=+1 (mod 8) et c= —3 quand }|A|= —1 (mod 8). Pour calculer la somme
(68) nous multiplions par — 1 =¢™". Alors la somme prendra la forme

25 ar )

Ici les nombres k= }(c+3| A|) sont évidemment entiers et premiers 3 }| A|. De plus,
ces nombres sont 1ncongrus modulo }|A|. En effet, la congruence

Ye+3|A|=4c*+3|A) (mod }[A))
entrainerait ¢ =c* (mod 4| A|). On a encore

(%lhAl): (%le)z (%le)= B (%AI): -1,

puisque }|A|= 11 (mod 8). Il en résulte que la somme est égale &

-25({13)

ol la somme est étendue & tous les nombres 4 d*un systéme réduit de résidus mo-

dulo }|A[ pour lesquels ( iA I) — 1. En appliquant le lemme 4 on aura donc les

valeurs sulvantes pour la somme (67) :
Lorsque (m, 3| A])=

%[ M(”MH‘(HA')Q‘/M],

ol p signifie 1 ou ¢ selon que 4|A|=+1 ou = —1 (mod 4).

Lorsque (m, }|Al)=d>1,
_ M),w(%lAl)

¢(% T)

En combinant les résultats de ce numéro avec les résultats du numéro 16, et en

se rappelant que 2 cos }am= ( g) V2 pour m impair, on obtient de la relation (50) :
m

) ex=2(si) 43780

V 2( ) £n=0,
quand (m, }|A])>1.
Le lemme 13 se trouve ainsi établi pour toutes les valeurs de m, attendu que le
cas ol m est pair a déji été traité complétement dans le numéro 17. Par consé-
quent, la demonstration du théoréme 8 est achevée.

quand (m, | A)=1, et
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19. Démeonstration du théoréme 9. Pour démontrer le théoréme 9 il suffit de
Pétablir pour le polynome A, A (2; A) ot A= —2 (mod 8). Considérons le nombre

N = gﬂ(ﬁ), (69)

ol la sommation est étendue & tous les nombres naturels a premiers 4 4| A et

<4|A|, tels qu’on ait a= +1 ou = +3 (mod 8) 1orsque( )= +l,eta=-1

2

Al

ou = —3 (mod 8) lorsque ( ll—lAT) = — 1. m signifie un nombre naturel quelconque.
H

Le nombre total des nombres a est évidemment = (4 |A}).
Nous allons d’abord établir le résultat suivant analogue au lemme 13 :

Lemme 16. 1°) Lorsque m est impair et (m, 3| A])=1, on a

()

2°) Lorsque m est impair et (m,}|A|)=d>1, on a

m = 0.
3°) Lorsque m=2 (mod 4), on a

Nm=0.
4°) Lorsque m=0 (mod 4) et (m, }|A)=d>1,0n a

nm=2(—1)*m'u(%%)"%§[‘))-

Le théoréme 9 est une conséquence immédiate de ce lemme. En effet, il en résulte

que tous les nombres 7, appartiennent au corps K(VZ). On en conclut que toute
fonction rationnelle symétrique, & coefficients rationnels des nombres E(a/4|A|),

ol @ varie comme dans (69), appartient & K(VZ). Par conséquent, le polynome

Ay 5 \(z; A) étant irréductible dans K(¥'A), il est évident que les nombres E(a/4|A|)
sont les zéros de ce polynome.

Nous allons montrer comment le lemme 16 se déduit d’une maniére trés simple
du lemme 13. Considérons d’abord le cas ot A est positif. En multipliant dans (69)

par ™ nous aurons
cm
"= El-—+]),
wm=2E(T5)

ott c=a+|Al|. Lorsque a= +1 (mod 8) on aura c=1—2= —1 (mod 8) et

(wa) = 7a) =+

Lorsque ¢= + 3 (mod 8) on aura c=3—2= +1 (mod 8) et

(ira0)= (i)~ +
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Lorsque a= —1 (mod 8) on aura ¢= ~1—-2= —3 (mod 8) et

(50~ (i7z) -+

Lorsque a = — 3 (mod 8) on aura ¢= —3—2= +3 (mod 8) et

c a
——)={-r=)=-1.
(s~ a1
11 en résulte Ym=1""En(—A), (70)

ol &,(—A) désigne le nombre défini par I’équation (49), lorsque A a été remplacé
par —A.

Considérons ensuite le cas oi A est négatif. En multipliant dans (69) par i~
nous aurons

m

_m_ om
1],,.’0/ ;E(4|AI),

ot c=a—|A|. Lorsque a= +1 (mod 8) on aura ¢c=1—2= —1 (mod 8) et

-

Lorsque ¢ = +3 (mod 8) on aura ¢=3—-2= +1 (mod 8) et

(s721)= (i) =+

Lorsque a= —1 (mod 8) on aura ¢= —1—2= —3 (mod 8) et

(5120~ ()=

Lorsque a= — 3 (mod 8) on aura ¢c= —3—2= +3 (mod 8) et

(il

1lal)l \3[A]

11 en résulte Nm=1"En(— A), (71)
olt &,(—A) désigne le nombre défini par I'équation (49), lorsque A a été remplacé
par —A.

Soit m impair et (m, | A|)=1. Alors, en appliquant le lemme 13, on obtient de
(70), pour A >0,

et () ) 5

m
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et de (71), pour A <0,

1, 2 A
=1 (2) ()8

c’est-a-dire, dans tous les deux cas,

(s

Quand m =0 (mod 4) on obtient ,, = £,( — A) = &, et dans tous les autres cas 7, = 0.
Le lemme 16 se trouve ainsi démontré et, par conséquent, aussi le théoréme 9.

Supplément au numéro 11

20. Dans le numéro 11 nous avons exclu les cas ol A= —1 et A= —3, vu que
la méthode y adaptée ne suffisait pas pour déterminer le produit &,¢,...¢, des racines
de A(x)=0. En vertu des résultats des numéros 13 et 14 nous avons maintenant
les moyens de déterminer ce produit dans les cas en question.

La formule (33) dans le numéro 11 est toujours valable (pour A <0) et peut
s’écrire

An(x; A) = 22" Bo(x™'; D), (72)

ou A, signifiz le terme constant du polynome A,(x; A) du degré ig(n)=y. 1l s’agit
de déterminer 4,. En vertu des formules (39) du numéro 13 nous avons évidemment

Anp = }-n (73)

lorsque le nombre premier p divise n. Si p ne divise pas n nous obtenons des for-
mules (43) et (44)

lnp:_= I, (74)

lorsque la congruence (42) est résoluble, et

An

Anp= i 2 (75)

dans le cas contraire. Ici A, signifie le nombre conjugué de A, dans le corps K(VZ),
donc 4,4, =1 vu que A <0.
Lorsque A= —3, n est divisible par 3. Lorsque A= —1, n est divisible par 4.

Le cas o A= —1.

Nous avons A,(z; —1)=x—1, donce 1, = —i. Ainsi, il résulte de (73) que Ay= —1
lorsque N est une puissance de 2.

Si dans la congruence (42) n=4, il faut prendre a=1. Donc, pour que cette
congruence soit résoluble il faut et il suffit que le nombre premier p soit = +1
(mod 4). En utilisant (74) et (75) on en conclut

Jap=(~ 1)1,
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Maintenant on arrivera sans peine, par la méthode d’induction multiplicative, au
résultat général : Soit N(>1) un nombre naturel qui n’est pas une puissance de 2,
et soit 4 le nombre des nombres premiers différents = —1 (mod 4) qui divisent N.
Alors on a

A= (—1)"

Il en résulte : Si h est pair, les relations (34) et (36) sont toujours valables pour
n=4N et A= —1. Si h est impair, il faut remplacer ces relations par (37) et (38).
Quand N est une puissance de 2, il n’existe pas de formules analogues.

Le cas ou A= —3.

Nous avons d,(x; —3)=x—p, ou p=e™ done 1;= —p. Ainsi il résulte de (73)
que Ay= — g lorsque N est une puissance de 3.

Si dans la congruence (42) n=3, il faut prendre a=1. Donc, pour que cette
congruence soit résoluble il faut et il suffit que le nombre premier p soit = +1
(mod 3). On en conclut, en utilisant (74) et (75),

Ayp= 02(p_1)'
Enfin on arrivera, par la méthode d’induction multiplicative, au résultat général :
Soit N(>1) un nombre naturel qui n’est pas une puissance de 3, et soit & le nombre
des nombres premiers différents = — 1 (mod 3) qui divisent N. Alors on a
Asy =0

Il en résulte : Si A est divisible par 3, les relations (34) et (36) sont toujours valables
pour n=3N et A= —3. Dans le cas contraire il n’y a pas de relations analogues;
méme chose si N est une puissance de 3.

INDEX BIBLIOGRAPHIQUE

. NaazeLy, T., Introduction to number theory, Stockholm, New York 1951.

. —— Problem 23, Norsk Matematisk Tidsskrift, Bd. 2, Oslo 1920, p. 95.

. Ka~orp, H. J., Abschiatzungen bei Kreisteilungspolynomen und daraus hergeleitete Bedin-
gungen fir die kleinsten Primzahlen gewisser arithmetischer Folgen, Mathematische
Zeitschrift, Bd. 55, 1952.

4. ScHINZEL, A., On primitive prime factors of a™—b", Proceedings of the Cambridge Philo-

sophical Society, Vol. 58, 1962. X
5. NAGELL, T., Uber einige Sinus- und Cosinus-Produkte, Nyt Tidsskrift {. Matematik, Bd. 28,
Koébenhavn 1917.

2B

6. Le discriminant. de I'équation de la division du cercle, Norsk Matematisk Tidsskrift,
Bd. 1, Oslo 1919.
7. Hassg, H., Zahlentheorie, Berlin 1949.
8. Frickg, R., Lehrbuch der Algebra, Bd. 3, Braunschweig 1928.
9. Gauss, C. F., Werke, Bd. 1.
10. DiricHLET, P. G. LEJEUNE, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, herausg. v.R. Dedekind,

Braunschweig 1894.

Tryckt den 9 december 1963
Uppsala 1963. Almgvist & Wiksells Boktryckeri AB

192



