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Contributions h la th~orie des corps et des 

polynomes cyclotomiques 

P a r  TRYGVE NAGELL 

w 1. Les polynomes cyclotomiques 

1. Propri~t~s fondamentales. Nous d4signons par  F , ( x )  le polynome cyclotomique 
d ' index n, c'est-s 

Fn(x) = 1-I(x - ~), (1) 

le produit  4tant 4tendu s routes les racines n-ibmes primitives de l 'unite ~. Les 
z4ros de ce polynome sont les q(n) hombres 

off a parcourt  un syst~me rfiduit de rdsidus modulo n; ainsi (a, n) = 1. 
Ruppelons les rdsultats suivants relatifs aux polynomes cyclotomiques : Les 

coefficients de F~(x) sont des nombres entiers rationnels. Le premier coefficient 
ainsi que le dernier sont dgaux ~ 1 pourvu clue n > 1. Le polynome est irr4duetiblc 
duns K(1). Pour n > 1 on a 

x~ (") _e.(x -1) = _e.(x). (2) 

On a de plus la formule 

F.(~) 1-I01-I2H,... 
1-L~Hs--.' (3) 

n 

ici 1-I0 reprdsente le polynome x = - 1; ~1 repr4sente le produit des polynomes x v - 1, 
off p parcourt  t o u s l e s  diviseurs premiers de n; 1-]~ reprdsente le produit des poly- 

nomes x v q -  1, off p e t  q parcourent tous les diviseurs premiers choisis diff4rents 
Fun de l 'autre de routes les manibres possibles; de la m6me manibre 1-[3 reprdsente 

n 

le produit  des polynomes x v q r -  1, off p, q e t r  sont des diviseurs premiers de n 
diffdrents entre eux, et ainsi de suite. 

On a encore les identitds 

F.(x ~) E.~(x)- ~.(x)' (4) 
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pourvu que p soit un nombre premier qui ne divise pas n, et 

si le nombre premier p divise n. 
Pour la d6monstration de ces r6sultats voir p. ex. Nagell [1], p. 158-1641. 
De la formnle (3) on obtient pour n > 1 : 

e t p o u r n > 2 :  

F~(1) = I p s i  n =pX, p nombre premier, 

[ 1 dans lea autres cos, 

(5) 

(6) 

F ~ ( - 1 ) =  / p si n = 2 p  ~, p nombre premier, 
(7) 

[ 1 dana lea autrea eas. 

A l 'aide de la formule (3) on m0ntre aisgment que la somme des zgros de F,~(n) 
eat 6gale ~ p(n), fonction de MSbius. 

Nous d6signerons par  F,,(x, y) le polynome 

. \ y !  . 

oh ~ a la m6me signification que dana (1), Ce polynome est une forme homog~ne 
d a n s x e t y .  P o u r n > l o n a  

Fn(x, y) = Fn(y, x). 

De plus on a lea identit~s analogues aux identitds (4) et (5) : 

Fn(~ ~, y') 
.F,,p(x, y) Fn(x, y) ' (4') 

quand le nombre premier p ne divise pas n, et 

Fnz,(x, y) = F,,(x p, y~) (5') 

quand p divise n. 

2. Les divlseurs premiel~ de Fn(x). I1 eat bien connu que les diviseurs premiers du 
polynome cyclotomique sont caraet~risSs par  les propositions suivantes : 

I. Si q est un nombre premier qui ne divise pas n, la condition ngeessaire et 
suffisante pour que la congruence 

F,(x)  = 0 (mod q) (8) 

soit rdsoluble est que q-= 1 (rood n). 
Si q ~ 1 (mod n) lea solutions de la congruence (8) sont les nombres qui appar- 

tiennent s l 'exposant n modulo q. Ainsi le nombre de solutions incongrues modulo 
q est ~gal ~ ~(n). 

1 Les num6ros figurant entre crochets renvoient k la bibliographic platte ~ la fin de ce 
m~moire. 
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S i x  es t  une solut ion de la congruence (8) le nombre  F,(x)  est  divis ible  pa r  la 
m~,me puissance de q qui divise x ~ -  1. 

I I .  Soi t  q un  d iv iseur  p remie r  de n e t  posons  n = q~n x off n 1 n ' e s t  pas  divisible  p a r  
q. Alors  la condi t ion  ndeessaire et  suff isante pour  que la congruence 

F,(x)  = 0 (rood q) (8') 

soit  rdsoluble  est  que q--- 1 (mod nl). 
Si q - 1  (mod nl) les solut ions de la congruence (8') sont  les nombres  qui  appar -  

t i ennen t  ~ l ' exposan t  n 1 modulo  q. Ainsi  le nombre  de solut ions ineongrues modulo  
q est  dgal s q(nl) .  Dans  ee eas q est  ndeessa i rement  le plus  g rand  nombre  premier  
qui  divise n. 

Si x es t  une solut ion de la congruence (8') le hombre  Fn(x) est  divis ible  p a r  q et  
non  p a r  q~ pou rvu  que n > 2. 

Pou r  la  ddmons t r a t i on  de ees propos i t ions  voir  Nagel l  [1], p. 164-167. Dans  la  
ddmons t r a t i on  de la premiere  p ropos i t ion  il f au t  observer  une fau te  d ' impress ion  
dans  la 5 e l igne de la  page  165 : E n t r e  les mots  thus et  a il  f au t  a jou te r  n/g  is. 

On voi t  a i sdment  comment  les p ropos i t ions  I e t  I I  s ' a d a p t e n t  au  po lynome  Fn(x, y), 
q u a n d  x e t  y sont  des nombres  ent iers  premiers  en t re  eux. 

Nous  al lons d tabl i r  le rdsu l ta t  su ivan t  : 

Lemme 1. Soient x et y des nombres entiers premiers entre eux tels que x > ] y I >~ 1. 
Alors on a, pour n > 2, 

F,(z ,  y) > 2 t~(n). (9) 

Ddmonstration. D'apr~s  la ddfini t ion de Fn(x, y) on a, s i n  ~> 3, 

( x -  l Y IF (n) < ~ ' . (x ,  y) ~< (x + l Y l) v(n). 

Si x - l Y I >~ 2 il en r4sulte 

F,(x ,  y) > 2 ~(~). 

Iei,  le signe d 'dgal i td  est  exclu,  Pn(x, y) n ' d t a n t  j ama i s  divis ible  p a r  4. 
Supposons  ensui te  que x = ] y I + 1 et  que n = m p  ~, oh m n ' e s t  pas  divis ible  pa r  le 

nombre  p remier  p .  Si m = 1 et  p = 2 on a 

F=(x, y) = x�89 + yt= ~> 2 t"  + 1 > 2 ~(~). 

Posons  s = p ~ - i  e t  considdrons le cas de ~/> 2. Alors  on a s >~p 1> 2 e t  

Fn(x, y) = Fmp(x ~, y~) >~ Ix ~ - (x - 1)~] ~(mr). 

Ic i  on a 4v idemment ,  pour  t o u s l e s  x >1 2, 

x" - (x - 1) s > 2 t ' .  

E n  effet,  on voi t  a i sdment  que la fonet ion  

v;(x) = x ~ - ( x -  1) ~ - 2~' ,  

off 81> 2, es t  pos i t ive  pour  t o u s l e s  x 1> 2. Done 
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F,(x ,  y) > 2 ~(~). 

Considdrons ensui te  le cas de r = 1. On peu t  dv idemment  supposer  que n n ' e s t  divi-  
sible p a r  aucun  earrd > 1. Alors  on a 

f )  > lYlq '(m' = [ 2 -  ( x -  F,(x ,  y) 
[x- / -IylJ I. j �9 

Or, on vdrif ie  sans  diff icul td que la fonet ion  

v2(x ) = x p - (x - 1) p - (2x - 1) 2 ~(p-1) 

est  tou jours  posi t ive  pour  x ~> 2 e t  p ~> 5. On en conclut  

F~(x, y) > 2 t~(~). 

I1 est  dvident  qu 'on  peu t  supposer  que p e s t  le p lus  g rand  fac teur  p remie r  de n. Ainsi  
il res te  seu lement  l e s  cas de n = 3 et  n = 6. Vu que Fa(x, y) et  F6(x, y), pour  x >/2, 
son t  tou jours  /> 3, le l emme se t rouve  ddmontr~.  

Si p ddsigne le p lus  g rand  f ac t eu r  p remie r  de n on au ra  comme eorrol la i re  : 
Les entiers x, y e t  n satis/aisant aux mdmes conditions que plus haut on a 

exception/aite des cas suivants 

F~(x, y) > p,  

F a ( 2 , - 1 ) = 3  , _F~(2,1)=3.  (10) 

A p r o p o s  du lemme 1 voir  Nagel l  [2], p. 95 e t  K a n o l d  [3], p. 284-287. I1 rdsul te  
de ce l emme que tou tes  les solut ions  des  dquat ions  F~(x, y ) =  I e t  =p,  x y 4 0 ,  p 
f ae teu r  p remie r  de  n( > 2), sont  donndes  p a r  les re la t ions  (6), (7) e t  (10). 

En  combinan t  le l emme 1 avec les propos i t ions  I e t  I I  nous concluons : Si  I x I >~ 2 
et n >1 3, $'n(x) est divisible par, au moins, un  nombre premier -- 1 (modulo n), exception 
/aite des cas Fa( - 2) = 3 et  F~(2) F 3. I1 en r~sulte : 

2i  n e s t  un  entier >i 3, le plus petit nombre premier - 1 (rood n) est < 3 ~(n). 
U n  r~sul ta t  plus prdeis a ~td ob tenu  p a r  K a n o l d  [3], p. 284-287; comparez  aussi  

Schinzel  [4], p. 555-562. 

3. Lemme sur les nombres qui sont premiers h un nombre naturel donn~. Nous  avons  
besoin du  rdsu l ta t  su ivan t  : 

Lemme 2. Soient a~, a S . . . . .  ar un syst$me rdduit de rdsidus modulo n, et soient 
b 1, b 2 . . . . .  b~(d) un syst~me rgduit de rgsidus modulo d, ole d est un  diviseur quelconque 
de n. Alors il y a exactement q)(n)/q)(d) nombres a qui sont congrus au mdme nombre 
b modulo d. 

Dgmonstration. Si b e s t  donnd il exis te  tou jours  un  nombre  a qui es t  congru & b 
modulo  d. Cela est  dv ident  q u a n d  (b, n ) =  1. Supposons  m a i n t e n a n t  que (b, n ) =  
(b, n /d )  > 1. Ddsignons p a r  Pl ,  P~ . . . . .  Pr les nombres  premiers  qui d iv i sen t  chacun 
des deux  nombres  b e t  n / d  = P~'P~' ... Psi*. Cela ~tant ,  le nombre  

156 



ARKIV F6R MATEbIATIK. Bd 5 nr 10 

I/ 
c - b +  . . . . . . . .  

p~ 'pP . . . p~  

('st p remier  h ~. En effet c est  p remie r  et g n / d  et  ~ d. 
Supposons  m a i n t e n a n t  que la congruence . r ~ b  (rood d) es t  sa t i s fa i te  pa r  les 

nombres  a p  a., . . . .  , a,. et qu'e]le n 'es t  sa t is fa i te  pa r  aucun  au t re  des nombres  at. Puis  
ddsignons par  b ,  un au t re  des hombres  b~. D ' ap rbs  ee que nous venons  de mon t r e r  
il exis te  (au moins) un nombre  a tel  que 

a - b  q~a) lb, (rood d), 

e'est-'l-dire a b -  b, (rood d). 

On en conclut  que t o u s l e s  hombres  (classes de rdsidus modulo  ~) 

aap aa., . . . . .  aa,,. (11) 

incongrus  ent re  eux modulo  ~ , s a t i s f o n t  g~ la congruence x - b .  (mod d). On mont re  
a is6ment  que les classes de rdsidus modulo  J, reprdsentdes  pa r  (11) sont  les seules 
qui  sa t i s font  h cet te  congruence.  Ell  effet,  soit  ak 1111 hombre  pa rmi  les a~(1 <. i ~. q'O0) 
tel  que 

ak-~ b,  (rood d). 

Alors  il exis te  un nombre  a,,  tel  que 

aa,,, = al~ (rood n). 

On au ra  donc a a m -  b. - ab (mod d), 

e t  pa r  sui te  a,n = b (mod d). 

Cela en t ra lne  que l ' i ndex  m a une des  va leurs  1, 2 . . . . .  v. I1 en rdsulte que le hombre  
des classes de rdsidus modulo  n qui  sa t i s fon t  ~ la congruence x - b ~  (rood d). pour  
une va leur  fixe de b~, es t  i nddpendan t  de i, c 'es t -h-di re  : ce hombre  a la va leur  
qJ(n)/cf(d), ee qu ' i l  fa l la i t  ddmont re r .  

Nous  savons  que la somme des z6ros de F d x  ) est  dgale b: tt(n). On vo i t  sans peine  
que ce rdsul ta t ,  s l ' a ide  du l emme 2, peu t  ~tre gdndralis6 comme il sui t  : 

2~ .... [n~ 
(12) 

off la  somme est  6 tendue  ~ t o u s l e s  nombres  na tu re l s  a, p remiers  s n e t  < n, e t  oh 
m est  un  nombre  ent ier ,  te l  que (m, n ) = / .  

w 2. D i s c r i m i n a n t  et base d 'un  corps c y c l o t o m i q u e  

4. Le discr iminant  du polynome F,,(x).  Si Dm(m > 2 )  ddsigne le d iscr inf inant  de 
Fro(x) nous avons  
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D : =  ( -  1) ~ �9 l q F ; , ( e ) ,  (13) 
8 

oh e pareour t  routes  les raeines primitives m-i~mes de l 'unit4 et  off h = �89 [~0(m) - 1]. 
Conformdment  ~ (13) nous 4erivons D1 = 1 et  D 2 = 1. 

I1 rdsulte de (4) qu 'on  a, pour  ~r >/1, 

F.,,~,(x)- F"(x~') (14) 
~a(2i0=- 1) ' 

lorsque n n 'es t  pas divisible par  le nombre  premier p.  En  diff4rentiant cette 4qua- 
t ion p a r r a p p o r t  ~ x nous aurons 

F~p g(x) = pgx~~ 1. F'n (xPg) �9 Fn(gb "g) -- gggg- 1. F'n (xg) �9 F,,(x "g) 

[En(~) ] '  

off nous a v o n s  pos6, pour  simplifier, g =p~- l .  Donc, pour  m = n f =  npg, l '4quation 
(13) devient  

D,,~,,=(- 1)alJ r .,_, r ; ( : ) l  [r;(:')] 
[Pg  F.(:)] : ( -  

En employant  le lemme 2 du num4ro pr4cc~dent nous aurons la formule 

Q 
D ~ .  = ( -  1) ~ (pg)~(~). [ ! q ~ ( ~ ) ] o ,  

oJ 

(15) 

off ~ parcour t  les racines primitives n-i~mes de l 'unitd, tandis que e0 parcour t  les 
racines primitives (np)-i~mes de l 'unit4. En  ver tu  de la formule (3) de Fn(x) nous 
aurons, si np  > 2, 

L l - I ( 1  - ~)lq(1 - -  ~ o ~ 7 ~ ) . . . J  

Prof i tan t  encore une lois du lemme 2 nous obtenons 

= [Fd~( JJ , 

d 4rant un diviseur quelconque positif de n. 
D'apr~s la formule (6) le nombre  F , (1)  est 4gal ~ p  s i n  est une puissance du 

nombre  premier p e t  4gal ~ 1 dans le cas contraire. En  ver tu  de ce fair l '4quation 
(16) deviendra (pour np  > 2) 

1-I F.(o~) = f ( ' ) .  
(o 

En  introduisant  ce r4sultat  dans  (15) nous aurons la formule 

D , ~  = ( -  1) n "p ~('~,[~-'--Lila] �9 [1-IF;(~)] +(v~), 
Q 

(17) 
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formule qui est encore valable pour  n = l, p = 2 si np ~ > 2, c'est-~-dire si ~ >~ 2; car 
dans ce cas nous aurons 

H/Wn(o~) 2 et  [F~Fn(oo)]p a-I  = ( -- 2) 2a-1 = " . 

I1 rdsulte de l '6quation (17) que le signe de D~v~ est dgal ~ ( -  l)  ~ si np ~ >2 .  Alors 
celle-ci peut  s'dcrire 

I D.,~ I = p  �9 I D.[ ~('~), 
valable pour  n >~ 1. Au moyen  de eette formule on t rouvera  facilement par  induction 
l 'expression connue (n > 2): 

D ,  = ( -  1)~~ v~'n, [~-b~-11], (18) 
P 

oh le produi t  est dtendu ~ tous les facteurs premiers diff6rents p de n, et oh ~ dd- 
signe l ' exposant  de la puissance la plus haute  de p qui divise n. 

J ' a i  publid cette ddmonstra t ion de la formule 08 )  dans une note ant~rieure; voir  
Nagell  [6], p. 5-7. Dans  le numdro suivant  ce rdsultat  nous servira s ddterminer une 
base des entiers d ' un  corps cyclotomique. 

5. Base des entiers d'un corps eyelotomique. Le corps alg6brique de degr6 ~0(n) 
engendr~ par  l '~quation F~(x)=  0 sera appel~ corps cyclotomique d'index n. II  y a 
plusieurs mfithodes pour  ddterminer une base des entiers de ce corps. La  m~thode 
de Hasse ,exposde dans son livre [7] est basde sur une thdorie gdndrale et  tr~s em- 
brassante 'des corps alg~briques. Dans  son eours d 'algbbre [8] Fricke se sert d ' un  
thdorbme sur la relation entre le diseriminant d ' u n  corps algdbrique K et le dis- 
cr iminant  d ' un  sous-corps de K. Nous  allons montrer  comment  on peut  ddterminer 
une base par  une mdthode plus simple que les mdthodes mentionndes. 

Nous  commen~ons par  le 
2 ~  

Lemnte 3. Soit  p un  nombre premier  et posons s = p ' ,  o~ >>. 1, et m=~o(s). S i  e = e  ~- 
les hombres 1, e, e ~ . . . . .  e m-1 constituent une base du corps K(e). 

Ddmonstration. D'apr~s ! a formule (18) du numdro prdcddent le discriminant D(e) 
de e n 'es t  divisible par  aucun autre  nombre  premier que p. Pa r  consdquent il suffit 
de mont re r  que le nombre  

1 
~ = ~ ( a o  + a l  e +a2eU+ .. .  +am_lem-a),  

oh ]es coefficients a0, a 1 . . . . .  am-1 sont  des entiers rationnels, est un nombre  entier 
dans K(e) seulement si t ous l e s  nombres  at (i = 0, 1 . . . . .  m - 1 )  sont divisibles p a r p .  

Si nous posons 1 - e  = 0, l'id~al (0) est un  iddal premier dans K(e); et nous avons 
dvidemment  la relation ( p ) =  (0) m. Vu que D(O)=D(e)  i] suffit de montrer  que le 
nombre  

=1_ (b ~ + bi0 + b 202 + . . .  + b~-i  0m-l), (19) 
P 

oh les coefficients b0, b I . . . . .  bin-1 sont  des entiers rationnels, est un entier dans K(e) 
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seu lement  si t o u s l e s  hombres  b~(i = O. 1 . . . . .  m - I)  sen t  divis ibles  pa r  p.  Si ~ est  un 
nombre  en t ie r  on ob t i en t ,  en mu l t i p l i an t  (19) pa r  0 m, la congruence 

O -  ~Om-bo ~] (modO), 

oh ~/es t  une uni td dans  K(e). Ainsi  b 0 est  divis ible  pa r  0 et  pa r  consdquent  d iv is ib le  
p a r  p .  Mul t ip l ions  ensui te  (19) p a r  O "~ ~. I1 en rdsulte la congruence 

1 
0 == - ( ~ -  :-bo) O " - l - b x ~ h  (mod 0), 

P 

Ol~l ~1 es t  une unit6 dans  K(e). D ' u n e  fa~on analogue  on en conclut  que b I e s t  divi-  
sible p a r  p.  I1 est  dvident  que, en con t inuan t  de cet te  mani~re,  on m o n t r e r a  succes- 
s ivement  que t o u s l e s  nombres  bi s en t  d ivis ib les  p a r  p .  Le lemme 3 se t rouve  ainsi  
ddmontrd.  Not re  mdthode  ne se d i s t ingue  pas  beaucoup  de celle uti l isde p a r  Fr icke ,  
voir  [8], p. 190-195. t )assons ~ la ddmons t r a t i on  du thdor~me ana logue  sur la base 
dans  le cas gdndral.  

Th~or~me. Soit ~ une racine primitive N-i~me de l'unitd. Alors les hombres 1, ~, ~2, 
. . . .  ~(N)-I  constituent une base du corps K(3). 

Ddmonstration. Le thdor~me est  vra i  quand  l ' i ndex  N e s t  la puissance d ' u n  nom- 
bre  premier .  Supposons  m a i n t e n a n t  qu ' i l  est  vra i  pour  l ' i ndex  n( > 1). Alors  il suf- 
f i t  de m o n t r e r  que le thdor~me est  vra i  pour  r i n d e x  N = np", off p e s t  un  nombre  
p remier  quelconque qui ne divise  pas  n. Posons  pour  abrdgdr  

s = p " , m = c f ( s ) , K ( ~ ) = K N  et  K ( e T ) = K , .  

Les nombres  s e t  0 on t  la m~me s ignif icat ion que plus  hau t .  
I1 est  dv iden t  que t o u t  nombre  ent ie r  ~ dans  KN peu t  s 'dcrire  

= 70 ~- 71 0 ~- 7202 -~- . . .  ~- 7m-lO m-i, (20)  

Off 70' 71 . . . . .  7m_l sen t  des nombres  a p p a r t e n a n t  & Kn. E n  effet,  le degrd de KN rela-  
~(N)  _ 

t i v e m e n t  & Kn est  dgal  s ~ - ~ ( s ) =  m. De la mani~re  usuelle on d~dui t  de (20) 

que le nombre  D(O) 7k, pour  k = 0, 1 . . . . .  m - 1, est  un nombre  a lgdbr ique entier. E n  
v e r t u  du  lemme 3 le d i sc r iminan t  D(O) est  une puissance de p.  Ainsi  ~ sera  de la 
forme 

1 
= ~  (~0 -~- OC10 ~- O~ 2 0 2 "~- . . .  -~- ~ m - 1 0  m- l ) ,  (21) 

off b est  un nombre  na ture l ,  e t  off les coefficients a0, gl  . . . . .  ~m-1  sen t  des nombres  
entiers Kn. Nous  al lons m o n t r e r  que t o u s l e s  nombres  a~(i = 0, 1 . . . . .  m - 1 )  sen t  di- 
visibles p a r  pb. E n  m u l t i p l i a n t  (21) p a r  pb nous aurons  la congruence 

0 = ~ p b ~ 0  ( m o d 0 ) .  

Ainsi  ~0 es t  d ivis ible  p a r  0. Comme a~ es t  d iv is ib le  pa r  0 m nous aurons  

~ - - - - 0  ( m o d p ) .  
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I1 en r~sulte que a0 est divisible par  chacun des id4aux premiers qui divisent (p) 
dans Kn. Vu que le discr iminant  de Kn n 'es t  pas divisible par  p,  il n ' y  a aucun iddal 
premier dans Kn dont  le carr6 divise p.  Pa r  cons6quent, a0 est divisible par  p.  

Supposons main tenan t  que les nombres  a0, a~ . . . . .  0 ~ k - i  sont ------ 0 (mod p), tandis  
que ~ $ 0  (mod p), 0 < / c ~  m - 1 .  Alors on obtient  de (21) 

o=om-k[ ~pb-l l ] --p(0~0"~-~10-~-0~202~ - . . .  ~-~k - lO  k - l )  -~O~k (mod 0). 

Comme tou t  s l 'heure pour  ~0 on en conclut  que ak est ngcessairement divisible par  
p,  contra i rement  ~, l 'hypoth~se. Pa r  cons6quent, t ous ]e s  nombres  ~ ( 0 ~  i <  m - 1 )  
sont divisibles par  p.  Pour  ~ =po~ l '6quat ion (21) peut  s '&rire  

1 , Om_l ) 
~ : ~  ( ~ 0 +  ~10  + . . .  +O~m-1 . (21') 

Si b > 1 on peut  continuer  de la m6me mani~re que ci-dessus et montrer  que tous 
les nombres  a~ sont divisibles par  p.  On arrivera f inalement s la conclusion: Tous 
les entiers dans KN sont  de la forme 

0~{} + ~10 + . . .  + O~m_l Ore-l, 

oh a0, ~1 . . . . .  ~m-1 sont  des entiers dans Kn. Ici on peut  remplacer  0 par  e = 1 - 0. 
Nous avons suppos~ que le th6orbme est vrai  pour  Kn. Ainsi, dans ce corps une 
base est constitut~e par  les nombres  1, ~, ~ff . . . . .  ~/~(~)-1, oh ~ est une racine primi- 
tive n-i~me de l 'unit& I1 en rdsulte qu 'une  base de KN est donn6e par  les nombres 

~hek(h = 0, 1 .... , ~0(n) -- 1; b---- 0, 1,..., ~0(a) -- 1). 

On voit  ais6ment que ces nombres  coincident avec les nombres  1, ~, ~2 . . . . .  ~(N) 1 
Le th6or~me se t rouve  ainsi d~montr& 

w 3. Sous-corps quadratiques d'un corps cyclotomique 

6. Sommes de Gauss. Nous avons besoin des r6sultats suivants dus ~ Gauss. 

Lemme 4. Soit P un nombre naturel impair > 1 qui n'est divisible par aucun 

carrd > 1. S i  ~ = e P on a lea deux /ormulea 

earn = 2 (p )  ~_ i�88 , 
a 

or la premi&e somme eat dte~lue g toua lea hombre8 naturela a < P pour leaquels le 
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l h \  
lesnombresnaturels b < P  pourlesquels l e s y m b o l e ~ p a l a v a l e u r - - 1 ,  m e s t u n n o m -  

bre entier, premier ~ P. V t  ) signi/ie la valeur positive. 
Si ( m , P ) = / >  l on a 

. q~(P) [P~ 
J , 

o2 la sommation eat la m~me que ci.dessus. 

Voir p. ex. Gauss [9], p. 443, ou Dirichlet [10], p. 365. Comparez aussi la formulc 
(12) dans le numdro 4. 

Lemme 5. Soit n un nombre naturel et posons e = e ~- 

( l + i ) V n  si n - - 0  (mod4) ,  
n - 1  V~'~ si n - - 1  (mod4) ,  

~=0 0 si n------2 (mod4) ,  
iVn si n - 3  (rood4). 

Alors on a 

Ici ~n signi/ie la valeur positive. 

Pour la d6monstration voir Gauss [9], p. 430, ou Dirichlet [10], p. 293-296. 

7. Sur la rbluctibilit$ d'un polynome dans un corps quadratique. Soit donn~ le po- 
lynome 

[ (X)  = X n § a 1 x n - 1  + . , .  § a n  (22) 

coefficients al, a 2 . . . . .  a .  entiers rationnels. Supposons que/(x) est irrdductible dans 
K(1). Soit A un nombre entier ra t ionnel~  1 qui n 'es t  divisible par  aucun cart6 > 1. 
Nous supposons que/(x)  est r6ductible dans K(V~), ainsi 

/(x) = A(x) B(x), (23) 

off l 'on a A(x) = G(x) + VAH(x), B(x) = G,(x ) + VAHI(X), 

G(x), Gl(x), H(x) et HI(X ) ~tant des polynomes dans K(1). I1 est ~vident qu'on peut  
supposer que le coefficient de la plus haute puissance de x dans A(x) est dgal ~ 1 ; 
m~me chose pour B(x). Le degr~ de H(x) est dvidemment infdrieur au degr~ de G(x) ; 
m~me chose pour HI(X ) et Gi(x ). Si A -  2 ou -- 3 (rood 4) chacun des polynomes 
G(x), H(x), Gl(x), Hi(x ) a des coefficients entiers. Si A--  1 (rood 4) chacun des poly- 
nomes 2G(x), 2H(x), 2Gl(x), 2Hl(x ) a des coefficients entiers. 

Soit _$ une racine de/ (x)  = 0 et de A(x )=  0. Alors on aura 

H(~)" 

Done V~ appart ient  ~ K(~), et le degr~ n est pair. K(V~) est un sous-corps de tous 
les corps conjuguSs de K(~). 
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En effectuant, dans (23), la multiplication de A(x) et B(x) on obtient 

G(x) Hl(x ) Gl(X ) H(x) = O. (24) 

G(x) et H(x) ne peuvent  avoir aueun diviseur eommun paree que f(x) est irr~due- 
tible; m6me chose pour Gl(x ) et Hl(x ). Alors il r~sulte de (24) que G(x) divise Gl(x ) 
et inversement. I1 faut  done que GI(X ) = kG(x) et Hl(x ) = - k H ( x ) ,  oh b e s t  une 
eonstante. Comme le coefficient de la plus haute puissance de x dans G(x), ainsi 
que dans Gl(X), est dgal ~ 1, on a ~videmment b = 1. 

Par  consdquent, l '~quation (23) dolt avoir la forme 

/ ( ~ )  = [ c ( ~ ) ] ~  - A [ H ( x ) ]  ~', (25) 

off le degrd de G(x) est 4gal & �89 n, et ot~ eelui de H(x) est ~< �89 n -  1. 
On peut  montrer  que le polynome A(x) = G ( x ) + ~ H ( x )  est irr~ductible dans 

K(VA). En effet, supposons qu'on ait 

A(x) = Al(x ) As(x ), (26) 

off Al(x ) et As(x ) sont des polynomes, non constants, dans K(VA). Si F(x) est un 
polynome dans K(VA) nous ddsignons par  F(x) le polynome conjugud dans ce corps. 
La relation (26) entralne la relation conjugu6e 

~I(x) = ~Ii(x ) ~I~(x). 
On aura done 

/(x) = A(x) ~(x)  = Al(x ) .~,(x) . As(x ) .~2(x). 

Ici Al(x ) ~l(x)  et A~(x)X2(x) sont des polynomes dans K(1). Or ce|a est impossible 
vu que /(x) est irrdduetible dans K(1). Par  consequent, les polynomes A(x) et B(x) 
sont irrdductibles dans K(l/A). I1 en rSsulte de plus que la d~composition de/(x)  en 
deux faeteurs A(x) et B(x) satisfaisant aux conditions fixdes ci=dessus est unique. 

En g~ndralisant le raisonnement on aura dvidemment le r~sultat : 
Soit donnd le polynom (22) ~ coe//icients appartenant au corps aIgdbrique ~.  Suppo- 

sons que /(x) est irrddnctible dans ~.  Soit A un hombre dans ~,  tel que V-A n'appar- 
tienne pas h ~.  Alors, si /(x) est rdductible dans ~(V~)  de/a~on que 

/(x) = A(x) B(x), 

oi~ A(x) et B(x) sont des polynomes (non constants) dans ~(VA), jouissant de la pro- 
pridd que le coe//icient de la plus haute puissance de x est dgal & 1, on a 

A(x) = G(x) + VAH(x), B(x) = G ( x ) -  VAH(x), 

G(x) et H(x) dtant des polynomes dans ~ ddterminds d'unc mani~re unique. Le degrd 
n de /(x) est un hombre pair = 2m. Ze degrd de G(x) est = m, et celui de H(x) est <~ m - 1. 
A(x) et B(x) sont irrdductibles dans ~(V&). 

Supposons spdcialement que A et les coe//icients de /(x) sont des nombres entieres 
dans ~.  Alors les coe//icients de A(x) et B(x) sont des entiers clans ~(V~), et les coe//i- 
cients de 2G(x) sont des entiers dans ~.  
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8. Les sous-corps quadratiques du corps eyclotomique. Nous ddsignons par KN le 
corps cyclotomique engendrd par une racine primitive N-i~me de l'unitd, et par A 
un nombre entier (rationnel)# 1 qui n'est divisible par aueun carrd> 1. Nous 
avons besoin des lemmes suivants : 

Lemmc 6. Si  KN contient le hombre VA, l'index N e s t  divisible par A our par 2A 
selon que A est impair ou pair. 

Lemmc 7. ~i ~/~ est contenu clans K~, le corps KiN contient aussi ~-A. 

][~.mmc 8. ~i N e s t  divisible par le nombre premier p >! 3, le corps KN contient le 
hombre ~/( - l)�89 

Lemme 9. La condition ndcessaire et su//isante pour que le hombre i = ~ - 1 appar- 
tienne ~ KN, est que N soit divisible par 4. 

Lemmc 10. La condition ndcessaire et su//isante pour que le nombre ~/2 appartienne 

KN, est que N soit divisible par 8. KN contient ~/~ 2 s'il contient V2 et inversement. 

Pour ddmontrer le lemme 6 supposons que 

A = PlPu.- .Pr, 

off les p~ sont des nombres premiers diffdrents. Soit, pour i = 1, 2 . . . . .  r, 

(p~) = ptl 0~2 . . . .  

off les p~j sont des id~aux premiers dans KN. Donc 

t .)  

Vu que Pij # P~ quand i :6 h, on en conclut : si p~ est divisible par l'iddal premier p 
il est aussi divisible par 03. I1 en rdsulte, d'apr~s un rdsultat bien connu, que p~ di- 
vise le discriminant de KN. En appliquant la formule (18), dtablie dans le numdro 
4, on en conclut que N e s t  divisible par p~ et si p~ = 2 par 4. Donc N e s t  divisible 
par A e t  par 2A si A est pair. 

Le lemme 7 est dvident. La vdrit6 du lemme 8 se reeonnalt par le lemme 5. Pour 
que K~ contienne le nombre i = V -  1 il faut et il suffit qu'on air, pour un nombre 

2ui_ 2~i 
entier h, ~ - h  = ~ - ,  c'est-s _h r -  0 (mod 4). Cela ddmontre le lemme 9. 

Si KN contient le nombre I/2 l'index N est divisil~le par 4 d'apr~s le lemme 6. 

Alors KN contient le nombre i = l / - ~  et donc aussi le nombre �89 + V - 2 ) =  e ~'*. 
I1 en rdsulte que N e s t  divisible par 8. Cette condition est dvidemment suffisante. 

Si KN contient le nombre U - 2  la ddmonstration est analogue. Ainsi le lemme 10 est 
ddmontrd. 

A l'aide de ces lemmes nous pouvons maintenant dtablir le rdsultat suivant : 

Th~or~me 1. Soit KN le corps cyclotomique engenclrd par une racine primitive n-i~me 
de l'unitd. Soit A un hombre entier (rationnel) ~ 1 qui n'est divisible par aucun carrd 

164 



ARKIV FOR MATEMATIK. Bd 5 nr 10 

> 1. La  condition ndcessaire et su// isante pour que le corps quadratique K(~f~) soit un  
sous-corps de Kn, est qu'on air l 'un ou l'autre des deux cas suivants : 

1 ~ A - 1  (mod4) e t n = - 0 ( m o d A ) ;  

2 ~ ) A----2ou----3 (mod4)  e t n - 0 ( m o d 4 A ) .  

Ddmonstration. Consid6rons d 'abord le cas off A - 1 (mod 4). Si Kn contient le nombre 

]/A il suit du lemme 6 que n ~ 0 (mod A). Inversement, si n - - 0  (mod A) il r6sulte 
du lemme 8 que Kn contient le nombre 

1/(-  1)�89 

off d = I AI. On voit sans peine que ce nombre est dgal ~ ]/~. 

Consid~rons ensuite ]e cas off A _= 3 (mod 4). Si K~ contient VAil suit du lemme 
6 que n -- 0 (mod A). Du lemme 8 il r~sulte que K~ contient le nombre ~/-  A. Done 

K~ contient le nombre i = 1/~ 1. Ainsi n e s t  divisible par 4 (lemme 9) et par conse- 
quent par 4A. Inversement, si n - - 0  (mod 4A) il rdsulte des lemmes 8 et 9 que K,  

contient les deux nombres ] / - ~  et [ / -  1. Donc ]/~ appartient ~ K~. 
Consid~rons enfin le cas off A -  2 (mod 4). Si Kn contient ]/~ il suit du lemme 6 

que n - 0 (mod 2A). Alors en vertu du lemme 9 K~ contient le nombre U ~ 1. En 

appliquant le lemme 8 on voit done que K~ contient les nombres ] /~  �89 Par con- 

s~quent, Kn contient les nombres V_  2 et ainsi n e s t  divisible par 4A (lemme 10). 

Inversement, si n=--0 (mod 4A) il rdsulte du lemme 10 que les nombres V---l, 

]/2 et [/~-2 appartiennent ~ K~. En vertu du lemme 8 les nombres ]/~_ �89 sont 
contenus dans K,. Par cons6quent, ~/~ appartient ~ Kn. 

La d6monstration du thdor~me I se trouve ainsi achev6e. Comparez Hasse [7], p. 
393-399. 

9. Autres propri~t~s du corps eyclotomique. Soit e une racine primitive n-i~me de 
l'unit6 (n > 2). I] est bien connu que le corps rdel K(~ + 8 -1) est du degrd v = l~0(n). 
Si nous posons ~=  e +  e -1, les nombres 1, ~, ~2 . . . . .  ~-1  constituent une base des 
entiers de K(~). Voir p. ex. Fricke [8], p. 200-202. 

On montre aisdment que K(~ e) est le seul sous-corps rdel de K(e) de degrd v. En 
effet, soit K(~/) un autre sous-corps rdel de ce degr6. Alors le corps compos6 K(~, ~/) 
est d 'un degr6 ~> 2v = ~0(n), c'est-K-dire ce corps est nfcessairement identique s K(e). 
Or cela est impossible vu que K(~, ~) est rdel. A i n s i  tous les  nombres rdels de K(e) 
sont contenus dans K(~). 

I1 faut observer que, ordinairement, il existe des sous-corps non-rdels de K(~) de 
degr~ v. On le voit de l'exemple suivant : Soit n = 11 �9 13 avec v = �89 = 60. Alors 
le corps engendr~ par les deux nombres 

e 11 et e 13 ct e 13 

est du degr~ 60. Le corps engendrg par les deux nombres 

2~i 2~I 2gi 

e 11 + e  11 et e la 

est du degrd 60. Ces deux corps sont non-r~els et diff~rents entre eux. 
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n est  6vident  qu ' i l  exis te  t ou jou r s  des sous-corps de ce t te  esp~ce q u a n d  n a (au 
moins) deux fac teurs  p remiers  impa i r s  e t  dis t incts .  

L a  p ropos i t ion  su ivan te  es t  un  suppl6ment  au  th6or6me 1. 

Th~or~me 2. Soient  m un  hombre naturel  >i 3 e t a  un  nombre rationneI tel que le 
m 

hombre a = ~a soit du  degrd m.  Alors  of n '  est ]amais  contenu clans u n  corps cyclotomique, 
sau l  dans le cas su ivant  : 

m = 2 ~, - a  = ctm, p >~ 2, 

oi~ c est u n  hombre rationnel :~ O. 

Ddmonstration.  Consid~rons d ' a b o r d  le cas de a posit if .  Supposons  clue a est  rSel 
e t  que ~ a p p a r t i e n t  au  corps cyc lo tomique  engendrd  p a r  la  rac ine  de l 'un i t~  e. Alors  
le nombre  a a p p a r t i e n t  au corps r4el K engendrd p a r  le nombre  e + e -1. Done tous  
les nombres  conjuguds de of a p p a r t i e n n e n t  s K. Or cela est  imposs ib le  vu  qu ' i l  y a 
au moins  un  nombre  eonjugu~ qui  es t  imaginai re .  

Considerons ensui te  le c a s q u e  a es t  n$gatif .  Les nombres  conjuguds de of son t  
( l~<s~<m) 

= - a ,  ( k = 0 ,  1 , 2 ,  . . . .  m -  1) 

m 

oh [ / ~  a signifie la va l eu r  posi t ive.  Si g a p p a r t i e n t  h u n  c o r p s c y c l o t o m i q u e  t o u s l e s  

conjuguds ~(s) do iven t  a p p a r t e n i r  ~, ee corps.  Done le nombre  ] / - ~  a p p a r t i e n t  aussi  
un cer ta in  corps cyclotomique.  D 'apr~s  ce clue nous venons  de m o n t r e r  cela est  

possible seulement  si 

m 

off b e s t  un  nombre  posi t i f  ra t ionnel ,  d 'ofi  

a2 ~ b m. 

b e s t  le carr~ d ' u n  nombre  ra t ionnel ,  c 'es t -s  : Premier  cas. Le hombre  
b = c  2, e > 0 ,  - a = c  m e t  

0f (s) ~ e ~ ( 2 k + 1 )  C, 

Ici  a (s) es t  du m-i6me degr~, t and i s  que le nombre  ~ dro i te  es t  du  degr6 ~0(2m). Ainsi  
on au ra  m = ~(2m) e t  p a r  cons6quent  m = 2 ~', - a  = c m avec  p >/2. 

Second cas. Le hombre  b n ' e s t  pa s  le car t6 d ' u n  n o m b r e  ra t ionnel .  Alors  m est  
pa i r  e t  on o b t i e n t -  a = b tm. Dans  l ' 6qua t ion  

~(2k+1) 
[of(s)]~ = e b 

le nombre  h gauche  es t  du  degr6 �89 t and i s  clue le degr6 du  nombre  ~ dro i te  es t  
6gal s ~(m). Ainsi  on au ra  m = 2~0(m), ce qui en t ra ine  m = 2 ~, avec # ~> 2. Si # = 2 il 
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fau t  exclure la possibilit6 b =  2c ~, c rationnel.  
z 4 + 4c~ est r~ductible. 

Le th6or~me 2 se t rouve ainsi ddmontr~. 

En  effet, dans ce cas le polynome 

R e m a r ~ e .  Soient m un nombre  naturel  ~> 2 e t a  un nombre  rationnel entier ( # 1) 
qui n 'es t  divisible par  aucun carrd > 1. Soit K un  corps algdbrique quelconque, et 
ddsignons par  D l e  discr iminant  de K. Cela d tant  on montre  aisdment : Si K con- 

gn 

t ient  le nombre  ~ = l/a, le discr iminant  D est divisible par  a. En  effet, supposons que 

a =  +-PlP~Pa...Pr, 

off les p~ sont  des nombres  premiers diff~rents. Soit, pour  i = 1, 2 . . . . .  r, 

(p~) = p .  ~ . . . .  

off les Ptj sont  des iddaux premiers dans K. Donc 

Vu que p~j # p ~  quand i =~ h, on en conclut,  pour  i = 1, 2 . . . . .  r, 

(p~) = a ~, 

off a est un ideal dans K. I1 en rdsulte que D est divisible par  chacun des nombres 
premiers p~ et, par  consdquent,  par  a. 

w 4. Sur les d~compositlons du polynome cyclotomique 

10. L'identit~ de Gauss--Dedekind. Soit n un nombre  impair > 1 qui n 'es t  divi- 
sible par  aucun carrd > 1. Considdrons les polynomes 

~ a  

A(x) = I - [ ( x -  e "  ), 

a (27) 
B(x) = l-I(x - e ~-~-b ), 

b 

off le premier produi t  est dtendu aux v = �89 ~(n) nombres  a (0 < a < n) pour  ]esquels 

le symbole de Jacobi  ( n )  a la v a l e u r + l ,  tandis que le second produi t  est dtendu 
X g 

pour  lesquels on a ( b ) = - - 1 .  Posons, pour  raccourcir, a u i  1) nombres  b ( O <  b <  n)  

( -  1)t(n-1)n = n*. Alors il est bien connu qu 'on  a l e s  relations 
\ o ~ /  

2A(x) = X(x)  - 1 /~  Y(x), ] 

2B(x) = X(x)  + V ~  Y(x), I (28) 

off x ( x )  et Y(x) sont  des polynomes en x ~ coefficients entiers rationnels. 1 /~  signi- 
fie l a  valeur  positive quand  n* est positif et le nombre  iVY- n* quand n* est n6gatif. 
Le degrd du polynome X(x)  est ~gal ~ v, et  le coefficient de x" est 6gal s 2. Le degrd 
du polynome Y(x) est dgal h v -  1 et  le coefficient de x ~-1 est dgal h 1. De (28) il 
rdsulte 
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4F~(x) = [X(x)] ~ - n*[ Y(x)] 2 (29) 

Tous ces rdsultats son t ' dus  & Dedekind; pour  la ddmonst ra t ion voir  Dirichlet [10], 
supplemdnt VII ,  p. 360-370; pour  n premier les r6sultats se t rouven t  ddj& chez 
Gauss, voir  [9], p. 443. 

Pour  les polynomes A(x), B(x), X(x) et Y(x) on a encore les relations suivantes : 
Si n ~ 1 (mod 4), 

A(x) = x~A(x-1), 
B(x) = x~B(x - 1), ~ (30) 

et  s i n  ~ 3 (mod 4) et  n t> 7, 

Pour  n - -  1 (mod 4) on a 

et  pour  n = 3 (mod 4), s i n  ~> 7, 

A(x) = ( - x ) V B ( x - 1 ) ,  

B(x) = ( - x)'A(x-1). I 
(30') 

X(x) = x'X(x-1), } 
Y(x) = x ' Y ( x - 1 ) ,  (31) 

x ( x )  = ( - x ) ' x ( x - 1 ) .  I (31') 
- Y ( x )  = ( - x ) ' Y ( x - ~ ) .  J 

Les coefficients des polynomes A(x) et B(x) sont  des nombres  entiers dans le corps 
quadrat ique K engendrd par  le nombre  W~. La formule (29) est 6videmment  une 
consdquence immddiate du fait  que le corps K est un sous-corps du corps K= engendr6 
par  une racine n-ibme primitive de l 'unitd; comparez le thfior~me 1 et le numdro 7. 
11 est dvident que, ~ tou t  sous-corps quadrat ique de K .  correspond une identit~ 
analogue s (29). ~Tous allons dtudier les identitds en question pour  toutes  les valeurs 
de n. 

11. Les polynomes A(x)  et B(x) dans le r g~ndral. Dans  ce qui suivra Kn 
signifie le corps cyclotomique d ' index n ( > 2 ) .  Posons comme ci-dessus v = �89 
Soit A ( # I )  un nombrc  entier rat ionnel  qui n 'es t  divisible par  aucun  c a r r d > l .  
Supposons que VA appar t ient  & K~. Alors on a la decomposi t ion 

.Fn(x) = A(x) B(x), (32) 

off A(x) et B(x) sont  des polynomes en x du degrd v, ~ coefficients entiers dans 

K(]/~), et  conjuguds dans ce corps, c'est-~-dire 

A(x) = X(x) - vrAy(x), ] 
(32') 

B ( x )  = X ( x )  + V-i Y(x) ,  f 
off X(x) et Y(x) sont des polynomes en x ~ coefficients rationnels. Dans  les cas off 
A = 2 ou = 3 (rood 4) les coefficients sont  entiers, tandis  que dans le cas ou A = 1 
(mod 4) eeux-ci seront entiers apr~s la multiplication par  2. En  effeetuant  la multi-  
plication dans (32) on aura 

Fn(x) = [X(x)] 2 - A[ Y(x)] 2. (32") 
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I1 faut  observer que, dans (32'), le signe de VA n 'es t  pas encore fixd; on observe 
encore que les polynomes X(x) et Y(x) se dist inguent  des polynomes eorrespondants 
dans (28) par  le faeteur 2. Iei nous ne pouvons  pas distinguer entre les polynomes 
A(x) et B(x) ainsi que est le eas dans (28). 

I1 est dvident qu 'on  peut  supposer clue X(x) est du  degr~ v, et  que le coefficient 
de x" est dgal ~ 1. Alors Y(x) est au plus du degrd v - 1; eomparez le numdro 7. 

Remarque. S'il n ' y  a aueune unitd irrationnelle dans le corps K(I/A), il n 'existe 
pas d 'au t res  possibilitds pour  les polynomes X(x) et Y(x), abstract ion faite d 'un  
changement  de signe. Supposons main tenan t  que u + vVA, u et  v rationnels, v 4 = 0, est 

une unitd dans K(I/A) s norme positive. Alors on a 

[X(x) + VA Y(x)] �9 [u + vVA] = Xl(X ) -~-/~ YI(~), 

off Xl(X ) = uX(z)  ~- ~)A Y(x), 

Yl(X) = vX(x) + u Y(x). 

I1 est ~vident que les polynomes Xx(x) et YI(X) satisfont ~ (32"). Cela arr ive pour  
A = - 1, pour  A = - 3 et  pour  toutes  les valeurs positives de A; dans le dernier de 
ees eas il y a ainsi une infinit~ de solutions de (32"). 

Nous d4signons par  Q, e 2 . . . . .  e, les z~ros de A(x). Les autres raeines primitives 
n-i~mes de l 'unit~ sent  les z~ros de B(x). 

Soit e un  z~ro de A(x) et supposons que e -1 est aussi un  zdro de A(x). Alors on 
aura  

X(e) - VA Y(e) = 0, 

X(E :--1) --  V ~  y(~-l )  = 0, 

done ] /~  X(e) + X ( e  -1) 
Y(e) + y(~-l)" 

Ici  le num6rateur  aussi bien que le d6nominateur  sent  r4els vu  que em+e  -m est 
r6el quand  m est un  nombre  naturel .  Done A est positif. Inversement ,  si A est 
positif le polynome A(x) est r6el. Pa r  eons6quent, s i e  est un  z6ro de A(x) le nombre  
eonjugu6 (au sens propre) e -1 l 'est  aussi. Cela est aussi vrai  pour  B(x). 

Du raisonnement  pr6c6dent nous pouvons  aussi fail~ la conclusion suivante : Si 
A est n6gatif et  si l 'dquat ion A(x)=0 a l e s  raeines el, eg. . . . . .  e~', l '6quation B(x)=0 
a les raeines ~11, ~:21~ ...~ ~-1. 

Premier cas : A est positif. 

Darts ee eas le nombre  v = �89 ~(n) est 4v idemment  pair. Nous  allons mont re r  que 
les formules (30) et  (31) sent  toujours  valables. E n  effet, si el, e2 . . . . .  e, sent  les ra- 
eines de A(x)=0, le produi t  elez. . .e , est, d 'apr~s ce que nous venons de montrer ,  
~gal ~ 1. Done nous avons 

x ' A ( x - l )  = ;~" 1-I ( x -1  - ~k) = YI sk( x - ~ 1 )  = A(x ) .  
k k 
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D ' u n e  mani6re  analogue  on au ra  

x'B(x- 1) = B(x). 

E n  ve r tu  de (32') on ob t i en t  
2X(x) = A(x) + B(x), 

2V-A Y(x) = - A(x)  + B(x). 

On en eonclut  que xvX(x -1) = X(x) ,  

x ' Y ( z  -1) = Y(x).  

Second cas : A est nggati/. 

Ie i  le nombre  v = �89 ~0(n) es t  pai r ,  s au l  dans  les t rois  eas su ivants  : n = 4, n = p~ e t  
n = 2p ~, ell  p e s t  un  hombre  p remie r  - 3 (rood 4). 

Nous al lons dd te rmine r  les re la t ions  auxquel les  sa t i s font  les po lynomes  A(x),  
B(x), X(x )  et  Y(x), re la t ions  ana]ogues  aux  formules  (30') e t  (31'). 

Si el, e2 . . . . .  e~ sen t  les rae ines  de  A(x)  = 0, les racines  de B(x) = 0 sen t  ef  1, e~ 1 . . . . .  ~[ i .  
Cr $ tant ,  on ob t i en t  

( _ x)VB(x-1) = ( _ x) , i -  I ( g - 1  - -  ~ 1 )  = 1~ 1 (Ell . ,  . s v ) - l A ( x ) .  (33) 
k 

Le p r o d u i t  e le2. . .e ,  es t  une uni tg  dans  K(V~).  Dans  la  sui te  nous excluons  les cas 
A = - 1  e t  A = - 3 .  Alors  ee p r o d u i t  a l ' une  des  va leurs  + 1 ou - 1 .  Supposons  
d ' a b o r d  clue n n ' e s t  pa s  la  pu issance  d ' u n  nombre  premier .  Alors  on a 

F , ( 1 )  = 1 = A(1) B(1), 

d 'ofi  A ( 1 ) = B ( 1 ) =  _ 1. E n  posan t  dans  la formule  (33) x =  1 on au ra  

~ 1 ~ 2 . . . ~ ,  : ( - -  I ) ' .  

De la  m f m e  formule  il r f su l t e  done,  pour  t o u s l e s  n # p ' ,  

x 'B (x -1 )=A(x ) '  } (34) 

x 'A  (x -1) = B(x). 

Vu que 2X(x) = A(x) + B(x),  ] 
(35) 

21/ A Y(x)  = - A (x) + B ( x ) , J  ~ 

on au ra  done x ' X ( x  -1) = X(x) ,  I (36) 

z" Y(x  -1) = - Y(z).  J 
Considdrons m a i n t e n a n t  le cas off n = pa. Alors  on a ndeessai rement  (voir  le thdo- 

r~me 1) A = - p  o f i p - 3  (rood 4) e t  p # 3 .  E n  posan t  clans (33) x = l  on au ra  

p = A(1) B(1), 

oh A(1) et  B(1) sen t  des nombres  eonjuguds dans  K ( I / - p ) .  I )onc 

A( I )  = �89 _+ v -l/-~p), B(1) = ~(u T vV -2- p), 
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o h  u e t  v song de s  n o m b r e s  e n t i e r s  r ag i onne l s .  Or ,  l ' d q u a t i o n  u 2 + p v  2 = 4 p  e n t r a i n e  
u = 0, v = ___ 1, D o n c  

A ( 1 ) = - B ( 1 )  +_g-p. 

L e  n o m b r e  v d t a n t  d a n s  ee eas-ei  i m p a i r ,  o n  a u r a  

P a r  c o n s g q u e n t  

xUB(x  -1) = - A ( z ) ,  / (37)  

z ' A ( x  -1 )  = - B ( x ) .  i 

A l ' a i d e  de s  I o r m u l e s  (35) o n  a u r a  e n c o r e  

x ' X ( x  -1)  = - X(x), I (38)  

z'Y(x -I) = Y(x) l 

Ains i ,  les  r e l a t i o n s  (37) e t  (~t8) song v M a b l e s  p o u r  t o u s l e s  n = p ~ ,  p (  :4: 3) n o m b r e  
p r e m i e r  --  3 ( rood 4). L e s  r e l a t i o n s  (34) eg (36) song  v a l a b l e s  p o u r  gouges les  a u t r e s  
v a l e u r s  d e  n .  

I , es  cas  off A = - 1 e t  A = - 3 s e r o n g  t r a i t g s  d e n s  u n  s u p p l 6 m e n t .  

12. Exemples  num6riques .  

Exemple 1. Soig n = 24. L e s  v a l e u r s  p o s s i b l e s  d e  A song - 1, 2, - 2, 3, - 3, 6 eg - 6. 
L e  p o l y n o m e  

F u ( x  ) = x 8 - x 4 + 1 

p e u t  s ' dc r i r e  d e  s e p t  m a n i ~ r e s  sous  l a  f o r m e  ( 3 2 " )  : 

( x 4 -  1)2 + (xg") t, 

(x a + x 2 + 1) 2 - 2 (x  a + x) 2, 

(x* - x 2 + 1) 2 + 2(x  a - x) 2, 

(X 4 q- 1) 2 -- 3(X2)2, 

(x , -  �89 + 3(�89 
(z a + 3x  2 + l )  2 - 6(xa + x) 2, 

(x 4 - 3x  2 + 1) 2 + 6(x  3 - x)2. 

Exemple 2. P r e n o n s  n = 20. L es  v a l e u r s  p o s s i b l e s  d e  A song - 1 ,  5 e t  - 5 .  L e  
p o l y n o m e  

F2o(X) = x s  - xe  + x4  - x2 + 1 

p e u t  s '~c r i r e  d e  t r o i s  m a n i ~ r e s  sous  l a  f o r m e  (32" )  : 

(X a - -  X 9" -t- 1) 2 q- (X 2 - -  X) 2 

(X a - -  �89 X 2 -t- 1) 2 - -  5(�89 X2) 2, 

(x4 - 3x2 + 1) 2 + 5(x  2 . x) 2. 
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Exemple 3. Quand  n = 15, les vaieurs possibles de A song - 3, 5 et - 15. Le poly- 
flome 

F15(x ) = x s - x 7 + x 5 - x 4 + x 3 - x + 1 

peut  s'derire de trois manibres sous la forme (32") : 

( ~ -  � 8 9  12~+ 2 -  �89 3(�89 �89 �89 

(x 4 -  �89 �89 2 -  � 8 9  1) 2 - 5 ( � 8 9  a -  �89 �89 

(x 4 -  �89 222 - � 8 9  1)2+ 15(�89 x a -  �89 2. 

E2emple 4. Quand  n = 21, les valeurs possibles de A sont  - 3 ,  - 7  et 21. Le po- 
l y n o m e  

F 2 1 ( 2  ) = 2 TM - -  211  "4- X @ - -  2 3  -1- ~1~ - -  2 4  ~- 2 3  - -  2 ~- 1 

peut  s'6erire de trois mani~res sous la forme (32") : 

(2~- �89 �89 ~ -  �89 �89 2+  1)2 + 3(�89 �89 + �89 x~-  �89 
(x e - �89 x S - x 4 - z  2 - �89 x +  1)2+ 7(�89 5 - �89 5, 

1 1 ( 2 6 - -  �89 xS+524-7a'34-5-a'2-:--2- � 8 9  1) 2 -  21( �89 ~24+  ~X 3 -  �89 �89 2. 

w 5. Les z~ros des polynomes A(x) et B(x) 
13. Lemme8 ult6rieurs. Supposons que F,(x)  est rfiduetible darts le corps quadra-  

t ique engendr6 par  VA, off A est un  nombre  entier rafionnel 4 = 1 qui n 'es t  divisible 
par  aucun carrd > 1. Les polynomes  A(x)  et B(x) ,  d4finis par  les dquations (32) et 
(32') dans le numdro 11, ddpendent  de n et de A. Dans la suite nous  avons besoin 
de signaler ce fair en employan t  les nota t ions  plus precises 

A , (x ;A)  et B,(x;  A). 

2~ti 

Nous preserivons que le nombre  e " soit un  zdro du premier de ees polynomes pour  
routes les valeurs de n et A. Cela est  par fa i tement  d 'accord  avee la formule (27). 
Ainsi les deux polynomes sont  earaetdris4s de fagon qu 'on  puisse les dist inguer l 'un 
de l 'autre.  

S i p  est un  nombre  premier  qui divise n, nous avons, d 'apr4s la formule (5) du 
num4ro 1, 

F..(x) = F.(x') 
AJors nous avons 

A,,~,(x; A)B,~,(x; A ) =  A , ( 2 ;  A)Bn(x~'; A). 

D'apr~s le r4sultat  du  num4ro 7 les deux polynomes k gauche song irrdduetibles 
dans K(VA). I1 en resulte que les deux polynomes ~ droite le song aussi. Pa r  ddfini- 

2~d 

t ion le nombre  e "v est  un  z4ro de A,tr(x; A). Or, il est 4vident clue ee nombre  est  
aussi un z6ro de A,(xP; A). Done on aura,  si le nombre  premier p divise n, les lem- 
mes 

A,,2,(x; A) = An(xV; A), / (39) 

B.,,(z; A) = B.(z"; A). ! 
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Consid6rons maintenant  le cas oh le nombre premier p ne divise pas n, et dans le- 
quel on a 

F.,(x) F.(~) Fn(~)" 
I1 en r6sulte 

A.r(x; A) B.p(x: A) - A"(xP; A) B.(xV; A) (40) 
An(x; A) B.(x; A) " 

Ici les deux polynomes ~ gauche et les deux polynomes dans le ddnominateur 
droite sont irrdductibles dans le corps K(]/~) (voir le numdro 7). I1 est ~vident que 

le hombre e nv est un zdro de chacun des deux polynomes An~,(x; A )e t  A.(xP; A). 
Ainsi le dernier de ces polynomes est divisible par  le premier. On en conclut que le 
polynome B.(xV; A) est divisible par  le polynome Bav(X; A). Les zdros de An(xV; A) 
sont dvidemment les nombres 

2Zj" ~ + 2.~. h 
e "p ~ , (41) 

off a parcourt  un certain syst~me de �89 ~v(n) nombres premiers s n, incongrus modulo 

n, et oh h parcourt  un syst~me complet de rdsidus modulo p. Le nombre ~ = e ~- est 
un zdro de An(x; A): Si ~ se trouve parmi les nombres (41), il est dvident que 
An(x~; A) est divisible par  A~(x; A), vu que ce dernier polynome est irrdductible 
dans K(]/A). Autrement An(z; A) divise B.(xV; A). Pour que ~ se trouve parmi les 
nombres (41) il faut  et il suffit qu'il y ait  une valeur de a telle que la congruence 

a + n h - p  (mod n:p) (42) 

soit satisfaite par  une valeur de h, Si cette congruence est satisfaite on aura done 

Autrement  on aura 

A.(x~; A) ) 
A.~(x; A) A.(x; A) ' 

B.(xr; A) 
B.dx; A) - B.(x; A)" 

(43) 

A~ A.(x'; A) ] 
, = B-- hT' 

A" B.(x'; A) [ (44) 

Dans les lemmes (43) et (44) n n ' e s t  pas divisible par  p. 
Pour dgterminer les racines des gquations An(x; A) = 0 et Bn(x; A)= 0 il faut  dis- 

tinguer plusieurs cas. 

14. Th~or~mes prineilmux sur les z~ros du polynome A~(x; A). Le but  du present 
ehapitre est d'~tablir les th~or~mes suivants: 

Th~ol~me 3. Lorsque A ~ 1 (mod 4) les zdros du polynome A~(x; A) sont les hombres 
e ~, oie a parcourt tous lea hombres naturels satis/aisant aux conditions suivantes : 
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a < n , ( a , n ) = l , ( ~ ) =  + 1 .  

Th&)r~me 4. Lea zdros du polynome An(x; - 1) aont lea nombres e ~, ole a parcourt 
toua lea nombrea naturels aatia/aiaant aux conditions auivantes : 

a < n, (a, n) -- 1, a ~ 1 (mod 4). 

Th&)r~me 5. Lorsque A ~ 3 (rood 4) lea zdroa du polynome An(x; A) sont les nombres 
~,  oh a parcourt toua les hombres naturels aatis/aiaant ou au premier ou au second des 
deux ayst~mes de conditions : 

/ _ . \  

1 ~ a < n , ( a , n ) = l , a ~ l  (mod4) ,  ( ] ~ ) : + 1 ;  

2 ~ ) a < n , ( a , n ) = i , a - ~ 3  (mod4) ,  ( V ~ ) = - l .  \l '.~ I/ 

T h ~ r ~ m e  6. Les zdroa du polynome An(x; 2) aont lea nombrea e a, o~e a parcourt toua 
lea nombres naturels aatia/aiaant aux conditions auivantes : 

a < n , ( a , n ) = l , a - - - - •  ( rood8) .  

T h ~ r ~ m e  7. Les zdros du polynome An(x; - 2 )  sont les hombres e a, o4 a parcourt 
toua les nombres naturels satia/aiaant aux conditions suivante~ : 

a < n , ( a , n ) = l , a = - - l o u - -  3 (rood8) .  

T h ~ r ~ m e  8. Lorsque A = 2 (mod 8), les zdros du polynome An(x; A) sont les hom- 
bres ea, oh a parcourt tousles hombres naturels satis/aisant ou au premier ou au second 
des deux syst~mes de conditions : 

1 ~ a < n, (a, n) = 1, a---- + 1 (rood 8), 

2 ~ ) a < n , ( a , n ) = l , a - - - - •  (mod8) ,  

T h ~ r ~ m e  9. Lorsque A -- - 2 (rood 8), les zdros du polynome A,(x; A) sont les nom- 
bres e a, oh a parcourt tows les hombres naturels satis/aisant ou au premier ou au second 
des deux syst~mes de conditions : 

/ _ _ \  

l ~  (rood8)',  ( ~ ) - ~ - 1 ;  

2 ~  ( rood8) ,  ( ~ - ~ 1 ) = - 1 .  

2 M  

Iei, e signifie le nombre  e ~-. La  d~monst ra t ion  de ees thgor~mes sera r~alisge dans  
les num6ros  suivants .  Pour  eela il nous f au t  encore un lemme.  

Lemme 11. I l  ~[[ i t  d'd~blir les thdor~me~ 3-9 pour le polynome Ad(X; A), O4 d = ] A I 
dans le the'or~me 3 et o4 d = 41 A I dans les autres the" or~mes. 

Demonstration. A ehaque va leur  de A correspond un certain th4or~me pa rmi  les 
th~or~mes 3-9. Supposons que ee th~or~me soit vra i  pour  As(x; A). Cela pos~ nous 
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al lons m o n t r e r  que le thdorbme est  v ra i  pour  t o u s l e s  po lynomes  Au(x; A) off N est  
un  mul t ip le  de d. Nous  le ferons p a r  induc t ion  de la mani~re suivante .  En supposan t  
que le thdorbme soi t  vra i  pou r  An(x; A) nous mon t re rons  qu ' i l  es t  aussi  v ra i  pour  
A,~(x; A) off p es t  un  nombre  p remier  quelconque.  

Le  thdor~me ~ tan t  suppos~ vrai  pour  An(x; A) les zdros e a de ee po lynome  sont  
earact~ris~s pa r  des condi t ions  du t y p e  su ivan t  : 

oh = I •  ou  = � 8 9  selon que A est  impa i r  ou pai r ,  oh r = 1 pour  d/O = 1, r = +_ 1 
pour  d/~ = 4, r = + 1, + 3 pour  d/~ = 8, e t  oh e = + 1. 

D 'apr~s  les lemmes du  numgro  13 nous avons  

An(x~; A) 
Any(X; A ) -  C(z) 

Ic i  C(x) = 1, quand  le nombre  p remie r  p divise n. S i n  n ' e s t  pas  divis ible  pa r  p on a 
ou C(x) = An(x; A) ou C(x) = B~(x; A). Les  zdros de An(xV; A) sont,  en ve r tu  de not re  
supposi t ion ,  les nombres  

2gta 2zdh 2ni(a+hn)  - - A - - -  

enV r = e  nv , (45)  

off la  s ignif icat ion de a es t  la  m~me que plus  hau t ,  t and i s  que h p a r c o u r t  les va-  

e t  e--= a = r (rood d/S), vu  que n es t  d iv is ib le  p a r  chaeun  des  deux  nombres  d et  d /d .  
S i p  divise  n, on a de  plus  (c, n p ) =  l ;  e t  dans  ce eas les nombres  (45) cons t i tuen t  
t o u s l e s  zdros de A,~(x; A). S i p  ne divise  pas  n, il  y a, pa rmi  les nombres  (45), 
e x a c t e m e n t  �89 g~(n) nombres  pour  lesquels  e = a + hn es t  d iv is ib le  p a r  p;  ees nombres  
sont  du  degrd �89 les au t res  �89189 ~ ( n ) =  �89 nombres ,  qui sont  du  de- 
grd �89 reprdsen ten t  les z~ros de AnT(x; A). Ainsi  le lemme 11 est  ddmontr~.  

Dans la suite nous ~rirons E(z) pour la /onctiou e ~tz. Comme plus  hau t ,  Vcc signi- 

f iera  la va leur  pos i t ive  q u a n d  c es t  posit if ,  e t  le nombre  i V - ~  quand  c est  ndgatif.  

15 .  D ~ m o n s t r a t i o n  d e s  th6ar~mes 3, 4, 5, 6 et 7. Considdrons d ' a b o r d  le cas oh 
A _= 1 (mod 4) e t  le thdor6me 3. D ' ap re s  le rdsul ta t  de Dedek ind  (voir le numdro 10) 
le th4or~me est  v ra i  pour  le po lynome  Alal(x: A). P a r  consdquent,  en ve r tu  du lemme 
11 le thdor~me 3 est  vra i  pour  chaque  va leur  de l ' i ndex  n. 

Consid4rons e n s u r e  le eas oh A = - 1. Nous  avons  A4(x; - 1) = x -  i, e t  ainsi  le 
thdor~me 4 est  v ra i  pour  ce polynome.  Donc, en v e r t u  du lemme 11, le thdor~me 4 
se t rouve  ddmontr~  pour  t ou t e  va leur  de n. 

P o u r  ddmont re r  le thdorbme 5 il suff i t  de l ' d t ab l i r  pour  le po lyuome  A4/~t(x; A), 
off A = - 1 (rood 4). Considdrons m a i n t e n a n t  le hombre  

off la  somme est  fi tendue ~ tous  Ies nombres  na tu re l s  c sa t i s fa i san t  aux  condi t ions  

qua voici : c < 4 [ A ] ,  (c, 4 ] A D = l , c = + l ( m o d 4 )  l o r s q u e ( ~ l = + l e t c - - 1  
\ 1 ~ 1 /  
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(mod 4) lorsque ([-~])  = - 1. m est  un nombre  nature l  quelconque. Le nombre  des 

termes  dans  (46) es t  ~gal ~ ~9~(4 ] A D = ~0(2 ] A ]). 
Nous allons ~tablir  le r~sul tat  su ivan t  : 

Lemme 12. 1 ~ Lorsque m est impair et (m, [ A ]) = 1 on a 

2 ~ Lorsque m est impair et (m, I A ]) = d > 1 on a 

~m=0.  

3 ~ Lorsque m est pair  et (m, [ A l) = d >~ 1 on a 

= (--  m 

Ddmonstration. Considdrons d ' abo rd  le cas off m = 2 (mod 4) et  posons m = 2s, off 
s est  impair .  Alors 

oh 1~ sommat ion  es t  eomme darts (46). En  mul t ip l i an t  pa r  - 1 = e '~s on aura  

Une congruence de la forme 

�89 AI) (rood IAI) 

ne peu t  pas  avoir  lieu. E n  effet, celle-ei ent ra lnera i t  c = c  * (mod 2 [ A  [), done 
c* = c + 21 A I (mod 41A D. I1 en rdsulte que 

tandis  que c* = c  + 2 = - c  (mod 4). Cela mont re  qu.e les nombres  c e t  c* ne peu- 
ven t  pas  para l t re  tous  les deux dans  la somme (47). I1 en r6sulte que les nombres  
�89 + A ) sont  incongrus modulo  [A [. Leur  hombre  to ta l  est = r A D = ~(] A D et  
( � 8 9  ) = 1 .  Donc 

off / pa rcour t  un syst~me r6duit  de rdsidus modulo  ]A 1. Supposons que (m, ]A 1)= d. 
En  ver tu  de la formule  (12) dans  le numdro 3 on obt ient  alors 
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Trai tons  ensuite le cas off m - 0  (mod 4) et  posons m = 4s. On a 

~-.E [ cs \ 

Iei les hombres  c sont  incongrus modulo  i A I- E n  effet  c -  c* (mod I A I) en t ra inera i t  

= et  done c=-c * (mod 4), et  c ~ c *  (mod 41A[) ce qui est  exclu. 

Ainsi les nombres  c const i tuent  un syst~me r4duit  de r~sidus modulo  I A [. Supposons 
que (m, I A I) = d. E n  ve r tu  de la formule  (12) dans  le num~ro 3 on obt ient  alors 

Soit ma in t enan t  m impair .  E n  mul t ip l ian t  (46) pa r  i m= e �89 on aura  

X ~ E [ a §  I "~ • [ a * + l A [  N 

off la p r e m i e r e  somme est  dtendue ~ tous les nombres  naturels  a qui sat isfont  aux 

conditions suivantes  : a < 4 1 A I ,  (a, 41AI1=1, I = + 1 ,  a ~ l  (rood 4), tandis  

que la seeonde somme est  gtendue ~ t o u s l e s  nombres  naturels  a* qui sat isfont  aux 

(at,) conditions suivantes  : a* < 41A I, (a*, 41AI) = 1, = - 1, a*---- -- 1 (rood 4). 

Nous d6signons la premigre somme pa r  ~,~ et  la seeonde somme par  fl,n. 
Premier ca~. Soit A nggatif,  done I A I ~- 1 (rood 4). II  est  6vident  que 

off la s o m m e  est  ~tendue ~ t o u s l e s  �89 A I) nombres  I = �88 + 3 t A  f);.on vol t  que ees 

E n  app l iquan t  le l emme 4 on aura  done, si (m, I A i) = 1, 

e t s i ( m ,  l A I ) = d > l  , 

=1 ,  ItAl  

Pour  la deuxi~me somme on aura  d 'une  Iagon analogue 

Z E  gm , , . : .  
off la sommat ion  est  6tendue g t o u s l e s  �89 A ]) nombres  g = �88 + I A ]); on voi t  que 

/ k 

\ 1 ~ 1 /  
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En appl iquant  le l emme 4 on t rouve  

lorsque (m, I A ] ) =  1. Si (m, ] A ] ) = d > l  on au ra  

, [I A JI~ 9(IA I) 

Par cons6quent,  lorsque (m, I A ]) = 1, 

,m=i-m(CCm + ~m)=(-1)t'm-1) ( ~ )  V-A , 

et, lorsque (m, I A I) > 1, 

~m=i-m(~m + fl~)=O. 

Deuxi~me cas. Soit A positif, donc I A I -- 3 (rood 4). P a r  un ra i sonnement  analogue 
celui qui pr6c~de on au ra  6v idemment  

off la sommat ion  est  6tendue ~ t o u s l e s  �89 nombres  / = t ( a  + A); on voi t  que ees 

nombres  sent  incongrus modulo  A; on a encore (/, A) = 1 e t  (--/A) + = 1. Done,  lorsque 

(m, A) = 1, 

et, lorsque (m, A) = d > 1, 

Pour  la deuxi~me somme on aura  

off la sommat ion  est  6tendu h t o u s l e s  �89 nombres  g = ~:(a* + 3A); on voi t  que 

oo~ oom~ro~ son~ ~ n o o n ~  mo~u,o  ~; o n .  encore , ~ , ~ ) : '  e~ (~):-~ 
Done, lorsque (m, A) = 1, 

et, lorsque (m, A) = d > 1, 

_ ~ ( ~ )  ~,~, 
~(~) 

P a r  cons6quent,  on obt iendra,  comme dans  le p remier  cas, 
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selon que (m, A) est ~gal ~ 1 ou > 1. Cela dgmontre  le lemme 12. 

I1 rgsulte de ee lemme que t ous l e s  nombres  ~m appa~ iennen t  au corps K(gA). On 
en eonelut que route fonet ion rationnelle symgtrique, ~ coefficients rationnels des 

nombres E ( 4 [ - ~ [ ) ,  off c varie comme dans (46), appar t ient  ~ K(V~). Le po]ynome 

A, ,~ i(x; A) dtant  irr~ductible dans K([/~),  il est donc 6vident clue les nombres 
/ \ 

E(4-~AI~ sont  les zdros de ce polynome.  Le thdor~me 5 se t rouve ainsi ddmontrd. 

Consid~rons f inaIement  Ies deux cas oik A = + 2 et  A = - 2 .  Vu qu 'on  air 

As(x; 2) = x ~ - ~ x  + 1 = (x - e ~ )  (x - e -t '~) 

et  As(x; - 2) = x 2 - V - 2x + 1 = (x - e t~) (x - el~i), 

les th6or~mes 6 et 7 sont  vrais pour  l ' index n = 8. Alors, en ver tu  du lemme 11, ils 
sont  vrais pour  toutes  les va]eurs de l ' index n. 

16. Pr$1iminaires sur le th6or~me 8. Pour  d6montrer  le th6or~me 8 il suffit de 
l '4tablir pour  le polynome A41a i(x; A) oh A -  2 (mod 8). Considdrons le hombre  

- E /  cm \ 

oh la sommat ion  est 6tendue s t o u s l e s  hombres naturels  c premiers 41A I e t  < 4 ] A [, 

tels qu 'on  air c = + 1  (mod 8 ) ' o r s q u e  ( ~ A I ) =  + 1 ,  et  c ~  = _+3 (mod 8) lo rsque  
g $ 

\ Z  I ~ 1 /  / ~ 

( ~ ) =  --1o m signifie un hombre naturel queleonque. Le hombre total des 

nombres cest ~videmment = �89 I). 
~otre but darts ce numlro et les deux numlros suivants est d'~tablir le lemme 

suivant  : 

Lemme 13. l ~ Lorsque m est impair et (m, �89 A [) = 1, on a 

2 ~ Lorsque m est impair  et (m, �89 I)= d > 1, on a 

~ = 0 .  
3 ~ Lorsque m -  2 (rood 4), on a 

~m=0. 

4 ~ Lorsque m = 0 (mod 4) et (m, �89 [ A [) = d ~> 1, on a 
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Le thdor~me 8 est  une consdquence immddia te  de ce l emme .  E n  effet, il en r~sulte 

que t o u s l e s  hombres  ~m appar t i ennen t  au corps K(VA). On en conclut  que route  

fonct ion rationnelle symdtr ique,  ~ coefficients rat ionnels  des nombres  E ( 4 ~ A [ t ,  

oh c varie eomme dans (49), a p p a r t i e n t  ~ K(VA). P a r  consequent ,  l e  po lynome 
/ _ _ \  

A41~ i(x; A) dtant  irrdductible dans  K(VA), il est  dvident  que les nombres  E(4--~A[) 

sont les zdros de ce polynome.  
Dans  la ddmonst ra t ion  du lemme 13 il f au t  dist inguer les quat re  cas suivants  : 

1 ~ A = 1 0  (mod 16) et  A > 0 ;  2 ~ ) A - - 1 0  ( m o d 1 6 )  e t  A < 0 ; 3  ~ ) A = 2  ( m o d 1 6 )  et  
A > 2 ; 4  ~ ) A = 2  ( m o d 1 6 )  e t A < 0 .  

Supposons que m est  impair .  E n  mul t ip l ian t  ~m par  et=~m + e -t=~m nous ob tenons  

8 

2 cos ~ .  ~ = Y E(~ ~), (50) 
k = l  

oh ~(m) signifie 

EE ~+�89 on 

selon que k = 1, 2, 3, 4 ou k = 5, 6, 7, 8, et  oh les sommes  sont  gtendues aux  vMeurs  
de c = l  (mod 8) pour  k = l  e t  5, aux  vMeurs de c -  - 1  (mod 8) pour  k = 2  et  6, 
aux  vMeurs de c = 3 (rood 8) pour  k = 3 e t  7, aux  valeurs  de c--- - 3  (rood 8) pour  
k = 4 et  8. Le hombre  des te rmes  dans 2(ff ) est  =~p(4  [ A 1) = �89162 A 1) = �89189 D. 

Nous  avons besoin du lemme su ivan t  : 

Lemme 14. 1 ~ Lorsque A---10 (mod 16) et A > O, on a 

2 ~ Lorsque A -- 10 (rood 16) et A < Oi on a 

3 ~ Lorsque A = 2 (mod 16) et A > 0, on a 

4 ~ Lorsque A -  2 (rood 16) et A < 0, on a 

(51) 

(52) 

(53) 

(54) 

(55) 

(56) 

(57) 
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(gm) 
2',"' = 2~ m'= ~E ~ .  (58) 

Ici les sommes dans (51), (53), (55) et (57) sont dtendues ~ tousles nombres naturels 

, < � 8 9  pour lesquels (1--~A[)= + 1 .  Les sommes dans (52) et (54) sont dtendues ~ 
\ Z I - - I I  

tousles nombres naturels]premiers~[A,  et <,A[pourlesquels(~]-]]--~-[[)=+l. Les 
\ ~ l - - l /  

sommes dans (56) et (58) sont dtendues h tousles hombres naturels g premiers ~ [ A ]et 

D~monstration. Consid~rons d 'abord  le cas off A ---- 10 (rood 16) e t  A > 0. Dans la 
somme 

les nombres  / = ~',c + �89 ] A ]) sont des entiers premiers  s �89 A] et  ineongrus modulo 
�89 ] A I, et  leur nombre  to ta l  est  = �89189 ] A ]). On a encore 

( & ) = - ( & ) :  § 

Par  un ra isonnement  analogue on t rouve  que la somme 

21 m)= 2 E 41al m 
c m - 3 ( 8 )  

a la m6me valeur  que ~ .  
Dans la somme 

les n o m b r e s ]  = �88 + �89 l) sont des entiers premiers s I A[ et  incongrus modulo I A l, 
e t  leur nombre  to ta l  est  1 1 = ~v(~ I A I). On a encore 

+, 

Par  un ra isonnement  analogue on t rouve  que la somme 

a la m6me valeur  que ~_~m). 
Considdrons ensuite le cas oh A -- 10 (mod 16) e t  A < 0. Dans la somme 

les n o m b r e s /  = 1( c +�89 A I) sont des entiers premiers s �89 et  incongrus modulo 
�89 ]; leur nombre  to ta l  est  = �89189 ] A ]). On a encore 
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Par  un ra isonnement  analogue on t rouve que la somme 

Y i:'= ~ E [c-�89 

a la m~me valeur que ~<:~. 
Dans  la somme 

~es hombres 1= ~(~+ �89 song des entiers premiers ~ I A[et ineongrus modulo 
A I; et  leur nombre  to ta l  est = �89 AI). On a encore 

Pa r  un ra isonnement  analogue on t roupe que la somme 

c ~ - 1 ( 8 )  

a la m~me valeur que ~( : )  / - - 1  �9 

Consid~rons le eas off A _~ 2 (mod 16) et  A > 0. Darts la somme 

les nombres  t = ~(c + �89 ~ I) song des entiers premiers a �89 I~1 et incongrus modulo 
�89 A [; leur  nombre to ta l  est  = �89189 I)" On a encore 

2c 

Par  un ra isonnement  analogue on t rouve  que la somme 

a la m~me valeur que Z(~ =). 
Dans la somme 

o_--3+ , 1:1 ,=. (, ,I 
les nombres  g =  t ( c +  �89 song des entiers premiers h [A l e t  incongrus modulo 
I A [; et leur nombre  tota l  est = �89 I)- On a encore 

Pa r  un ra isonnement  analogue on t roupe que la somme 
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c~ -3(8) 

a la m~me valeur que ~(a m). 
Consid4rons finalement le eas off A _--- 2 (mod 16) et A < 0. Dans la somme 

./e+�89 

les nombres / = ~ ( c +  �89 sont des entiers premiers ~ �89 et  incongrus modulo 
�89 [; leur nombre total est = �89 T(�89 D. On a encore 

+ '  

Par un raisonnement analogue on trouve que la somme 

C~--1 (8) k 4 [ A [  

a la m~me valeur que ~(1 ~). 
Dans la somme 

EgC§ �89 : 

les nombres g =  l ( c +  �89 I) sont des entiers premiers ~ ]A I e t  incongrus modulo 
I A [; et leur nombre total est = �89 ~0(4[ A I)" On a encore 

Par  un raisonnement analogue on trouve que la somme 

c---3 (8) [ 

a la m~me valeur que ~(4 ~). 

I~mme 15. Ddsignons par S la somme 

~ E[  bin\  

o~ b parcourt un syst~me rdduit de rdsidus modulo 21A I- Alors, pour A positi[, la 
so'frame 

est dgale h S. Encore, pour A ndgati[, la somme 
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~m) + ~(sm)+ ~ m ) +  ~(s m) (60) 

est ~gale ~t S.  Quand m est i m p a i r  on a S = O. 

Dgmonstratlon.  On vdrifie aisdment  que, pour  routes  !es va l eu r s  d e c  qui en t ren t  
dans la somme (59), pour  A > 0, ou dans la somme (60), pour  A < 0, t o u s l e s  nom- 
bres b = � 8 9 1 8 9  D et  b * = � 8 9 1 8 9  D sont  premiers  ~ 2[A] .  De plus, ils sont  
incongrus modulo 2 [ A .  En  effect, c e t  c* d tan t  s u p p o s d s i n c o n g r u s m o d u l o 4 ] A  , . 2 I A  
les nombres  �89 1 A ) et  �89 �89 A ) ne peuven t  pas  &re  congrus modulo  
Supposons qu 'on  air 

�89189189189 I) ( m o d 2 l A I ) .  

Cette congruence entra ine  c-~c* (mod �89 e t  pa r  suite = , 

done c = _+c* (mod 8). Le signe supdrieur & a n t  impossible  il f au t  que c c* 
(mod 8). Lorsque A > 0 on aura i t  les possibilitds suivantes:  c = 1 (mod 8) eorrespon- 
dan t  s c* = - 1 (mod 8); c -  - 3 (mod 8) eor respondant  s c* = 3 (mod 8). Cela en- 
t ra inera i t  ou 1 + �89 ] A [ = 0 (mod 4) ou - 3 + �89 [ A[ = 0 (mod 4), ee qui est  impossible. 

L o r s q u e  A < 0 on aura i t  les possibilitds : c = - 1  (mod 8 ) c o r r e s p o n d a n t  ~ c*-~ 1 
(mod 8); c - - 3  (mod 8) correspondant  ~ c * - - 3  (mod 8). Cela en t ra lnera i t  ou 
- I + � 8 9  (rood 4) ou 3 + � 8 9  A _=0 (mod 4), c e q u i e s t i m p o s s i b l e .  Enfin,  le 

nombre  to ta l  des nombres  b e s t  = ~ ( 2 ] A  ). Cela ddmont re  la premiere  par t ie  du 
lemme 15. Soit (m, 2] A [) = d. D ' a p r &  la formule  (12) du numdro  4 on a dv idemment  

S i m  est  impair ,  d est  aussi impair ,  e t  pa r  consequent  S = 0. 

17. D~monstration du lemme 13 dans le cas oh m e s t  pair. Si m = 48 on a 

E cm ,01, 

oh la somme est  &endue  comme dans  la formule  (49). Supposons  d ' a b o r d  que s est  
impai r  et  mult ipl ions pa r  - 1 = e~8; nous aurons  

off t o u s l e s  nombres  e + �89 sont  pairs.  Considgrons la congruence 

�89 + �89 l) = �89 + �89 A D (mod �89 A D. (62) 

Celle-ci entralne c=-c * (mod �89 D. E n  ve r tu  des propr i&~s des nombres  c i l  en 
r&ul te  que c = + c* (mod 8). Vu que c e t  c* sont  ineongrus modulo  41 A l, il f au t  
prendre  le signe inf~rieur, done c -  - c *  (rood 8). E n  posan t  dans  (62) c = 8t + r e t  
c* = St* - r on obt ien t  la congruence 
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4 ( t - t * ) + r - - O  (mod  IAI), 
off r = • 1 ou = _ 3. On en conclut que ~ chaque valeur  de c correspond exacte-  
m e n t  une valeur  de c* telle que la congruence (62) soit satisfaite e t  telle que c* ne 
soit pas  congru s c modulo  41A . Ainsi le nombre  des nombres  g = �89 + �89 [ A I) qui 
sont  incongrus modulo  �89 I, est  = ~ ( 2  A I) = ~(�89 A ]). P a r  consdquent,  nous au- 
rons 

oh g pa rcour t  un syst~me rdduit  de r~sidus modulo  1 I AI. En  app l iquan t  la formule 
(12) on obt ien t  done 

oh 
Consid~rons ensuite le cas oh s est  pa i r  dans (61). Nous allons mont re r  qu 'on  a 

oh b pa reour t  un systgme rdduit  de r~sidus modulo  �89 [ A]. 
Nous  pouvons  supposer  que t o u s l e s  nombres  b sont  impairs.  Dans  un syst~me 

rdduit  de rdsidus modulo  41A [ il y a exae temen t  quat re  nombres  qui sont  congrus 
~ un nombre  fixe b modulo  �89 A I. On peu t  supposer  que ces nombres  (elasses de 
r6sidus modulo  4 I A  I) sont  repr~sentds pa r  les nombres  

�9 , -IAl, +lAl, +21AI, (65) 
x pa rcouran t  un syst~me rdduit  de r~sidus modulo  �89 A ]. Ceux-ci sont tous  impairs  
e t  incongrus modulo  8. E x a c t e m e n t  deux de ces nombres  appar t i ennen t  au syst~me 

des nombres  e sat isfaisant  aux  conditions de la somme (61). En  effet, si (x -~A [ ) =  + 1  

il y a pa rmi  les nombres  (65) un seul qui est  = + 1 (mod 8) e t  un seul qui est = - 1 
(rood 8); les deux aut res  sont  congrus ~ + 3  ou s - 3  (rood 8). On peu t  faire le 

m~me ra i sonnement  quand  ( ~ ) = - 1 .  A i n s i l a  congruence b = c  ( m o d � 8 9  

est  sat isfai te pa r  deux nombres  c lorsque b e s t  fixe. Cela ddmontre  la formule  (64). 
E n  appl iquant  la formule  (12) s l 'expression de ~m donnde par  (64) on au ra  

- 2  [ IAI   (i]AI) 

oh d=(m, �89 
Consid~rons enfin le cas oh m = 2 (mod 4). E n  posan t  m = 2s on a 

oh s est  impair ,  e t  oh la sommat ion  est  comme dans  la formule (61). E n  mul t ip l ian t  
pa r  i s=  e tins on aura  
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2lal / '  

oh la premiere  somme est  6tendue ~ tous l e s  nombres  ctels que c + �89 ] - 0 (mod 4), 
tandis  que la deuxibme somme est  6tendue ~ tous les nombres  c* tels que 
c* + �89 A 1 -= 2 (mod 4). D6signons la premiere  somme par  ~ et  la seeonde somme 
par  ft. Consid6rons les t e rmes  dans  la somme ~. On peu t  mon t re r  que la relat ion 

t( +�89189 (rood �89 

n ' a  jamais  lieu. E n  effet, celle-ci en t ra inera i t  c = c I (mod 2 [A  ]), done c 1~- c + 21 1 
(mod 41Al). Or, il en r6sulterai t  que c l - c + 4  (mod 8), ce qui est  impossible,  vu  

que c1= _ c  (mod 8 ) lo r sque  ~ ~ - ~  . 

Done, les n o m b r e s / =  �88 �89 A D sont  incongrus modulo �89 A[, et  le nombre  to- 
ta l  de ees nombres  est  = �88 [ A D = ~(�89 A [). Ainsi on aura  

off / pa rcour t  un sys tbme r6duit  de r6sidus modulo  �89 A[. 
Consid6rons ensuite la somme ft. E n  mul t ip l ian t  par  - 1 = e ~s nous aurons  

 *+llals) 
Iei les n o m b r e s / *  = �88 + ~] A [) sont  entiers e t  incongrus modulo  �89 [ A [, ee qui peu t  
6tre v6rifi6 de la m6me manibre que tou t  g l 'heure.  II  en r6sulte fl = - ~. P a r  con- 
s6quent, pour  m - 2  (rood 4), on a ~m = 0. 

E n  r6sumant ,  nous avons  d6montr6  le l emme 13 pour  routes  les valeurs  de m. 

18.  D $ m o n s t r a t i o n  du l e m m e  13  dans  le  eas  o/ ,  rn es t  impair.  Dans  les formules  
(51), (53), (55) e t  (57) du lemme 14 figure la somme 

6tendue ~ tous les n o m b r e s /  d ' un  syst~me r6duit  de r6sidus modulo  �89 A I pour  les- 

quels ( ~ A  ~) = + 1. D 'apr6s  le l emme 4 eet te  somme est  6gale ~ 

lorsque (m, �89 A I) = 1, 0 signifiant 1 ou i selon que �89 Ies t  - + 1 ou = - 1 (rood 4). 
Lorsque (m, �89 A ) = d > 1 la somme  a la va leur  
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Duns les formules (52) et (54) du lemme 14 figure la somme 

dtendue ~ tous les nombres[  = �88 + �89 I) d 'un syst~me rdduit de rgsidus modulo 

IAI pour lesquels (~1[ - -~1)  = +1.  On doit observer qu'on a c ~ - 1  (mod 8) quand 
X ~  I " - =  I ]  

�89 A[ - - 3 (mod 8), et  c = + I (mod 8) quand �89 I - + 3 (mod 8). Pour ealeuler la 
somme (67) nous multiplions par - 1 = e "tin. Alors la somme prendra la forme 

Iei les nombres g = l(c + ~1A I) sont gvidemment entiers et premiers ~ �89 ] A I. De plus, 
ees hombres sont ineongrus modulo �89 En effet, la congruence 

I(c+~[AI)-!t"**-SIAi)B,- . 2 (mod�89 

entrainerait c=- -c  * (mod 41AI). On a en outre 

2[ 2c 

puisque �89 [ A [ -- + 3 (rood 8). I1 en r6sulte que la somme (67) est dgale 

oh la somme est d~ndue ~ tous les hombres g d 'un syst~me r~duit de rdsidus mo- 

dulo �89 pour lesquels ( ~ - ~ A I ) = - 1 .  En appliquant le lemme 4 on aura done 
\ Z  | ~ | /  

les vMeurs suivantes pour la somme (67) : 
Lorsque (in, �89 I A I) = 1, 

off 0 signifie 1 ou i selon que ~ I A l-= + 1 ou --- - 1 (rood 4). 
Lorsque (m, �89 A I) = d > 1, 

_ �89189 I J)  (�89 

Darts les formules (56) et (58) du lemme 14 figure la somme 

6tendue ~ tous les hombres g = �88 - �89 i) d 'un systgme rgduit de rdsidus modulo 

[A[ pour lesquels f ,  i g - ~ / = - 1 .  On doit observer qu'on a c ~  + 3  
F % 

(mod 8) quand 
\ ~ l ~ l l  
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�89 A I---- + 1 (mod 8) e t  c--- - 3 quand �89 A I-- - 1 (rood 8). Pour  calculer la somme 
(68) nous multiplions par  - 1 = e "~m. Alors la somme prendra  la forme 

Ici les nombres  h = 1(c + ~]A [) sont  dvidemment  entiers et  premiers ~ �89 A [. De plus, 
ces nombres  sont incongrus modulo �89 [ A]. En  effet, la congruence 

l ( c+~[Al_=~(c*+~[A[)  (mod �89  

entrainerai t  c--  c* (rood 4[ A [). On a encore 

(~ [ ~ [ ) =  ( ~ A [ ) =  ( ~ ) = - ( ~ ) - ~ - 1 ,  

puisque �89 [ A [ -- _ 1 (mod 8). I1 en r~sulte que la somme est ~gale s 

off la somme est dtendue s t o u s l e s  nombres h d 'un  syst~me rdduit  de rdsidus mo- 

dulo �89 [ A [ pour  lesquels (�89 [ ~ - [ )  = - 1. En  appl iquant  le lemme 4 on aura done les 

va]eurs suivantes pour  la somme (67) : 
Lorsque (m, �89 [) = 1, 

off 0 signifie 1 ou i selon que �89 A I -- + 1 ou -- - 1 (mod 4). 
Lorsque (m, �89 A l) = d > 1, 

_ �89189 A[) 

En  combinant  les rdsultats de ce numdro avec les rdsultats du numdro 16, e t  en 

se rappelant  q u e 2  cos �88 ( ~ }  ~/2 pour  m impa i r , on  obt ient  de la relat ion (50): 
\m /  

quand (m, �89 A [) = 1, e t  

quand (m, �89 A I) > 1. 
Le lemme 13 se t rouve  ainsi dtabli pour  routes les valeurs de m, a t t endu  que le 

cas off m est pair  a d~j~ ~t~ trait~ compl~tement  d ins  le num4ro 17. Pa r  consd- 
quent,  la demonstra t ion du th~or~me 8 est achev~e. 
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19. D~monstration du th~or~me 9. Pour  dgmont re r  le th~or~me 9 il suffit de 
l '~tablir  pour  le po lynome .44 I A I(X; A) Oh A--= -- 2 (rood 8). Consid~rons le hombre  

off la sommagion est  ggendue ~ gous les nombres  naturels  a premiers  ~i 41 A I e t  

< 4 [ A , ,  tels qu 'on  a i t a ~  + 1  o u - -  + 3  ( m o d 8 )  lorsque ( I ~ A ~ ) =  + l ,  e t a ~ - - 1  
\~ } - - | /  

on  ~ -  3 (mod  ~) lorsclue ( ~ t  = -- l o m s ig~i , ie  a n  h o m b r e  n~Jturel quelco~J.que. 

Le nombre  to ta l  des nombres  a est  gv idemment  = �89 A I)- 
Nous Mlons d ' abord  ggablir le r6sul ta t  su ivan t  anMogue au lemme 13 : 

Lemme 16. 1 ~ Lorsque m est impair  et (m, �89 I) = 1, on a 

2 ~ Lorsque m est impair et (m, �89 [A 1) = d > 1, on a 

~tm=O. 
3 ~ Lorsque m------2 (mod 4), on a 

r /~=0 .  

4 ~ Lorsque m =- 0 (mod 4) et (m, �89 I) = d >1 1, on a 

, ~ = 2 ( - 1 )  ~ "#(~1 dA--I ) �9 ~(�89 

Le th~or~me 9 est  une eons6quenee immgdiato  de ee lemme. E n  effet, il en r~sulte 
que t o u s l e s  nombres  rl,n appa r t i ennen t  au corps K(I /~) .  On en eonelut que route 
fonet ion rationnelle symgtr ique,  ~ coefficients rat ionnels  des nombres  E ( a / 4 1 A  I), 
off a varie  eomme darts (69), appa r t i en t  ~, K(I/A). P a r  eonsgquent,  le po lynome 

A4 I,a I(X; A) ~tant  irr~duetible dans  K ( g ~ ) ,  il est  ~vident  que les nombres  E ( a / 4 1 A  I) 
sont  les zgros de ee polynome.  

Nous allons mon t r e r  comment  le l emme 16 se dgduit  d 'une  mani~re tr~s simple 
du l emme 13. Consid~rons d ' abo rd  le eas oh A est  positif. E n  mul t ip l iant  dans (69) 
pa r  i m nous aurons  

off c = a + I A I. Lorsque a --- + 1 (rood 8) on au ra  c --- 1 - 2 - - I (rood 8) e t  

Lorsque a ~ + 3 (rood 8) on aura  c - - - 3 -  2 ~- + 1 (rood 8) eg 
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L o r s q u e  a -=  - 1 ( m o d  8) o n  a u r a  c -  - 1 - 2 

= 

L o r s q u e  a = - 3 ( rood  8) o n  a u r a  c = - 3 - 2 = 

cyclotomiques 

- 3  (rood 8) e t  

--1o 

+ 3 ( m o d  8) e t  

I1 e n  r f s u l t e  ~m = i - m  ~m( --  A ) ,  (70) 

off ~ , ( -  A) dds ig ne  le n o m b r e  d f f i n i  p a r  l ' 6 q u a t i o n  (49), l o r s q u e  A a 6t6  r e m p l a c 6  
p a r  - A. 

C o n s i d 6 r o n s  e n s u i t e  le cas  off A e s t  n6ga t i f .  E n  m u l t i p l i a n t  d a n s  ( 6 9 ) p a r  i -m 
n o u s  a u r o n s  

o f f  c = a - I A I. L o r s q u e  a -= + 1 ( r o o d  8)  o n  a u r a  c - 1 - 2 - - 1 ( r o o d  8) e t  

L o r s q u e  a = + 3 ( m o d  8) o n  a u r a  c =- 3 - 2 =- + 

L o r s q u e  a - - 1 ( rood  8) o n  a u r a  c - - 1 - 2 = 

= + 1 .  

1 ( m o d  8) e t  

= + 1 .  

- 3  (mod 8) e t  

L o r s q u e  a = - 3  ( m o d  8) o n  a u r a  c -  - 3 -  2 = + 3 ( m o d  8) e t  

I I e n  r 6 s M ~  r/m = i "  ~m( - A),  (71) 

off ~ , ( -  A) d6s igne  le n o m b r e  d6 f in i  p a r  l ' 6 q u a t i o n  (49), l o r s q u e  A a 6tg  r e m p l a e 6  
p a r  - A. 

So i t  m i m p a i r  e t  (m, �89 I) = 1. Alo r s ,  e n  a p p l i q u a n t  le l e m m e  13, o n  o b t i e n t  d e  
(70), p o u r  A > 0, 
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et  de (71), pou r  A < 0 ,  

~ m = , - l ) ' ( ~ - l ) i ( 2 ) ( ~ [ ) ~  - A ,  

c 'es t -k-dire ,  dans  t o u s l e s  deux cas, 

Quand  m -  0 (rood 4) on ob t i en t  ~,~ = ~,,( - A) - ~,~ e t  dans  tous  les au t res  cas ~,~ = 0. 
Le lemme 16 se t rouve  ainsi  dgmontr6  et ,  p a r  cons6quent,  aussi le th6orgme 9. 

Supplement  au  n u m S r o  l l  

20. Dans  le numdro 11 nous avons  exclu les cas off A = - 1 e t  A = - 3, vu que 
la m~thode  y adapt~e  ne suff isai t  pas  pour  d~terminer  le p rodu i t  ele~...e, des racines 
de A(x)= 0. E n  v e r t u  des rdsul ta t s  des numdros  13 et  14 nous avons  m a i n t e n a n t  
les moyens  de d~terminer  ce pyodui t  dans  les cas en quest ion.  

La  formule  (33) dans  le num~ro 11 es t  t ou jou r s  va lab le  (pour A < 0 ) e t  peu t  
s '~crire 

An(x; A)= 4,x~ Bn(x-1; A ), (72) 

oh 4,  signifi~ le t e m e  cons t an t  du po lynome  An(x; A) du degr~ �89 = v. I1 s ' ag i t  
de dd te rmine r  4,.  E n  ve r tu  des formules  (39) du  num~ro 13 nous avons  ~v idemment  

4nr = 2n (73) 

lorsque le nombre  p remier  p divise  n. S i p  ne divise pas  n nous ob tenons  des for- 
mules  (43) e t  (44) 

4 = 4 .  = 1, (74) n~ 4n 

lorsque la congruence (42) es t  r~soluble, e t  

4 n v -  4,  _ 4~ n (75) 4~ 

dans  le cas contrairc .  Ic i  4n signifie le nombre  conjugu~ de 4~ dans  le corps K(~/~), 
donc 4n4~ = 1 vu  que A < 0. 

Lorsque  A = - 3, n es t  d ivis ible  p a r  3. Lorsque  A = - 1, n e s t  divis ible  p a r  4. 

Le cas olt A = - 1. 

Nous avons  A4(x; - 1 ) =  x - i ,  donc 24= - i .  Ainsi,  il r~sulte de (73) que 4~ = - i  
lorsque N e s t  une puissance  de 2. 

Si dans  la congruence (42) n = 4, il  f au t  p rendre  a = 1. Donc,  pour  que cet te  
congruence soi t  r~soluble il f au t  e t  il suffi t  que le nombre  p remier  p soit  = - +  1 
(mod 4). E n  u t i l i san t  (74) et  (75) on en conclut  

~4v= ( -- 1) i(v-1)" 
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Main tenan t  on arr ivera sans peine, par  la m4thode d ' induc t ion  mul t iphcat ive ,  au 
r4sultat  g4n4ral : Soit N( > 1) un  nombre  na tu re l  qui n ' es t  pas une puissance de 2, 
et  soit h le nombre  des nombres  premiers di[/4rents - - 1 (mod 4) qui divisent  N. 
Alors on a 

~4N= (-- 1) h" 

I1 en r4sulte : Si h est pair,  les relat ions (34) et (36) sont  toujours  valables pour  
n = 4N et  A = - 1. Si h e s t  impair,  il faut  remplacer  ces relations par  (37) et  (38). 
Quand N est une puissance d~ 2, il n 'exis te  pas de formules analogues. 

Le cas o2 A = - 3 .  

Nous avons  A3(x; - 3) = x -  Q, oh Q = e ~'~, donc 2a = - Q. Ainsi il r4sulte de (73) 
que 2N = - ~  lorsque N e s t  une puissance de 3. 

Si dans  la congruence (42) n =  3, il faut  prendre a =  1. Donc, pour  que cette 
congruence soit r4soluble il faut  et  il suffit que le nombre  premier  p soit - + 1 
(mod 3). On en conclut,  en u t i l i san t  (74) et  (75), 

~3P = ~)2(p-- 1). 

Enf in  on arrivera, par  la m4thode d ' i nduc t ion  mult ipl icat ive,  au r4sul tat  g4n4ral : 
Soit N( > 1) un  nombre  na tu re l  qui n ' es t  pas une puissance de 3, et  soit h le nombre  
des nombres  premiers diff4rents -= - 1 (mod 3) qui divisent  N. Alors on a 

lsN = .,h. 

I1 en  r4sulte : Si h e s t  divisible par  3, les relations (34) et (36) sont  toujours  valables 
pour  n = 3N et A = - 3 .  Dans  le cas contraire il n ' y  a pas de relat ions analogues;  
m6me chose si N e s t  une puissance de 3. 
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