LA GENERALISATION DE LA METHODE DE JACOBI-MAYER
DE L'INTEGRATION DES EQUATIONS NON LINEAIRES ET DES
SYSTEMES D'EQUATIONS NON LINEAIRES AUX DERIVEES
PARTIELLES DU PREMIER ORDRE D'UNE FONCTION
~ INCONNUE.

PAR

G. PFEIFFER

4 KiEw,

Introduetion.

Prenons un systéme de m relations:

Hl(xlv cor Ly Py - p")=

L

Hg(xl, .. xn, pl’ .. -pn):O7
(4)

Ty, oo Tny Piy + -« Pre , (2)

, éq.uivalent algébriquement au systéme (1) par:
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Admettons, que le systéme (1) peut étre mis sous la forme:

Fi=p,— @ (x1, ... Zny Dy - -+ Py Pmits - - - Pn) = O,

Fy=py,— (@), ... Tny Dy, -+« Puy Pmsts -+ - Pn) = O,

() (4)
szpm—(pm(l‘p---In,27m+1, Coe e e Pn):O,

et, par conséquent, sous la forme:

E =p, — Y (2, ... %0 Putr,...Pn) =0,

E,=p,— W,z ... Toy Pty ... Pu) =0

1

Em:pm_ '(pm((lf]y oo Ty Pmt1y oo pn) = 0.

Le déterminant:

OH, OH, O Hy
op,” dp, op,
D, H, ...H,) |0H, dH, . 0Hn

d = -1 ) = bl 0
D(p;, by - - - Pw) Opy  Op, Op,

OH, 0H,  OHn
oj)m ’ 0])7n ’ (l)})m

n'est pas nul en vertu des connexions (1):
4 #o. (7)

D’aprés le théoréme de Laplace:

» DI, H,
A= (=1 X (=) ((plj };’k“))§ (8)

test le

mineur du déterminant .7, qu'on obtient en supprimant les colonnes #, s et les

la somme s'étend aux combinaisons 7, s des nombres 1,2,...m; A"

lignes ¢, &, ¢, k£ étant des nombres arbitraires et distinets, pris d'une maniere

précise, de la série 1, 2, ... m.
! Cela est possible, si dans le systéme (1) les variables x, ..., ne sont pas lides par une

ou plusieurs relations.
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En joignant & l'identité (8) les identités:

0= (= 1) 3 (= wyay R, o

”, 8

ot au moins l'un des nombres ¢, k' est différent des nombres ¢, %, pris d’'une
maniére précise, nous nous convaincons que le déterminant:

| 775 (10)
nest pas nul en vertu des connexions (1):
| k] # o. (11)
Ph. Gilbert! a établi 'identité: |

b)i-l—k

(B, Bi) = (pi— s pe— ) = *——— D\ (— 1)+ 275 (H,, H), (12)

r,8
qui est juste non seulement pour les égalités (1), mais encore pour les égalités:
H, = ay, -H2=a2, coy Hn= am, (13)

ol ay, @, . . . @m sont des constantes arbitraires.

En établissant l'identité (12) Ph. Gilbert ne fait pas la supposition que
P1; Doy - - . Pn sont des dérivées d'une méme fonction z par rapport aux variables
indépendantes x,, z,, ... z,: l'identité (12) a lieu pour toutes les variables (2),
liées par les relations (1).

Les identités, analogues & l'identité (12) concernant les égalités (1), peuvent
également étre écrites pour les égalités (3): ‘

(— 1)i+k

(s, By = (pi — i, pr— ) = R A=y +egpt(Gy, Go); (14)
r s
les déterminants:

_ D(G4,Gy,... Gu)
"D (ps, Dor - - - pm)

et |ups : (15)

! PH. GILBERT, Sur une propriété de la fonction de Poisson et sur l'intégration des équations
aux dérivées partielles (Comptes rendus, t. 91, 1880, pp. 541—544 et pp. 613—616); Sur une pro-
priété de la fonction de Poisson et sur la méthode de Jacobi pour l'intégration des équations aux
dérivées partielles du premier ordre (Annales de la Société scientifique de Bruxelles, Vol. V, 2 partie,
1881, pp. 1—16).

P. MANnsION, Théorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung (Berlin, 1892,
Pp. 164—170). :

31—3343. Acta mathematica. 61. Imprimé le 9 aott 1933.
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ne sont pas nuls en vertu des connexions (3)

n#o0 et |gpi|#o, (16)
et pour les égalités (4):
)itk e
(B B = (i — o pe— ) =3 Sy (e gt (B, B (17)

les déterminants:

D(F,F,,...Fy _
§ = BT et |onm¢ 8
D (py, psy v - pu) | 1,l.| (18)

ne sont pas nuls en vertu des connexions (4):
d=150 et |di]#o. (19)

Faisons maintenant la supposition que le systéme des relations (1) est un
systéme complet d'équations aux dérivées partielles du premier ordre, ne contenant

pas la fonction z: les parenthéses de Poisson:
(H:, H,) (20)

sont nulles compte tenu des relations (1).
En vertu de l'identité (12) le systéme d'équations (5) est en involution:
les parenthéses de Poisson: .
(Ei, Ey) (21)
sont identiquement nulles.
En vertu de l'identité (14) et de la seconde inégalité (16) le systéme (3) est

un systéme complet: les parenthéses de Poisson:

(G:, Gy, (22)

grice aux relations (3), sont nulles.
Grice & l'identité (17) et & la seconde inégalité (19), le systéme d'équations
(4) est un systdme complet, mais c'est un systéme complet d'une espéce parti-

culiére: les parenthéses de Poisson:
(Fi) I'k)> <k (23)
sont nulles en vertu des connexions:

Fiii=o0, Fipw==0,... Fup=o. (24)
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En définitive nous avons le théoréme général:

»Si le systéme (1) d'équations aux dérivées partielles du premier ordre, qui
ne contient pas la fonction 2, est complet, alors tout autre systeme, algébrique-
ment équivalent a lui, est aussi complet» ‘

et une série de conclusions particuliéres:

»Les systémes (3), (4) sont complets; le systéme (5) est en involution».

S'il est possible de réduire le systéme (1) & l'aspect (U):

Ui=u— @ (X by Zitry - -« Tmy Zmtty - - - Ty
Pis oo Pry Pty o o« Pmy Pt - . -pn) =0,

Uy =2y — @y @y, . . . Tky Tt 1, - + - Tmy Tt 1y - o Ly
Doy Pl Pht1y « + o Py Pty - - - Pu) = O,

U=, — Pk (96‘/;+1, c o Tmy Tmt1y .o xn,
(U) P> -« Phs Pk, - - - Pmy Pmgts - - Pa)==0, (25)

U= Pr+1— Qi1 (xk+1, oo Lmy T+l - -« Ly
Piy - - - Py Pr4-2y -+« Pmy Pm+1, - - - ﬁn) = 0,

Urts = praq — P+ (xk+1, v o Ly Bty o oo Ty
D1s - - Pk Pk+3; « - - Pmy Pmt1, - - Zon) =0,

) Um = Pm —— Pm (xk+1, cos Lmy TmAly o o0 Lny P1y o o - Py Pms1, - . pn) = 0,

a l'aspect (V):

Vl =X; — Wy (%2, oo Ly mA1y « o « Ly Pry o - -_pn) =0,
(V) : Vo= — w, (g, . . . Zin, Tiat1, - . - Tn, Dy, - - . Pn) = 0, (26)
Vm:xm_wm($m+1a c o Xy Py - - -pn):O

ou, plus généralement, a l'aspect (W), ot m quantités de la série (2), non con-
juguées entre elles, s'expriment successivement & l'aide des autres, alors de pareils
systémes sont toujours complets. . ‘
"~ Les systémes (£), équivélents au sysﬁéﬂie (1), dans lesquels m quantités de
la série (2), en partie conjuguées, s’expriment successivement a l'aide des autres,

sont également complets, mais ne nous seront pas tecéssaires.dans ce qui suit.
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Pagsons au systéme des m relations
H (2, ... %0, 2, Pyy ... Pn) = O,

(%I) H2 (xh v Zny 2, Pyy - pn) =0, (27)

Hy (2, ... %n, 2, pyy - . - Pn) = O,

qui lient les variables (2) et la fonction z des variables x;, z,, . . . .

Désignons chaque systéme, algébriquement équivalent au systéme (27) par:

Gy(@y, .. %, 2, Py, - .- Pu) =0,

(58) . G2 (xh e xﬁv 37 1’1, o -pn) =0, (28)

G @y - %ny 2, Py, .. . Do) = 0.

Admettons, que le systéme (27) se réduit aux formes:

Fy=1p,— (%, ... %n, 2, Pg, D3, - - - Py Pmt1, - - - Pu) = O,

© Fy=1p,— @3 (@, . .. Tu, 2, Pgy Pus - - + Py Put1, - - - Pn) = O, (20)
szpm—'q)m(xl, .v. .xn, 3, pm+1,pm+2, PO pn) =O;

Ry=12— wy(y, ... %n, Py, Pay - - - Pm—1; Py - - - Pn) = O,

(b) Rl :pl_wl (xlv c e xn, péh D3, - . ~plf;—11 Dm, - . pn) =0, (30)

Ry = Pm—1— Wm—1 (xl, oo Ty Pmy Pmt1y «oo - Pn) =0,

et, par conséquent, aux formes:

Ey=p, — Y, (xn oo Ty &5 Pmtty oo pn) =0,

(€) Ey,=p,— Yy, ... 2Tn, 2, Put1, ... Pn) =0, (31)

Em:_pm'—'w'm (xl, DY &Z'n, 3, pm+1, “ . ~pn) ES O,
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Sp=12 — C‘)0(9% o« Lny Pmy Pmt1y « o . pn)=0,
(&) S, =p — (@, ... @, Py Prut1, -« . Pn) = O, (32)
Sn—1==Ppm—1— Om—1 (L1, . . . Ln, Py Pmi1y - - - pn) = 0;
TO =E T Wy T Xy (pl - wl) I xm—l(ﬁm—l - wm—l) =0,
©®) T,=p—w =0, (33)
T = Pm—1 — Op—1 = o.!
Les déterminants:
D(H,,H,,...H,)
A =
D(pl)ﬁz, <. pm) (34)
et
D(H,,H,,...H,)
v =":
Dz ps, ... Pu—) (33)
ne sont pas nuls en vertu des connexions-(27):
A#o (36)
et .
V # o. _ , (37)
En regardant z comme fonction des variables x,, @, ... zy et en profitant

de raisonnements analogues aux raisonnements de Ph. Gilbert?, nous établirons,
sans embarras particuliers, l'identité:

(B, Ex] = [pi — ¥, pe — i) = (= 1% X (— 1) AL [Hy, H, (38)

r,8

concernant les relations (27). De pareilles identités peuvent étre aussi. écrites
pour les égalités: (28), (29), (30), (31), (32), (33).

Ayant fait la supposition, que le systéme des connexions (27) est un systéme
d’équations aux dérivées partielles du premier ordre contenant la fonction z, nous

arriverons au théoréme général:

! Pour cela il est nécessaire que le systéme (27) ne contienne -pas de connexions entre
2, @y, ... Tn OU entre x,, Loy oo Tne :
® Voir le renvoi 1 p. 241.
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»Si le systéme (27) d'équations aux dérivées partielles du premier ordre,
contenant la fonction 2z, est complet, alors tout autre systéme, algébriquement
équivalent a lui, est aussi complet»

et & une série de conclusions particuliéres:

»Les systémes (29), (30), (31), (32) sont complets; le systéme (33) est en
involution.» »

En généralisant la méthode de Jacobi de l'intégration des systémes complets
d’équations linéaires et homogénes', nous avons introduit les notions: d'un
systéme linéaire, homogeéne des systémes complets successifs et d'un systéme des
systemes complets successifs, généralisant le systéme de Jacobi.

En réalisant la généralisation de la méthode de Jacobi-Mayer de l'intégration
des équations non linéaires et des systémes complets d’'équations non linéaires,
qui ne contiennent pas la fonction # ou qui la contiennent, nous introduirons
les mnotions: d'un systéme non lindaire des systémes complets successifs et d’un
systéme fondamental des systémes complets successifs.

Le systéme complet (4) —(1):
H,=o0, Hy=o0,... Hy_y=0, Hpy=0, (39)

ne contenant pas la fonction 2, pour lequel les parenthéses de Poisson: (H,, Hy),
(r,s =1,2,...m) sont nulles, en vertu des égalités (39), s'appellera un systécme

non linéaire des systémes complets successifs dans le cas, ol les systémes:

1{1 =0, 112 =0,... Hy—y = 0O, (40)
1.[1:0, 112;‘"0, - Hm~.!;01 (41)
H,-:0, H,=o0, H, = o; (42)
H,=—o0, H,=o (43)

sont complets; sont done égales & zéro les parenthéses de Poisson:

! G. PFEIFFER, La généralisation de la mdéthode de Jacobi de l'intégration des systémes
complets d’équations linéaires et homogenes; la généralisation des recherches correspondantes de
Clebsch (Bull. de I'Acad. des Sciences de I'URSS, 1931, pp. 1051—1087),
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(H,, Hy), r, s — combinaisons des nombr. 1, 2, ... m—1, — en vertu des égal. (40);
» » » » » 1,2,...m—2, » » » » (41);
» » » » > 1,2, 3, » » » » (42);
(H,, H,) » » » »  (43).

Chaque systéme (40), (41), ... (42), (43) est un systéme non lindaire des systémes
complets successifs.
Le systéme complet (C)—(4):

Iy = o, I _1=o0,... ]"2 -= 0, ]"1 =0 (44)

est un sysféme non linéaire des systémes complets successifs, puisque les systémes:

Iy=0, Fp=o0,... Fy=o0; (43)
Iy = 0, Fo 1= 0,... 173 =: 0, (46)
Frn=0, Fpay=o0 (47)

sont complets. Prenons le pour le systéme fondamental des systémes complets
successifs, ne contenant pas la fonction 2.

Les systémes (U), (V), (W), ol l'on prend les équations, & partir de la
premiere, et le systéme (D)—(3), comme systéme en involution, sont des systémes
des systémes complets successifs. ‘

Le systéme complet (A)—(27):

H =0, H,=o0,... Hpy=0o0, (48)

contenant la fonction 2z, s'appellera sysféme non linéaire des systémes complets

successifs dans le cas ou les systémes:

HIZO, f{g_o, Ce e H‘ln—l:o; (49)
Hl = 0O, Hg =0,... I{m—2 =0 (SO)
H =o0, H,=o, H,==0; {51)
H, =0, H,=0, (52)

sont complets.
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Les systémes (€) — (29), (D) — (30), (€) — (31), (F) — (32), o 'on prend les
équations, & partir de la premidre, et le systéme (®) — (33), comme systéme en
involution, sont des systémes des systémes complets successifs.

C'est le systéme (€) — (29), et non le systéme (D) — (30) que nous prenons
pour systéme fondamental des systémes complets successifs.

Remarque. Le systéme complet de deux équations, ne contenant pas la
fonetion z ou la contenant, est & regarder comme un systéme des systémes complets
successifs.

La généralisation‘de la méthode de Jacobi-Mayer.!

La généralisation de la méthode de Jacobi-Mayer, que mnous proposons,
consiste en ce qui suit: il sera montré, que I'on peut réduire les systémes com-
plets donnés d'équations aux dérivées partielles du premier ordre & une forme

plus générale que la forme habituelle.

Pour exposer le fond de la méthode de Jacobi-Mayer de l'integration des
systémes complets d’équations non linéaires, ne contenant pas la fonction 2, on
n'a pas besoin de réduire le systéme complet donné (A)—(1) & la forme (D)—(3),
qui est en involution, — il suffit de le remplacer par le systéme fondamental des
systémes complets successifs (C)—(4):

Fy=p — o (@ - -« ®ny Doy« + - Py Pt 1, - - - Pn) =0,
(0) Fy=ps— @y (s, ... Tn, Pg, - - - Py Pmt1, - - - Pn) =0, (53)

Fon=pn—@n(®@, ... Zn, Pus1, . .. pn) = 0.2
Ajoutons au systéme (53) la connexion:
O (xy, ... Lo, Pt - .. Pn) = 0 (54)

et exigeons que conjointement avec les équations (53) elle donne un systéme com-
plet. Pour cela il est nécessaire, que les parenthéses de Poisson:

! G. PFEIFFER, La généralisation de la méthode de Jacobi-Mayer (Comptes rendus, t. 191,

1930, pp. 1107—1109). :
2 Quand m = I; on recoit une équation.
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n (’) 14'. (9 [11] dl’ () @
]_1'1.7 QD) - - . s ey o
( ! ,—21 (’)Pj Dy 0z ()”)

(55)
. 2 dp: 0@ '21’ [0pi 0@ Og: 0 D)
()x, 0p; 0 j'-m+1l()pj dx; Jx; Op;
i=I,2,...7)7
soient nulles en vertu des relations:
I r1 =20, F,oo=0, ... I, = O, (56)
ou, ce qui est la méme chose, en vertu des égalités:
.E,' 41 =% O, ]’Ji te —0, . .. J’Jm = 0. (57) ’
Désignons le résultat de la substitution des expressions:
Picr=Yry1(xy, . . Lny P, ... D),
Di+2 :wi+2(x1, oo Ty P41y - o- pn), (58)
Pn = Yn (IL'], e Dy Pl o pn):
dans la fonetion:
Pi(afp v Ty Pigty oo Py Pt .o -p") (59)
par (I%):
(P) = Pi(,, ... Zo, Witt, - Wity Pty « - - Pu)s (60)
alors la fonction @ sera l'intégrale du systéme d'équations lincaires:
- 0o dp\0D dp\oD op\OD
X, (@)= 1200 _ (990D _(994)0P _
dx, \0p,) 0w, \0ps) 0, Opm) Oxm
_ j (0‘P1) ‘)_(D __ (0(Pl) ()(D] -0
Pt e p; dixy i) 0 pjl
X, ()~ ow_(o%)ggg____ ()(}),.)(7117
-2 dxy, \0py) Oy O pm] Om (61)
dp.\0® [0\ 0D )
- Z op;) oz~ \ow)op) )
ot i) O X 4 j
. oD L ({0@a\ 0D (z)q;m) o)
X (@)= P Y B S 1 T
(@) O%m j__;ﬂ[( dpj)()xj Dy | Oxjf ©

32—3343. Acta mathematica. 61. Tmprimé le 10 aolit 1933.
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La méme fonction @ est l'intégrale d'un systéme en involution d’équations

linéaires:

5 0)=22_ (aw[aq) awiacp): (62)

(70&' 3
j=m+1

1=1,2,...M

De la découle, que le systéme (61) est complet.

Le systdme (61) appartient au type des systémes linéaires homogénes,
présentant les systémes des systémes complets successifs, généralisant le systéme de
Jacobi: ses opérateurs différentielles s’écrivent immédiatement.?

Pour I'équation:

Xa(f)=o ~ (63
et pour les systémes complets:
Xm0 Xeal=o; (64
Xn(f) =0, Xmoalf)=0,... Xulf)=0o (65)
les transformations infinitésimales:
Xoalf) Xosal) . X () (66

sont des opérateurs différentiels.
Attendu que les intégrales indépendantes du systéme (61) sont indépendantes

par rapport aux variables:

Tm+1y -« - Ly Pm+1, o - o Py (67)

il existe toujours la connexion (54), qui se résout par rapport & une des variables:

Pm+1y - -« Py (68)

par exemple, ppis. .
Le cours ultérieur des raisonnements est clair.

Dans l'intégration pratique il est souvent avantageux de profiter des formes

(0), (¥), (W) du systéme complet donné (4)—(1) au lien du systéme (D)—(5) en

involution et du systéme fondamental des systémes complets succesifs (C)—(4).

! ED. GOURSAT, Legons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier
ordre (Paris, 1921, pp. 274—275).
' ? (. PFEIFFER, Sur les opérateurs d'un systéme complet d’équations linéaires et homogenes
aux dérivées partielles du premier ordre d'une fonction inconnue (C. R., 1930, t. 190, pp. Q09—9II).
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La différence consiste en ce que les formes (U), (V), (W) peuvent amener
a lintégrale de 8. Lie et non pas a l'intégrale de Lagrange.

Depuis les indications de P. Mansion, les résultats de M. N. Saltykow et
nos recherches la conmstruction de l'intégrale de Lagrange d’aprés une intégrale
de 8. Lie ne présente pas de difficultés.

Il est trés intéressant de considérer les systémes d'équations linéaires qui
sont liés aux formes (U), (¥), (W) du systéme (4)—(1). '

L’équation:

D (Lrt1, . . . Tmy Tm+1y + -« Ty Piy -« - Py Pmt1, - - - Do) = @, (69)

réunie aux équations (U), donne un systéme complet, si la fonction @ est une
intégrale du systéme d'équations linéaires:

v, (@)=—22 ¢ [%]é—(p-f' [()9"]0@ o+ [09”‘]0@

dp, x| 0py Oyl 0p, d x| O pr ,
_ﬁ [Q@]@_i {[U_%]W_[QQJJ@}M_O
et 0 p;j) 0z Pl Op; |0 x; dx;l0p; ’
, o0 0p,| 0@ 0%]()(17
Y —
() S 7 Lok P b
-5 Belss-3 Mplie- Lok
P op; |0 Pt op; 10z ox; | 0p; o
oo 2 opr| 0@ = dpr|o@
1 E R R
Opx j:kZH Opi 10 jz%q op; 10 0pi (7o)
Y ((D): o _I:Ogvk+1:| o ____[0¢’C+1:| oo __[%JQ_
. 9 X+t 0 prval 0 Ttz apk+3 0 Tp+s Opm | 0xm
oo el el ol PR
P Op; |du; Ox; 10p; ’
oo 0¢k+2] od 09ch+2] 00
Yiso (@)= — e | %P2 | 0D
er2(®) 0 X4 [Opzm 0 Tyt3 [Gpm 0,
"—Z [0¢L+2]0Q) [8¢k+2]0®} o "
- m+1 dp; 10z ox; 10p; ’

. oo 0 oo o oo
Y, (@) = ‘ \ OPm | 0L 19Pm|OW| |
@) 0 j:%ﬂ{[ﬁl)j]@xj [axj]aw} o



252 , G. Pfeiffer.
les crochets indiquent, que les quantités:

Ly oo o Xhy  Pht1y oo Pm ' ' (71)

s‘ontVremplacées par les fonctions des gnantités:

Xrtt, - - Tmy Tmily ... Ly, Piy oo Pl Pmtiy - Py (72)

fournies par les équations (1).-

Le systéme (70) est complet, il appartient au type des systéme linéaires
homogénes présentant les systémes des systémes complets successifs, généralisant le
systéme de Jacobi:

L’'équation: . ,

@ (Tms1, .- Ty, Pry - - - Do) = @, (73)

réunie aux équations (V) donne un systéme complet, si la fonction @ est une

intégrale du systéme d’équations linéaires:

.Z (@)_a(p (()wl)a@ (og) )0(1) (0w,)da>
! opy 0 a,) Op, 9 x,) Op, dxm] Opw,
. { dw,) Xy (()wl) 7x1)] —5
,:Z 0 x;] 0 p; ap; | dw; ’
oo dw,\ 0@ Jdw,\ 0@
)i -
2(@) Op, (6903 ops, 0%m) Opm (74)
_2 {( )d(D (()wz)()(l)l
Pt daj )] 0pi ap; | 0aif
. 0@ Own\ 0O Own\ 0D
(sl
" Opm j:%+1 0 a;) 0p 0 pj /0
les. parenthéses ( ) indiquent, que les quan.tités:
Lyy Ty - - - Tm (75)
sont remplacées par les fonctions des quantités:
Tm+1, - - - Toy,  Pry - - - Py (76)

trouvées & 1'aide des équations (1).
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Il n’est pas difficile de comprendre, que les raisonnements exposés pour les
systémes (U), (V) sont aussi applicables au systéme (W).

Des systémes (£2), comme nous avons dit, nous ne profiterons pas, et voild
pourquoi. Les systémes d’équations linéaires, déterminant la fonction @, liés
aux systémes (), sont complets, mais ne présentent pas les systémes linéaires

homogénes des systémes complets successifs, généralisant le systéme de Jacobi.

Pour exposer le fond de la méthode de Jacobi-Mayer de l'intégration des
systémes complets d’équations non linéaires, contenants la fonction 2z, on n’a pas
également besoin de réduire le systéme complet donné (A) —(27) & la forme
(8)—(33), qui est en involution, il suffit de le remplacer par le systéme fonda-

mental des systémes complets successifs (€)—(29):

Fy=p,— @ (@, ... %2 PsPs - Py Prut1, - - - Pu) = O,

©) ‘ F2:p2*§02(x1v---xmzypz—;,pp-~-Pm’])m+1>---pn):07 (77)
Fo=pn—@ulty, ... Zn, & Ont1, Prt2, . - . ... po)=0.

Ajoutons au systéme (77) la connexion:
Dz, ... %0, 2, Pot1s. - -Pn) =G (78)

et exigeons, que conjointement avec les équations (77) elle forme un systéme
complet. Pour cela il est nécessaire, que les crochets de Weiler:

Oq)l(?ll) [ = r O s ' 6‘_&7 _
[FZ; LD 0.’}@ Z 0127 dx 1 Z+ j:;+10]9j p] 03
(79)
ST
P 0 p; 0 0z 7] 0p;
1=1,2,...m
soient nuls en vertu des relations:
E:O, Fi+1=0,... Fm:O, (80)

! Quand m =1, on n'aura quune équation,
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ou ce qui est la méme chose, en vertu des égalités:
El-':o, E,i1=o0,... Ep=0o0.
Désignons le résultat de la substitution des expressions:

Di - wi (wl) c oo dny &y P+l - -pn),

Pi+1= I,Ui+1($u <o dny &y Pmt1, - -ﬁn):

Pu =Ym (X, .. Xny 2, Pty ... D)
dans la fonction:
Qilxy, ... Tny 2, Piy - - - Pmy Pmt1, - - - Pn)
par [Q:
Q) = Qi(xy, ... %, 2, Wi, ... Wiy Pmt1y -« - Pu)y

alors la fonction @ sera l'intégrale du systéme d’équations linéaires:

- Bl 3 gl

) IEA PR A B

e gligle 3 el

-4 ol Fd (P R A B R
Xol @) 12 +f-3 [(%] )00

_~ [[?29n (”_‘1?_( ’2,7{,"}] [0% )0‘7’ _
2 {[01’1]096;' [0961' * oz |V op T

J=m+1
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Le systéme d'équations linéaires, 1ié au systéme (€)—(31), est un cas parti-
culier du systéme (85).

L’ensemble des opérations, auxquelles a été soumis le systéme (€)—(29), est
applicable aussi au systéme (D)—(30).

La connexion:

D (xy, ... Tny, Py .- D) = @, (86)

réunie aux équations (30), donne un systéme complet, si les crochets de Weiler:

o 0, . 0w\ 0@ (
W O _ . 87)
. By, @] = ; Ip; dac, (pj 0 % ) 9 p;
et
' 0w 0@
d(lﬁz 22 Op; Oxj Em(opj 0 z; 0xj 9 p;

(R, 0] — 0w 00 O o@) , (88)

t=1,2,...(m—1),
sont nuls en vertu des relations:
R, =o, R,=o,... By1=0o0 (89)
et . .
Riyi=o0, Rizs=0,... RBpa=o0, (90)

ou ce qui est la méme chose, en vertu des égalités:

S;=0, S=0,... Sp—r1=0 (o1)
et
Siv1=0, Siy2=0o0,... Spa=o. (92)

Désignons le résultat de la substitution des expressions:

Pi+1 = Wi+ (901, v Xny Pmy .- pn),
Pivr = 0i4s (L1, . Ty Py - - - Pu) (93)
Pm—1= On—1 (X, . .. Tn, Py - .- Pn),
dans la fonetion: _
Ni(xy, - .. Zny Pit1y -« - D1, Pms - - . Dn) (94)

par [Nz
[Né] = Ni(ay, . .. 20, @it1y - Ou—1, Puay - - - Pu)s (95)
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alors la fonction @ est l'intégrale du systéme d’équations linéaires:

G010 (- ow,|\0D
;[(7]0]]096] jgtn(pj [09@'])017] ©

oo "J'fow oo & ([owmlo@ [dw|o@
i 2 o lam— a5 o) =o (96)
0 x; Parsl op;il0o; = 0p; | 0x; 0x; | 0p;

t=1,2,...(m—1)

Le systéme d'équations lindaires, 1ié au systéme (F)—(32), est un cas parti-
culier du systéme (96). ;

La fonction @ de 1'équation (86) est, en méme temps, l'intégrale du systéme
complet des équations linéaires:

[T, ® =0, (T}, ®)=o0,... (Tn_1, @) =0, (97)

qui est lié au systéme en involution (®)—(33); en vertu de cela les systémes (85),
{96} sont complets. ‘

Le systéme (85) appartient au type de systémes linéaires homogénes, pré-
sentant les systémes des systémes complels successifs, généralisant le systéme de
Jacbbi, pour lesquels s'écrivent immédiatement les opérateurs différentiels®; le
systéme (96) mne s’approche pas de ce type, on doit en faire la transformation.
De 1 découle, qu'il faut, avant le systéme (D)—(30), profiter préférablement du
systéme fondamental (S)—(29).

Exemple.

Prenons le systéme complet de deux équations:

T, —p, + (05 po — 4 04) %4 o + (g 4 — 25) s —o0,
ZyPs ”71

Fy=p, —x,p3=0; (I)

(F,,Fy)=o0 en vertu de F,=o.

! Ep. GOURSAT, Lecons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier
ordre (Paris, 1921, p. 289). .

2 G. PFEIFFER, Sur les opératenrs d'un systéme complet d'équations linéaires et homogénes
aux dérivées partielles du premier ordre d'une fonction inconnue. (C.R., 1930, t. 190, pp. g0g—9II).
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Le systéme (1) est un systéme fondamental des systémes complets successifs.
Ajoutons au systéme (1) la connexion:

@ (11, X9, X3, T4y Py Py) = @ (2)

et exigeons que les équations (1), (2) donnent un systéme complet.
La fonction @ doit étre l'intégrale du systéme linéaire homogéne des systémes
complets successifs, généralisant le systéme de Jacobi:

_oo | =z _ x| 00
X, (0)= oz, T {96’1103 (22,2, + 25) Pg — X4 Py x,}0x2
— B ypy — )@_mzﬂp_
s 1 &g P3 4 D O, t Oz,
oD oo
= ZyP3 % — (g @y + ) Py — 2, p, % = 0. (3)
3 4
oo o
X, (@) = S — Xy, - =0;
2( ) 0x2 ]0%‘3
. 1 — 2,
X, X, (@) — X, X, (@)= "= %) x (g)
1

Les intégrales indépendantes de 1’équation:

X, (@) =o0 (4)
sont les fonctions: ‘

Wy =Ty, Wy =Ty, Wg=Pg, Oy=7P,, W5 Ly + X, (5)

La transformation infinitésimale:

X, (@) (6)
est 'opérateur de 1'équation (4):
Xfo)=1, X (wg)=— w0}, X (wy)=— w,w, o)
X (w) =200, w05, X, (00) = o, w;. 7
Formons la fonetion:
b (), oy, w3, @y, o) ' (8)

33 — 3343. Acta mathematica. 61. Tmprimé le 10 aott 1933,
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de fagon que:.

89,08 00 00 00

X = ——w— —ww—— + (20,0, — Wy 0:) = + @, w5 — =0

1() do, * G, 2 3dw3 (200, 3 5)0,(04 2 50w5 ) (9)
dw dw, dw dw do,
—_— = R A 4 = o, (IO)
1 — 0 w0y 20,0, — @30 W, 0;

On voit ainsi qu'une intégrale du systéme:
g

X, (@ =0 X;(@ =0 ‘ (11)

est 'expression:

B (13)

Les équations (1), (13) aménent au systéme fondamental des systémes complet,é

successifs:
_ (o py — 2y p) Xy py | (By@y — @) Py _

h=pt Z1 Ps " Zy -

Jo=ps — 2Py =0,

Sy =ps —aw,=o0; (14)

(f1,./s) =0 en vertu de f, = o,

(fi,./3) =0 en vertu de f; =0,

(ferfy) =o0.

Ajoutons au systéme (14) la connexion:

W(xlixm x3a x47p4) :b (15)

et exigeons, que les équations (14), (15) donnent un systéme complet.
La fonction W doit étre une intégrale du systéme linéaire homogene des

systémes complets successifs, généralisant le systéme de Jacobi:
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YI(W):;%/ a—;—l{%[a(le%-l—x?,)—pﬂ——axg}%:f—
-%(axlxg—pﬂ%—xi%—%[u(ml@+x3)—2p4]
Y (W) — Gn T =0
Y, (W) = %ﬂ a%r: :
Y, Y, (W) — Yslc(nf)z‘_x—i“”é1 Y, (W)

Y, Yy (W)= Y, Y (W) =2, Yy (W),
Y, Y, (W)— Y, Y, (W)=o.
Les intégrales indépendantes de l'équation:

Y,(W)=o0

sont les fonctions:

@=Ly, Q2T Xy, Q3T Xy, Py TPy AT

La transformation infinitésimale:

Y, (W)

est V'opérateur de 'équation (17):

Y2(¢1)_: o, . Y2(§02): 1, Y, (%):0, Y2(1P4):a?1'

Choisissons la fonction:

3 (@1, P2y P, Pu)
de fagon que:

ow

9 py

259

(16)
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De la on déduit, qu'au systeme:
T, (W)=o0, Y,(W)=o
appartiennent les intégrales indépendantes:
V=@, Yo=@3 Ys=@, a1 Py
La transformation infinitésimale: |

Y, (W)
est V'opérateur du systéme (24).
-Attendu que:

Y, (ps) = W;* (@s(2a @@y — @) — a gy,

Y, (py) = — @3,

Y {p) = @594,
alors

Y, (w)=1, Y (y)=—wi, Y (y)=2y,,

Formons la fonction;

7 (W, Wy, Wy)

de fagon que:
dn

o dn
Vg, ¥ 2V Vg, =

o,

dyn_ dvs _ dyy

LY 2y
De 14 on déduit qu'une intégrale du systéme:

Yl(W):O) Yz(W)ZO, YS(W):O
est l'expression:

YW=, (s —ap,p) =] [p,— a (0, @y + ay)].
La connexion (15) peut étre prise de la forme:

x, [104 —a(xyx, + xs)} =b.

(25)

(26)
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Les équations (14), (34) donnent les expressions des dérivées:

P =ax,zy + b,
P =ax, %y,

Ps = axy,

Py=alx @y + ) + o]
et, en méme temps, la fonction 2:

z=ax(w,xy + x5) + = + e
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