LIE-GRUPPEN MIT BANACHRAUMEN ALS PARAMETERRAUME

VON

BERNHARD MAISSEN

Ziirich, Schweiz(®)

I. Einleitung

Sei E ein Banachraum, L(E) der Raum der stetigen Endomorphismen E—E und GL(E)
die Gruppe der stetigen Automorphismen E—E. Es gilt:

a) GL(E) ist in der Normtopologie von L(E) offen in L(E). Ist nimlich « €GL(E), so
gehort die ganze offene Kugel |[¢ —af| <|[«![| ! mit Zentrum « zu GL(E), denn man hat
fiir jedes ¢ aus dieser Kugel

1> [lee=gl|flet] > || —@) | [l — o]
(¢ identischer Automorphismus), und wenn man hier y=:¢—g@a™! setzt, so ist die Reihe
> v konvergent und gleich (¢ —y)~1=(pa 1)l pa~! besitzt also ein Inverses und somit
0
auch ¢.

b) Betrachtet man Differenzierbarkeit von Abbildungen zwischen Banachriumen im

Sinne von Fréchet, wonach also eine Abbildung f: E—F differenzierbar ist, wenn gilt
fz+Rh)—f(z) = f ()b + | h|r(z,h)

z, hE€E, f'(x) ein (in k) stetiger linearer Operator E—F und r(z,h)—0 fiir A—0, so sind die
Abbildungen A.:p—>ap und g,:¢—>@a trivialerweise differenzierbare Abbildungen von
GL(E) auf GL(E). Weiterhin ist aber auch die Abbildung ¢—>¢~! von GL(E) auf GL(E)
differenzierbar. Zum Beweis diirfen wir den Argumentzuwachs £ so einschrénken, dass

(*) Ich erwihne in Dankbarkeit, dass ich bei der Ausfithrung dieser Arbeit aus der Fritz Hoff-
mann — La Roche-Stiftung zur Férderung wissenschaftlicher Arbeitsgemeinschaften in der Schweiz
unterstiitzt worden bin.
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@ +& in einer in GL(Z) enthaltenen Kugel liegt, denn fiir ein beliebiges & gibt es ja immer
eine passende Zahl A, so dass £ in einer solchen Kugel liegt. Wir nehmen ||&|| <]~
wodurch nach a) ¢+E€GL(E), da ja | +&—¢| =]l <|lg7!]|-2- Somit wird (p+&)-1
=gl +&p ) 1=¢! i: (—&p1), denn es ist || —&p~Y||<||&||l¢~i <1, die Reihe kon-

vergiert also. Daraus ergibt sich:
(p+&) —7t = g~ +[|€]r(@, ).

Die Feststellungen a) und b) geben zu einer Verallgemeinerung von bekannten Begriffs-
bildungen Anlass. Es zeigt sich nédmlich, dass die GL(E) alle Strukturen einer gew6hnlichen
Lie-Gruppe trégt, sobald man nicht mehr verlangt, dass der Parameterraum einer Mannig-
faltigkeit endlich dimensional sein soll: Jedes ¢ €GL(E) besitzt nach a) eine Umgebung,
welche mit einer offenen Kugel aus einem Banachraum homéomorph ist, die Einbettung
GL(E)—L(E) gibt den Homéomorphismus. Die so erhaltene, trivial parametrisierte Mannig-
faltigkeit ist natiirlich beliebig oft differenzierbar. Die GL(Z) ist in der Normtopologie
eine topologische Gruppe und b) zeigt, dass die Produktbildung sowohl als auch die Inver-
senbildung beliebig oft differenzierbar sind.

Die GL(E) liefert also ein Beispiel fiir eine Struktur, die bis auf die Dimensionsbeschrin-
kung mit derjenigen einer Lie-Gruppe identisch ist, und es liegt deshalb nahe, allgemein
Liesche Gruppen mit Banachrdumen als Parameterrdumen zu untersuchen. Dies soll fiir
die elementareren Fragen in der vorliegenden Arbeit geschehen.

Eine solche Untersuchung macht es naturgemass notwendig, koordinatenfreie Differen-
tiation (im Sinne von Fréchet) und eine Theorie der Differentialgleichungen in Banach-
rdumen zu verwenden. Die damit zusammenhéngenden Bezeichnungen werden in Anschluss
an [9] und [7] gewihlt. Die eigentliche Theorie wird in enger Anlehnung an die von W.
Graeub entwickelten Methoden (man vergleiche [5]) aufgebaut. Diese eignen sich dank
ihrer geometrischen Klarheit ausgezeichnet fiir die hier vorgenommenen Verallgemeine-
rungen. Ich bin Herrn Dr. Graeub und insbesonders auch Herrn Dr. Keller fiir die vielen
Anregungen, die sie mir wihrend meiner Arbeit gaben, sehr zu Dank verpflichtet. Mein
besonderer Dank gilt auch Herrn Prof. Nevanlinna, der mich in jeder Hinsicht unter-
stiitzt hat.

II. Mannigfaltigkeiten iiber Banachriumen
1. Definition

Ein Hausdorffscher Raum M bezeichnet man als eine %-mal differenzierbare Mannig-
faltigkeit (k>1) iiber dem Banachraum E, wenn es eine Uberdeckung {U,}sc4(!) von M
gibt, so dass gilt:

(1) A eine beliebige Indexmenge.
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1. jedes U,€{U,} ist homéomorph einem Gebiet G,,€ E(1)
2. ist U,€{U,} vermittels ¢, homéomorph zu G, und Ug€ {U,} vermittels ¢z zu Gy,
und ist U, N Ug="U,g* ¢, so ist die Abbildung

Ppe = PpPa * Pl Ueg) > @o(Us)
k-mal stetig differenzierbar.

Man bezeichnet Z als den Parameterraum von M, das Paar (U,,@.) als eine Karte in M
und fiir p€ U, als eine Karte um p, die Gesamtheit aller Karten in M als einen A#las auf
M. Die oben definierten Abbildungen ¢, heissen Nachbarrelationen.

Ganz wie im endlich dimensionalen Fall (vgl. [4]) kann man auch hier verschiedene
Atlanten auf M betrachten, und unter diesen dquivalente dadurch auszeichnen, dass die
Nachbarrelationen zwischen den Karten solcher Atlanten k-mal stetig differenzierbar sein
sollen. In diesen Klassen von dquivalenten Atlanten ldsst sich dann ein maximales Element
auswéhlen, wodurch die betrachtete differenzierbare Struktur auf M eindeutig bestimmt
wird. Diese Fragen sollen hier jedoch nicht niher erértert werden, wir gehen im folgenden

immer von einem festen Atlas aus.

2. Der Tangentialraum in einem Punkt p e M

Sei 4,= A4 die Menge derjenigen Indizes €4, so dass p€U,. Als Tangentialvekior &
im Punkte p bezeichnet man eine Klasse {&,}.cap von Vektoren aus E, wenn fiir je zwei
Vektoren &, €& und £z€¢ gilt:

‘ §ﬂ = (p,;oc(x) Sw x= ¢oc(p)'

@p(2) bezeichnet die Ableitung der Nachbarrelation gg, nach dem Argument x=g,(p).
@ha(x) ist dank @us(@pe(x)) = regulir und es gilt @up(@pa(®)) =(Pp(x)) &, bezeichnet
man als Représentanten von £ in der Karte «.

Die Menge aller Tangentialvektoren im Punkte p bildet mit den Definitionen

§tn=1{tna), E={&} 1=}
AE= {2}
einen linearen Raum, den man als den Tangentialraum T, im Punkte p bezeichnet.

T, ist isomorph zu E, denn man sieht leicht, dass fiir eine feste Karte oo um p die Ab-

bildung Dot = ()t
2§ = 8af "6

(1) Dabei ldsst sich E unter Umsténden auch durch einen zu E isomorphen Raum ersetzen.
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ein Isomorphismus von 7', auf K ist. Vermittels eines solchen Isomorphismus @, ldsst sich
auch die Norm von E nach T, iibertragen, und man sieht, dass zwei verschiedene Iso-
morphismen @, und ®; dquivalente Normen erzeugen, denn die identische Abbildung von
T, ist beziiglich der verschiedenen Normen stetig, da sie durch @7 @.s(x)®s, 2 =ps(p)
gegeben wird, wo ¢,4(x) ein stetiger Automorphismus ist. Somit wird 7', zu einem normierten
Vektorraum.

3. Differenzierbare Abbildungen

Seien M und M zwei k-mal differenzierbare Mannigfaltigkeiten iiber Parameterriumen
E, resp. E und f cine Abbildung von M in M. f heisst im Punkte p r-mal differenzierbar
(r<k), wenn in Karten (U,,¢,), resp. (U., @) um p, resp. f(p) die Abbildung

foza = (Pa':/%;l-

r-mal differenzierbar ist an der Stelle 2 =g,(p). Diese Definition ist von der Wahl der Karten
unabhéngig.

Der in p differenzierbaren Abbildung f kann man eine lineare Abbildung von T, in
Ty zuordnen, die man die Ableitung von f an der Stelle p nennt und mit f'(p) bezeichnet.
Ist ndmlich §€T, und &, der Reprisentant von & in der Karte «, so wird, wie man leicht
zeigt, durch die Klasse

§= {f'&: &= fnlzaz(x) 50:, aeAf(D)r r= (Pa(P)}

ein von « unabhingiger Tangentialvektor £€ 7', bestimmt.

4. Vektorfelder anf M

Von einem Vektorfeld &(p) auf M spricht man, wenn jedem p € M durch eine Abbildung,
die wir der Kiirze halber ebenfalls mit & bezeichnen, ein Vektor &(p)€ T, zugeordnet wird.
Ein solches Vektorfeld heisst r-mal differenzierbar (r<k—1, k>2) im Punkte p, wenn in
einer Karte o« um p die Abbildung z—£,(z), x =@.(p) von E in E r-mal differenzierbar ist.
Die Einschrinkung r<k—1 ist notwendig, da diese Definition wegen &(y) =@p.(%)€(x)
sonst nicht von der Wahl der Karte unabhingig wire.

Bildet man die Ableitungen £,(z) in Richtung eines Tangentialvektors = {z,}, so
erhilt man zwar eine Klasse von Vektoren {&(z)7,}, die aber keinen Tangentialvektor

bildet, denn leitet man

E5(y) = pal) &al)

auf beiden Seiten nach z in Richtung 7, ab, so erhilt man
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E5Y) N = Ppal®) En(2) N + Ppul®) (s E()),

wo die zweite Ableitung der Nachbarrelation als Stérglied auftritt. Hingegen lédsst sich
zu zwei r-mal differenzierbaren Vektorfeldern £(p) und #(p) durch die Definition

[E(p), n(2)] = {£x(®) 1a(®) ~ 1) £l @)} ap

ein neues (r —1)-mal differenzierbares Vektorfeld, das Liesche Produkt der Felder zuordnen.
Das Storglied in obiger Formel verschwindet nédmlich bei dieser Bildung wegen der Sym-
metrie der zweiten Ableitung.

Durch Anwendung der Definition zeigt man leicht, dass fiir das Lie-Produkt zweier
Felder gilt:

1. die Linearitdt von [&(p), n(p)] in beiden Argumenten
2. die schiefe Symmetrie:

[&(p), n(p)] +[n(p), &(p)] =0
3. die Jacobische Identitit:

[§(p), [n(p), S(P)] + [n(p), [E(P), ()] + (), [£(P), n(p)]] = O

5. Tensorfelder

Als (kovarianten) Tensor n-ter Stufe mit Werten in einom linearen Raum F im Punkte
PEM bezeichnet man eine n-fach multilineare Abbildung ® von T, xT,x ... X T, in F.
Ist jedem Punkt p€M ein solcher Tensor ®(p) zugeordnet, so spricht man von einem
(kovarianten) Tensorfeld n-ter Stufe auf M. Ein Tensorfeld heisst r-mal differenzierbar
(r<k—1, £=2), wenn in Karten die Abbildungen p,—>®.(p,) von E in den Raum der
n-fach multilinearen Abbildungen von £ in F differenzierbar sind. Da im folgenden nur
sehr wenig Tensoranalysis gebraucht wird, soll hier nur ein wichtiger Spezialfall behandelt
werden. Einem r-mal differenzierbaren Tensorfeld 1-ter Stufe ®(p) lisst sich ein (» —1)-mal
differenzierbares Tensorfeld zweiter Stufe d®(p) zuordnen, indem man die dussere Ableitung

bildet, gemiss der Definition (2 =g.{(p))
6(1)(1)) (E’ 7]) = (D;(x) (Ea’ 77:1) - (Da,z(x) (7700 Ea)-

Diese Definition ist von der verwendeten Karte unabhéngig.

6. Produkte von Mannigfaltigkeiten

Zu zwei k-mal differenzierbaren Mannigfaltigkeiten M und M iiber den Parameter-
raumen ¥ und E lasst sich in natiirlicher Weise das Produkt M = als k-mal differenzier-
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bare Mannigfaltigkeit iiber dem Parameterraum E x E bilden. Auf die Konstruktion wird
hier nicht niher eingegangen, da sie sich in nichts von der endlich dimensionalen unter-
scheidet.

7. Untermannigfaltigkeiten

Bei der Definition dieses Begriffes ergeben sich zum ersten Male tiefliegende Unter-
schiede zum endlichdimensionalen Fall. Will man nidmlich erreichen, dass eine Unter-
mannigfaltigkeit im vorliegenden Falle analoge Eigenschaften hat, wie die klassischen
Bildungen, so muss man die definierenden Bedingungen verschérfen. In diesem Sinne

lasst sich die Definition aus [4] etwa wie folgt tibertragen:

DEFINITION A: Seien M* und M zwei k-mal differenzierbare Mannigfaltigkeiten iiber
E*, resp. E, so dass M*< M. M* heisst eine Untermannigfaltigkeit von M, wenn gilt:

A,. Fiir jede Karte (p, U) in M ist die Restriktion ¢* =@|U N M* k-mal stetig differen-
zierbar,

A,. Zu jeder Karte (p, U) in M und zu jedem p€U N M* gibt es eine Umgebung U*<
UnM* von pin M*, einen topologisch direkten Summanden E von E und eine Projektion
P:E—E, so dass E topologisch isomorph E*, und fiir ¢=¢|U*(P@,U*) eine Karte um p
in M* ist.

Damit dquivalent ist folgende Ubertragung der Definition aus [3]:

DEFINITION B: Seien M* und M zwei k-mal differenzierbare Mannigfaltigkeiten, so
dass M*< M. M* heisst eine Untermannigfaltigkeit von M, wenn gilt:

B,. Die Einbettung j: M*—M ist k-mal stetig differenzierbar.

B,. Die Ableitung j'(p): Tp—1T, ist reguldr und j'(p)T, ist ein topologisch direkter Sum-
mand von T, fiir jedes p€M*.

Beweis der Aquivalenz von A und B:

1) 4= B. Die Bedingung A, besagt, dass fiir je zwei Karten (¢*, U*), (¢, U) um
PEM* in M* resp. M die Abbildung ¢ ¢*~ auf ¢*(U n U*) differenzierbar ist. Das ist tri-
vialerweise auch die Aussage B,, denn @ p*-1=74... ist ja die Koordinatendarstellung von j.

Da P§ eine Karte um p in M* ist, gibt die Ableitung (P ¢*~)'(x) =P(¢ ¢ 1) (z) =
Pjpes|joer()) @ (p) =2, einen topologischen Isomorphismus E*—E. Daraus folgt aber, dass
jepe(x) ein (trivialerweise stetiger) Isomorphismus E*—E ist und zudem, dass P|j,.(z)E*
ein topologischer Isomorphismus jo .(z)E*—E ist. j,e+(2) E* ist somit ein topologisch
direkter Summand von E, woraus vermittels der natiirlichen Isomorphien von T resp.
T, mit E resp. E* folgt, dass A, die Bedingung B, impliziert.

2) B=A. Die Bedingungen B, und A, wurden schon als dquivalent erkannt.
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Jede Karte (@, U) um p€ M* in M gibt einen natiirlichen, topologischen Isomorphismus
T,—~E. Sei E das Bild von j'(p)T' unter diesem Isomorphismus. & ist dann nach Voraus-
setzung ein topologisch direkter Summand von E. Wir wollen zcigen, dass es eine stetige
Projektion P: E— E gibt, so dass (P@, U*), ¢ =¢| U*, U* eine passend gewiihlte Umgebung

von p in M*, eine Karte um p in M* ist. Wir brauchen dazu folgenden

HirFrssarz: Seien E und F Banachriume und f eine auf einer offenen Umgebung V
von x € B definierte Abbildung E’—>F, so dass f dort stetig differenzierbar, und die Ableitung
f'(2o) ein Isomorphismus auf einen topologisch direkten Summanden F =f (x,) E ist.

Dann gibt es eine offene Umgebung U<V von x, so dass f ein Homeomorphismus
U—f(U) ist, und ausserdem f'(x) E topologisch isomorph F ist, fiir x€U.

Zudem gibt es eine stetige Projektion P: F—F, so dass Pf auf U topologisch und in beiden

Richtungen differenzierbar ist.

Man iiberzeugt sich leicht, dass fiir eine Karte (p*,U") in M* um p die Abbildung
@ @*-1=j gerade den im Hilfssatz geforderten Bedingungen geniigt, und dass die
Aussagen des Hilfssatzes gerade bedeuten, dass (P@, U”*) eine Karte um p in M* ist.

Auf einen Beweis des Hilfssatzes soll hier verzichtet werden. Er ergibt sich als Verall-
gemeinerung des Umkehrsatzes (vgl. [2]) etwa analog zu den in [9] befolgten Methoden.

Man erkennt leicht, inwiefern die in A,, resp. B, aufgestellte Forderung nach topo-
logisch direkten Summanden wesentlich ist: Da fiir Karten (¢*, U*), (p, U) um p€M” in
M* resp. M das Bild ¢(U N M*) keine Umgebung in E zu sein braucht, ist es sinnlos, von
der Differenzierbarkeit der Abbildung ¢*@—! zu sprechen. So lisst sich also keine Karte
in M definieren. §(U N M*) muss auf ecinen Unterraum projiziert werden. Um so dif-
ferenzierbare Abbildungen zu erhalten, braucht man aber stetige Projektionen. Verlangt
man, dass die Tangentialvektoren ciner in M* verlaufenden und in M differenzierbaren
Kurve auch in den Bildern j'(p) T} liegen, so ist die Aquivalenz von 4 und B wesentlich,
denn nur so ldsst sich beweisen, dass eine solche Kurve auch in M* differenzierbar ist. Fiir
diese Aquivalenz braucht man aber den angegebenen Hilfssatz, zu dessen Beweis also
wiederum die Forderung nach topologisch direkten Summanden essentiell ist.

Nichts desto trotz werden wir bei den Lie-Gruppen Unterstrukturen treffen, wo man
ohne die skizzierten Eigenschaften auskommt. Dort wird dann eine gesonderte Definition
am Platze sein (vgl. II1.12).

III. Lie-Gruppen iiber Banachrdumen

1. DeFiNiTION: Ein topologischer Raum G mit der Topologie T heisst eine k-mal
differenzierbare Lie-Gruppe iiber dem Banachraum E, wenn gilt:
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1. G ist beziiglich der Topologie T eine topologische Gruppe.

2. G st beziiglich der Topologie T eine k-mal differenzierbare Mannigfaltigkeit iiber dem
Banachraum E.

3. a) Die Abbildung (p,q)—>pq, pE€G, g€G von G X G auf G ist k-mal stetig differenzierbar.
b) Die Abbildung p—>p~1, p€G, von G auf G ist k-mal stetig differenzierbar.

Die in.dieser Definition geforderten Eigenschaften sind keineswegs unabhingig
voneinander. Es wird im nédchsten Abschnitt z. B. gezeigt werden, dass 3.b) aus 3.a) folgt.
Weiter wird dort auch noch ein Kriterium fiir eine Lie-Gruppe angegeben werden, welches
1. und 2. in Verbindung bringt. Die obige Definition mag also eher als Zusammenfassung
der wesentlichen Eigenschaften aufgefasst werden.

Die Mindestvoraussetzungen iiber k, die Differenzierbarkeitsklasse der auftretenden
Abbildungen, werden jeweils zu Beginn eines Abschnitts gegeben. Es wird nie notwendig
sein, k>3 vorauszusetzen.

Neben den ,,vollen” Lie-Gruppen spielen auch die lokalen Lie-Gruppen eine wichtige
Rolle. Um solche zu definieren, schwécht man einfach in der Definition der Lie-Gruppe
die Bedingung 1. ab zu:

1.* @ ist beziiglich der Topologie T eine lokale topologische Gruppe.

Es ist unmittelbar, dass z.B. jede Umgebung der e (Einheitselement der Gruppe) einer

Lie-Gruppe G eine lokale Lie-Gruppe ist.

2. Die Verschiebungsoperatoren
Es sei k> 1. Die rechts-, resp. links-Translationen in einer Lie-Gruppe @
Q¢:P P4
Ay:g—>pg
sind nach Voraussetzung differenzierbare Abbildungen G'—@. Ihre Ableitungen nennen

wir Verschiebungsoperatoren und fiithren folgende Bezeichnungen ein:
2q(p) = A(p,9)(")
»(q) = B(p,q).
A(p,q) ist ein linearer Operator von 7', in T',, und B(p,q) ein solcher von T, in T, ; es wird
sich im folgenden zeigen, dass beides Isomorphismen sind.
Wihlt man in p, ¢, pg Karten (U, @,), (Us,@g), (U,,9,), 90 lisst sich die Produktbildung

als Funktion
Tap (2, Y) = @02 (@) 51 (¥), = @u(D), ¥ =ps(q)

(1) In Ansalogie zu [5].
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darstellen. Die Indizierung mit «,f,y wirp im folgenden weggelassen, solange die Karten
festbleiben. Man erbilt dann:

0

a(z, y)zéa_:n(x: 3/),
0

b(xs .7/) za_yn(x: ?/),

wo a und b die Reprisentanten von 4 und B in den festgewihlten Karten bedeuten.
Da g.p=p, 4,9 = ¢ gilt:

A(p,e) = B(e,q) =¢ (identischer Operator). (2.2)
Aus der Assoziativitdt der Gruppenoperation folgen die Beziehungen:

A(p, qr)=A(pg, ) A(p, q),
B(p, qry A(q, )= A(pg, r) B(p, ), (2.3)
B(p’ qT) B(q: 7‘) = B(P% T).

Setzt man in der ersten Formel r =¢! und in der dritten p =¢-1, so folgt die oben erwéhnte
Isomorphieeigenschaft von A(p,q) und B(p,q). Diese beiden Gleichungen zeigen ebenfalls,
dass die Verschiebungsoperatoren die Eigenschaften eines Fernparallelismus besitzen: Das
Resultat einer Verschiebung von 7', nach 7', hingt nicht davon ab, ob diese direkt
geschioht oder iiber 7',

Wir fithren noch folgende Abkiirzungen ein:

A(e,p) = A(p): T~ T,
B(p,e) = B(p): T,—~ TD'

Die Formeln (2.2) und (2.3) spezialisieren sich dann zu

A(e) = B(e) =t (2.2")
und A(pg) = A(p, 9) A(p).
B(p, q) A(g) = A(p, q) B(p), (2.3

B(p, q) B(q) = B(pq).

Beispiel: Bei der trivial parametrisierten GL(H) aus I fallen alle Tangentialréume mit
L(E) zusammen. Da die Abbildung (¢,y)—>¢yp in beiden Argumenten linear ist, werden
die Abbildungen A(p,y), resp. B(p,y) durch h—>hyp, resp. h—>@h(h€L(E)) gegeben, unab-
hingig von ¢, resp. y.
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Sarz 2.1: Sei G eine Hausdorffsche topologische Gruppe und U, eine Umgebung der
e€Q, so dass gili:

1) U, ist vermittels ¢ hombomorph einem Gebiet p(U,) aus einem Banackraum E.
2) Die Abbildung (p,q)—>pq ist k-mal stetig differenzierbar falls p,q,pq€U,. Dann lisst

sich G als eine k-mal differenzierbare Lie-Gruppe definieren.

Beweis: Sei V' eine Umgebung von e, so dass V'V'< U,. Fiir p,g€V’ ist dann mit
z=g(p), y=¢(q) die Abbildung

(@, y)—~>plp™ () ¢~ (y) = n(x, y)

definiert und differenzierbar.

Wir wihlen weiter V als Umgebung von e so, dass VVV-1< V', Durch {V,:V,=
0,V,pEG} lasst sich ein Atlas auf G definieren, denn (g, V,), ¢, =@o," ist offenbar eine
Karte um p. Der Atlas ist k-mal stetig differenzierbar: Fiir p€V,,, p€V,, und @,,(p) =2 ist

P Pre (@) = @@ () pppi ") = 7, P(pyp1 ),

denn es ist p,pi '€V’ da p=ap, =bp, mit a, b€V und somit p,p; ' =ab-1€V’.

Wir zeigen, dass in diesem Atlas die Abbildung (p,q)—pq differenzierbar ist. Als Vor-
bereitung beweisen wir: Die Abbildung o,,:p—>p,2Ps ", po€EG, ist an der Stelle p =e dif-
ferenzierbar. Dies ist unmittelbar einzusehen, falls p, €V gilt. Ist weiter p, € G, der Zusamen-
hangskomponente der e in @, so ldsst sich p, als py=p,p,...0,, p,€V, 1=1...n, darstellen
und op, Wird zu 6y, =05,0y,...05, WO 0y, an der Stelle g, (e =¢ differenzierbar ist.

Der Satz wird im folgenden nur fiir &, bewiesen. Falls G nicht zusammenhiingend ist,
folgt die Differenzierbarkeit von oy, p,€G, auf die es fiir den Beweis allein ankommt, aus
Satz 10.1 und der Tatsache, dass sich hier der Satz fiir G beweisen ldsst. (Allerdings hat
man dann k>3 vorauszusetzen.)

Nun ldsst sich zeigen, dass (p,¢)—>pq an jeder Stelle p =p,, ¢ =g, differenzierbar ist.
In Karten (¢p,,V5,), (@ Va)s (@, Vr,) um p, resp. ¢o resp. ro=p,g, ergibt sich mit =
@o(D); ¥ =@, (q) diese Abbildung zu

(@, )= @r(@a (@) @2, (1) = o™ H(2) Pop ™ (y) D5 ) = 7(x, popp (y))

und ist somit nach vorigem fiir + =0, y =0 differenzierbar.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Abbildung p—>p~ an jeder Stelle p = p, differenzier-
bar ist. Sie wird in Karten (¢,,, V,,), ((ppo—l, Vpoﬂ) um p, resp. po= mit x =g, (p) gege-
ben durch

1

T=>@,-1((@z () = p(p5 (9 1(@) o) = 90,1 (w(@)),
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wenn w die Abbildung z—>¢({¢~'(x))!) bedeutet. Da go,p~! als differenzierbar erkannt
ist, geniigt es, die Differenzierbarkeit von w an der Stelle x=0 zu beweisen. Nun ist aber
y=w{z) Losung der Gleichung

n(z,y) =0

0
und da a; (x; .7/) —b(xy Z/)

in einer Umgebung von (0,0) stetig und reguldr ist, folgt diese aus dem Satz iiber die
impliziten Funktionen. (Man vergleiche Bartle, [2], aus dessen Umkehrsatz sich der Satz
iiber die impliziten Funktionen analog zu Nevanlinna, [9], ergibt.)

Aus dem letzten Teil des Beweises ergibt sich noch, wie in IIl 1. angekiindigt, dass
allgemein die Bedingung 3 b) in der Definition der Lie-Gruppe aus 3a) folgt. Denn jede
Parameterumgebung der ¢ in einer Lic-Gruppe erfiillt die Bedingungen von Satz 2.1 und
der in diesem Satz konstruierte Atlas ist sicher zum vorgegebenen dquivalent.

Die Ableitung der Abbildung p—p—! ergibt sich durch Differentiation von pp—1=e zu

(p7) = — B(p) A7 (p),

woraus schliesslich noch folgt, dass sie k-mal differenzierbar ist.

3. Invariante oder parallele Felder

Es sci wieder k>1. Ein Vektorfeld &(p) auf einer Gruppe G heisst invariant oder
parallel beziiglich A, resp. B, wenn fir je zwei Punkte p,q€@ gilt:

&(q) = A(p,p Q) &(p)
resp. &(9) = Blgp, p)é(p)-

Wir werden im folgenden nur 4-parallele Felder betrachten, alle Uberlegungen lassen
sich analog auch fiir B-parallele Felder durchfiihren.
Die A-parallelen Felder bilden mit den Definitionen

(&+n)(p) =&(p) +1(p)
(A&)(p) = A&(p)

wie man leicht sieht, einen linearen Raum, den wir mit L bezeichnen.

Sarz 3.1: Der Raum L ist algebraisch isomorph zu T,

Beweis: Einen Isomorphismus von 7', auf L erhilt man durch die Zuordnung &,€ T,—>
E(p)=A(p)é&,EL. Das so definierte Feld ist ndmlich aus L, da nach (2.3") gilt:
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§g) = A(9)é. = A(p,p7'9) A(p)é. = A(p,p7'9) §(p).

Die Abbildung ist trivialerweise linear. Die Eineindeutigkeit folgt aus der Isomorphie-
eigenschaft von A4(p) und schliesslich ist es eine Abbildung auf L, da ja jedes Feld &(p)€EL
in T, das Urbild §,=£&(e) hat.

Mit Hilfe dieser Isomorphie ldsst sich dann auch eine Norm von 7', in L iibertragen, so
dass L zu einem Banachraum wird.

Die invarianten Felder sind offensichtlich (k—1)-mal differenzierbar. Es ldsst sich
also fiir £>1 zu &(p) und »(p) €L das Lie-Produkt [&(p), n(p)] bilden. Die Frage, ob das so
entstandene Feld wieder invariant ist, wird im néchsten Abschnitt bejahend beantwortet.

Als Hilfsmittel fiir die folgenden Beweise soll noch in Karten um p und e die Differen-
tialgleichung hergeleitet werden, der ein paralleles Feld gentigt. Es ist

K (x)k = a'(z)(k, k),

wo h(x), h, die Représentanten von &(p) und &, bedeuten. Setzt man aus & =A-1(p)&(p)
hier ein, so erhilt man:

B (z)k = a'(x)(k,a= () h(z))
und mit der Definition

Tx)(k, k) = — a'(x)(k,a~z)h) (3.1)
lasst sich das schreiben als
h'(x)k+T(z)(k, h(z)) = 0. (3.2)

Beispiel: In der GL(E) wird ein A-paralleles Feld durch A(p)=A(p)h,=h,@ gegeben.
Das Lie-Produkt zweier solcher Felder h(p) und k(p) erhilt man zu [A(p), k(g)]=(heky—
kgho)p, es ist also wieder ein paralleles Feld.

4. Die Torsion

Es sei jetzt £>2. A-Y(p) bildet T, auf T, ab, ldsst sich also als Tensorfeld erster Stufe
mit Werten in 7', auffassen. Durch Bildung von d4-!(p) erhilt man somit nach II.5 ein
ebensolches Feld zweiter Stufe.

Die Bildung S(p) = A(p)6A~(p)

bezeichnet man als die 4-Torsion der Gruppe G. Die Torsion ist eine schiefsymmetrische,

bilineare Selbstabbildung von 7T',. Die analoge Bildung

S(p) = B(p) $B(p)

fiihrt zur B-Torsion. Uber den Zusammenhang zwischen S und S gilt folgender
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Satz 4.1: Es ist 8(p)= —S(p).
Beweis: Man differenziert in festen Karten die Beziehung:
a(x)a Y (z)h="h
a'(x)(k,a Y (x) h) +a(z)(a(x)) (k,k) =0
und verwendet (3.1) unter Bildung des schiefen Teiles. So erhilt man
s(z)(k, k) = (z)(k,h) —'(z)(h, k), 4.1)

wo s den Reprisent von S bedeutet.
Analog erhélt man
5(@)(k, ) = '(2)(k, k) —T(@)(h, k). (4.1)

Weiter erhilt man durch Differentiation nach y von a(z,y)a({z)h=a(m(z,y))k (vgl. (2.3'))
die Beziehung

0 ,

a—ya(x, y) (k, a(x) b) = a’(n(2, y)) (b(x, y) k, k).
Es gilt nach (2.1)

2

02
(,4) (b ) = e, ) (8, 1) = b ) 8 ),

0 0
2z k)=
Sy (b =5 o

womit wir umformen kénnen zu

2 bz, y) (ala) B k) = @/ (@, ) (B, ) -, .

Setzt man hier y =0 und dann a(x)k=~4', b(z)k =Fk', so ergibt sich
D@k, k) =T(@)k, k), (4.2)
woraus mit (4.1) und (4.1") die Behauptung folgt.

SATz 4.2: Die Torsion fiihrt parallele Felder in parallele Felder iiber.

S(p)(A(p)€, A(p)n) = A(p)S(e)(é, 1)
S(p)(B(p)&, B(p)n) = B(p)S(e)(&, 1) & n€Te

Beweis: Man differenziert die Beziehung a~(x)h =a~1(n(x,y))a(z,y)h nach z:

(@ (x))'(k, k) = (a7 (z(=, 9))) (a(x, y) k, a(=, y) ) + a7 7(x, y)) a% a(z,y)(k, k).

16 — 622906 Acta mathematica. 108. Impriméle 27 décembre 1962
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Bildet man hier den schiefen Teil indem man verwendet, dass
0 o?
a—xa(% y)= P 7z, y)

in & und k symmetrisch ist, und setzt 2 =0, so erhélt man
0a71(0)(k, h) =da Y (y)(a(y) k,a(y) k),
was nach beidseitigem Anwenden von a(y) die erste der behaupteten Formeln ergibt. Die

zweite erhélt man, indem man die gleichen Rechnungen mit B durchfithrt und Satz 4.1

verwendet.
SAtz 4.3: Es gilt fiir A-parallele Felder &p), n(p)
[£(p), n(p)] = S(p)(€(p), n(P))
und fiir B-parallele Felder &(p), 7j(p)
[&(p) i(p)] = —S(p)E(D), 7H(P))-

Beweis: In Karten findet man unter Verwendung von (3.1) und (4.1)
[1(), k(2)] = b’ (@) k(z) — ¥ () h(x) = a'(@)(a(2) ko, ho) — (%) (a(x) o, ko)
= —I(@)(a(z) ko a(z)he) +T'(2)(a(z) ko, a(2) ko), = s(z)(h(2), k(2)),
was also die erste Formel beweist. Die zweite ergibt sich aus Satz 4.1. Als Korollar zu den
Satzen 4.2 und 4.3 folgt nun die im letzten Abschnitt aufgestellte Behauptung, dass das

Lie-Produkt zweier paralleler Felder wieder parallel ist. Die Aussage von Satz 4.3 lisst

sich jetzt ndmlich als
[&(p), n(p)] = A(x) S(e)(&e> 7e) (4.3)

schreiben, L wird somit durch die Zuordnung
(D), n(p)) > [£(P), ()]

zu einer Algebra, der Lie-Algebra von G.

Nun ldsst sich auch das Lie-Produkt zweier Vektoren aus einem Tangentialraum
definieren. Wir zeigen das fiir T',. Sei also &,n€T..

Dann definiert die Zuordnung

&) —>{&n] = S(e)&.n)
ein Lie-Produkt in 7,. Denn aus der schiefen Symmetrie von S folgt

(9] +[,61=0
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und die Jacobische Identitdt
&[N+, (6,611 + (£, 16,11 =0

folgt nach Satz 4.3 aus der Jacobischen Identitét fiir das Lie-Produkt von Vektorfeldern.
Somit wird 7', zu einer Lie-Algebra, und da der im Beweis von Satz 2.1 konstruierte natiir-
liche Isomorphismus von T, auf L nach 4.3 auch ein Algebrenisomorphismus ist, werden

wir die Lie-Algebra der Gruppe oft mit 7', identifizieren.

Beispiel: In der GL(E) wird wegen A(p)h=he die Torsion durch S(g)hk=A4(p)dA
(p)hk=(hk—kh)p, also S(:)hk=hk—kh gegeben. Die Parallelitit und die Ubereinstim-
mung mit dem Lie-Produkt (vgl. IIL.3) sind hier trivial.

5. Geodiiten und einparametrige Untergruppen

Es sei £>2. Da auf einer Lie-Gruppe Parallelismen gegeben sind, ist es sinnvoll, von
Geodéten zu sprechen, als denjenigen Kurven, deren Tangentialvektoren ein paralleles Feld
an die Kurve bilden. Wir haben somit:

Eine A- resp. B-Geoddte durch p, ist eine differenzierbare Kurve g(t) resp. f(t)
{ — oo <t < oo) fiir welche gilt

§(t) = A(po,ps” 91y, o =9(0), & = G(0)E T, (8.1)

1) = B({()p5". po)1es Do = 1(0), Mo = f(0) € T, (6.1)

&, resp. 7, heissen die Anfangsvektoren der Geoditen. Geodéten durch verschiedene Punkte
sind nicht unabhingig voneinander, genauer: Wenn g(f) eine A-Geodite durch e ist, so ist
die durch Rechtstranslation entstandene Kurve g(t)p, eine A4-Geoddte durch p, Zum
Beweis zeigt man, dass g(t)p, der Differenzialgleichung (5.1) geniigt und die Anfangs-
bedingung befriedigt. Analog entstehen B-Geoditen durch p, durch Linkstranslation mit
e py von B-Geodéten durch e. Es sollen deshalb im Folgenden nur die Geodédten durch
e untersucht werden.

Eine stetige Kurve g(t) (— oo <t< o) in @ heisst eine einparametrige Untergruppe,
wenn gilt

gt +15) = g(4)g(2).

Eine einparametrige Untergruppe ist also ein stetiger Homomorphismus der reellen Zahlen
in Q.

Satz 5.1: A- und B-Qeoddten durch e sind einparametrige Untergruppen.

Zum Beweis zeigt man, dass fiir eine A- resp. B-Geodite g(t), g(0)=e, die Kurven
s(t) =g(t)g(z) und r(t) =g(¢t + t) der gleichen Differentialgleichung mit dem gleichen Anfangs-
wert geniigen. Die Umkehrung von Satz 5.1 wird im néchsten Abschnitt bewiesen.
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Uber einparametrige Untergruppen in topologischen Gruppen beweist man leicht
einen Satz, welcher besagt, dass eine solche schon eindeutig bestimmt ist, wenn ein stetiges
Kurvenstiick g(t), |¢| <8, gegeben ist, so dass g(t, +t,) =g(t,)g(t,) fiir |4, ], [£5], |¢, +2,] <.
Das heisst, dass sich ein solches Kurvenstiick in eindeutiger Weise zu einer einparametrigen
Untergruppe g(t), — oo <t < oo, fortsetzen lisst, so dass g(t)=g(t) fir |¢| <d. Mit Hilfo

dieses Satzes lisst sich nun auch die Existenz von Geoddten beweisen:
SATZ 5.2: Zu jedem EET, gibt es eine und nur eine A-Qeodiite g(t) durch e, so dass &
Anfangsvektor von g(t) ist.

Beweis: Die Differentialgleichung der Geodédten durch e

git)=A(g() & g(0)=e (5.2)

hat sicher fiir jedes £ und fiir |¢] <¢ eine eindeutige Losung, da ja k> 2 vorausgesetzt ist.
Man erhilt so nach Satz 5.1 ein Kurvenstiick von der im Hilfssatz erwidhnten Art, welches
sich dann unbeschrinkt fortsetzen lisst und dank der Homomorphiceigenschaft (5.2)
iiberall befriedigt. Man erhilt als Korollar:

SATZ 5.3: A- und B-Geoditen durch e mit dem gleichen Anfangsvektor fallen zu-
sammen.
Man zeigt unmittelbar, dass eine differenzierbare cinparametrige Untergruppe sowohl
der Diffcrentialgleichung fiir 4- als auch fiir B-Geodaten geniigt.
Nach den Bemerkungen iiber den Zusammenhang zwischen Geodaten durch ver-
schiedene Punkte folgt nun, dass es zu jedem & € T, eine und nur eine 4- resp. B-Geodite

durch p gibt, die aber nicht mehr zusammenzufallen brauchen.
Beispiel: In der GL(E) nimmt (5.2) die Form
@) =hp(®), ¢0) =1, hEL(E)

an. Die Losung wird durch g(t) =¢'* = Z}%t"h" gegeben.
Die gleiche Kurve ist auch Losung der Differentialgleichung
w(t) =yp(t)h, p(0)=1t, hEL(E)

der B-Geoditen durch ¢, was also eine Illustration von Satz (4.3) gibt.

6. Kanonische Koordinaten

Bemerkung: In den folgenden Abschnitten miissen die Ldsungen von Differential-

gleichungen untersucht werden. Um dabei eine nicht iiberméssig komplizierte Theorie
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verwenden zu kénnen, wird es notig, die Voraussetzungen an Lie-Gruppen etwas zu ver-
scharfen:

Wir verlangen nicht mehr bloss stetige Differenzierbarkeit, sondern lokal gleichmaéssig
stetige Differenzierbarkeit der auftretenden Abbildungen. Dabei heisst eine Abbildung f
zwischen zwei Banachraumen E und F lokal gleichmissig stetig differenzierbar, wenn
jedes x des Definitionsbereiches von f eine Umgebung U besitzt, auf welcher f'(z) existiert
und gleichméssig stetig ist. Lokal gleichméssig stetige differenzierbare Abbildungen sind
gleichmaéssig differenzierbar auf U, im Sinne von [7], wenn U, beschrinkt ist. Die Forderung
nach gleichmissig stetiger Differenzierbarkei ist ein natiirlicher Ersatz fiir die lokale
Kompaktheit, denn f ist auf U, beschrdnkt falls U, beschrinkdt ist.

Es sei nun also £>2 und die Ableitungen Iokal gleichmissig stetig. Beriicksichtigt
man bei der Losung von (5.2) die Abhingigkeit vom Anfangsvektor &, so ldsst sich eine
Geodite durch e als g(¢,&) schreiben. Fiir festes ¢ ist ¢ somit eine Abbildung von 7', in G.
Wir setzen als Definition

g(1,&) =oxpé, exp:T,—>G.

Satz 6.1: Die durch £—>g(1,£) definierte Abbildung exp ist auf eine Umgebung von
0€T, topologisch auf eine Umgebung N, von e€G und (k--1)-mal gleichmdssig stetig diffe-
renzierbar.

Die somit auf N, existierende Umkehrabbildung log ist dort ebenfalls (k—1) mal gleich-

mdssig stetig differenzierbar.

Beweis: Es soll zuerst gezeigt werden, dass expé dic Behauptung iiber die Differenzier-
barkeit erfiillt, d. h. dass in einer Karte (U,,¢) um e die Zuordnung

§—>g(expé)
(£ —1)-mal gleichméssig stetig differenzierbar ist. Ks gilt fiir eine Geodéte g(t,£)
g(zt,6) = g(t, %),

denn die beiden Kurven geniigen der gleichen Differentialgleichung mit der gleichen An-
fangsbedingung. Wir haben also insbesonders

9(8,§) = g(1,t§) = expi{. (6.1)

Nun wird die Geodéte exp #& durch @—1(z(t,k)) gegeben, wo z(t,h) Losung der Differential-

gleichung
&(t, k) = a(z(t,h))h, 2(0,k)=0 (6.2)

ist, und A =®§ der Reprisentanten von £ in der gewihlten Karte bedeutet. Die Zuordnung
&—>@expé ldsst sich somit aufspalten in
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E>OE =h—z(1,h).

Die erste Abbildung ist stetig linear, also trivialerweise beliebig oft gleichmassig stetig

differenzierbar. Auf die Abbildung
h—>xz(1,h)

soll nun Satz 3 von [7] angewendet werden. (6.2) geniigt ndmlich den dort geforderten
Bedingungen: a(x)4 ist in z nach Voraussetzung und in h wegen der Linearitdt mindestens
einmal stetig differenzierbar. Daraus folgt die Differenzierbarkeit im Produkt. Weiterhin
folgt aus der vorausgesetzten lokalen gleichmdssig stetigen Differenzierbarkeit der Produkt-
funktion gerade die gleichmissige Stetigkeit der Zuordnungen (z,h)—a’(x)oh resp. (x,h)—>
a(x) o filr x und % aus gewissen Umgebungen von 0. Es bleiben also noch die Vorausset-
zungen A), B) und C) des Satzes zu verifizieren. Von denen ist A) trivial und B) und C)
folgen fiir beschrinkte Umgebungen aus der gleichméssigen Stetigkeit von a’(x) resp.
a(x). exp (£) =@~1(z(1,D§)) ist somit fiir geeignet beschrinkte & einmal stetig differenzicrbar.
Die Existenz und gleichmissige Stetigkeit der hoheren Ableitungen bis zur Stufe k—1
erhilt man durch Wiederholung dieses Schlusses, denn durch Differentiation nach % von
(6.2) erhalt man
(E(E, )k = &' ((t, k) (' (¢, h) k, b) + a(x(t, b)) &,

woraus sich wegen (&(t,h))k=(2'(t,h) k) eine Differentialgleichung fiir '(£,h)% ergibt, die
wiederum den Bedingungen von Satz 3 aus [7] geniigt.
Die Ableitung exp’(£);-o erhdlt man nun unter Anwendung der Kettenregel durch

Differentiation von (6.1) nach ¢:

A(g(t,8))& =exp’ (t5)¢
& =exp’(0)¢.

Dies besagt, dass z'(1,0) = (identische Abbildung von E). Die Abbildung % —2(1,%) geniigt
somit den Voraussetzungen des Umkehrsatzes in [2], ist also eine Abbildung auf eine
gewisse Umgebung von 0€E und es existiert eine Abbildung k—h, so dass k=z(1,h).
Geht man zur Gruppe zuriick, so besagt das, dass expé =¢~1(z(1,P(§)) eine Abbildung auf
eine gewisse Umgebung N, von e ist und dass in diese Umgebung die Abbildung log:
p—>@(p)=k—>h—>®-1(h) existiert. Diese Abbildung erfiillt die Differenzierbarkeitsbe-
hauptungen, da ihre Ableitung in der Karte durch (z'(t,2))~! gegeben wird und die Ab-
bildung ¢—«~! von GL(E) auf GL(E) beliebig oft gleichmassig stetig differenzierbar ist,
wie die in der Einleitung angegebene Entwicklung zeigt. Damit ist Satz (6.1) bewiesen.

Satz 6.1 zeigt, dass (N,log) eine, als kanonisch bezeichnete, Karte um e in der
Gruppe ist. logp heisst die kanonische Koordinate von p. Es ist zu beachten, dass die
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kanonische Karte im Falle % < oo nicht zum auf der Gruppe vorgegebenen Atlas zu gehéren
braucht, da die Nachbarrelationen mit den Karten dieses Atlas i. a. nur (k—1)-mal dif-
ferenzierbar sind.

Weiterhin ist zu beachten, dass die Abbildung exp zwar auf ganz 7, definiert ist, ihr
Bild keineswegs die ganze Gruppe zu sein braucht. Beispiele dafiir liefern schon die endlich

dimensionalen Gruppen, man vergleiche etwa [6].

SATz 6.2: a) Die Geoddten g(t,&) durch e werden in kanonischen Karten durch

logg(t,&) =t
gegeben.
b) Bezeichnen «(&) resp. (&) die Verschiebungsoperatoren A(p) resp. B(p), logp=§,
in kanonischen Koordinaten so gilt

a(tf)€ =&,

pE)E = &.
Beweis: Die Behauptung a) folgt direkt aus 6.1. Da somit ¢ Losung der Differential-
gleichung &(f) =«(£())¢€ und nach Satz 4.3 auch von &(t) =p(&(t))¢& ist, folgt auch b). Die
Eigenschaften a) und b) konnen iibrigens unabhéingig voneinander zur Charakterisierung

von kanonischen Koordinaten herbeigezogen werden.

Es ldsst sich jetzt die Umkehrung von Satz 4.1 beweisen:

Satz 6.3: Eine einparametrige Untergruppe g(¢t) ist eine Geodiite durch e und somit dif-

ferenzierbar.

Beweis: Da g(0)=e und g(¢) stetig ist, gibt es ein 7>0, so dass g(t)EN, fiir |¢] <7.
Wir zeigen, dass dieses Kurvenstiick mit einer Geoddten durch ¢ zusammenfillt. Es lisst
gich ein &, €T, so bestimmen, dass

g(v) = exp (v§y).

Allgemein ldsst sich fiir n=1,2,3,... je ein &, so finden, dass

o) )

Erhebt man diese Gleichung in die m-te Potenz, so ergibt sich

o) =oxe o5
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da ja auch exp (¢t&,) eine einparametrige Untergruppe ist. Fiir m == erhélt man
exp (v€,) = exp (7€),

also wegen der Eindeutigkeit von exp:&,=¢£,.
Somit ergibt sich g(%r) =exp (7—251),

was besagt, dass g(t) fiir alle rationalen ¢ mit einer Geoddten zusammenféllt, wegen der

Stetigkeit also sogar mit dieser identisch ist.

Beispiel: Da in der GL(E), wie schon gezeigt, die Geodéten durch e als g(t) =e'",
hEL(E) gegeben werden, erhdlt man die Abbildung exp:L(E)—~GL(E) durch exph=e".

Daher kommt natiirlich die Bezeichnung exp resp. log fiir die kanonische Parametrisierung.

Bemerkung: Da im folgenden sténdig mit kanonischen Koordinaten gearbeitet wird,
setzen wir jetzt allgemein voraus, dass alle in Zukunft betrachteten Gruppen mindestens

3 mal gleichméssig stetig differenzierbar seien.

7. Bemerkungen zur Analytizitit der Gruppen

Man kann ganz wie im endlich dimensionalen Fall analytische Abbildungen zwischen

Banachrdumen betrachten, etwa mit der folgenden

DEFINITION: Eine Abbildung f: E—F zwischen zwei Banachrdumen E und F heisst

analytisch im Punkte x, wenn fir jedes n>0 ein n-fach multilinearer Operator @, (x) mat

Argumenten aus E und Werten in F gegeben ist, so dass die Reihe hZ D, (x) k" absolut kon-
=0

vergiert fiir |h| <6, (0>0), und gilt

Ha+ Ry = °§0<1>n<x) 3

H. R. Fischer hat mit dieser Definition alle wesentlichen elementaren Sitze, die im
endlich dimensionalen Fall fiir analytische Funktionen gelten, in einer verviclfaltigten Arbeit
bewiesen. Da diese Arbeit, in welcher iibrigens auch die meisten der hier bewiesenon Sitze
iiber Lie-Gruppen enthalten sind, recht umfinglich ist, und sich weder die Sétze noch
die Beweise wesentlich vom klassischen Fall unterscheiden, sei hier auf eine ausfiihrliche

Wiedergabe derselben verzichtet. Es gilt vor allem:

LeMMA 1: Die Potenzreithenentwicklung einer analytischen Abbildung ist eindeutig.
Eine in x analytische Funktion ist in einer Umgebung von x unbeschrinkt differenzierbar, und
die @, (x) sind im wesentlichen die n-te Ableitung von f an der Stelle x.
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Lemma 2: Die Komposition analytischer Abbildungen ist analytisch.

LEMMA 3: Sei f: E—F Lisung der Differentialgleichung

f=A.f) ) =y,

und A in einer Umgebung U XV wvon (xy,y,) eine in (x,f) analytische Abbildung E x F—
L(E,F). Dann gibt es Umgebungen U= U, V=V, so dass f in Uyx V, analytisch ist in

(@,40)-
Mit diesen Hilfsmitteln ldsst sich nun der fiir das folgende wesentliche Satz beweisen:

SaTz 7.1: Sei G eine 3mal gleichmdssig stetig differenzierbare Lie-Gruppe. Dann ist die

Produktfunktion in kanonischen Koordinaten analytisch.

Beweis: Das wesentliche Hilfsmittel des Beweises ist Lemma 3, d. h. man versucht zu
zeigen, dass die Produktfunktion x(£,7) =log (exp£expn) einer Differentialgleichung geniigt,
die die in Lemma 3 geforderten Eigenschaften hat. Durch Differentiation von » nach &
findet man unter Verwendung der Bezeichnungen von Satz 6.2 und den Formeln (2.3)

0
=

2 (& m) =&, ) = o(x(&, m)) & (&).

Die Losung der Differentialgleichung

f(&)=af(&)a (&) H0)=7 (7.1)

muss also die Produktfunktion liefern: f(£,%)=x(£,7). Es ist nun zu zeigen, dass (7.1) den
Voraussetzungen von Lemma 3 geniigt. Dazu zeigt man zuerst, dass «(f) und «—1(%) ana-
lytisch sind. Die Analytizitdt von (f,&)—x(f)e2(§) folgt dann daraus, dass das Produkt
von Automorphismen in diesen linear ist. Um zu zeigen, dass «(f) und «~1(£) analytisch
sind, kann man sich auf eine dieser Abbildungen beschrinken, denn die in der Einleitung
gegebenen Entwicklungen zeigen, dass die Abbildung «!—>«, (x €GL(E)), analytisch ist,
aus der Analytizitit von §—a~1(&) folgt also mit Lemma 2 diejenige von &—a1(&)—>x(&).

Um jetzt schliesslich noch die Analytizitdt von «~1(&) zu beweisen, ist es notwendig
o Y(§) zu differenzieren. Deshalb musste in Satz 7.1 k>3 vorausgesetzt werden, da wir
ja fiir kanonische Koordination nur (k—1)-fache Differenzierbarkeit beweisen konnten.
Man betrachtet fiir festes £ und %€ T', die Kurve

Pty =t ()7
Durch Differentiation ergibt sich

(@)n)" = o 1(t6)n +8(a1(26)) (§,7)-
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Beriicksichtigt man die Definition von S, und die Sétze 4.2 und 6.2 mit a(}()) =S (expté),
also die Formel

(o7X(t€))' (&:m) — (2 2(8))" (. €) = o (t&)(&,m) = o (0)(§, & () 7),

so ergibt sich:
(@t)n) =« X (t&)n + (a7 2(t€)) (9, &) +0(0)(€, @(t)7).

Durch Differentiation von «~1(t£)& =¢ nach & mit einem Zuwachs 7 ergibt sich schliesslich
noch

oM (t)m + (N (8E)) (tn, €) =7,
somit ((P(t)ﬂ) =7n +U(0)(§,¢(t)77),
was sich mit ¢(0) =8 und Sgn =S8(&,7) auch als

ity = 1+S:p(t) ¢(0) =0 (1.2)
schreiben lisst.
(7.2) ldsst sich explizit 13sen, etwa mit dem Picardschen Approximationsverfahren.
Wir setzen ¢(t) =¢(0) =0, @,(t) TJ.;(L+Se¢p,,_l(r))dr und erhalten so

ntn

(Pn(t) = z ) Sz_ly 80 = L
v=1 'V!

8o dass sich ¢(t) = lim @.(t) ergibt zu

o0 tn .
pit)= 3 87 (7.3)
1!
und daraus fir t=1
oo 1 "
al(§)= 3 S n (7.4)

Es ist unmittelbar, dass die durch |¢| ¢!!I*!l absolut mayorierte Reihe (7.3) iiberall kon-
vergiert, (7.4) somit fiir alle £ die Potenzreihenentwicklung von o~!(§) ist, wenn man
durch die Bildung

1
(Dn,. 1(51 eae En) = 1? Z SehSy, Sﬂn’

iiber alle Permutation von 1...n summiert, die multilinearen Funktionen symmetrisiert.
Damit wire also zum Schluss noch die Analyzitit von a—(&) bewiesen.

Aus Satz 2.1 und Satz 7.1 ergibt sich nun als Korollar unmittelbar

SaTz 7.2: Auf einer 3 mal gleichmdssig stetig differenzierbaren Lie-Gruppe lisst sich
beziiglich der vorgegebenen Topologie eine analytische Struktur definieren.
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8. Konstruktion einer lokalen Lie-Gruppe zu einer vorgegebenen Lie-Algehra

Zu einer zweimal differenzierbaren Lie-Gruppe gehort eine Lie-Algebra, die durch
jede Umgebung von ¢€&, also durch jede in G offene lokale Lie-Gruppe schon eindeutig
bestimmt ist. Umgekehrt ldsst sich nun auch zu einer vorgegebenen Lie-Algebra £ eine
lokale Lie-Gruppe G konstruieren, so dass £ die Lie-Algebra von @ ist. Es ist zu bemerken,
dass fiber die Existenz einer ,,vollen* Gruppe nichts ausgesagt wird.

Sarz 81: Set L eine Lie-Algebra, d. k. L ist ein Banachraum, in welchem eine stetige
bilineare Abbildung L X L—L so definiert ist, dass gilt:

L. S(z,y)= —8(y,)

2. S{x,8(y,2)) +8(y, S(z,x)) + 8(z, 8(x,y)) =0.

Dann existiert eine lokale Lie-Gruppe G, so dass £L =T (G).

Zur Konstruktion verwendet man die genau gleichen Uberlegungen wie sie im letzten
Abschnitt gemacht wurden, aber jetzt umgekehrt: Vom (7.2) ausgehend konstruiert man
iiber (7.1) eine Funktion f: £ X £L—L, welche lokal Produkteigenschaften hat.

Sei also @(f,z) die trivialerweise existierende Losung der (7.2) entsprechenden Dif-
ferentialgleichung

¢ =189, 902)=0, pEL(L). (8.1)

Wir setzen: aY(x) = p(1,x).

Die Abbildung «—(x) €L(L) hat folgende Eigenschaften:
a) a{(0)=¢
b) M z)z =2
c) o Hz)(h, k) = S(a(x)h, L) k).
Zum Beweis von a) hat man nur im explizierten Ausdruck (7.4) fiir ¢~ =0 zu setzen. Um

b) zu beweisen, betrachtet man fiir festes x die Kurve g(t, z) —tx =y(t,). Es ist p(0,2) =0

und
Pt x) = @t x)x ~x = S,p(t, @) .

Indem man rechts S,¢x =0 subtrahiert, erhilt man
Y(t,x) = Sy, @),

was zusammen mit p(0,x) =0 y(t,x)=0 ergibt. Die Bildung c) ist sinnvoll, denn nach Satz 4
aus 7] ist ¢(t,%) in « lokal gleichmassig stetig differenzierbar. Ihr Beweis erfordert etwas

lingere Rechnungen: Man setzt fiir feste h, &, x
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xt—i t hk)—i 3 k, k) —S(pt, x) b, @(t, x) k
()= 5= plt, @) (b, k) = =~ glt, @) (k, k) = S{gp(t, @) b, p(t, ) ).

Durch Differentiation nach ¢ erhidlt man mit

d - d
-— @l =—
(foto) - Lo

. d d ) )
x(t) =>—é;<p'(t, x) (h, k) —a—xgo'(t, x)(k, b) — S(pt, 2) b, @, 2) k) — S{p(t, x) b, @(t, ) k)

d d
= 8(h, (t, 2) k) + S(zx, &;:qz(t, z) (h, k)) — S{k, @(t, x) h) — S(z, c_i;q)(t’ x) (k, b))

- S(k! <P(t, ) k) - S(S(Q?, <P(t: x) h)7 ‘p(t: x) k) - S(‘P(t: a’)kr k) - S(‘P(t: x) b, S(Z, (p(tr z) k))

Vier dieser Glieder heben sich gegenseitig auf, wenn man Voraussetzung 1) beniitzt. Die
beiden letzten iibrigen Glieder zusammen ergeben unter Verwendung von Vorausset-

zung 1) und 2) gerade —S(x, S(¢(t, x)k, ¢(t,x)k)), so dass sich zusammengefasst ergibt

. d d
)= e [ 9tt2) (1, ) £ g1t 2) () = St ) s gl 2) 1] =S40

Nun ist aber %(0) =0, so dass sich wieder x(t)=0 ergibt, was ¢) bewoist.
Da a-(x) stetig von x abhiingt, existiert wegen a) in einer gewissen Umgebung der
Null a(z) =(a"(x))?, und ist dort nach « differenzierbar. Es ist also sinnvoll, die 7.1 ent-

sprechende Differentialgleichung
f(x) =a(f(x)a'(=), f0)=y (8:2)
zu betrachton. Die Kriitmmung des Operators «(z)a~!(z) wird gegeben durch

R(z,z)(h, k) = o (2)(o(2)o () b, o N () ) — o' (2) (x(2) () B, o)
+a(z)((aH2)) (B, k) — (aNx))' (K, b))

Hier ist das letzte Glied nach c¢) gleich «(2) S(cY(z)h, a~(z) k) und durch Differentiation
von aY(z)a(z)k =k nach z ergibt sich
o' (2)(h, k) = — afz)(o(2)) (R, a(2) £).
Dies eingesetzt ergibt
R(z,2)(k, k) = — a(2)[(a(2)) (@)~ (2) b, al2) () k)
— (e }(2)) ((2) a~Yx) k, oc(2) e~ {z) ) + xe(2) S(a () by () k).
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Die Glieder in der eckigen Klammer ergeben nun nach c¢) gerade wieder
S(aYx)h, o~ z) k)
so dass gilt: R(x,z)(h,k) = 0.

Die Differentialgleichung (8.2) geniigt somit den Voraussetzungen des Korollars zum
Hauptsatz von Ke;ller [7], es existiert also eine in 2 und y gleichmassig stetig differenzierbare
Abbildung f(z,y) von £ x L—L auf einer gewissen Umgebung der Null.
Es ist nun noch zu zeigen, dass f die Eigenschaften einer Produktfunktion hat, womit
dann U zu einer lokalen Gruppe wird. Es existiert ein linksseitiges Einselement, da f(0,y) =y.
Das Assoziativgesetz f(x,f(y,z)) =f(f(z,y)z) ist erfiillt, denn die beiden Abbildungen
geniigen derselben Differentialgleichung mit derselben Anfangsbedingung:

a%f(x,/(?/,z))=ot(f(x,f(y,z)))a"l(x), 10, £(0,2)) = f(y, 2)

2 fiftw, 91,2 = alf(ft@, 9, 2 oz ) a2, ) (@)
~ alf(f(e ), A N, N0, 9),2) = 13, 2)

Es existiert ein linksseitiges Inverses, da wegen
0
a0 Ylz0=1¢

f(z,y) dem Satz iiber die impliziten Funktionen geniigt (wiederum nach Bartle resp.
Nevanlinna). Damit ist fiir f die Giiltigkeit der Gruppenaxiome bewiesen, und da wegen c)
L trivialerweise die Lie-Algebra von U ist, auch Satz 8.1.

Die Eigenschaft b) von a~l(z) zeigt, dass die identische Abbildung von U in ( die
kanonische Parametrisicrung von U gibt. Zudem folgt, mit Satz 7.1 dass (z,y)—>f(z,y)
analytisch ist.

9. Die Produktfunktion in kanonischen Koordinaten

Die in den letzten beiden Abschnitten verwendeten Methoden sollen nun noch etwas
expliziter zur Anwendung kommen mit dem Ziel, fiir die Produktfunktion in natiirlichen
Koordinaten die nach Satz 7.1 existierende Potenzreihenentwicklung anzugeben, was fiir
das Folgende ein sehr bequemes Hilfsmittel liefert.

Sei also G eine Lie-Gruppe. Mit den Bezeichnungen von 7 besagt dann Satz 7.1 dass
die Abbildung (£,7)-—>»(§,7) analytisch ist an der Stelle (0,0). Es ist also insbesonders auch
die Abbildung t—>x(t£,#n) analytisch fiir ¢ =0, und es soll nun die Entwicklung
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té, )= 3 o), 9.1
dn
wo “n(&: 1]) =(i—t;Lx(t§’ t”])t-o,

angegeben werden. Es gilt also die Ableitungen von x(t£,¢n) nach ¢ zu bestimmen. Aus
(2.3) und Satz 6.2 folgt
#(tE,tn)" = (€, tn) & +B(E, tn)y

#(tE,tn) = ({8, tn)) & + B((8E,87)) (9.2)

Die Ableitungen von x lassen sich also aus denjenigen von o(£) und B(£) berechnen. Fiir
«(£) lasst sich aber ein explizierter Ausdruck angeben, denn «(£) ist in & analytisch, und die
Reihenentwicklung lidsst sich somit aus derjenigen von a—(§) die durch (7.4) gegeben wird,
durch Einsetzen finden. Ein Ansatz

o(8) = gt &+ o &2+ ...

liefert aE)a (&) =t=ay + o+ b2+ o3+ ...

1
57 (e + anéSy + opf?S + ...
1.
+ 37 (SE+a,ESE+...
+ 1 (SE+...,
woraus man

1 1 1
%=t af+58=0, i+ S+ Si-0

und allgemein
z 1

L Ty En—y " vsz ) = 1,
A TG
abliest. Es gilt «,&= — S, und nimmt man als Induktionsvoraussetzung «,.&* = k.S fir

u=1...v, so erhdlt man
“v»+1£v+l =Ky ISE*-l

und daraus die Rekursionsformel

& kaoy
Sy 0, ky=1, n>1.
Eg(vﬂ)! » k=1, n>1
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Setzt man hier k, = B,/u!, so erhilt man

r B,
ZoiDimon Bl

und nach Multiplikation mit (n+1)!

ofn+1l
ﬂ.~v= b =17
,§0<V“'1)B 0 Bo

und dies gerade ist die Rekursionsformel fiir die Bernoullischen Zahlen. Es gilt By,.1 =0

fiir n > 1, wir erhalten somit

1 s »
a(§)=L—§S+ > konSE, k,,=B—
n=1

= (9.3)

Dass an dieser Stelle die Bernoullischen Zahlen auftreten, ist natiirlich, denn diese sind
ja die Koefizienten bei der Reihenentwicklung der Funktion f(x)
f@) = o ~1)1, af-Yz) =& —1

und aus 7.4 folgt unmittelbar
Syo1(£) =€t —1.

Fiir $(£) hat man ganz analoge Resultate: {5-1(tf) geniigt der Differentialgleichung
(7.2) wenn man S durch S ersetzt. Demzufolge ist

ﬂ“(5)=n§m,S” ! 9.4)
und pi&) =~ L3y + El Ly
Mit Satz 4.1 ergibt sich daraus
BlE) =n +%SE + ;,i k3 S". (9.5)

Ersetzt man in (9.5) § durch —§ so ergibt sich
B(—§&) = «l§), (9.6)
und durch Subtraktion von (9.3) von (9.5) erhélt man die’etwas seltsame Formel
BE) —afé) = S, 9.7)

die allerdings keinen invarianten Sinn auf der Gruppe_hat. Wir werden in III.11 darauf
zuriickkommen.
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Mit den Formeln (9.3) und (9.5) kann man das durch (9.1) gestellte Problem explizit
lésen, d. h. wenigstens cine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten »,(&,%) angeben. Eine
solche ist aber nicht einfach, da sich die hoheren Ableitungen von H nach (9.2) sehr rasch
komplizieren. Wir verzichten deshalb darauf, da wir im folgenden nur dem allgemeinen
Bau der Glieder x,, brauchen, den man wie folgt ersieht:

Die Ableitungen von (&) resp. (&) an der Stelle §=0 mit Differentialen &,...£, er-
geben sich aus (9.3) und (9.5) zu

a’(O) (Els 7]); —%S.Eﬂ?
ﬁ( ) El) &‘515;77

B
(n)( )(51, .. .,En:ﬂ)”:ﬂ(") (0) (‘517 .. -,fn, n)‘szﬁ‘Sf‘:. . 'Sflnﬂ

wo iiber alle Permutationen von 1...n summiert wird. Diese Ableitungen sind somit alles
Linearkombinationen von Lie-Produkten der Vektoren &,,...,&,, 7.
Die Ableitungen von x fiir £=0 werden aus (9.1) rekursiv bestimmdt.

"4(0) =&+,
= {&(2)(%,€) + B (#)(#,m) Jr-0 = &' (0)(%(0), ) - (0)((0), ),
= {o" (3)(%,%,&) T o' (%) (%, &) + 8" (/) (3,%, &) + B (2)(5, ) }=0.

Fiir %™(0) usw. treten also in den Ableitungen von « und g die Ableitungen »™(0), m <n,
als Differentiale auf. Man berechnet #(0)=[&,%] und nimmt als Induktionsvoraussetzung,
dass %"™(0), m <n, eine Linearkombination von Lie-Produkten sei. Dann folgt dies auch
fiir %!™(0). Wir haben somit:

Satz 9.1: Die Produktfunktion in kanonischen Koordinaten wird durch

n

® ¢
xtE, tn) = 2117! 1.(&,7)

gegeben, wo 1, (&, n)(n>1) eine Linearkombination von Lie-Produkten von & und 7 ist,
wenn |t&| und |ty| geniigend klein gewdihlt werden. Es ist:
(f 77) §+77; l2(5, 7]): [5: 77]’ ZS(E’ 77)5 '—}2[—[5: 77]’ E—_n]

Das Ergebnis von Satz 9.1 kann auch als

o0 4n~2

14
exp t§ exp tn = exp [#{ +n) + 17 22;!- L&, )] (9.7)

geschricben werden, was illustriert, wie sich das Produkt zwejer Geodédten verhalt.
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Wir geben noch eine in Satz 9.1 enthaltene Formel, welche direkt aus der Differenzier-
barkeit von x(t£,¢n) folgt und fiir alle &ty €log N, gilt:

w(t&,ty) = H(E +n) +|t|r(t, &,7) (9.8)
oder expi exp tn = exp (H(& +n) +|tlr ¢, E,n)), (9.9)

wo r(t,&,1n)—0 fir t—0.

Schliesslich brauchen wir noch die analoge Formel fiir den Kommutator Q(¢) zweier
Geoditen g(t) =exp t& und f(t) =exp t. Differenziert man die Identitit g(t)f(f) @) =f(¢) g(f)
zweimal in natiirlichen Koordinaten unter Verwendung von Satz 9.1 und den Ableitungs-
formeln fiir & und &%, so ergibt sich

Q) = exp ([&, 9] +|t|2r(t,&,7)). 9.11

10. Homomorphismen in Lie-Gruppen

Seien @ und @ zwei Lie-Gruppen und @ eine Abbildung von G in G. @ heisst ein Homo-
morphismus G—G wenn gilt:
1) @ ist ein Homomorphismus G—G beziiglich der algebraischen Strukturen von G
und G.
2) @ ist eine stetige Abbildung G—G.

Sarz 10.1: Ein Homomorphismus @ einer Lie-Gruppe G in eine Lie-Gruppe G ist

mindestens zweimal differenzierbar.

‘Beweis: Man wihlt U,< @ so, dass auf U, und ®(U,) kanonische Koordinaten definiert

sind. Sei ¢ die durch .
P(€) =log ® expé (10.1)

auf log U,< T, definierte Abbildung in log ®(U,)<T,. Wir zeigen, dass @ stetig linear ist.
@ ist trivialerweise stetig.
Die Homogenitét von ¢ folgt daraus, dass das Bild unter @ einer Geoditen von ¢
nach Satz 6.3 eine Geodite in G ist, so dass also
@(t&) =E Dexp t&=tf, E=qE)ET,
fir t£€log U,.
Schliesslich ist fiir #,ty, (& +n) €log U,

log @ (exp t£exp ty) =log(Qexp #&)(Pexp ty)
und Formel (9.8) ergibt fiir die linke Seite

log @ exp (H& +n) + |E]r(t,&,m)) = tp(& +y L&),
17 - 622906 Acta mathematica. 108. Imprimé le 28 décembre 1962
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und fiir die rechte Seite:

log (D expié) +log (Dexpin) + || 7(t, (&), o)) = tp(&) + tp(n) + |¢|F(t.@(&). @),
also:

tp(& T r(t,€.m)) = to(€) +igin) + |¢] 7t p(6) ¢ (),

woraus sich nach Division durch ¢ fiir {0 die Behauptung ergibt.

Die Linearitédt von ¢ besagt nun, dass in natiirlichen Koordinaten die Abbildung ®
in einer Umgebung von e beliebig oft differenzierbar ist. Sie ist es also dort in einer belie-
bigen Karte mindestens zweimal, und aus der Homomorphieeigenschaft folgt die Dif-

ferenzierbarkeit iiberhaupt.

SATz 10.2: Seien G und G zwei Lie-Gruppen und ®:G@—Q ein Homomorphismus. Dann
ist @ ein stetiger Homomorphismus der Lie-Algebra L von G in die Lie-Algebra L von G
beziiglich der Algebren Strukturen.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass @’ eine Abbildung L—L ist, d. h. dass @’ parallele
Felder in parallele Feldor iiberfiithrt. Man erhilt durch Differentiation nach p von

D(pg) = Opdyg
' (pg) A(p.9) = A(@p, D)’ (p),
und fiir ¢=p! nach (2.3) die Formel
'(p) =A(Dp)D' ()4~ (p)- (10.2)
Fiir ein invariantes Feld &(p) =A4(p), ergibt sich somit

O'(p)é(p) = A(Pp)D'(e) &0,

also wieder ein invariantes Feld.
@’ ist trivialerweise linear und stetig. Es bleibt noch zu zeigen, dass ¢’ das Lie-Produkt
erhilt. (10.2) ergibt
A (Op)®'(p) = D'(e) A~X(p),

und daraus erhilt man durch dussere Differentiation unter Beriicksichtigung von 6® =0:

SA-YDp) (@' (p)£,D(p)n) = D'(e) 64~ YD) (&),
und fiir p=e

8(e)(@'(e)€,D"(e)n = D’(e) S(e)(§m),

was also die Behauptung ergibt.
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Einem Gruppenhomomorphismus entspricht also ein Homomorphismus der zuge-
horigen Lie-Algebren. Man bemerkt iibrigens, dass ®’(e) gerade die durch (10.1) gegebene
Abbildung ¢ resp. deren lineare Fortsetzung ist, da ja ¢’ =¢ wegen der Linearitit von ¢
gilt. Man erhdlt somit

@'(e)& =log @ exp§,

oder ohne Einschrinkung des Definitionsbereiches:
‘exp '(e) £ = Dexpé. (10.3)

Zur Umkehrung des Satzes 10.2 fithren wir den Begriff des lokalen Homomorphismus
ein, fiir eine auf einer Umgebung U,= G definierte Abbildung @ mit Bildern in &, wenn @
auf U, die Homomorphismuseigenschaften hat. Damit gilt:

Sarz 10.3: Seien T, und Tz die Tangentialriume an die Einheiten der Lie-Gruppen G
resp. G. Ist ein stetiger Homomorphismus @ beziiglich der Algebrenstrukturen g: T,~T;
gegeben, so gibt es einen lokalen Homomorphismus ®:U,=G—>@, so dass ®'(e) =¢. Ist weiter

G einfach zusammenhingend, so gibt es einen Homomorphismus ®:G—@G, so dass ®'(e) =g.

Beweis: Es gibt eine Umgebung U,<= @G, so dass fiir &, €log U, die in Satz 9,1 gegebene
Reihenentwicklung von x(¢£,tr) sowohl als auch von #(tpé,fpn) fiic £=1 konvergiert. Dies
folgt aus der Stetigkeit von ¢. Wir betrachten die auf U, gegebene Abbildung

® = exp plog: U,~,

von welcher wir behaupten, dass sie der gesuchte lokale Homomorphismus ist. @ ist trivialer-
weise stetig. Es ist fiir £=logp, n=logg

(pg)= exp ¢ (gl nl, l(&, n)) —exp 2 %ln(tp& ¢n) = exp @& exp gn =0pdq
da ja der Bau der Glieder 7,(&,7) garantiert, dass ¢l,(£,1) =1,.(¢&,¢n). Das ist aber schon was
zu beweisen war.

Der Zusatz iiber einfach zusammenhingende Gruppen folgt aus einem allgemeinen
Satz iiber topologische Gruppen, welcher besagt, dass sich in diesem Fall jeder lokale
Homomorphismus global fortsetzen ldsst. (Man vergleiche etwa [10], Th. 63).

Ein lokaler Homomorphismus @ : G—@ heisst lokal eineindeutig resp. lokal topologisch,
wenn es eine Umgebung U, von ¢€@ gibt, so dass die Restriktion ®/U, eineindeutig resp.
topologisch auf ®(U,) ist. Im letzteren Fall wird natiirlich ®(U,) in der von & induzierten
Topologie betrachtet.
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Satz 10.4: Ein (lokaler) Homomorphismus ®:G—>@ ist dann und nur dann lokal ein-
eindeutig resp. lokal topologisch, wenn ®'(e) eine eineindeutige resp. topologische Abbildung
von T, auf ®'(e)(T,) ist.

Der Beweis folgt unmittelbar aus der oben beniitzten Tatsache, dass fiir logp aus
einer gewissen Umgebung von 0€ T, die Abbildung ®p=exp ®'(e) logp ist.

Man bemerkt hier wieder einen Unterschied gegeniiber einer endlichdimensionalen
Theorie: In einer solchen wiirde nidmlich aus der lokalen Eineindeutigkeit von @ folgen, dass
® lokal topologisch ist, da ja dann eine eineindeutige Abbildung ®’(e) automatisch topo-
logisch ist.

11. Die adjungierte Darstellung einer Lie-Gruppe

Einen stetigen Homomorphismus einer Lie-Gruppe & in die Automorphismengruppe
GL(F) eines Banachraumes F bezeichnet man als Darstellung von G in F, F heisst der
Darstellungsraum. Zu jeder Lie-Gruppe G ldsst sich in natiirlicher Weise eine Darstellung

mit 7T, als Darstellungsraum angeben:

Sarz 11.1: Ist 0,:g—>pgg~? der zu p gehorige innere Automorphismus G—G, und
bezeichnet man die durch
p—>ap(e)
gegebene Abbildung mit ad, so ist
ad: G@—GL(T,)
eine Darstellung von G in T,. ad heisst die adjungierte Darstellung von G.

Beweis: Es ist ad {p) EGL(T',). Das folgt aus den Satzen 10.2 und 10.4, da g, ein stetiger
Automorphismus von @ ist. Man sieht es aber auch durch explizite Berechnung von ad (p):

an(q) = A(pg, p)B(P.9),
woraus sich fiir g=e mit A(p,p~1)=A"(p) ergibt.
ad (p) = A~}(p) B(p). (1L.1)

Daraus ergibt sich auch die Stetigkeit von ad. Schliesslich ist ad ein Homomorphismus,
denn es ist 0,,=0,0,, also auch o,,=0,0%.
Nach (10.3) gilt zudem exp (ad (p)&) =g, exp &, also

exp (ad (p)§) = p exp £pt. (11.2)
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Aus der Homomorphie-Eigenschaft von ad folgt nun nach Satz 10.2, dass die Ableitung
ad(p) ein Homomorphismus T,—L(T,) ist, wenn die Tangentialriume an die G L(T',), wie
iiblich, mit L(7',) identifiziert werden. In Karten (¢(p) =) erhdlt man durch Differentiation
der Identitdt

a(x)ad (x)h = b(z)h,
die aus (11.1) folgt:
a'(z)(k,ad (z) b) +a(zx)ad’ (x)(k,h) = b'(x)(k,h),

was unter Verwendung von (3.1) und (4.2) ergibt
T(z)(k,b(z) k) +a(z)ad’ (z)(k,h) = —T(2)(k,b(z) k) = (z)(b(z)h, k).
Dag ldsst sich mit (4.1) und Satz 4.2 invariant schreiben als:
ad’ (p)€ = A°X(p) S(p)eB(P) = Sarmre ad (p), (11.3)

wenn, wie frither, S(p)sn=_8(p)(£,n), S=38(e) gesotzt wird.
Fiir p=e ergibt sich
ad’(e)é =8, (11.4)

Man beachte: Die Eigenschaft von ad’(e) ein Algebrenhomomorphismus 7',—>L(T,)
zu sein, ist gerade die Jacobische Identitdt fir S.

Betrachtet man die Abbildung ad lings einer Geoddten g(t), g(t) =A(g(t))&, so ergibt
sich fiir die Ableitung

ad (g(t)) = ad’ (g()) §(t) = 84 — Lo ad (g(8)) =S ad (g(t)).
Diese Differentialgleichung (ad (g(0)) =) ldsst sich sofort l6sen:

ad (g(t)) = e, & =4(0) (11.5)
oder mit g(t) =exp (t§)
ad (exp (££)) = €*%. (11.5%)

(Das ist iibrigens eine Formel die sich direkt aus 10.3 ergibt.)
Damit lésst sich nun die Formel (9.7) invariant schreiben. Es gilt:
B(exp&) — A (expf) = A (expé){ad (expé) —1)
B(exp&) — A (exp&) = A (expé)(e®e —1). (11.6)
Dass dies schon die gesuchte Ubertragung von (9.7) ist, ergibt sich daraus, dass fiir

kanonische Koordinaten nach (7.4) gilt: a=1(£)S;=¢% —: also Sy=a(£)(eS¢ —¢), so dass sich
(11.6) gerade als (9.7) schreibt, wenn man zu kanonischen Koordinaten iibergeht.
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12. Untergruppen von Lie-Gruppen

DEFINITION 12.1: Sei G eine Lie-Gruppe und G*< G. G* heisst differenzierbare Unter-
gruppe von G, wenn gilt:

1. G* ist Untergruppe von G (beziiglich der algebraischen Struktur).

2. G* ist Untermannigfaltigkeit von G.

Eine differenzierbare Untergruppe ist beziiglich der durch die Forderung 2) gegebenen
Topologie eine Lie-Gruppe: Es ist zu zeigen, dass die Abbildung (p,q)—>pg in G* differenzier-
bar ist. Seien x*, y*, z* resp. 7,7,z Koordinaten von p,¢,pg in G* resp. . Dann ist nach
Al aus I1.7 die Abbildung (z*,y5*)— (x,y) differenzierbar. Nach A.2 aus II.7 existiert
eine Projektion P, so dass aus der um pg in G definierten Parameterabbildung ¢:pg—>2
mit P, g=¢| U*, eine Parameterabbildung in & gegeben wird. Da aber P stetig linear ist,
ist auch diec Abbildung (x,y)— Pz differenzierbar. Schliesslich ist noch Pz—z* differenzier-
bar, wodurch die Abbildung (z*,*)—>2* in differenzierbare Schritte zerlegt ist.

Es existiert eine Umgebung U7 von e in G*, so dass j|U; topologisch ist. Dies ist
gerade die Aussage des Hilfssatzes aus IL.7. Deswegen braucht G* keineswegs lokal topo-
logisch eingebettet zu sein, wie das Standardbeispiel der Geraden mit irrationaler Steigung
im zweidimensionalen Torus zeigt.

Da j aber sicher stetig ist, lisst sich S 10.1 anwenden, was einen Teil der in Definition

12.1 aufgestellten Forderungen ersetzt. Das legt folgende Definition nahe:

DEFINITION 12.2: Sei G eine Lie-Gruppe und G¥*< Q. G* heisst Lie-Uniergruppe von
G, wenn gilt:

1. G* ist eine Lie-Gruppe.

2. Die Einbettung j:G*— G ist ein stetiger Homomorphismus und es exvistiert eine Um-

gebung U; von e in G*, so dass j| U7 topologisch ist.

Bemerkung: Satz 10.1 liefert fiir j nur (k—1)-malige Differenzierbarkeit (k>3). Um
hier nicht sténdig unwesentliche zusiitzliche Voraussetzungen machen zu miissen, sollen
im folgenden auf den Lie-Gruppen unbeschrinkt differenzierbare Atlanten angenommen

werden, solche existieren ja nach Satz 7.2. Dann ist auch j unbeschrinkt differenzierbar.

SaTz 12.1: Eine differenzierbare Untergruppe ist eine Lie- Untergruppe.

Eine Lie-Untergruppe ist dann und nur dann eine differenzierbare Untergruppe, wenn
j'(e) Ts ein topologisch direkter Summand von T, ist, wo T% und T, die Lie-Algebra von
G* resp. @ bedeuten.

Die erste Aussage ist schon bewiesen, denn es wurde oben gezeigt, dass eine differenzier-

bare Untergruppe eine Lie-Gruppe ist. Die zweite folgt aus den Sétzen 10.1 und 10.4 und
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den Isomorphieeigenschaften der Tangentialrdume in verschiedenen Punkten. Satz 12.1
zeigt, dass die Definition 12.2 im allgemeinen schwicher ist als 12.1, aber auch, dass die

beiden Definitionen schon im Falle eines Hilbertschen Parameterraumes zusammenfallen.

Sarz 12.2: Sei G* eine Lie-Untergruppe von G und T%, resp. T, die Lie-Algebra von
G*, resp. G. Dann ist §'(e) T =T, eine zu T?¥ topologisch isomorphe abgeschlossene Unter-

algebra von T,.

Beweis: Nach Satz 10.2 und Satz 10.4 ist es klar, dass 7', eine zu 7', algebraisch iso-
morphe Unteralgebra von 7', ist. Weiter ist aber fiir eine Umgebung der Oin 7', §'(e) nach
(10.3) durch

7'(e) =log j exp*

*
gegeben; da diese Abbildung nach Definition 12.2 auf log (U*) topologisch ist, ist §'(e)
somit itberhaupt eine topologische Abbildung, und j'(e) T', ist abgeschlossen.

Sarz 12.3: Sei G eine Lie-Gruppe, T, die Lie- Algebra von G und T; eine abgeschlossene
Unteralgebra von T,. Die von exp(T%) erzeugte Gruppe G* ldsst sich als zusammenhiingende

Lie-Gruppe iiber T% definieren, so dass G* eine Lie-Untergruppe von G wird.

Beweis: Sei g so gewihlt, dass fiir |£], |n| <e und ¢ =1 die in Satz 9.1 gegebene Potenz.-
reihe konvergiert. Sei weiter K, die offene Kugel um 0€ T, mit Radius g, K; =K, N T7,
U=exp(K,) und U*=exp(K}). Wir behaupten:

a) U* ist mit der von G induzierten Topologie und Gruppenoperation eine lokale
Gruppe, wenn das Produkt (p,q)—pq als definiert erklirt wird, falls pq€ U*. Assoziativitét
und Stetigkeit dieser Gruppenoperation sind trivial, ebenso die Existenz eines Einheits.
elementes und des Inversen, denn 0€K} und mit £€K; ist auch —£€K7. Es bleibt
noch zu zeigen, dass es zu p,g€U* Umgebungen V3, Vi in U* gibt, so dass (5,§)—>p7
definiert ist fiir pEVy, g€V, sobald (p,q)—>pg definiert ist. Letzteres ist der Fall fiir
pq€U*, also insbesonders pg€ U. Es gibt in @ Umgebungen V,, V, von p und g, so dass
VoVo<U. 8ei V3=V, nU, Vi=V,NU und $€V}, g€ Vi. Dann ist nach 9.1

1
log (-47) = ZEZn(f, 77)5 £=log 2%/ :]Og q9,

also log(p7) € T,, da l,(£,7) €TZ und T, abgeschlossen. Es ist aber auch log(57) € K,, somit
log (p7) € Ky, also pGe U™.
b) Wenn G* die von exp 77 erzeugte Gruppe ist, so wird G* von U* erzeugt, denn U*

erzeugt trivialerweise exp 7.
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Dank den Eigenschaften a) und b) ldsst sich G* zu einer Topologischen Gruppe machen.
Man erhilt ndmlich eine offene Umgebungsbasis fiir e €@*, wenn man dafiir alle Mengen
V* nimmt, fiir welche V*N* offen ist. Fiir die Einzelheiten sei z. B. auf [4] verwiesen.

G"* ist nun eine topologische Gruppe, und es ist klar, dass U* den im Satz 2.1 gefor-
derten Bedingungen geniigt. G* lisst sich also zu einer Lie-Gruppe machen, welche trivialer-
weise Lie-Untergruppe von @ ist.

Die Sitze 12.2 und 12.3 stellen eine eindeutige Beziehung zwischen zusammen-
hiéingenden Lie-Untergruppen und abgeschlossenen Unteralgebren dar. Wir sagen, dass 7,
(in Satz 12.2) die zu G* gehérige Unteralgebra ist, und dass G* in Satz (12.3) von T
erzeugt wird. 7, erzeugt offenbar die Zusammenhangskomponente der e von G*. Folgender

Satz ergibt sich als Korollar:

SATz 12.4: Die zu einer differenzierbaren Untergruppe G* von G gehérige Unteralgebra
T3 ist ein topologisch direkter Summand von T,. Ein topologisch direkter Summand T; von
T, erzeugt eine differenzierbare Untergruppe G* von G. '

Fiir die endlich dimensionalen Gruppen lasst sich ein Satz beweisen, wonach jede
abgeschlossene Untergruppe als Lie-Untergruppe definiert werden kann. Dies scheint hier
nicht méglich, oder zumindest nicht so einfach zu sein. Wir geben eine Analyse des Problems.

Sei also G* eine abgeschlossene Untergruppe von G. Wir betrachten die Menge X
aller Vektoren £€ 7., fiir welche exp&€G* gilt. Fiir cin £€X gibt es zwei Moglichkeiten:

a) Es gibt ein 7,0 <t <1, so dass v£€X, aber t§¢X fiir 0<t<r7.

b) Zu jedem 7,0<7v<1, so dass 1£€X, gibt es ein ¢, 0 <t <7, s0 dass t;§€X.

Sei Y die Menge der Vektoren £€ X mit der Eigenschaft a) und Z diejenige mit der
Eigenschaft b).

Z ist eine abgeschlossene Unteralgebra von 7T',. Beweis: Die Bedingung b) impliziert,
dass es zu £€Z eine Folge ¢,,n=1,2,...,t,,,<t,,0<t,<1, gibt, so dass ¢,£€Z, also exp
t,£€G*. Dann ist aber auch exp(t,—t,)&=exp t,&(expt,£)1€Q*, also (t,—t,)E€Z.
Daraus folgt, dass die Punkte exptf, welche in G* liegen, auf der Geodite expi& iiberall
dicht sind. Da aber G* abgeschlossen ist, folgt daraus t§€Z, — co <f < co.Mit £€Z ist also
tt€Z, und Z ist gerade die Menge derjenigen Vektoren &€7,, fiir welche exp(t£)€G*,
— oo << o0,

Sei nun &,7€Z. Dann ist
exp (t§) exp (tn) = exp (H§+§) +1rit)) €G”
(vgl. (9.8)). Sei 7 beliebig, und k(t, 7) = 7/t — (r/t mod 1). Dann ist
exp (k(t, 7) (#(& +n) + tr(t))) = exp (t/&+ )+ tr(t))*“P € G*.
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Da G* abgeschlossen ist, gilt das auch fiir den Limes {0, welcher wegen limk(¢, 1)t = ¢
existiert und gleich exp(t(&+%)) ist. Es ist somit ©(£+#)€Z fiir jedes 7, mit §,9€Z ist
also auch & +7n€Z.

Da mit exp (t£) und exp(ty) auch der Kommutator @) = exp(t3[&,n]+%r(t)) dieser
Kurven in @ liegt, (vgl. (9.11)) ldsst sich mit 2 =u und k(u,t) =7/u —(7/u mod 1) der genau
gleiche Schluss wiederholen, was zeigt, dass mit £,9€Z auch [£,7]€Z.

Z ist somit eine Unteralgebra von 7'.. Es bleibt noch zu zeigen, dass Z abgeschlossen
ist. Sei &,,n=1,2,... eine Folge in Z und lim¢&, =&. Dann ist diese Folge beschrinkt, und
es ldsst sich ein v wihlen, so dass t£,,2=1,2,.. und # fiir 0 <t <7 in derjenigen Umgebung
von 0€T, liegen, auf welcher exp topologisch ist. Da nun #£,—>#£ gilt auch exp ¢, exp #&,
und exptf€G*, da G* abgeschlossen. Das besagt aber gerade wieder, dass t£€Z und somit
£€Z. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Z erzeugt eine Lie-Untergruppe H*, welche offenbar in G5 der e-Komponente von G*
liegt. Um zu sehen, unter welchen Umstinden H* =Gy ist, betrachtet man die Menge Y.

Falls £€ Y, so gibt es offenbar einen ,,primitiven Vektor” # =(1/n)§, so dass die Geodéite
exptn die Untergruppe G* nur in den Punkten {=0, +1,+2... beriihrt. Dieser Fall ist
durchaus denkbar, er kann dann auch eintreten, wenn Gy =H”*, denn um Qi =H* zu
beweisen, braucht man nur zu wissen, dass gilt inf[&| =p>0,£€Y. In diesem Fall ist
ndmlich G5 N expK,=H*NexpK, (K, die offene Kugel mit Radius ¢ um 0€7,) eine
Umgebung von e sowohl in H* als auch in G, also H*=Gj. Diese Beschrinktheit lisst
sich im endlich dimensionalen Fall mit Hilfe der lokalen Kompaktheit beweisen. Zusam-

mengefasst ergibt sich

Satrz 12.5: Sei G* eine abgeschlossene Untergruppe der Lie-Gruppe G; Gi die Einheits-
komponente von G*; X die Menge aller £€T,, so dass expE€G*; Z die Menge aller E€T,, so
dass exp (t§) €, — co <t< oo. Dann ist Z eine abgeschlossene Unteralgebra von T.. Z
erzeugt Gy, wenn gilt inf |£] =0>0,£€X,E¢Z. In diesem Fall ist Q3 eine Lie-Untergruppe von G.

Ein Unterraum I einer Lie-Algebra L heisst ein Ideal, wenn mit §€J und n€L gilt
[£,m]€ 1. Ein Ideal ist immer zweiseitig, d. h. es ist dann auch [, £]€ 1.

SaTz 12.6: Sei N eine Lie-Untergruppe von G, welche Normalteiler ist. Dann ist die
zu N gehdrige Unieralgebra I ein abgeschlossenes Ideael in T, k

Sei I ein abgeschlossenes Ideal in T,, dann ist die von I erzeugte Lie-Untergruppe N
Normalteiler in @, wenn G zusammenhingend ist.

Beweis: Sei N Normalteiler in G,£€I,n€T,. Dann ist der Kommutator @(f)=exp
(t3[&,m] +#3r(t)) von exp(t&) und exp(fy) (vgl. 9.11) nach Voraussetzung fiir alle # in N.
Wiederholt man den Schluss, der zum Beweis von Satz 12.5 verwendet wurde, so findet
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man, dass dann auch exp (¢[&,%]) EN fiir alle 7. Somit [£,%] €I, was zu beweisen war, denn
I ist ja von vornherein eine abgeschlossene Unteralgebra von T,.

Anderseits zeigt die Formel (10.2) unmittelbar, dass eine Unteralgebra I dann einen
Normalteiler in N in G erzeugt, wenn I unter den Abbildungen ad(p), p€G invariant ist,
denn dann ist

exp(ad(p)&) =pexpépl€expl, pEG,
und N wird von exp I erzeugt. Diese Bedingung ist aber erfiillt, wenn I ein abgeschlossenes
Ideal ist, denn dann ist nach (11.5')

ad(exp&)n =e%nel, &e€T,nel,
und da G von exp T', erzeugt wird, sogar
ad(p)n€l, p€G, neEl.

Es ist iibrigens, in Ubereinstimmung mit dem ersten Teil des Satzes, leicht direkt
aus (11.4) zu sehen, dass die Invarianz einer Unteralgebra unter ad(p), p €G gerade mit

der Ideal-Eigenschaft dquivalent ist.

SaTz 12.7: Seien G und G zwei Lie-Gruppen und ®©:G—G ein Homomorphismus. Dann
ist die e-Komponente N, von Kern @ eine Lie-Untergruppe von G, welche von Kern @’(e)
erzeugt wird. N ist abgeschlossener Normalteiler.

Die é-Komponente des Bildes O(G)=G* ist genau dann eine Lie-Untergruppe, wenn
T% =’ (e) T, abgeschlossen ist in Ts.

Beweis: Kern ®’(e)=1 ist offenbar ein abgeschlossenes Ideal in 7'; erzeugt somit
nach Satz 12.7 einen Normalteiler N, in G. Sei £€1. Es ist dann nach (10.3) Pexpé=
a(®’(e)£)=é, und somit auch ®p=¢,pEN,, da N, von expl erzeugt wird, also N,<
Kern®. Anderseits wird die e-Komponente von Kern® durch U, N Kern® erzeugt, wo U,
eine Umgebung von e ist, so dass sowohl auf U, als auch auf ®U, kanonische Koordinaten
definiert sind. Sei dann p =exp£ € U,. Dann ist wiederum nach (10.3) P exp& =exp (®'(e)£) =
e, also ®'(€)§ =0, £€ I, was besagt, dass Ny und Kern @ in einer Umgebung der e zusammen-
fallen. Daraus ergibt sich die Behauptung. Sei weiter ®’(e) T',=T'% abgeschlossen und G*
die von T% erzeugte Untergruppe von (; dann ergibt sich die zweite Behauptung des

Satzes ganz analog zur ersten aus der Formel (10.3).

13. Faktorgruppen
Wahrend sich bis anhin alle Satze tiber Untergruppen fiir Lie-Untergruppen (Defini-

tion 12.2) formulieren liessen, scheint der wesentliche Satz iiber Faktorgruppen nur fiir

differenzierbare Untergruppen (Definition 12.1) zu gelten:
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Satz 13.1: Sei @ eine Lie-Gruppe und N eine differenzierbare Untergruppe, welche
abgeschlossener Normalteiler in @ ist.

Dann lisst sich G|N als Lie-Gruppe definieren mit T,|I als Lie- Algebra, (T,: Lie-Algebra
von G, I: das zu N gehirige Ideal, vergl. Satz 12.6).

Beweis: G|N ist eine topologische Gruppe, auf welche Satz 2.1 angewendet werden soll,
Sei p so gewdhlt, dass fiir |£|, || <, ¢=1 die in Satz 9.1 gegebene Reihe konvergiert, und
dass auf U, =exp K, (K,: Kugel mit Radius ¢ um 0€T,) kanonische Koordinaten definiert
sind. Mit @ resp. ¢ bezeichnen wir die Projektionen G—G/N resp. T,—~T,[I. ®(U,)=Us
resp. ¢(K,) =I?g sind dann offene Umgebungen von € in G/N resp. 6 in T,/I. Wir zeigen,
dass man durch die Zuordnung
p—>p—>logp =&,

wo p—>p die Wahl eines Repriisentanten von g€ U; in U, bedeutet, eine von dieser Wahl
unabhingige topologische Abbildung log:5—£ von U; auf K, erhilt. Ist nimlich p’ =pa,
a=expn€N ein weiter Reprasentant, so ergibt Satz 9.1 in der Form (9.8) angewendet

1
p' =exp £ exp 7= exp (E+n+zmln(§,7]))=exp (&+n%),n" €l

dal,(&n)€1,n=2,3,..., wegen der Idealeigenschaft. Es ist somit logp’ —logp=n"€l.
Um zu sehen, dass lo_g topologisch auf ist, betrachten wir die Zuordnung

E—>E—>exp & =p—>7,

wo E—& wiederum die Wahl eines Reprisentanten bedeutet, und zeigen, dass dadurch eine
von dieser Wahl unabhéngige Abbildung %:Eéﬁ von I?g in Uz ist. Ist &'=§&+n, nel
ein anderer Reprisentant von £ so folgt wiederum aus (9.8) exp &'(exp&)—1€N.

Weiter stellb man wiederum mit (9.8) unmittelbar fest, dass e—xf)@=j, IBQE:E =1,
die identischen Abbildungen sind.

Schliesslich folgt aus der Stetigkeit und Offenheit von @ und ¢ noch, dass sowohl
lo—g als auch &5 offen, somit topologisch sind.

Bis anhin wurde die Voraussetzung, dass I in T, einen topologisch direkten Sum-
manden D hat, nicht verwendet. Ohne diese Voraussetzung ldsst sich aber iiber die Dif-
ferenzierbarkeit der Abbildung

(€, ) = log (exp £ exp )
kaum etwas aussagen. Es existiert ein topologischer Isomorphismus w:7,/I—D. Damit

wird L
exp £=@ exp w(f).
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Bezeichnet man mit Q die Abbildung, die jedem 5 € U~ den Reprisentanten in exp D zu-
ordnet, so wird L
log p=g log Q ().
Damit erhélt man fiir die Produktfunktion
7, 7) =@ log Q® (exp w(§) exp w(7))
Dabei ist Q@ =expPlog, wo P die Projektion 7’,—D bedeutet. Dies ergibt
#(&, 7)) = pPr(w(&), o)),

was wegen der Linearitidt und Stetigkeit von ¢,P,w, die Differenzierbarkeit von % garan-
tiert.

Zugleich zeigt diese Formel, dass durch 7, in T,/I induzierte Lie-Produkt mit dem

von G/N induzierten iibereinstimmt, denn die Produktfunktionen in G und G/N unter-

scheiden sich nur durch Projektionen.

Bemerkung: Wenn in T, ein topologisch direkter Summand X gegeben ist, lassen sich
sog. kanonische Koordinaten 2. Art ganz wie im endlich dimensionalen Fall durch die
Abbildung

§—>(exp P¢)(exp Q)
definieren, wenn P und @ die entsprechenden Projektionen bedeuten. Mit diesem Hilfs-
mittel ldsst sich dann auch der Satz beweisen, dass der Faktorraum nach einer abgeschlos-
senen differenzierbaren Untergruppe eine Mannigfaltigkeit ist. Auf Einzelheiten gehen wir
hier nicht ein, da sich der klassische Beweis (vgl. z. B. [4]) ohne weiteres iibertragen lisst.

14. Vertauschbarkeit

Der folgende Satz ist eine unmittelbare Folge aus Satz 9.1.

SaTz 14.1: Notwendig und hinreichend dafiir, dass gilt
exp t& exp ty = exp ty exp t§, — oo <t < oo,
ist [E,m]=0.
Man beachte, dass dies kein Kriterium fiir die Vertauschbarkeit zweier beliebiger
Elemente p und ¢ ist, denn solche brauchen nicht von der Form expé& resp. exp# zu sein
{auch wenn die Gruppe zusammenhidngend ist) und zudem folgt aus exp & exp n=

expn expé nicht [£,9]=0.

Sarz 14.2: Ist G eine Abelsche Gruppe, so ist 8 =0. Ist anderseits G zusammenhingend
und 8=0, so st G abelsch. '
Dieser Satz ist ein Korollar aus Satz 14.1.
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Sarz 14.3: Seit Z das Zentrum der Lie-Gruppe G. Dann gilt:

1. Z=Kernad.
2. Z ist Lie-Untergruppe von G.
3. Die zu Z gehérige Lie- Algebra ist

{E|£€T,, S =0}.

Beweis: Es ist Z< Kernad, denn fiir ¢€Z folgt pg=gp, identisch in p€G, also 4(g) =

B(g) und somit nach 11.1 ad(g) =:. Anderseits folgt aus (11.5') fiir exp £€Kernad %=y,

also

S =0 und somit exp £=Z Da aber exp 7T, eine Umgebung von ¢ in G ist, folgt die erste

Behauptung. 2. und 3. folgen daraus nach Satz 12.7 und (11.4).

Lie-

Es ist zu beachten, dass ad (&) im Gegensatz zum endlich dimensionalen Fall keine
Untergruppe von GL (T,) zu sein braucht, da ad’(e)T,={h|h€L(T,), h=8;, E€T,}

nicht abgeschlossen zu sein braucht in L(7,). Hingegen zeigt Satz 14.3, dass die Darstel-

lung ad genau dann treu ist, wenn Z =e gilt.
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