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UBER DIE CLASSENANZAHL
DER ZU EINER NEGATIVEN DETERMINANTE D=—g GEHORIGEN
EIGENTLICH PRIMITIVEN QUADRATISCHEN FORMEN
| WO ¢ EINE PRIMZAHL VON DER FORM 4n+3 IST

VON

JACOB HACKS

in MUNCHEN.

Ist ¢ eine Primzahl von der Form 4# -+ 3, so ist die Classenanzahl
h der zu der Determinante D = —gq gehorigen eigentlich primitiven qua-
dratischen Formen gleich dem Uberschuss der Anzahl der zwischen o und

g liegenden quadratischen Reste von ¢ tiber die Anzahl der awischen o

und % liegenden quadratischen Nichtreste von ¢ (DiricHLET, Zahlentheorie,
3. Auflage, p. 265), oder was dasselbe ist, gleich dem Uberschuss der
Anzahl der wunter g liegenden quadratischen Reste von ¢ tber die An-

zahl der Jiber g liegenden quadratischen Reste von g. Bedeutet [x] die

grosste in einer Zahl x enthaltene ganze Zahl und setzt man
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so ist die Anzahl o’ der uber g liegenden quadratischen Reste von ¢

gleich & — 28, wie sich leicht aus folgendem Satze ergibt: Liegt der
kleinste positive Rest einer ganzen Zahl x nach dem Modul m unterhalb

%’ 80 ist [fn—m]—- 2[%] = 0, ist derselbe ig, 8o ist [;nf]——z[%] =1
(Gauss’ Werke, Band 2, p. 3). Die Anzahl p der unter g liegenden qua-

dratischen Reste von ¢ ist demnach gleich q—:—l-—— S 4 28. Hieraus
ergibt sich fir 2 = p — p’ der Ausdruck

+ 48.

(1) =1—

Einen andern Ausdruck fur h gewinnt man durch Anwendung eines in den
Acta mathematica, Bd. 10, p. 18, begriindeten Satzes, welcher lautet:

Eine Function y = f(z) modge mit wachsendem « von z = u bis
z = ' fortwahrend zunehmen, wo u und g’ ganze Zahlen bedeuten.
Ferner sei [f(p)]=v, [f(¢')]=+" und z= F(y) die aus y = f(x) durch
Umkehrung entstehende Function. Ist alsdann A diejenige Zahl, welche
angibt, wie viele unter den Functionswerten /(x4 1), f(u+ 2), ..., F(¢')
ganzzahlige Werte haben, so ist

2) £ ()] + E[F(s)] = — o + v + 1

Wendet man diese Gleichung auf § an, so kommt

—3

o

Vgl = q—l)(q—s)

~M-l

(3)

Es geht dies daraus hervor, dass hier die in (2) mit A bezeichnete Zahl

verschwindet, und dass [(q — U ] =1 : 3 ist. In ahnlicher Weise ergibt

sich
-—3

“ oy Vi -
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Setzt man die aus (3) und (4) fir S und & sich ergebenden Werte in
(1) ein, so wird
= 3

(s) =-9—’2'—’+2‘;‘,[\/%:J_4§[@,

Ohne Anwendung von Summenzeichen geschrieben lautet die Gleichung
q 20 [
g1 g \/ 3 7—59¢
N T e =

+o(la+ e+ V)

—a(V+ Wi+ YE])

© =2 (Ve v+ [VE |+
V-V

(7) h=1""— 231;:—3(_ 1)[\/5]

Da h als Classenanzahl stets positiv ist, so folgt aus (6) die Ungleichheit
- q — 3
) val—| V| + e —[2] + ..

g—3 7—59|_a9—3
+[ 7 QJ*[\/ 2 5]—5; .

Wir stellen jetzt fur Primzahlen von der Form 44 4 1 eine shnliche
Betrachtung an. Auch fur Primzahlen p von der Form 4% 4+ 1 hat der

! Herr Geh. Regierungs-Rat LipscHrTz hat mich vor lingerer Zeit auf diese Um-
formung aufmerksam gemacht.
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Uberschuss p — o' der Anzahl der unter Ié liegenden quadratischen Reste

fiber die Anzahl der dberpz— liegenden quadratischen Reste den Ausdruck
p——p'=P—2_—-5— 28 + 48,

wo in S und & statt ¢ tberall p zu setzen ist. Es gelten jetzt die
Gleichungen

p—1

S+ Tyl = L5,

!:1 e
S’+Z[‘/S£]=Q%l)-

Da fiar Primzahlen von der Form 4n + 1 die Differenz p — p’ ver-
schwindet, so ergibt sich

r—1

p;l+2§[\/ﬁg]—4§[@ =o,

und hieraus

() el - [VE| + e —[V/s2] +
VT

Diese Gleichung hat mit der Ungleichheit (8) eine grosse Ahnlichkeit.
Fasst man auf der linken Seite immer je zwei aufeinanderfolgende Glieder
in einen Term zusammen, so hat in (8) jeder Term durchschnittlich einen
Wert, welcher < 1 ist, wahrend in (9) jeder Term durchschnittlich den
Wert 1 hat.

Die Gleichung (9) behalt ihre Galtigkeit auch far solche Zahlen m,
welche aus lauter verschiedenen Primzahlen von der Form 4# 4 1 zu-
sammengesetzt sind. Der Beweis ist leicht zu fithren.

Der Ausdruck (7) far die Classenanzahl & kann weiter umgeformt
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werden mit Hilfe der im 10. Bande der Acta mathematica p. 19
aufgestellten Transformationsgleichung (3), welche unter Beibehaltung der
in der obigen Gleichung (2) angewandten Notation folgende Gestalt hat:

,‘, v

Z (s (s) + Z¥TE(s)] = — v¥(p) + v V()
+ Sﬂ(sl) + ¢(82) +...+ 50(8;).

Hier bezeichnet ¢(s) eine beliebige Function, ferner sind s,s,,...,s,
diejenigen ganzzahligen zwischen y 4+ 1 und g mit Einschluss beider
Grenzen liegenden Argumente, fiur welche die Function y — f(«) einen

ganzzahligen Wert erhalt, und es ist ¥(s) = ggp(s).

Setzt man in dieser Transformationsgleichung

p@If(eN = (— 17| y/%s

und bedenkt, dass die Zahl A verschwindet, so ergibt sich leicht

73 ¢—3 [252] ¢—3

Y|Vl E 3

2
Da g_—z-__3 = 2n eine gerade Zahl ist, so ist

2 1

%} (—1y=2123%(— 1

3

2

? (_‘ I)J =0,
also

=
w0

73 q—3 282
2 qﬁ T{T]

S |Vi [+ E e
Demnach erhilt die Classenanzahl % den Ausdruck

L EE
=T+2112("—I).
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Um fir § ecinen andern Ausdruck zu gewinnen, stellen wir fol-
gende Reihen von Gleichungen auf:

2.1*
2-12':[ q ]Q"‘rn

.............

Durch Addition dieser Gleichungen erhalt man

g-—-1 g—1

2 2
221:32 = S'q + Zl:r,.

Nach einer bekannten Formel ist

q—1

&
a_ 9@ —1
21:8 - 24

Bezeichnet man die Summe der Reste (modg) mit R, die Summe der
Nichtreste mit R’, so ist 27, = R oder = R', je nachdem ¢ von der
Form 8n 4 7 oder von der Formm 8n -4 3 ist. Ks folgt dies aus dem
Umstande, dass die Zahl 2 quadratischer Rest ist von den Primzahlen
g = 8n + 7, quadratischer Nichtrest von den Primzahlen ¢ = 8n 4 3.
Es sei nun zunichst die Primzahl ¢ von der Form 8xn 4 7, so ergibt sich

In ganz derselben Weise findet man (s. Acta mathematica, Bd. 10,
p- 45)
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Setzt man diese Werte in die Gleichung (1) ein, so kommt

=11 2K
2 g

?
oder mit Beriicksichtigung der Relation

I__Q(q_l)
R+R =t

(10) h=RI——R.
q

Ist ¢ eine Primzahl von der Form 8n + 3, so findet man

12 q
S=f;‘—%,
— R 2R
heise 47+2q
S
oder
(11) =32

Die Gleichungen (10) und (11) lassen sich vereinigen in die Formel

(12) h=[2—<§>]R’;R,

wo (g) das Legendre’sche Zeichen ist, (DiricHLET, Zahlentheorie, p. 263).

Aus (12) geht hervor, dass die Summe der Nichtreste grosser ist, als die
Summe der Reste (cf. Bouniakowsky, Démonstration de quelques proposi-
tions relatives & la fonction numérigue E(z), Bulletin de 1’Académie
de St. Pétersbourg, tome 28, p. 425).

Zwischen den Zahlen p und p’ einerseits und den Summen R und
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R’ andererseits finden sehr einfache Beziehungen statt. Ist namlich ¢
eine Primzahl von der Form 8n 4 7, so ist

S’ — 2S = R;,
q
und da auch
S —28=p
ist, so findet man
R =qp

und vermdge der Relation

R = qgp.
Ist ¢ von der Form 8z 4 3, so findet man auf die namliche Weise
2R'— R = qp,
2R — R =qp’.




