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J]BER DIE CLASSENANZAHL 

DER ZU EINER NEGATIVEN DETERMINANTE D=--q GEHORIGEN 

EIGENTLICH PRIMITIVEN OUADRATISCHEN FORMEN 

WO q EINE PRIMZAHL VON DER FORM 4n+3 IST 

VON 

JACOB HACKS 
i n  M U N C H E N .  

Ist q eine Primzahl v o n d e r  Form 4n + 3, so ist die Classenanzahl 
h der zu der Determinante D ~ - - q  gehsrigen eigentlich primitiven qua- 
dratischen Formen gleich dem Uberschuss der Anzahl der zwischen o und 

g liegenden quadratischen Reste yon q tiber die Anzahl der zwischen o 
2 

und q- liegenden quadratischen Nichtreste von q (DIRICHLET, Zahlentheorie, 
2 

3. Aufiage, p. 265) , oder was dasselbe ist, gleich dem Uberschuss der 

q liegenden quadratischen Reste von q fiber die An- Anzahl der unter 

zahl der iiber q- liegenden quadratischen Reste yon q. Bedeutet [ x ]  die 2 
grSsste in einer Zahl x enthaltene ganze Zahl und setzt man 

q--1 
~=-T 

s = y "  
L q J  

q--1 

a=l L ] J  

Acta maaiemattca.  14. Impr lm~ le 20 j&nvier 1891. 41 
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q liegenden quadratischen Reste yon q so ist die Anzahl p' der t~ber 

gleich 8 ' - - 2 S ,  wie sich leicht aus folgendem Satze ergibt:  Liegt der 
kleinste positive Rest einer ganzen Zahl x nach dem Modul m uriterhalb 

2 '  so ist 2 o, ist derselbe > m  -~-2 ' so ist - - 2  = I 

q liegenden qua- (Gauss '  W e r k e ,  Band 2, p. 3)- Die Anzahl p der unter 

dratisehen Reste von q ist demnach gleich q -  x S ' +  28. Hieraus 
2 

ergibt sich ft~r h = p -  p' der Ausdruek 

(~) h q - -  x 8' = 2 + 48.  
2 

Einen andern Ausdruck far  h gewinnt man durch Anwendung eines in den 
A c t a  m a t h e m a t i c a ,  Bd. Io, p. i8,  begrtindeten Satzes, welcher lautet :  

Eine Function y = f ( x )  m0ge mit  wachscndem x yon x =~u bis 
x = #'  fortwahrcnd zunehmen, wo /~ und p' ganze Zahlen bedeuten. 
Ferner  sei I f(p)]  ~- v ,  I f (# ' ) ]  = v' und x ---- F(y) die aus y = f ( z )  dutch 
Umkehrung  entstehende Function. I s t  alsdann )t diejenige Zahl, welche 
angibt, wie viele unter den Functionswerten f(lu + x) , f (#  + 2), . . . ,  f(/u') 
ganzzahlige Werte  haben, so ist 

�9 D' ~' 

Z Ef(s)] + ~ [ F ( s ) ]  = - - ~  + ~'v' 4- 2. 

Wendet  man diese Gleichung auf  8 an, so kommt 

q - - 8  

4 

(3) s + = ( q -  3) 

Es geht dies daraus hervor, dass hier die in (2) mit  2 bezeichnete Zahl 

verschwindet, und dass [.(q4q0'-] = q--3 i s t ' 4  In ahnlicher Weise ergibt 

sich 
q - - 3  

1 
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Setzt man die aus (3) und (4) f~ir S und S' sich ergebenden Werte in 
(i)  ein, so wird 

q--8 q ~ 3  

= 2 + 2  - - 4  �9 

Ohne Anwendung yon Summenzeiehen geschrieben lautet die Gleiehung 

2 + 2  + + . . . +  

+ ~([r + [v'~] + 

oder 

(6 )  h q - I  

--4([v'~] + [~/~] + + 

q--8  

(7) h q - - I -  E = 2 ( - - , ) ,  . 
2 1 

Da h als Classenanzahl stets positiv ist, so folgt aus (6)d ie  Ungleichheit  

(8 )  

Wir stellen jetzt fiir Primzahlen v o n d e r  Form 4n + i eine ~hnliche 
Betrachtung an. Auch filr Primzahlen p yon der Form 4n + I hat der 

t Herr Geh, Regierungs-Rat LIPs~rrz hat reich vor |gngerer Zeit auf diese Um 
formung aufmerksam gemaeht. 
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L~berschuss p - - p '  der Anzahl der u n t e r  ~ liegenden quadratischen Reste 
2 

aber die Anzahl der aber  12_ liegenden quadratischen Reste den Ausdruck 
2 

p - -  p " - p -  z 2 S ' q - 4 S ,  
2 

wo in S und S' statt q tiberall p zu setzen ist. 
Gleichungen 

p--1  
4 

s + 2:  = (p - 

Es gelten jetzt die 

p--1  

1 4 

Da ~ r  Primzahlen von der Form 4n-4 - I  die Differenz p - - p '  ver- 
schwindet, so ergibt sich 

und hieraus 

(9) 

p - - I  
2 

p - 1  p - 1  

1 

Diese Gleichung hat mit der Ungleichheit (8) eine grosse ~thnlichkeit. 
Fasst man auf der linken Seite immer je zwei aufeinanderfolgende Glieder 
in einen Term zusammen, so hat in (8)jeder q:erm durchschnittlich einen 
Wert, welcher < i  ist, wahrend in (9)jeder Term durchschnittlich den 
Wert I hat. 

Die Gleichung (9) behalt ihre Gilltigkeit auch far solche Zahlen m, 
welche aus lauter verschiedenen Primzahlen v o n d e r  Form 4n-]- i zu- 
sammengesetzt sind. Der Beweis ist leicht zu fiihren. 

Der Ausdruck (7) fiir die Classenanzahl h kann weiter umgeformt 
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werden mit Hillfe der im IO. Bande der A c t a  m a t h e m a t i c a  p. 19 
aufgestellten Transformationsgleichung (3), welche unter Beibehaltung der 
in der obigen Gleichung (2) angewandten Notation folgende Gestalt hat: 

pt '  v t 

X[f(s)]~(s) + X ~v[F(8)] = _~q@) + ~,e(#.) 
/~+1 v+l 

+ ~(8,) + e(s,) + . . .  + ~(8~) 

Hier bezeichnet 9~(s) eine beliebige Function, ferner sind sl, s 2 , . . . ,  s~ 
diejenigen ganzzahligen zwischen /~ + I und p' mit Einschluss beider 
Grenzen liegenden Argumente, far welche die Function y----f(x) einen 

ganzzahligen Wert erhMt, und es ist qf(s) = ~ (s). 1 
Setzt man in dieser Transformationsgleichung 

und bedenkt, dass die Zahl 2 verschwindet, so ergibt sich leicht 

+---~ ~ IE1 ~-~ 
( - -  I) '  -}- ~ ( - -  i ) ' = q - - 3 ~ ( - -  i )  *. 

1 1 1 2 1 

Da q ~ 3  
2 

also 

= 2n eine gerade Zahl ist, so ist 

q - - 3  

X ( - , ) s  = o, 

( - -  I) s 71- ( - -  I ) S =  O. 
1 1 1 

Demnach erh~ilt die Classenanzahl h den Ausdruck 

~-~ r~ l  
2 L q J  

h q - -x  - -  +:zz(--,) . .  
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Um far S' einen andern Ausdruck zu gewinnen, stellen wir fol- 
gende Reihen yon Gleichungen auf: 

2.  i2 ~ [ 2 " I ' ]  
L q j q + r ~ ,  

2 . 2  2 ~____[ 2 " 2 2 ]  . ~ - j  q + r2' 

2 . q q + rq_~. 
-V 

Durch Addition dieser Gleichungen erhalt man 

q-- I  q--1 - v  --v 

2:us  2 = 8'q + ~ r , .  
1 

:Nach einer bekannten Formel ist 

q-- I  

:Us' - -  q (q ' - -  ~) 1 24 

Bezeichnet man die Summe der Reste (rood q ) m i t  R, die Summe der 
Nichtreste mit R', so ist :ur,----R odcr - - R ' ,  je nachdem q von der 
Form 8 n +  7 oder von der Form 8 n +  3 ist. Es folgt dies aus dem 
Umstande, dass die Zahl 2 quadratischer Rest ist von den Primzahlen 
q = 8n + 7, quadratischer Nichtrest von den Primzahlen q = 8n + 3. 
Es sei nun zunachst die Primzahl q yon der Form 8n + 7, so ergibt sich 

- - - - ,  
i2 q 

In ganz derselben Weise findet man (s. Ac ta  m a t h e m a t i c a ,  Bd. Io, 

P' 45) 
S=q ' - - t  R 

24 q 
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Setzt man diese Werte in die Gleichung (i) ein, so kommt 

h = q - - z  2R 
2 q 

oder mit Bertieksiehtigung der Relation 

R + R ' = - -  
q ( q -  I) 

2 

R I ~ R 
( x o )  h = - -  

Ist q eine Primzahl vonder  Form 8n + 3, so findet man 

S' ----- q 2 - x  R' 
7 I2  q 

q 2  I R 
8----- 

24 q 

h q - -  ~ 4 R  + 2R" 
= 2 q -q 

~ - -  I 

2 

oder 

( i  I) h = 3 
R t ~ R 

Die Gleichungen ( IO)  und ( i  I )  lassen sich vereinigen in die Formel 

[ ( )x2_ h =  2 ~ ,  q 

wo (~) das Legendre'sche Zeichen ist, (DIRICItLET, Zahlentheorie, p. 263). 

Aus (12) geht hervor, dass die Summe der Nichtreste grSsser ist, als die 
Summe der Reste (el. BOUNIAKOWSKY, Dgmonstration de quelques proposi- 
tions relatives ~t la fonction num~rique E(x),  B u l l e t i n  de l 'Acad6mie  
de St. P6 tersbourg ,  tome 28, p. 425). 

Zwischen den Zahlen p und p' einerseits und den Summen R und 
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R' andererseits finden sehr einfaehe Beziehungen statt. Ist nltmlich q 

eine Primzahl yon der Form 8n-{- 7, so ist 

und da aueh 

ist, so finder man 

und vermSge der Relation 

R 
S ' - - = S =  --,  

q 

R =  qp' 

/ t  + R' - q(q - ' ) =  q(p + p'), 
2 

R' ---- qp. 

Ist q v o n d e r  Form 8n q- 3, so findet man auf die namliche Weise 

2 R ' - - -  R ----- qp,  

2R - - R ' = q p ' .  


