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L
Dans deux travaux précédents’ nous avons étudié un systéme d'équations
différentielles
- .
(1) x’"“ﬁz%i(yl,...yn; x) t=1,...n),

ot k est un entier > 0 et les seconds membres sont régulidres pour o < |z|< 7,
fy:l < (¢=1,...7n) et s’annulent pour x =0, 4, =0, ... y»=0. Posant

Biy, - Yns @) = Dy, 0, @) yF ...y G=1,...n)

n

on suppose que les coefficients a;, 4, ...q,(x) sont asymptotes & des séries de

puissances de x sur la surface de Riemann de log x ou dans un secteur de

sommet x =o0. Désignons les termes dans B; du premier degré en y,, ... y» par

> ai (2) 95
=1

et posons
aj(x) ~ ag + aPx + -

1. 8ur l'étude analytique des solutions d'un systéme d'équations différentielles dans le voisinage
d’'un point singulier d'indétermination. Acta math.,, t. 73, p. 87—129 et t. 74, p. 1—64. En
renvoyant dans la suite & ces travaux nous les désignons par (I), (II).
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Dans le travail présent nous supposons que les racines s, ... s, de l'équation

caractéristique ]
'a,j—861j|=0 (i,j—:l,...n)

sont =+ o0, et nous nous proposons de compléter sur un certain point les études
précédentes dans le cas ol il y a entre s, ... s, des relations de la forme

Si=k131+ e +kn8ﬂ1

ol %, ...k, sont des entiers = o dont la somme est = 2.

Nous commencgons par un résumé court des résultats principanx que nous
avons obtenus dans (I), (II) et dont nous aurons besoin dans la suite. Par des
transformations simples on peut ramener le systéme (1) & la forme normale
suivante

ady; n
x"“——d?; =a;(x) + filx)ys + @iy + 1) + :Jc"“Za,-j (x)y; +
J=1

(2)

+ Bilyyy -+ - Yy @)
(t=1,...mn),

ot fi{x) sont des fonctions entidres et rationnelles de degré ¥ — 1 au plus et &
est égal & 0 ou 1 de maniére que le systéme linéaire

(3) xk+l% =fz(96') Yy + ak (‘l’z‘?/z' + Siyz'-l) (Z =1,...n)

se décompose en un certain nombre de systémes partiels de la forme

i1 @ .
le_d% = flx)y, + raty,

x"“-%%=f(m)yi+x"(ry,-+y,~_1) (t=2,...m),
les m — 1 derniéres équations pouvant aussi manquer. Pour les nombres 7;
correspondant & une méme fonetion f;(x) on peut supposer qu'aucune des
différences r; — 7y n'est égale & un entier ==0. Les séries B; commencent par
des termes de degré = 2 par rapport & y, ... yn.
Nous prenons le systéme différentielle sous la forme (2). Désignons par
@« (@=0, t 1, * 2, ...) les arguments différents des nombres s,, ... s, et ces
arguments augmentés de multiples de 2 et supposons les rangés de maniére
que @; < @qa+1. Nous considérons les secteurs
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Xatl(-—y—t + tpa) <¢<I—(7—t + an+1)
k 2 k\2
de sommet x =0, ¢ étant Uargument de . Une au moins des expressions
les"rkl G=1,...n)

1 7 (s .
a la valeur 1 pour ¢ = 7 \ e * 5] Par des approximations successives nous

avons démontré le résultat suivant.
A chaque secteur X, correspond une solution et une seule du systéme (2) asymp-
tote dans X, a des séries de puissances qui satisfont formellement aw systéme (2).

L'angle d'un secteur X, est >;C_r et = %Z—K Soit maintenant X un secteur

dont I'angle est < 75 et dont les arguments limites sont =+ - (% h ,) (e =0,

t 1, +2,...). Il peut arriver que certaines des expressions

"

P (i=1,...n)

tendent vers o quand x tend vers o dans une direction quelconque appartenant

a X. Supposons que ceci a lieu pour ¢ =1,...p. Nous avons démontré lexss-
tence d'une solution wnique du systéme (2) telle que y,, ... yp prennent des valewrs
données pour un point z, de X et y,, ... yn sotent asymptotes dans X aux séries

de puissances qui satisfont formellement au systéme (2).

Nous avons fait une application des résultats précédents i 1'étude d'un systéme
linéaire et homogéne que l'on peut prendre sous la forme normale correspon-
dant & (2)

12y
(4) ?/ = flx)y: + 2(riy: + yi—) + 2FH1 ng

(t=1,...2),

a;j{x) étant asymptOtes 4 des séries de puissances. Nous désignons par ¢* des
arguments définis de la maniére suivante. On pose, si fi{x) & f;(x)

Silw) — fi() = 2" sy + ), 85+ 0

et on considére les expressions

| esij x‘kij l
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Un argument @* satisfait & la condition que l'une au moins de ces expressions
ait la valeur 1 pour ¢ = ¢". Nous considérons des secteurs X définis de la

N . ] T LN 7T
maniere suivante: partant d'un secteur ¢, < ¢ < ¢, + %’ 0 @0 Po + 7 sont

différents des arguments @*, on augmente ce secteur dans les deux directions sans
que l'on rencontre un argument ¢*. Maintenant on a le théoréme suivant dé-
montré dans (IT).

A chaque secteur X correspond une substitution linéaire et homogéne de déter-
minant égal @ 1 pour x = o par laguelle le systéme (4) se transforme au systéme
(3) correspondant. Les coefficients de cette substitution sont asymptotes dans X
des séries de puissances de xz. Ces séries asymplotiques somt indépendantes des

secteurs X.
Pour la validité de ce théoréme on n’a pas besoin de supposer que tous les
nombres s;,...s, sont + 0. Le théoréme est dune importance fondamental

pour l'étude d'un systéme (2).

Considérons d’abord le cas ol [lorigine est situé o Uextérieur du polygone
convexe enveloppant s, ...ss. Il y a alors des directions dans lesquelles toutes les
fonctions

— gk
sz

e (t=1,...7)

tendent vers o pour z—o0. Soit ¢’ < ¢ < ¢” un secteur dont toutes les direc-
tions ont cette propriété.
Il peut arriver qu'il existe des relations

Si=k181 + IR ann,

ou k%, ...k, sont des entiers = o dont la somme est = 2. Dans le cas con-
sidéré ces relations sont nécessairement en nombre fini. En écrivant les variables

Y1 ... Yn dans un ordre convenable on peut supposer qu'elles ont la forme
(5) si=kysg+ -+ ki—18i—1.

Considérons les systémes d’entiers «;,...a. positifs ou nuls tels que
o; + -+ + an = 2. Prenons un nombre N suffisamment grand. 8i e, + -+ ¢, > N

chacune des fonctions

e (ensy+ - e +“n“n_si)x—k (’L =1,... n)

tendra vers o quand z tend vers o dans certaines directions appartenant au
PP

secteur @' < ¢ < ¢”. La méme chose peut avour lieu pour certains systémes de
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nombres ay, ... a, dont la somme est =< N. Désignons par 8, ... fx l'un quel-
conque des autres systémes de nombres dont la somme est = N, le systéme
8y, ... B, étant différent des systémes de nombres %;, ... ki, 0, ... O entrant
dans les relations (5). A chaque systéme B, ... 8. correspondent des nombres
ig de maniére que
e Busite - +py sn—siﬁ) z—k

tende vers « dans chaque direction appartenant au secteur ¢’ < p < ¢”. Soit
ensuite %k, ... ki— un systdme de nombres entrant dans les relations (5), con-

sidérons le cas ou la fonction
Pla) =k (ra* + fi@) + - + ki1 (rima® + fia@) = (i + fil@)
n'est pas identiquement nulle et posons
Plx)=cyx* + -+ + ewa® ¥, cr+o.

Si # > o il peut arriver que la fonction

e—ck'x“k'
tend vers « dans chaque direction appartenant au secteur ¢’ < ¢ < ¢”. Dans
ce cas nous désignons &, ... ki—1 par x, ... %—1.

Au systéme linéaire (4) que l'on obtient en ne retenant dans les seconds
membres de (2) que les termes du premier degré en v,, ... ya correspondent des
arguments @*. Nous considérons des secteurs X définis de la maniére suivante.
v

7 qui contient le secteur q)' Sp= (p”, Po

Partons d'un secteur g, < ¢ < ¢, +

et @, -f—;{ étant différents des arguments ¢" et des arguments pour lesquels une

des fonctions

2k .
|es’x I (f=1,...m)

ou
l e(ﬁlsl""' st Ba sn—sz‘()x_kl
ou
e
correspondant 4 x,,...%—1 a la valeur 1. On voit facilement que ce secteur

fait partie d'un secteur X, défini 4 la page 111. On aura un secteur X en aug-
8
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kid
k

2 n
contre un des arguments que nous venons de défendre pour ¢, ¢, + 7 °u les

mentart le secteur ¢, < @ < ¢, + ;- dans les deux directions sans que l'on ren-

7 7
k E

Maintenant on a le théoréme suivant démontré dans (I), (II).

A tout sectewr X correspondent des solutions du systéme (2) définies par des

arguments ¢’ — = ¢ +

séries
(6) yi=Bilty, ... ta; 2) (e=1,...n)
procédant suivant les puissances de certaines expressions by, ... tn; 9y =10, ... yn=1n

est la solution’ générale du systéme (3) correspondant aw systéme linéaire que U'on
obtient en ne retenant dans les seconds membres de (2) que les termes du premier
degré en y,, .. 7 yo. Les coefficients des séries (6) sont des fonctions déterminées de
2. Dans le cas ou il 'y a aucune relation de la forme (5) ces coefficients sont
asymptotes dans X & des séries de puissances. Dans ce cas les séries (6) convergent
pour des valewrs de x, b, ...t telles que |z| <7, || <|z|?¥ (G=1,...n),
appartenant & X; dans le cas ou tous les nombres & sont o on peut prendre ¢ =0,
dans les autres cas on peut prendre 8 entre o et 1. Dans le cas od 2l y a des
relations (5) les séries asymptotiques pour les coefficients des séries (6) peuvent ccn-
tenir des puissances mégatives et des logaritmes. Dans ce cas les séries (6) con-
vergent powr des valeurs de x, ty, . .. ty telles que |x| < 7, |t:| < |z|t7 (=1, ... n),
x appartenant & X; dici w est un nombre <k + 1.

On peut dire aussi que les équations (6) définissent une substitution par
laquelle le systéme (2) se transforme au systéme (3) correspondant & (2).

Considérons ensuite le cas ou lorigine est situé a Uintérieur ou sur la limite
du polygone convexe enveloppant s, ...sn. 1l existe toujours des séries (6) satis-
faisant formellement au systéme (2), mais en général elles n’ont pas un domaine
de convergence. Mais on peut obtenir des séries convergentes en rempla-
cant certaines des expressions #,...%¢ par o. On peut prendre un secteur

¢ = ¢ = ¢” dans lequel certaines des fonctions

g2k .
e it (t=1,...n)
soit celles qui correspondent & ¢= ", ... p, tendent vers o, et on peut supposer
que les fonctions correspondant a4 ¢=p + 1,...7n tendent vers « dans chaque

direction appartenant i ce secteur. Maintenant on peut définir des secteurs X



Sur I'étude analytique des solutions d'un systéme d’équations différentielles. 115

de la méme maniére que précédamment en définissant les arguments exception-
nels autres que ¢* & l'aide des nombres s, ... s, seuls. A un tel secteur cor-
respondent des solutions du systéme (2) représentées par des séries que l'on
obtient des séries (6) en remplagant 541, ... % par 0. Ces séries convergent
pour des valeurs de x, %, ...%, telles que |z| <7 || <|z|*# (t=1,...p)
x appartenant & X. Ce résultat est valable aussi quand certains des nombres

Sp+1, - .- Sn sont nuls, sous la condition qu'il existe une solution du systéme (2)
asymptote dans X & des séries de puissances.!

II.

Dans le cas ol il y a des relations (5) les coefficients des séries (6) ne sont
pas- en général asymptdtes & des séries de puissances de x. Mais on peut ob-
tenir des séries procédant suivant les puissances de certaines expressions 7,, ... 7
de telle maniére que les coefficients soient asymptdtes & des séries de puis-
sances. Nous allons le montrer dans le cas ol lorigine est situé & 'extérieur du
polygone convexe enveloppant s, ... s '

Considérons un secteur X défini & la page 113, il fait partie d'un secteur
X. défini & la page 111. Soit y;=wi(x) (¢=1,... %) la solution unique du
systéme (2) asymptbte dans X, aux séries de puissances qui satisfont formelle-
ment au systéme 2. En posant dans (2) yi=wi(x) + 9. (=1,...n) on aura
pour 7, ... n, un systéme ‘de la forme (2) dont les seconds membres s'annulent
identiquement pour 7, =o0, ... 7, = 0; ces seconds membres sont des séries de
puissances de %, ...7, dont les coefficients sont asymptdtes dans X, & des
séries de puissances. Conformément au résultat énoncé p. 112 pour un systéme
d’équations différentielles linéaires on fait ensuite une substitution.

= Zbij(x)zj (e=1,...0)
i

correspondant au secteur X de maniére que le systéme pour 2z, ...z, soit de
la forme

dz .
() x"“-d—; =fil@)z; + a¥(rizs + qizica) + Piley ... 20y ) (G=1,...n0),

! Pour la discussion de l'existence d'une telle solution voir (II), p. 8—23; & cet endroit nous
n'avons démontré Vexistence de la solution que sous certaines conditions supplémentaires concer-
nant le secteur X, mais par une modification du raisonnement employé on peut démontrer que la
solution existe dans tout cas, sous la seule snpposition qu'il existe des séries de puissances qui
satisfont formellement au systéme (2).
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N 3y
ou l'on a
Biley, ... 2n; @) Za,,q, x)eh ... 2on G=1,...n),
ot - e, =2

les coefficients a4, ... q, (%) étant asymptotes dans X 3 des séries de puissances

indépendantes de X.

Nous définissons les expressions z,, ... %, par la solution générale d'un cer-
tain systéme
412 .
(8) ak* dq't_f;( )Ti+ac"(1',-'r¢+e,"r;_1)+ Gi(x,';i,.,.'c,»_l) (Z=I,...”),

ou G est identiquement nul et G;, ¢ > 1, sont des fonctions entiéres et ration-

nelles
(9) (11? . 71"1) - 2!]: by, . ‘z—t )TL s sz—:l’
ki, ... ki—; étant les entiers qui figurent dans les relations (5). Nous allons

montrer qu'on peut déterminer des fonctions entiéres et rationnelles g; 1, ... x;_, (#)
de maniére que le systéme (7) soit satisfait par des séries

(10) Zi='5z'+Zqii,a,,,,_an(m)z;"‘...'z;’;n (t=1,...m),

ot e, =22

Ol @i a,. .a,(®) sont des fonctions asymptotes dans X & des séries de puissances.

Nous énongons d'abord quelques résultats pour une équation différentielle
linéaire dont nous aurons besoin et que 'on démontre sans peine. Considérons
I'équation différentielle

(11) s
ot P(x) est de la forme

Z (rjxk + f; @) — (2% + fil@)

et F(x) est une fonction asymptdte dans X & une série de puissances; a,, ... an
sont des entiers =0 dont la somme est = 2. Nous supposons en premier lieu
que a;, ... o, n'est pas un systéme de nombres &y, ... &i—1,0,...0. Siegy, ... o
n'est pas un systéme de nombres g, ... B (voir p. 113) oun §'il est un systéme
de nombres B, ...8, et 7 n’est pas un nombre 7g correspondant 1'équation (11)
aura une seule intégrale asymptoéte dans X a& une série de puissances. La méme
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chose a lieu si a, ... o, est un systéme de nombre g, ... B et ¢ est un nombre
¢g correspondant, comme on le voit facilement en remarquant que les secteurs
7T

7 pour obtenir X

par lesquels nous avons augmenté le secteur @, < ¢ < ¢, +

ne contiennent aucun argument pour lequel

Iep(o)x—kl =1.

Supposons ensuite que ¢, =4k, ...~ =k, e;=0, ...an=0. Con-
sidérons d’abord le cas ou la fonction

Ey(rid® + @) + - + kima(ria & + fima @) — (2* + filw) = o2 + - + e ¥
ne s'annule pas identiquement et supposons que % > 0, ev + 0. Posons
Plx)=cyx* + - +ew

et considérons l'équation différentielle
(12) 2y

ot F(x) est une fonction asymptote dans X 4 une série de puissances. Si
ki, ... ki—1 n'est pas un systéme de nombres x,, ... x,— (voir p. 113) I'équation
(12) aura une seule intégrale asymptote dans X 4 une série de puissances. Si
ki, ... ki—1 est un systéme de nombres x,, ... x;—; deux cas peuvent avoir lieu.
QOu bien l'équation (12) a une seule intégrale asymptote dans X 4 une série de
puissances, ou bien toutes les intégrales de (12) sont asymptdtes dans X a cette

.. . . qs . 7T
série. Le dernier cas ne peut avoir lieu que si l'angle de X est < P

Aussitbt qu'une équation (11) ou (12) a une seule intégrale asymptote dans
X & une série de puissances cetfe intégrale est la seule qui satisfait dans X &
une inégalité de la forme |y| < K|x|~* o0 K, A sont des nombres positifs.

Supposons enfin que
k(b + @) + - A ki (i 2 + i @) — (ot + fil@) = rat
et considérons l'équation

d
(13) 29 4 ry =P,
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F(x) étant asymptOte dans X & une série de puissances. Si r n’est pas o ou
entier négatif 1’équation (13) aura une seule intégrale asymptdte dans X & une
série de puissances. Si r est 0 ou entier négatif et que le développement asymp-
totique de F(z) ne contient pas un terme z~" I'équation (13) aura une seule
intégrale asymptdte dans X & une série de puissances ne contenant pas ™.
Introduisons maintenant les séries (10) dans le systéme (7). On aura
@4_ [ask“d—mi'%—”;——%-l—qn,a.,. anéoﬁwkﬂiﬁlz;‘l...'zﬁn

W
dx &~ dx T dx
e o, 22 J=1

xl‘:+ 1

(14)

n

= filw)zi + «*(riei + e:2i) + e By, ...y (T) 2B ... 200

ol w"“% doivent é&tre remplacés par les seconds membres de (8) et 2z, ... n

doivent étre remplacés par les séries (10). Prenons un entier » = 2 et supposons
iy Ky + o+ ki S v déter-

minées de maniére que les termes dans le développement de (14) de degré

les fonctions @i, o, ...q,, &+ + an=v et gir, ... &

< par rapport & v,,...7, disparaissent. De plus les fonctions @; .

SOy
o + - + an = v sont supposées asymptOtes dans X a des séries de puissances.
Nous cherchons les termes dans le développement de (14) de degré » + 1 par
rapport & 7,, ... 7. Pour pouvoir les écrire nous introduisons les notations sui-
vantes. Nous désignons par

G};: ‘l;ﬁ (W], Y550 Tn)

le coefficient de <% ...7% dans le développement de zf*... 20, on a donc

Y1+ +ya<e,+ - + an en supposant que 8 + -~ + B> 1. De plus nous
désignons par

Gg 5 (%)

le coefficient de 7% ... 2% dans la somine
n ﬂ
J
Z ‘—'Gj(x, Tyy oo Tt——-l) 'tf‘ e ’tﬁﬂ.
=Y

Pour que les termes dans le développement de (14) de degré » + 1 par rapport

~

& 7;, ... 7n disparaissent il faut et il suffit que
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k+1d9)i’ GO g a
x 5 ... 1%
dax 1 n

ot Fa,=r+1

n

@i
+ q"‘v“’w““nz‘l (‘r—‘:[f;(a?)’l’) + xk(rj’[j + ej’[j—l)] ’l‘fl LT

=1

+ z gf, K‘l, RN kl—l (x) ’r}.l P Tki"'l

i—~1
bt bk g=v+1

— —

(IS) + Z q),-,(‘;‘,”.ﬁnGg‘\"::gg(x)'z‘fl,_,r‘;‘n
a+ - tay=v+1l
2E[ -+ - By <vil

I

Z {/fi (@) pi, e, vy X (ri @i, o, cay TS, a,,,,,q")}'ﬂ(;‘ R i

ot tey=v 41

Qy ...
o D @@ ORI g )T
a e ap=r4l
2SPd - Py <vtl

\
+ ) Wi, a, ... ey (E) TS T
ot tay=v+1

(e=1,...n)
identiquement par rapport & 7, ... 7. Ici G§ . 3 (zx) ne contiennent que des
. 2 P o 2 Ay ...8y (.
fonctions gi,x, ... 1;_, (x) supposées déterminédes et G & (@ ...q,) DE con-
tiennent que des fonctions @j, 4, ...y, supposées déterminées.

Posons d’abord 7 =1 dans (15). Pour les fonctions p1,a, . on aura

.‘D’n

-t tay=v+1

”

n
o
F Pl th (filx) g + 2¥ 05 + gm—)ad ... 1%}

=1

Gy, o By 2 @
+ 2 Pus . ORI @)
@yt - Fap=v+1
22+ Py <vtl

= (r 2% + £ (%) Z P, . ay T .. TR

n
gt tap=ril
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+ N anp, s, @ GE R P ) TR T
v tap=v+1
22814 - -+ B <rtl

+ 2 ai, ay, an(l') .. e
at - tap=r+1
identiquement par rapport & ;, ... 7, Désignant les fonctions gi,a,...q,,
@ +++a,=v»+1 dans un ordre convenable par ¢, ... @y cette équation

donne lieu 4 un systéme d'équations de la forme
(16) d»‘k'H%% +Ph(x)¢h+xk26j¢j=1‘1h (h=I,...M).

Si Pr=@P1,q,...a, ON & 1C1

P (x) =D aj(rjz* + f;@) — (r2* + fi@)

VP

1

J

n
3= 2 0 Pray, ey gL, e, ap
J=2

Fy= Z ai, B, ... 8, (x) G{‘;i [I;z (Qj, N, ...yn) +asa,.. .o (x)
2Sft -+ fp vl

- > P16, ... 6, (@) GG (2)

2= B4+ <yl

aj—1 étant > o0 et oy étant <»v + 1. Il est loisible de supposer que la somme
2d;p; ne contienne que des termes correspondant 4 7 <h. C'est ce que l'on
voit en prenant d’abord @, = @1,0,...0,5+1 et en désignant ensuite par @,, ... .
les fonctions @i, q,...q, correspondant a a,=7» et ainsi de suite, et en supposant
la chose établie quand on remplace » par n» — I.

Les fonctions F) sont asymptotes dans X 4 des séries de puissances de z.

n
Aucune des expressions Zaij—Sl n'est égale a o. Supposons démontré que
j=1
les h— 1 premiéres équation (16) sont satisfaites par des fonctions ¢, ... gra
assymptotes dans X & des séries de puissances. Alors on voit, en s’appuyant
sur les résultats énoncés pour une équation (11}, que la A¥*®° équation (16) a une

seule intégrale @, de la méme nature. Par suite, il est démontré que les équa-



Sur I'étude analytique des solutions d'un systéme d’équations différentielles. 121

tions (16) sont satisfaites par des fonctions ¢, ... gy de la nature indiguée.
De plus on voit que les séries asymptotiques pour ¢,, ... gy sont univoquement
déterminées et indépendantes de X s'il en est ainsi des séries asymptotigues
pour les fonctions Pi, oy ..y, € T + an, <v + 1 et des fonctions g; P T
kv + -+ hka<v+ 1.

Passons ensuite 4 la détermination des fonctions @i a,...q,, 2=2,...7,
o, +- -+ ex=v+ 1 et des fonctions gix, .t;y, t=2,...0 bk + + b=
=9+ 1. Supposons les fonctions @ a,...p, gi, b, ... %y, @+t an=v+1,
ky+ -+ kia=v+ 1 déterminées pour ¢=1,...4 — 1 et supposons que ces

fonctions @i, o, ...., sont asymptdtes dans X & des séries de puissances univoque-

n
ment déterminées. Les fonctions @i, a,...q,, @, + -+ ¢n =19 + 1, que nous dési-
gnons dans un ordre convenable par ¢,, ... gy, doivent satisfaire a des équations

analogues & (16)

(17) x"“%+1’;,(x)<ph + wkfdjq)j:F'h (h=1,... M),

A b . »
ol l'on a maintenant si @n= @i a,...q,

P lx)= é aj (2 + f; (@) — (ot + fi@)
=1

Fr=@Qit,0,. . 0,—ba..q

+ A a2, By 8,40 G B (P oy) + Gl a2y (@)
2=+ -+ Bp<v+i

_ @ ... ey
2 P, B, 3, O B (),
25/ + By <vil
b, a, ...q, étant égal & gi g, .. 1, pour g =kt =k, 0=0,...02=0
et égal & o pour les autres valeurs de «,, ... an

D’aprés la supposition les fonctions Fy + b1, ..., sont asymptotes dans X

“n

4 des séries de puissances univoquement déterminées. On voit facilement qu'on
de

maniére que les équations (17) soient satisfaites par des fonctions ¢, ... @y

peut déterminer univoquement des fonctions entidres et rationnelles b; o, ... o,

asymptotes dans X 4 des séries de puissances univoquement déterminées. Si
n -

Z ;8 — 8, + 0 on peut poser by q, ...«

, =0 (cf. le cas de A = 1). Supposons que

Jj=1
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n
Dlaisi—s=0 et que Pi(z) ne se réduit pas & rz*. On peut prendre pour
j=1
b, o, ... a, une fonction entiére et rationnelle de x de maniére que 1'équation (17)
en question soit de la forme (12), on prend bja, ..., de degré aussi petit que

est univoquement déter-

possible; ce degré est <k — %' et la fonction by, ... q,
minée. Deux cas peuvent avoir lieu, ou bien I'équation (17) aura une seule in-
tégrale asymptote dans X & une série de puissances univoquement déterminée,
ou bien toutes les intégrales de (17) seront asymptdtes dans X i cette série.
Dans le dernier cas on prend pour ¢, une intégrale déterminée quelconque de
(17). Supposons enfin que P,(x) se réduit & »z*. Si r est différent de o et

d'un entier négatif on prend pour b;.,..q, la fonction entiére et rationnelle

univoquement déterminée de degré aussi petit que possible telle que 1'équation
(17) soit de la forme (13); le degré est < %. L’équation (17) aura une seule in-
tégrale asymptdte dans X 4 une série de puissances univoquement déterminée.

Si r est o ou un entier négatif on prend pour b; q,...s, la somme d'une fonc-

tion entiére et rationnelle de degré aussi petit que possible (< k) et d'un terme
ax~"t* de maniére que l’équation (17) soit de la forme (13) et ait une seule in-
tégrale asymptote dans X 4 une série de puissances qui ne contient pas le
terme x~7; cette série et la fonction by g, ...q, sont déterminées d'une maniére
univoque.

Par 14 il est démontré que I'on peut déterminer toutes les fonctions @i, q,, ... oy,
Jik, ... k;_, entrant dans (15). Les fonctions g x,...x,_, et les séries asympto-

tiques pour les fonctions @ a,...., sont univoquement déterminées et indépen-

n
dantes de X.

Maintenant on voit qu'on peut déterminer les fonctions (9) et les séries (10)
de maniére que ces séries satisfassent formellement au systéme (7), 7,, ... 7, étant
les expressions définies par la solution générale du systéme (8). Les fonctions
@i, a, ..., (%) dans (10) sont asymptdtes dans X & des séries de puissances. Ces

séries asymptotiques et les fonctions (9) sont univoquement déterminées et in-
dépendantes de X. Pour un nombre fini de systémes de valeurs 7, e;, ... e

n

satisfaisant & s;= D) ¢;5 il peut arriver que @i, a,...q, (%) peut étre choisi d'une
=1 ,

infinité de manidres. Mais une fois ces fonctions détermindes les fonctions
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@i, o ..., (®) suivantes ne peuvent étre choisies que d'une seule manidre quand

le secteur X est donné.

Nous allons démontrer la convergence des séries (10). Nous faisons d’abord

une remarque concernant les expressions 7, .,.%,. On peut écrire
(18) =1t + Hi(t, ... t—1; (t=1,...n),

ot H, est identiquement nul et H;, ¢ > 1, est fonction entiére et rationnelle de
ty, ... ti—1, logx dont les coefficients sont des fonctions de x asymptdtes dans
un secteur X (et peut-étre dans des secteurs plus grands) & des séries de puis-
sances pouvant contenir des puissances négatives en nombre fini; tous les termes

de H; sont de degré > 1 par rapport & f,,...#—;. Nous montrons que des
inégalités de la forme

|z:| < ]|+ (t=1,...n)
entrainent pour ¢, ... ¢ des inégalités de la méme forme

L] < ||+ 7 (=1,...n)

valables si || est plus petit qu'un certain nombre et z appartient & X. A cet
effet, nous posons dans (8)

Ty = iy (t=1,...n),
d'ou résulte pour v,, ... v, le systéme suivant
ki1 8% (.
z dz :f;(x) v+ x (rz' v -+ & ’IJ{._I)
(8" (e=1,...m)

+ =%+ G (2, ¥t oy, ... 2P )
ol r;=1;— (k + 1). L'intégrale générale de ce systéme s'écrit
(18) vi= a0 ¢ Hi(t, =0 €D g (=1, ... %)

par suite on a

HVHI (G =0 D )= Hi(t, .. i 2) (E=1,...n).
Tous les termes des fonctions Gi(z, 7, ... v;—;) étant de degré > 1 par rapport
& 7y, ... 7;—1 les expressions

xR Gy, oy, L. 2 vy
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dans (8') contiennent z**! comme facteur. ‘On en conclut que les coefficients
des fonctions H; sont des fonctions de =z dont les valeurs absolues sont plus
petites qu'une constante quand z appartient 4 X et |x] est plus petit qu'un

certain nombre. Par suite les inégalité |v;] <1’ (f=1,... n) entrainent des
inégalités de la forme [~ *+V| < # ((=1, ... n)

Inversement, des inégalités |#]|<+'|z]*** (=1, ... n) entrainent |=|<
<#le| i=1,...n)

On peut remplacer l'exposant t 4+ 1 par £k + d, 0<d < 1. 8i les fonctions
H; dans (18) ne contiéinnent pas logx on peut remplacer l'exposant % + 1
par % ou par le plus grand des nombres & —% {voir p. 117). Désignant

l'exposant par u on peut donc dire que les inégalités || <+ |x|* =1, ... n)
entrainent des inégalités {&]| <# |z|* (¢ =1, ... n) et inversement.

D’aprés (18) on peut bcrire les séries (10) comme des séries procédant suivant
les puissances de £, ... %,, soient

(IO’) zi=1+ Z Vi, a, ... an(x)t‘ltl B i

[+ 7% SR +an§2

ces séries. Les coefficients i, o, ...a, (%) sont en valeurs absolues plus petits dans
X que des expressions K|xz|™* les nombres positifs K, 4 variant de terme &
terme. Ces coefficients satisfont aux mémes équations différentielles linéaires
que les coefficients d'un systéme de séries (6) correspondant & (7). Par suite,
(10"} est un systéme de séries (6). Les séries (10) convergent done! pour |z] < 7,
|t:] <#|z|* ({=1,...2), x appartenant & X. D’aprés la remarque faite con-
cernant les expressions 7; il en résulte que les séries (10) convergent pour |z| <7,
|zl <7|x|* {=1,...mn), = appartenant 4 X. Nous avons donc démontré le
théoréme suivant

Théoréeme 1. Il y a une substitution

(10) Zi=1; + Z @i, ay, .., (®) T TR (f=1,...n)

atc-ctapz?

par laquelle le systéme (7) correspondant & un secteur X se transforme & un systéme
de la forme

(8) xk+lz—z=ﬁ(x)1i + 2 (riv + evi—) + Gilw, vy, ... 1) =1, ...0)

! Voir (I), p. 116—118 et (II), p. 41—49.
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Les séries (10) convergent pour des valeurs de x, v, ..., telles que |x| <7,
|z| <lz|*# (¢=1,...n),  appartenant & X. Les coefficients @i, a, ...q,(x) sont
asymptotes dans X a des séries de puissances unwvoquement déterminées et indépen-
dantes de X. Gi(x, 7, ... v—) sont des fonctions entiéres et rationnelles de x,
Ty, . .. Ti—1 univoquement déterminées
(9) G (.Z', Tyy oo Tl“—l) = Zgl', YRR (.Z') 'zjlcl e fkl_l)

i—1
ot ky, . .. ki—y sont les entrers qui. entrent dans les relations (5).

Dans un travail récentr de nature purement formelle M. Hukuhara® a obtenu
un résultat dans la direction du théoréme démontré. Il s'est servi d'un systéme
réduit plus simple que le systdme (8) en ce sems qu'il ne retient dans G; que
les termes donnant lieu & des logaritmes, les nombres %, ... k;—1 satisfont donc
a la condition gue

r étant 0 ou un entier négatif; de plus
Gi by ke (@) = @

Si Ion prend le systéme (8) sous cette forme plus simple les coefficients des
séries (10) correspondantes sont asymptOtes dans X & des séries qui peuvent
contenir des puissances négatives mais pas de logaritmes.

Dans ce qui précéde nous avons supposé que l'origine est situé a I'extérieur
du polygone convexe enveloppant s, ...s.. Supposons maintenant que cette
condition n'est pas remplie. On peut alors, en général de plusieurs manieres,
diviser les nombres s,,...s, en deux groupes de maniére que les nombres de
Pun des groupes soient situés d'un méme c6té d'une droite passant par l'origine
et les nombres de l'autre groupe soient situés de l'autre coté de cette droite.
Soient sy, ... 8 et sp41, ... sn deux groupes de cette nature. En définissant des
secteurs X comme & la page 114 on peut alors démontrer le théoréme suivant.

Théoréeme 2. Il y a une substitution

(19) =1+ Z gvi,a,,,.,ap(x)'t‘l"‘...tgp (i=1,...n)

a1+~--+ap22

! Masuvo HUEKUHARA, Intégration formelle d'un systéme d’équations différentielles non linéaires
dans le voisinage d'un point singulier, Annali di mat. pura ed appl., S. 4, t X1X (1940), p. 35—44.
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par laquelle le systéme (7) correspondant & un secteur X se transforme @ un systéme
de la forme

a1 Z;’ =fil@)e + 2w + eitim) + Gilz, Ty, - .- Tica)
(20) (e=1...p)
+ Bilr, .. Ta; )
x"“d%:%i(?:l,...zn'm) (t=p+1,...m).
dx ’ ’

Les séries (19) et les séries Pilw,, ... 7a; ) convergent pour des valewrs de x, 7,
.. Ty telles que |z| <7, |u|<|z|tF G=1, ...p), |ul<¥ G=p+1,...0), x
appartenant @ X. Les coefficients de ces séries sont asymplites dans X d des séries
de puissances. Les séries Pilzy, ... 75 x) (=1, ... n) s'annulent identiquement
pour tp1=0, ...Tm=0. Gilz, 7, ... 1)t =1, ... p) sont des fonctions entiéres

et rationnelles de x, 7, ... Tr—

(1 . — . 2 ks
(21) G, (.c, LITRER ’6,_.1) = 2 i, &y, . kg (a:')'t’il . 111—11’
ky, ... ki—a étant des mombres entiers = O et de somme = 2 entrant dans des rela-

tions de la forme

(22) si=hys +  + ki1 81 (t=2,...p).

La démonstration de ce théoréme est tout-d-fait analogue 4 la démonstra-
tion du théoréme 1, il nous semble inutile d’y entrer. Le théoréme 2 est vrai
aussi quand certains des nombres sp i, ... 8y sont 0 sous la condition qu'il existe
une solution du systéme (2) asymptote dans X & des séries puissances.

b} . 1 N by
Nous remarquons enfin qu'on peut traiter d'une maniére analogue un systéme
de la forme

d : .
(23) x?i%;:nyi-F & i1 + 2 Giyayy @) YS .yt ((=1,...n),

a oty =2

les coefficients @i,q,..q,(z) étant asymptotes & des séries de puissances sur la

surface de Riemann de log x ou dans un certain secteur de sommet z = o.

Supposons que 71y, ...7, sont =0 et que lorigine est situé & 1'extérieur du
polygone convexe enveloppant 1, ry, ...7. Il peut arriver qu'il existe des
relations

ri=k+kyry o+ kara
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ol k, k&, ... k. sont des entiers = o tels que &, + --- + kn = 2. On peut supposer
qu'elles ont la forme

(24) ri=k+kr+ o+ k11 (z=2,...n).
Alors on a le théoréme suivant
Théoreme 3. Il y a une substitution

(25) Y= 2; + 2 Pi, e, ...ay (X) 25 ... 200 (t=1,...n)

ot a2

par laquelle le systéme (23) se transforme a un systétme de la forme

d ez .
(26) z (—lj =+ sz + Gz, 2y, ... 2i1) (t=1,...7).
Les séries (25) convergent powr des valeurs de x, zy, ...zn telles que |x| <,
[zl <|axl’F G=1,...n), o< d <1 Les coefficients @i, a, . .a, (%) sont asymptotes
0 des séries de puissances. Gi(x, 2y, ... 2;—1) sont des fonctions entiéres et ration-
nelles
; - ks

(27) Gilw, 2, ... 2e) = Qb0 aFef . g,

k, ky, ... ki— étant les entiers qui entrent dans les relations (24).

Supposons ensuite que les nombres 1,7y, ... 7, se trouvent d'un méme coté
d'une droite passant par l'origine et que 7p41, ... 7 se trouvent de lautre c6té
de cette droite ou sont nuls. Supposons qu'il existe entre #, ... rp des relations
de la forme
(28) ri=k+ k,_ I R o ki—iri—a (Z. =2,... p),
k, ky, ... ki— étant des entiers = o tels que £, + -+ ks—1 = 2. Alors on a le

théoréme suivant

Theoreme 4. Il y a une substitution

(29) Y= 2; + Z q)i,a‘,_..ap(at)z‘{“...zgp ({=1,...n)

a,+-'-+apgi’.

par laguelle le systéme (23) se transforme & wun systéme de la forme
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d 2 .

xa—é=7'i2‘i ‘ezia+ Gilx, 2y ... 2i0) + Bilzy, ..oz @) e=1,...p)
(30) in

acdw'=‘,Bi(zl,...z,.;x) (b=p+1,...0).
Les séries (29) et les séries Bilz,, ... zn; ) convergent pour des valewrs de z, z,,
o.2n telles que x| <7, |la|l<|z|’ G=1,...9), |lal<# G=p+1,...9),
o< d<1. Les coefficients de ces séries sont asymptites & des séries de puissances.
Les séries Pilzy, ... 205 ) (¢=1...n) Sannulent identiquement pour 2y+1=0,

.zn=20. Gi(x, 2y, ...21-1) sont des fonctions entiéres et rationnelles

(3\[): G (x, By v Zi—-l) = Z b}f’) Y P fllsz‘ . Z’:l_-;l s

k &y, ... ki étant les entiers qui entrent dans les relations (28).

On démontre ces théorémes de la méme maniére que les théorémes 1, 2 en
se reportant 4 la démonstration de convergence faite dans (II) p. 50—53.

Dans le cas ol les seconds membres de (23) sont des séries de puissances
de x, ¥y, ... ¥n les séries (23), (29) et les séries Piley, . .. 24; x) dans (30) se ré-

duisent & des séries de puissances de z, 2, ... #n, on retrouve donc des résul-
tats classiques.



