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Probléme de Dirichlet pour le systéme = g_ =0
Jacqueline Detraz
2
Nous étudions dans C, les fonctions f vérifiant Péquation o 8 =0, en par-
0z

ticulier, le probléme de Dirichlet pour cet opérateur; nous étudions le probléme
analogue dans C".

2
On considére équation (%) ———=0 dans un ouvert Q de C. Les solutions

0z0z
de (%) sont les fonctions de la forme f=Zh-+k ou h, k sont holomorphes dans Q.
2

L’opérateur est elliptique, non fortement elliptique; il ne vérifie pas

0
0Z 0z
le principe du maximum: la fonction f(z)=zz—1 vérifie (*), est nulle sur le cercle
unité 7, non identiquement nulle sur le disque unité D.

Il n’y a donc pas d’unicité du probléme de Dirichlet pour cet opérateur. Nous
montrons (théoréme 1) que les ouverts d’unicité sont les ouverts dont la frontiére
n’est pas rationnelle.

0% f
0%,0%,
et nous montrons que les seuls ouverts biholomorphes 4 la boule pour lesquels il
n’y a pas unicité du probléme de Dirichlet pour (S) sont les ouverts homographique-
ment équivalents 4 la boule (théoréme 3).

Nous caractérisons aussi les valeurs au bord des fonctions réguliéres vérifiant
(%) si n=1 (propositions 3 et 4) et (S) si n=>1 (propositions 5 et 6).

11 existe une littérature russe abondante sur les fonctions vérifiant (%) ou plus

0); Particle de Balk et Zuev [1]

Dans C”, nous étudions le systéme correspondant (S):

=0 (i=n,j=n)

0
généralement polyanalytiques [qui vérifient 5 jfz
zZ

présente ’ensemble de ces résultats.

D’autre part, des théorémes d’approximation ont été établis dans [2] et [6].
I1 serait intéressant d’étudier le probléme de Dirichlet analogue pour des systémes
elliptiques plus généraux.
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E(Q) désignera I'espace des fonctions continues sur Q, vérifiant (%) dans Q.

Remarquons que, si une fonction f=Zzh+k est dans E(), h et k ne sont pas
en général continues: par exemple la fonction f=Zlog(1—z)—log(1—z) est dans
E(D), ou D est le disque unité.

Par contre, h et k ont une croissance contrdlée comme le montre la proposition
suivante:

Proposition 1. Soit f=3h+k une fonction de E(2Q). Alors h(z)=o0 (

et k=o (—&?s—t—(lea—Q_)] .

)
h est holomorphe et hza—j_ﬂ-, en utilisant la formule de la moyenne et la
Z

formule de Stokes, et en posant d(z)=dist (z, 022), ona

)
dist (z, 0R)

=1 of _ C
h()l = Wlfflz—yi<d(z>7§(y)dyAdyl - Wlflz—yl=d(z) F0)0]

C
= Fo f[z—y|=d(z) (fO—1(2) dyl = d( ) X oscillation (f, d(z2)) = O[d(z)]
Corollaire 1. E(Q) est un sous-espace fermé de C(£), [2].
En effet jh(2)|= ”dj;”; ; la convergence d’une suite £, dans C(£) entraine la
z

convergence uniforme sur tout compact de Q, de la suite h, correspondante vers une
fonction k holomorphe.

Proposition 2. Soit f vérifiant (%) dans un ouvert Q de C alors
f@dz
f(a) - 2in flz—al:r zZ—qa ’Jtrz -/f{z —aj=< rf(z) dm(Z)
Soit f=Z%h+k ol h, k sont holomorphes; en utilisant la formule de Stokes
on a:

f@ =gz [aff . _h@dzndz+ff _ _ k@dzads]
= [[] . h@@Ddzndz+ [[ | f()dznd]

= 51_7117 [ [ f;z—axgrif“z [f@@-2ldzndz+2 [f _ _ fldza z]

N
T 2inr?

flz_alérf(z)(‘i*Z)dZ‘i‘;%ff f(z)dm.

lz—al=r

D’ou le résultat. On en déduit:
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Corollaire 2. Si f vérifie (%) dans un ouvert de C on a

/() = TC; J] .o fO dm.

32
On note E”(.Q)={f€L"(Q), _5:5f_:=0 dans Q}, r=L
Z0z
E?(Q) est un sous-espace fermé de LP(Q) car la convergence vers f dans L?
d’une suite de fonctions de E? entraine la convergence uniforme sur tout compact,
et donc f est dans EP, d’aprés le corollaire 1. En particulier, pour p=2, il existe

un noyau de Bergman reproduisant.

Soit QcC un ouvert simplement connexe; on note I' la frontiére 92 de Q.
On note ¢ la représentation conforme du disque unité D sur Q.

Définition. Q sera dit d’unicité pour le probléme de Dirichlet pour () si toute
fonction f de E(Q) nulle sur I' est identiquement nulle.

Théoréme 1. Si I' est une courbe analytique, Q est d’unicité si et seulement
si la représentation conforme @ de D dans Q n’est pas une fraction rationnelle.

Soit
P(z) 2,7
Z = = = R
*O=00 = S b
ona
_ - 1 . Zgapzn_p _ ﬁ(z)
e =7 (3 )ir = S =0

f(@=3(2)0(2)—P(z) est continue sur D, nulle sur T=9D; alors la fonction
FZ)=fle~UZ2)=Z0(p~(Z))—P(¢p~1(Z)) est dans E(), nulle sur I', non iden-
tiguement nulle. Q n’est pas d’unicité.

Supposons que I' soit une courbe analytique non d’unicité; la représentation
conforme ¢ est analytique dans un voisinage ¥V de D, V={z, [z|<R} avec R=>1;
et il existe une fonction de E(RQ), F(Z)=ZH(Z)-+K(Z) non identiquement nulle,
nulle sur I'. Il existe donc des fonctions holomorphes dans D, hk=Hog et k=Kop
telles que @ (z)h(z)+k(z) soit continue sur D, nulle sur 7. On considére la fonc-

1
tion g holomorphe dans la couronne C R={-E< |z]< 1},

2= (2 10+ = (5(3) -5+ 5RO +E G,
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Si |z]-1, §(z)h(z)+k(z)~0. Davtre part ¢ étant réguliére et injective sur

- 1

D, 93(—]'65(2)20(1—121) et dist (¢(2), ') est équivalent &3 1—|z|; d’aprés la
zZ

1
] et k(z)::o[ ] On en déduit que g(z) tend
1—1| 1—|z|

uniformément vers zéro lorsque |z} tend vers 1. Donc la fonction g(z) est identique-

proposition 1, h(z)= o(

1 1
ment nulle dans C,. Et la fonction ¥(2)=¢ (—;) holomorphe pour lzl>E se
z
k
prolonge par la fonction ——h-—(—zl en une fonction méromorphe dans la sphére

)

de Riemann. ¥ donc ¢ est rationnelle.
k
Remarques: 1) Les fonctions ¢ holomorphes dans D telles que @= ~ sur

T ont été étudies dans [3], en liaison avec V'étude du back-shift opérateur dans
I'espace de Hardy H2(T).

2) On suppose que ¢ est non rationnelle. Soit 4 un ensemble de Iongneur
positive sur I'; alors toute fonction f de E(Q), nulle sur 4 est identiquement nulle.

En effet, la m@me démonstration montre que la fonction g tend vers zéro sur
I’ensemble ¢ ~*(A4) qui est de mesure positive sur T. g est donc identiquement nulle
sur Cy €t on conclut de méme que si /' n’est pas identiquement nulle ¢ doit étre
rationnelle.

3) Si ¢ est analytique pour |z|<R, les coefficients de Fourier de ¢ vérifient

100)<

On peut remarquer qu’il n’existe pas de condition de croissance moins forte
qui assure encore que I' est d’unicité: en effet, si (p,), est une suite de nombres
positifs tendant vers zéro, on peut trouver une suite (C,,) de nombres positifs tels
que ([3], p. 45 et [5]) si on pose

y@=2. .Cn [z-[1+-;n1—2-}]_ = a,z" avec a,=O0(e ")

et 5 C,m* <o, 1 est dans C(D) et holomorphe si z 5 1+ 1

i V-
Posons
mZ
1+mé 1
B = [,—0— o 5@ =y(1)50).
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Alors
p2
1+p2_z, z
8 = 3 Cp [l —Lg—X ||
1_1+p‘-"2 m2-l—1_z

g(2) est holomorphe bornée dans D et (z—1) [|/7 @) —y (i)]B(z) tend vers O uni-
z

formément si |z|—>1, ol Y (2)= a,z"
Si & est assez petit, Z=¢(z)=z+&y(z) est injective et holomorphe sur D.
On pose

Q=¢(D), HZ)=(p"2(Z)-1)o U(Z)B(9o~(2)),
K(2) = (e (2)-D[o *(Z)eg(e~1(2))+B(e~2(2))],

ZH(Z)-K(Z) = (z—l){(lz[z—l)B(z)+sz [t—//~(_z)—1// (%]] B(z)] -0, |z] -1

Donc Q2 n’est pas d’unicité. On peut choisir (p,) pour que ¥ soit dans C=. En par-
ticulier, il existe des ouverts a frontiére C= non rationnelle, et non d’unicité.

Etude de E(2)|0Q

On suppose toujours 2 simplement connexe 3 frontiére Q analytique et ¢ est
la représentation conforme de D sur Q.

Proposition 3. Si ¢ est non rationnelle, I’espace E(R)|;,, est dense dans C(09),
et différent de C(0Q).

a) 11 suffit de montrer la densité dans C(T) de I’espace E des fonctions de la
forme @(z)P(z)+Q(z) ol P et Q sont des polyndmes trigonométriques.

Si E n’est pas dense, il existe u orthogonale 4 E, donc a € pour néN; p
s’écrit alors u=Gdo ou G est une fonction de I'espace de Hardy Hy(D) et on
a [rGE)p(e*)e™ do=0 YnEN; donc G est valeur au bord d’une fonction

1 1
H(z) de H*(D). On en déduit comme dans le Théoréme 1 et [3] que ¢ (?) (Iz|>f)

pour |z|<1 et ¢ est une fonction rationnelle.

se prolonge par G (;
b) Soit fune fonction de ’algébre du disque telle que £(0)>20. On pose g(Z)=
P HZIXf(9™X(Z)), ZEQ. Si gEE(Q)|y, il existe h et k holomorphes dans D

) et Zf(2)—(Dh(2)—k(@)~0, |z]-1, et

tels que h(z) et k(z) soient 0{1 i
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donc F(z)=&(z)zh(z)+zk(z)—f(z) tend vers O uniformément si |z|—1. F(o~(Z))
est une fonction de E(Q2) nulle sur 9Q; ¢ étant non rationnelle, §Q est d’unicité
d’aprés le théoréme 1. Donc h(z)=0 et zk(z)—f(z)=0, ce qui est impossible car
f(0)=0. Donc g4E(Q)]yq-

S
Proposition 4. Si (p=—Q— est rationnelle, E(£)|,, est le sous-espace fermé

formé des fonctions de la forme F =(¢+—§]o<p‘1 ot YEA(D) et R est un poly-
néme de degré =sup (deg P, deg Q).
P(2)=3"a 2" et Q@) =3ib2* a,0, b =0.
Soit F=fop~Y¢E(Q)|sq; il existe donc k et k holomorphes dans D telles que
lim () — h(re) (S By e0-0) — k(rei) elo=90 3 327,50 = 0,

Posons (J(e”)=1b,e@"? et P(e)= ! 5,eP~"°. On en déduit que si
g=p (resp. g=p) les coefficients de Fourier strictement négatifs de la fonction
-0 (resp. f-0-€?-D% sont nuls. Soit g€ L*(T) telle que g(m)=f(n), n<0, et
2(n)=0, n=0; la condition précédente est équivalente au fait que si g=p (resp.

g=<p) g/é(n)zo si n¢[—gq,0] (resp. n¢[—p,0]). Donc gQ est un polynéme R
et f-——g- est dans A (D).

R
Réciproquement, soit f=1//+-_—Q— avec Y€A(D), alors on a vu que si g=p,
la fonction £~ a une extension holomorphe G dans le disque. Or J(2) et z4-? P(2)
sont sans zéro commun dans D, il existe donc & et k dans A(D) telles que

G(2)=h(2)0(2)+k(2)z2-PP(z) si 2D

et donc
(&%) = h(e®)+ k() 5 ().

Le cas g<p est analogue.

Le cas n>1

Soit Q un ouvert de C”; on considére les fonctions f de C2(Q) vérifiant le
systéme (S)
Rf o
(S)W—O, Vl =n, V} =n.
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Ce sont les fonctions qui s’écrivent

f@ =3 Zh(2)+k(z) ou h(i=n)

et k sont des fonctions holomorphes dans .

On définit, comme pour n=1, les ensembles d’unicité pour le probléme de
Dirichlet pour (S).

Pour les ouverts localement biholomorphes & la boule unité, on utilisera Ie
théoréme suivant:

Théoréme 2. Soitr 3 I'hypersurface de C", définie par I’équation
2,48, = 31 |z,

Soient (P));=,, n fonctions holomorphes au voisinage de zéro dans C*, de jacobien
non identiquement nul.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) (P);=, sont des fonctions homographiques de la forme

n
Py 2am st b, sont dans C
(z)=—Z——— ot ay,c;,b; sontdans C.

27;:1 b;z;+1

(ii) 1l existe des forctions (f)i=, et h, non toutes nulles au voisinage de zéro, holo-
morphes telles que,

2 Pi(2fi(2) = h(2)
si z appartient & 2 dans un voisinage de zéro.

1) Remarque. Si on prend p fonctions P; de rang p avec p<n, (ii) ne peut
étre vérifié: en effet sinon par changement de coordonnées Z;= P,(z), il existerait
une fonction ¥ (z, z2)=>7_, Z;Fi(z(, ..., z,)— H(zy, ..., z,) holomorphe en 2,4, ..., 2,
pour zi, ..., 2z, fixés, nulle sur un ouvert de la frontiére d’un strictement pseudo-
convexe, donc nulle dans un ouvert de C". On en déduirait que F;=H=0 et donc
fi=h=0, i=p.

2) (i)=(ii). Soient n fonctions (P;) vérifiant (i). Posons Z=(Z);=,=(P;(2))i=n=
P(z2); c’est un systéme linéaire en coordonnées homogénes, donc on a inversement

z;=0,(2)= 1;‘((5)) (i=n) ol R, et R

sont des fonctions affines. Si

-1 R(Z) R(2) (R‘,,(Z) Rn(Z)]=O.

ZcE=PC) ona Z: R(@Z) R@) - R(Z) + R(2Z)
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Il existe donc des fonctions holomorphes (F);=, et H tel que

St ZiF(Z)-H(Z)=0 si ZeE
et donc

St B@ F(P(2) = H(P(2)).

3) Soient n fonctions (P));s, vérifiant (ii); tout systéme de n fonctions (£);=,
de la forme
2';’:1 w; Pi(2)+ B;

ﬁi( ) =
§ 2P+

(ou oy, B, 7,€C)

vérifie aussi (it).

Puisque le jacobien de (P,) est non identiquement nul, on peut supposer par
« translation » sur > que le jacobien de (P;) est non nul en zéro.

Par transformation linéaire sur les P, on peut supposer que P;(z)=z;+
2% az;z+termes d’ordre =3. En utilisant la transformation homographique
Py~ Pf(14 371 Ynn 1 ;) on peut supposer que P,(2)=z,+ > j=1<n a5 7; 7+ termes
d’ordre =3. Nous allons montrer alors que P,(z)=z,.

4) On note z=(z’,z,) un point de C"; les fonctions P; vérifiant (ii} on a:
i P 2B~ 2) fi(2)—h(2)=0 si z appartient & > dans un voisinage de zéro.

z’ étant fixé, Ia fonction Y(z) définie par le terme de gauche de 1égalité
ci-dessus, est une fonction holomorphe de z,, nulle au voisinage de zéro sur la
droite 2 Re z,={z’|% donc identiquement nulle.  est donc nulle dans un voisinage
de zéro dans C" et:

~ L - 2O+ B FO A (e () =

o=.g‘_fj.(z)=z,z_l‘;?)Pi()fi(wz,, BOL (z) (,Z " @, Vi=n-L.

On obtient donc le systéme snivant:

2 P B (2 g 42 2) =2 ()4 2), pous j = n= 1
J
S P 12— Z)fi(2) = h(2).
On vérifie que, par exemple, le déterminant A(Z’, z) de la matrice

_ o, ofi
J (92 32]

i=
i jEn—1
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est fonction linéaire de Z; (j=n-—1). On en déduit que les fonctions B(Z, |Z'|*—Z,)
(i=n) sont fonctions homographiques de Z; (j=n—1) de méme dénominateur D(z).

Si D(z)=4(0,z) était identiquement nul sur ', dans un voisinage de zéro,
une des fonctions f; serait combinaison linéaire des autres dans un voisinage de
zero, par exemple fi(2)=237_,7:/i(z) et donc >} _, (yi-f’l_(z—)+F(zj fi(2)=h(z) sl z
est dans >. Comme dans la remarque de 1) on pourrait en conclure que f;=0
@i=2).

Quitte A faire une « translation » sur > on peut supposer que D(z) ne s’annule
pas dans un voisinage de zéro et par division par D(z) on obtient que

2"_ A4;;(2)z;+B;(2)

P(Z,|Z)P~2Z,) =
) Zj=l CJ(Z)ZJ+1

ot les fonctions 4;;, B;, C; sont holomorphes au voisinage de zéro.

5) Considérons Z, z comme variables indépendantes. P, (0, —Z,)=B,(z) est
fonction de la seule variable z, que I’on note encore B,(z,). Soit j fixe, si Z,=0,
4nj(2) 2+ By (2y)

Ci(2)z;+1
ne dépend pas de z;,, k#j, k=n—1. En annulant les dérivées particlles en z, on
obtient

k#j, k=n—1, alors est égal 4 la fonction P,(z;, |z;|*—Z,) qui

3|a@52@- 4,052 02 [ @ -se) 52 o) <o

Or 4,;(z2)—C;(2)B,(z,) n’est pas identiquement nulle sinon

Bn(zn) = Pn(st IZJ-IZ-—Z”) = ijj—-z,,—!-... .

.. . 04
Donc, si on identifie les termes en Eﬁ, et Z; dans (1), on conclut que 5 " 0=
2,

ac,
aZk

s k#], k=n—1, j=n—1. 4,; et C; sont fonctions des seules variables z, et z;.
6) Posons z;=w€C, z,=y€C 4,;=4, B,=B, C;=C.

A(w, y)Ww+B(y)

. Pn(zj9 IZj|2""2n) = P(w9 Ww_y) = F(W, w, y) = C(W y)w+1

Avec la réduction faite en 3), on a:
P(W, ww—y) = wiw—y+aw?+termes dordre =3 en Ww,ww—y.
Donc

B(0) =0; B'(0) =—1;
@ {A(O) C(0)=0; 4,0)=1; C,(0) =
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. oOF _OF
En écrivant qu¢ ——+w—=0 on a
ow Oy

A4, w(Cw+1)—(4%+B) C,,w+w(4,w+B)(Cw+ 1) —w(4w+B)C,w = 0.
En identifiant & zéro le coefficient en w, on a
A4,—B(»)C,+B'(y) =0.
En tenant compte de (2): A,(w,0=1; A(w,0)=w. Dou

ww
Cw,0)w+1
P(Ob, ww)=3 =, a,,#w?. On déduit que C(w,0) est un mondéme du premier
degré et en fait d’aprés (2), est identiquement nul. Donc P(w, ww)=ww et donc

P,(2) = z,.

En échangeant le r8le de P, et P, (in) on a, modulo une transformation homogra-
phigue, P;(z)=z, Donc les fonctions P, vérifient (ii). > étant biholomorphe a
1a sphére de C”, on obtient comme corollaire le théoréme suivant:

Théoréme 3. Soit Q un ouvert de C" tel qu'un ouvert de Q2 soit I'image d’un
ouvert de la sphére de C” par une application biholomorphe @. Alors Q est d’unicité
pour le probléme de Dirichlet pour (S) si et seulement si ¢ nest pas une transforma-
tion homographique.

Etude dans C” des restrictions a B des fonctions vérifiant le systéme (S)
1) Soit B la boule unité de C”, dB la sphére unité. On note encore E(B) I'espace
des fonctions continues sur B, satisfaisant (S) dans B.

Proposition 5. Soit fEE(B)|;p; il existe une seule fonction de la forme F(z)=
Di=1Zihy (h; holomorphe) prolongeant f a B, on a

|Flls=|flos et Pespace E(B)|sp est fermé dans C(9B).

Soit fEE(B)|,p; il existe %; et k holomorphes dans B telles que, si |a[=1,
f(a) est limite uniforme de G(z)=_ Z;h;(2)+k(z) si z—a, |z]<1. En appliquant
la proposition 1 a la fonction:

AeD c C—~ G(Aa) ol a€dB, ona J (zz;—1)k(z) >~ 0, |z] - 1.
f est alors valeur au bord de Ia fonction
F= Zzi(ﬁi'f‘zik) =2 Ik

I1Flp = sup sup|i||Z @:hi(Aa)| = sup sup |F(da)] = | f]as.
a€ 9B {A=L #€ 3B 1Aj=1

et
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On en déduit I'unicité pour I'extension de la forme 37_, Z;h;. De plus, si f,€ E(B)|,5
converge vers f dans C(dB), la snite F, correspondante converge dans C(B) vers
une fonction qui vérifie aussi (S).

2) On note L;; les opérateurs tangents a la sphére

L=z-2 ;2

Zim——
4 0z,

Proposition 6. Soit f€C'(0B), f se prolonge en une fonction de C'(B) satis-
faisant (S) si et seulement si

L;Luf(2)=0, Vi, jk1=n z€0B.

Soit FECY(B) telle que F(z)=> Z;h(z)+k(z) ou h;, k sont holomorphes
dans B et continues dans B; alors

ZijEkI(F)(Z) = Eij(zkhl_zlhk) = 0 Si ZE(()B.

Réciproquement, soit f€C'(9B) telle que L, L, f=0; la fonction L, f=
0 )
zk—é:_f——z,b—_i s’étend en une fonction Gy, de I'algébre A(B) des fonctions holo-
2 Zy
morphes dans B continues dans B. Pour n>2, Gy, est nulle sur 8B {z,=z,=0}
donc sur B {z,=z=0} et pour n=2, G1,(0)= [, Lys fdy= [ p d(0f A dz, A dzy)=0;
il existe donc [4] des fonctions f;, et h, dans A(B) telle que Gyu=2z; fru~2zhy-
Posons fi=hy,, fo=f12 on a

] ] _
Zz (Zl %" Zg %] =z L f—zLuf = z(afo—2./i) + 222 (hu—1)

il existe donc une fonction h; de A(B) telle que hy,—f,=z,h,. Posons fi=f,—zh
alors Gy=z;fi—2z, f;.

Supposons alors par récurrence sur i que pour tout j<i et I>j on a encore
f'jlfzzjft“'zzfj- _ _

Alors Zi—lzilfzziLi:l,lf—’ Loy =21z fi— 2 f))-

Donc Vi<n ona Lf=zfi—zf;.

Posons H=3"_,Z;f;, LyH=L,f et H—f se prolonge en une fonction de
A(B), donc fcE(B)B.
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