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Equation de Navier-Stokes
avec densité et viscosité variables

dans l’espace critique

Hammadi Abidi

Abstract

In this article, we show that the Navier-Stokes system with vari-
able density and viscosity is locally well-posed in the Besov space

Ḃ
N
p

p 1(R
N ) ×

(
Ḃ

N
p
−1

p 1 (RN )
)N

,

for 1 < p ≤ N when the initial density approaches a strictly positive
constant. This result generalizes the work by R. Danchin for the case
where the viscosity is constant and p = 2 (see [8]). Moreover, we
prove existence and uniqueness in the Sobolev space

H
N
2

+α(RN ) ×
(
H

N
2
−1+α(RN )

)N

for α > 0, generalizing R. Danchin’s result for the case where viscosity
is constant (see [7]).

1. Introduction

La description mathématique de l’état d’un fluide en mouvement se fait
au moyen de fonctions déterminant la distribution de la vitesse du fluide u et
de quelques grandeurs thermodynamiques, par exemple la pression Π et la
densité ρ. Il convient de noter qu’en général il y a deux types d’écoulements
de fluides qui se présentent. Le fluide parfait suppose une évolution libre des
particules, c’est-à-dire qu’elles n’entrent pas en collision dans leurs parcours.
Par contre dans le fluide visqueux on tient compte d’éventuelles interactions
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qui ont tendance à dissiper l’énergie et, par conséquent, à stabiliser le fluide.
Ceci est modélisé par un terme appelé viscosité. Lorsque le fluide est inho-
mogène et incompressible, son écoulement est donné par l’équation suivante :

ρ
(
∂tu + u · ∇u

)
− div

(
µM

)
+ ∇Π = 0, div u = 0

avec M = ∇u+t∇u et µ le coefficient de viscosité qui est strictement positif
et dépend généralement de la pression et de la température. Dans beaucoup
de situations physiques nous avons affaire à un fluide qui n’est pas homogène,
c’est-à-dire, que sa composition est faite d’un mélange de substances. Ainsi
pour mieux décrire le fluide nous devons connâıtre la concentration C en
chaque point de chacune des substances en jeu. Soit ρ la densité totale du
fluide, alors en faisant un bilan de la masse qui entre et qui sort d’un vo-
lume microscopique fixe, nous parvenons à démontrer que la densité satisfait
l’équation suivante

∂tρ + div(ρu) = 0.

L’équation du mouvement du fluide reste la même c’est-à-dire

ρ
(
∂tu + u · ∇u

)
− div

(
µM

)
+ ∇Π = 0,

mais nous devons tenir compte de la dépendance de µ par rapport à la
concentration des particules (pour plus de détails voir par exemple [16]).
Donc on conclut qu’un fluide non homogène est donné par un champ de
vecteurs u dépendant du temps qui est supposé décrire la vitesse d’une
particule située au point x ∈ RN à l’instant t ∈ R+ et sa densité ρ =
ρ(t, x) ≥ 0. Le système est le suivant

(INS)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂tρ + div(ρu) = 0
∂t(ρu) + div(ρu ⊗ u) − div

(
µ(ρ)M

)
+ ∇Π = ρf

div u = 0
(ρ, u)|t=0 = (ρ0, u0),

où µ est une fonction positive désignant la viscosité du fluide vérifie

(1.1) 0 < µ ≤ µ, et µ ∈ C∞.

Π(t, x), représente la pression, div(ρu⊗ u)j =
∑

k ∂k(ρujuk) et f représente
la densité de forces extérieures. Notons que la condition de divergence nulle
traduit l’incompressibilité du fluide.

Avant d’aborder le vif du sujet, commençons par rappeler quelques résul-
tats consacrés à l’étude de ce système lorsque µ est une constante strictement
positive. Le premier auteur qui a montré l’existence globale de solutions
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faibles est V. Kazhikov [15] (voir aussi [1]). Dans le même esprit J. Simon [23]
a démontré que (INS) admet de solutions faibles globales à la Leray dans des
espaces de type L2, dans un ouvert borné de R3 avec condition de Dirichlet.
Un peu plus tard E. Fernández-Cara et F. Guillén [13] ont démontré un
résultat semblable sur un ouvert non borné. Tous ces résultats reposent sur
la relation suivante (valable pour les solutions régulieres)

‖√ρu(t)‖2
L2 + 2µ

∫ t

0

‖∇u(τ)‖2
L2dτ(1.2)

= ‖√ρ0u0‖2
L2 + 2

∫ t

0

(ρf · u)(τ, x)dx dτ,

et sur des méthodes de compacité. Remarquons que (1.2) ressemble fort à
l’inégalité d’énergie de (NSµ)

(NSµ)

⎧⎨⎩
∂tu + u · ∇u − µ∆u = −∇Π
div u = 0
u|t=0 = u0.

Lorsque µ dépend de la densité, on a également existence de solutions
faibles “à la Leray” [17] : là encore, la preuve repose sur des méthodes de
compacité basées sur l’inégalité d’énergie suivante∫

RN

ρ|u − u∞|2dx +

∫ t

0

∫
RN

µ
(
∂iuj + ∂jui

)2
dxds

≤
∫

RN

ρ0|u0 − u∞|2dx + 2

∫ t

0

∫
RN

ρf
(
u − u∞

)
dxds,

avec u −→ u∞ lorsque |x| −→ +∞, pour tout t ≥ 0 (voir [12] et [18] pour
plus de détails).

Les résultats que nous avons cités sont consacrés à l’existence de so-
lutions faibles. Mais récemment R. Danchin a généralisé certains résultats
connus pour le système de Navier-Stokes incompressible homogène (NSµ),
lorsque µ constante comme celui de H. Fujita et T. Kato [14] qui dit que

(NSµ) est localement bien posé dans
(
Ḣ

N
2
−1(RN )

)N
. Plus précisement, il

montre que (INS) est localement bien posé pour

(ρ0 − cte, u0) ∈ H
N
2

+α ×
(
H

N
2

+α−1
)N

avec α > 0 (voir [7]). Il prouve également que ce système est bien posé

dans l’espace critique Ḃ
N
2

2 1 ×
(
Ḃ

N
2
−1

2 1

)N
si l’on impose à ρ0 une condition

de petitesse (c’est-à-dire que la densité initiale est proche d’une constante
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strictement positive) [8]. Lorsqu’on est en dimension deux d’espace, le même
auteur démontre un résultat analogue à celui de Leray [17] qui dit que (NSµ)
est globalement bien posé dans L2. Plus exactement il établit dans [7] que

(INS) est globalement bien posé dans H1+α ×
(
Hα

)2
, avec α > 0.

La question à laquelle nous allons tenter de répondre dans ce travail est la
suivante : peut-on généraliser le résultat cité de [8] lorsque la viscosité µ n’est
plus constante mais dépend de la densité et vérifie (1.1), dans les espaces de
Besov construits sur les espaces de Lebesgue Lp ?

La motivation physique de cette question est le fait que la viscosité
dépend en général de la densité. En ce qui concerne l’aspect mathématique
on cherche à abaisser l’exigence de régularité sur les données initiales.

En ce qui concerne les solutions fortes qui feront l’objet de cet article,
nous réussissons à prouver que (INS) est localement bien posé dans des es-
paces de Besov construits sur les espaces de Lebesgue Lp. La preuve est
intrinsèquement liée à deux faits principaux. Le premier un lemme d’ana-
lyse harmonique dû à R. Danchin et par lequel, on généralise l’inégalité de
Poincaré (voir [10] et [21]). Tandis que le second est un lemme de stabilité de
l’espace Bs

p r pour s > 0 par l’action d’une fonction C∞ à support compact
(voir par exemple le livre de Y. Meyer [19]).

Dans la suite on supposera que la densité du fluide est uniforme et non
nulle au voisinage de l’infini, ce qui veut dire qu’elle tend vers une valeur
finie à l’infini que l’on peut prendre égale à 1.

Pour étudier le système (INS) nous effectuons le changement d’inconnue
a = 1

ρ
−1, qui est valable si ρ(t, x) > 0, mais cette hypothèse est vraie dès que

infx ρ(0, x) > 0 car nous avons par le principe du maximum infx ρ(t, x) =
infx ρ(0, x). Le système (INS) devient

(̃INS)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∂ta + u · ∇a = 0

∂tu + u · ∇u + (1 + a)
{
∇Π − div

(
µ̃(a)M

)}
= f

div u = 0
(a, u)|t=0 = (a0, u0),

avec µ̃(a) = µ( 1
1+a

).

Avant d’énoncer les résultats, on rappelle que l’opérateur de Leray P
est le projecteur orthogonal sur les champs à divergence nulle. On note
Q = I −P le projecteur sur les champs de type gradient.

Nos résultats principaux sont les suivants (concernant la définition de
l’espace de Besov voir la définition 2.1) :
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Théorème 1.1. Soient 1 < p < 2N, µ vérifie (1.1), u0 ∈
(
Ḃ

N
p
−1

p 1 (RN)
)N

avec div u = 0, f ∈
(
L1

loc(R+; Ḃ
N
p
−1

p 1 (RN))
)N

tel que Qf appartenant à(
L2

loc(R+; Ḃ
N
p
−2

p 1 (RN))
)N

et a0 ∈ Ḃ
N
p

p 1(R
N). Alors il existe une constante posi-

tive c dépendant de N , p et de la fonction µ telle que si

‖a0‖
Ḃ

N
p

p 1

≤ c,

il existe un T ∈ (0, +∞] tel que le système (ĨNS) admette une solution
(a, u,∇Π) vérifiant

a ∈ Cb([0, T ); Ḃ
N
p

p 1), u ∈
(
Cb([0, T ); Ḃ

N
p
−1

p 1 ) ∩ L1
T (Ḃ

N
p

+1

p 1 )
)N

et ∇Π ∈
(
L1

T (Ḃ
N
p
−1

p 1 )
)N

.

De plus cette solution est unique lorsque 1 < p ≤ N. D’autre part, il existe
une constante c′ strictement positive dépendant de N, µ et p telle que si

‖u0‖
Ḃ

N
p −1

p 1

+ ‖f‖
L1(R+; Ḃ

N
p −1

p 1 )
≤ c′µ1,

alors T = +∞.

En fait on peut se débarrasser de l’hypothèse de petitesse de la donnée
initiale a0 mais le prix qu’on paye touche la classe des données initiales que
l’on doit prendre plus régulières. Ceci est précisé dans le théorème suivant.

Théorème 1.2. Soit α un réel strictement positif et µ vérifie (1.1). On

suppose que a0 ∈ H
N
2

+α(RN) vérifie a
déf
= inf

x
(1 + a0) > 0 (et de plus ∇a0 ∈(

L∞(RN)
)N

si α = 1). Soit u0 un champ de vecteurs à divergence nulle avec

coefficients dans H
N
2
−1+α(RN) et f ∈

(
L̃1

loc(R+; H
N
2
−1+α(RN))

)N
. Alors il

existe T strictement positif tel que le système (ĨNS) admette une unique
solution sur [0, T ]. Plus précisement, on a

a ∈ C̃T (H
N
2

+α), u ∈
(
L̃1

T (H
N
2

+1+α) ∩ C̃T (H
N
2
−1+α)

)N

et ∇Π ∈
(
L̃1

T (H
N
2
−1+α)

)N
.

Nous allons maintenant donner le plan de l’article :
- Premièrement nous rappelons les notions des bases de la théorie de

Littlewood-Paley.
- La troisième section est consacrée à l’unicité dans l’espace de Besov.
- La quatrième section est dédiée à l’existence de solutions.
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2. Notations et définitions

2.1. Notations

On dit que A � B s’il existe une contante c strictement positive telle que
A ≤ cB, et A ≈ B si A � B et B � A.

Soient X un espace de Banach et p ∈ [1,∞], on désigne par Lp(0, T ; X)
l’ensemble des fonctions f mesurables sur (0, T ) à valeurs dans X, telles que
t �−→ ‖f(t)‖X appartient à Lp(0, T ). On note C([0, T ); X) l’espace des fonc-

tions continues de [0, T ) à valeurs dans X, Cb([0, T ); X)
déf
= C([0, T ); X) ∩

L∞(0, T ; X) et C̃T (X)
déf
= C([0, T ); X) ∩ L̃∞(0, T ; X).

Enfin soit µ1 = µ(1), µ̃(a) = µ( 1
1+a

), a∨ b = inf(a, b) et pour 1 ≤ p ≤ ∞,

on désigne par p′ l’exposant conjugué de p défini par 1
p

+ 1
p′ = 1.

2.2. Théorie de Littlewood-Paley

Dans cette section, nous allons rappeler brièvement la théorie de Littlewood-
Paley et définir les espaces fonctionnels dans lesquels nous allons travailler.
Pour cela, nous utilisons une décomposition dyadique de l’unité (voir par
exemple [4]). Soit C ⊂ RN , la couronne de centre 0 de petit rayon 3

4
, de grand

rayon 8
3
. Il existe alors deux fonctions positives radiales χ et ϕ appartenant

respectivement à C∞
0

(
B(0, 4

3
)
)

et à C∞
0 (C) telles que :∑

q∈Z

ϕ(2−qξ) = 1 ∀ξ �= 0 et χ(ξ) +
∑
q∈N

ϕ(2−qξ) = 1 ∀ξ ∈ RN .

On définit les opérateurs ∆q, Sq, Ṡq et ∆̇q de L(S ′
; C∞) par :

∆q u = 0 si q ≤ −2, ∆−1 u = χ(D) u = h̃ ∗ u,

∆q u = ϕ(2−qD) u = ∆̇q u = 2Nq h(2q ·) ∗ u si q ≥ 0,

∆̇q u = ϕ(2−qD) u = 2Nq h(2q ·) ∗ u pour q ∈ Z,

Ṡq u = χ(2−qD) u =
∑

p≤q−1

∆̇p u = 2Nq h̃(2q ·) ∗ u

(resp. Sq u = χ(2−qD) u =
∑

p≤q−1

∆p u = 2Nq h̃(2q ·) ∗ u)

avec : h = F−1ϕ et h̃ = F−1χ. De plus, on a :

u =
∑
q∈Z

∆̇q u ∀u ∈ S ′(RN)/P[RN ] et u =
∑
q∈Z

∆q u ∀u ∈ S ′(RN)

où P[RN ] est l’ensemble des polynômes (voir par exemple [20]).
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De plus, la décomposition de Littlewood-Paley vérifie la propriété de
presque orthogonalité :

∆̇k∆̇qu ≡ 0 si |k − q| ≥ 2 et ∆̇k(Ṡq−1u∆̇qu) ≡ 0 si |k − q| ≥ 5(2.1) (
resp. ∆k∆qu≡ 0 si |k − q| ≥2 et ∆k(Sq−1u∆qu)≡0 si |k−q| ≥ 5

)
.

Définition 2.1. Soient s ∈ R, (p, r) ∈ [1, +∞]2 et u ∈ S ′(RN), on note

‖u‖Ḃs
p r

déf
=

(∑
q∈Z

2rqs‖∆̇q u‖r
Lp

) 1
r

(
resp. ‖u‖Bs

p r

déf
=

(∑
q∈Z

2rqs‖∆q u‖r
Lp

) 1
r
)

avec le changement habituel pour r = +∞, alors pour s < N
p
, r > 1 et

s ≤ N
p
, r = 1

Ḃs
p r

déf
=

{
u ∈ S ′(RN)

∣∣∣ ‖u‖Ḃs
p r

< ∞
}
,

sinon on définit Ḃs
p r comme étant l’adhérence dans S ′ des fonctions appar-

tenant à l’espace de Schwartz pour la norme ‖ · ‖Ḃs
p r(

resp. Bs
p r

déf
=

{
u ∈ S ′(RN)

∣∣ ‖u‖Bs
p r

< ∞
})

.

Pour p = r = 2 l’espace de Besov non homogène Bs
p r cöıncide avec

l’espace de Sobolev Hs (voir par exemple [4]).
Comme conséquence de l’inégalité de Bernstein (voir par exemple [4]) et

par définition de Ḃs
p r, (resp. Bs

p r) on a la proposition suivante

Proposition 2.1. (i) Il existe une constante c strictement positive telle que

(2.2) c−1‖u‖Ḃs
p r

≤ ‖∇u‖Ḃs−1
p r

≤ c‖u‖Ḃs
p r

(
resp. ‖∇u‖Bs−1

p r
� ‖u‖Bs

p r

)
.

(ii) Pour p1 ≤ p2 et r1 ≤ r2, on a

Ḃs
p1 r1

↪→ Ḃ
s−N( 1

p1
− 1

p2
)

p2 r2

(
resp. Bs

p1 r1
↪→ B

s−N( 1
p1

− 1
p2

)

p2 r2

)
.

(iii) Si p ∈ [1,∞], alors

Ḃ
N
p

p 1 ↪→ Ḃ
N
p

p∞ ∩ L∞
(
resp. Bs

p 1 ↪→ B
N
p

p∞ ∩ L∞
)
.

(iv) Interpolation réelle :

(Ḃs1
p r, Ḃ

s2
p r)θ, r′ = Ḃ

θs2+(1−θ)s1

p r′

(
resp. (Bs1

p r, B
s2
p r)θ, r′ = B

θs2+(1−θ)s1

p r′

)
pour 0 < θ < 1 (voir par exemple [22]).
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Proposition 2.2. Pour (r, p) ∈ [1,∞]2 et s ∈ R, alors on a les inégalités
suivantes

(2.3) ‖uv‖Ḃs
p r

� ‖u‖L∞‖v‖Ḃs
p r

+ ‖v‖L∞‖u‖Ḃs
p r

si s > 0.

Si s1, s2 < N
p

(resp. s1, s2 ≤ N
p

), s1 + s2 + N min(0, 1 − 2
p
) > 0, alors

(2.4) ‖uv‖
Ḃ

s1+s2−N
p

p r

� ‖u‖Ḃ
s1
p r
‖v‖Ḃ

s2
p∞(

resp. pour r = 1 ‖uv‖
Ḃ

s1+s2−N
p

p 1

� ‖u‖Ḃ
s1
p 1
‖v‖Ḃ

s2
p 1

)
,

si |s| < N
p

pour p ≥ 2 et −N
p′ < s < N

p
sinon, alors

(2.5) ‖uv‖Ḃs
p r

� ‖u‖Ḃs
p r
‖v‖

Ḃ
N
p

p ∞∩L∞
.

L’inégalité (2.4) reste vrai dans le cas limite (c’est-à-dire si s1 + s2 = 0)
pour 2 ≤ p (voir par exemple [22]). Plus précisément on a

(2.6) ‖uv‖
Ḃ

−N
p

p∞
� ‖u‖Ḃs

p 1
‖v‖Ḃ−s

p ∞ si s ∈
(
− N

p
,
N

p

]
,

et

‖uv‖
Ḃ

−N
p

p∞
� ‖u‖

Ḃ
N
p

p∞∩L∞
‖v‖

Ḃ
−N

p
p 1

si 2 ≤ p.(2.7)

‖uv‖Ḃs
p r

� ‖u‖
L2∩Ḃ

s+N−N
p

2 r

‖v‖
L2∩Ḃ

s+N− N
p

2 r

dès que s + N − N
p

> 0.(2.8)

Preuve. Pour montrer (2.8), on utilise la décomposition de J.-M. Bony
(voir [3]), on a

uv = Tuv + Tvu + R(u, v), avec Tuv
déf
=

∑
q∈Z

Ṡq−1u ∆̇qv,

R(u, v)
déf
=

∑
q∈Z

∆̇qu(∆̇q−1 + ∆̇q + ∆̇q+1)v et T ′
uv

déf
= Tuv + R(u, v).

Grâce à (2.1), on a

∆̇k(Tuv) =
∑

|k−q|≤4

∆̇k(Ṡq−1u ∆̇qv),

alors les inégalités de Bernstein et de Hölder, impliquent

‖∆̇k (Tuv)‖Lp � 2kN(1− 1
p
)‖∆̇k(Tuv)‖L1

� 2kN(1− 1
p
)
∑

|k−q|≤4

‖Ṡq−1u‖L2‖∆̇qv‖L2 � ‖u‖L22kN(1− 1
p
)
∑

|k−q|≤4

‖∆̇qv‖L2.(2.9)
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D’où à partir de l’inégalité de Young on en déduit la majoration suivante

‖Tuv‖Ḃs
p r

� ‖u‖L2‖v‖
Ḃ

s+N−N
p

2 r

.

De même, on a
‖Tvu‖Ḃs

p r
� ‖v‖L2‖u‖

Ḃ
s+N−N

p
2 r

.

Par définition de l’opérateur ∆̇λ, on a

∆̇λR(u, v) =
∑

λ−k≤3

∑
|k−q|≤1

∆̇λ(∆̇k u∆̇qv).

Les inégalités de Bernstein et de Hölder impliquent

‖∆̇λR(u, v)‖Lp � 2λN(1− 1
p
)
∑

λ−k≤3

∑
|k−q|≤1

‖∆̇ku‖L2‖∆̇qv‖L2.

Ainsi l’inégalité de Young conduit à la majoration suivante

‖R(u, v)‖Ḃs
p r

� ‖u‖L2‖v‖
Ḃ

s+N−N
p

2 r

dès que s + N − N

p
> 0.

D’où le résultat. �
Pour les espaces de Sobolev non homogènes, on a aussi une proposition

qui est équivalente à la proposition 2.2 (voir par exemple [9, proposition 1.3])

Proposition 2.3.

‖uv‖Hs � ‖u‖L∞‖v‖Hs + ‖v‖L∞‖u‖Hs si s ≥ 0,

‖uv‖Hs1 � ‖u‖Hs1‖v‖Hs2 si s1 + s2 > 0, s1 ≤
N

2
et s2 >

N

2
,

‖uv‖
Hs1+s2−N

2
� ‖u‖Hs1‖v‖Hs2 si s1 + s2 > 0 et s1, s2 <

N

2

et

‖uv‖Hs � ‖u‖Hs‖v‖
H

N
2 ∩L∞ si |s| <

N

2
.

Remarque 2.1. La proposition 2.2 (resp. la proposition 2.3) montre que

Ḃs
p r ∩ L∞ est une algèbre pour s > 0. De même pour Ḃ

N
p

p 1 si p < ∞
(
resp.

Hs si s > N
2

)
.

Pour résoudre l’équation (ĨNS) nous utiliserons l’effet régularisant de
l’équation de la chaleur découvert par J.-Y. Chemin et N. Lerner dans [6].

Pour cela on introduit les espaces L̃ρ
T (Ḃs

p r).
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Définition 2.2. Soient s ∈ R, (r, ρ, p) ∈ [1, +∞]3 et T ∈]0, +∞], on dit

alors que f ∈ L̃ρ
T (Ḃs

p r), si

‖f‖�Lρ
T (Ḃs

p r)

déf
=

(∑
q∈Z

2qrs
( ∫ T

0

‖∆̇q f(t)‖ρ
Lpdt

) r
ρ
) 1

r

< ∞[
resp. f ∈ L̃ρ

T (Hs), si ‖f‖�Lρ
T (Hs)

déf
=
(∑

q∈Z
22qs

(∫ T

0
‖∆q f(t)‖ρ

L2dt
) 2

ρ
) 1

2
<∞

]
,

avec le changement usuel si r = ∞.

Remarque 2.2. Les fonctionnelles ‖ · ‖�Lρ
T (Ḃs

p r) ne sont des normes que si

s < N
p

(ou s ≤ N
p

si r = 1).

Pour θ ∈ [0, 1], on a

(2.10)
‖u‖�Lρ

T (Ḃs
p r) ≤ ‖u‖θ

�Lρ1
T (Ḃ

s1
p r)

‖u‖1−θ
�Lρ2

T (Ḃ
s2
p r)

et ‖u‖�Lρ
T (Hs) ≤ ‖u‖θ

�Lρ1
T (Hs1 )

‖u‖1−θ
�Lρ2

T (Hs2 )
,

avec 1
ρ

= θ
ρ1

+ 1−θ
ρ2

et s = θs1 + (1 − θ)s2.

Remarquons que l’inégalité de Minkowski, implique que

‖u‖�Lρ
T (Ḃs

p r) ≤ ‖u‖Lρ
T (Ḃs

p r) si ρ ≤ r
(
resp. ‖u‖�Lρ

T (Hs) ≤ ‖u‖Lρ
T (Hs) si ρ ≤ 2

)
,

‖u‖Lρ
T (Ḃs

p r) ≤ ‖u‖�Lρ
T (Ḃs

p r) si r ≤ ρ
(
resp. ‖u‖Lρ

T (Hs) ≤ ‖u‖�Lρ
T (Hs) si 2 ≤ ρ

)
.

De même on a une loi de produit dans ces espaces analogue à celle dans Ḃs
p r

(voir par exemple [5]).

Proposition 2.4. Soient s > 0, r ∈ [1,∞] et 1
ρ2

+ 1
ρ3

= 1
ρ1

+ 1
ρ4

, alors

‖uv‖�Lρ
T (Ḃs

p r) � ‖u‖L
ρ1
T (L∞)‖v‖�Lρ4

T (Ḃs
p r) + ‖v‖L

ρ2
T (L∞)‖u‖�Lρ3

T (Ḃs
p r).

Si s1, s2 < N
p

(resp. s1, s2 ≤ N
p
), s1 +s2 +N min(0, 1− 2

p
) > 0 et 1

ρ1
+ 1

ρ2
= 1

ρ
,

alors

(2.11) ‖uv‖�Lρ
T (Ḃ

s1+s2−N
p

p r )
� ‖u‖�Lρ1

T (Ḃ
s1
p r)‖v‖�Lρ2

T (Ḃ
s2
p ∞)(

resp. pour r = 1 ‖uv‖�Lρ
T (Ḃ

s1+s2−N
p

p 1 )
� ‖u‖�Lρ1

T (Ḃ
s1
p 1)

‖v‖�Lρ2
T (Ḃ

s2
p 1)

)
.

Soit |s| < N
p

pour p ≥ 2 et −N
p′ < s < N

p
sinon, alors

(2.12) ‖uv‖�Lρ
T (Ḃs

p r) � ‖u‖�Lρ1
T (Ḃs

p r)‖v‖�Lρ2
T (Ḃ

N
p

p ∞)∩L
ρ2
T (L∞)

avec
1

ρ1
+

1

ρ2
=

1

ρ
≤ 1.

Si 2 ≤ p, s ∈
(
− N

p
, N

p

]
et 1

ρ1
+ 1

ρ2
= 1

ρ
≤ 1, on a

(2.13) ‖uv‖�Lρ
T (Ḃ

− N
p

p ∞ )
� ‖u‖�Lρ1

T (Ḃs
p 1)

‖v‖�Lρ2
T (Ḃ−s

p ∞).
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Preuve. Pour la démonstration de l’inégalité (2.13) voir [8].
Pour montrer (2.12), on utilise de nouveau la décomposition de J.-M.

Bony, on obtient

‖∆̇k(Tuv)‖Lρ
T (Lp) ≤

∑
|k−q|≤4

‖∆̇qv‖L
ρ2
T (Lp)‖Ṡq−1u‖L

ρ1
T (L∞).

Or l’inégalité de Bernstein implique

‖Ṡq−1u‖L
ρ1
T (L∞) �

∑
λ≤q−2

2λ(N
p
−s) 2λs‖∆̇λu‖L

ρ1
T (Lp),

on injecte cette majoration dans l’inégalité précédente, on trouve

2ks‖∆̇k(Tuv)‖Lρ
T (Lp) �

∑
|k−q|≤4

2q N
p ‖∆̇qv‖L

ρ2
T (Lp)

×
∑

λ≤q−2

2(q−λ)(s−N
p

) 2λs‖∆̇λu‖L
ρ1
T (Lp),

alors l’inégalité de Young donne l’estimation suivante

‖Tuv‖�Lρ
T (Ḃs

p r) � ‖u‖�Lρ1
T (Ḃs

p r)‖v‖�Lρ2
T (Ḃ

N
p

p ∞)
dès que s <

N

p
.

Par contre

‖Tvu‖�Lρ
T (Ḃs

p r) ≤ ‖u‖�Lρ1
T (Ḃs

p r)‖v‖L
ρ2
T (L∞) pour tout s ∈ R.

Pour estimer le reste, en reprenant les calculs qui ont conduit à majorer le
reste de l’inégalité (2.7), on prouve pour p ≥ 2

2λs‖∆̇λR(u, v)‖Lρ
T (Lp) �

∑
λ−k≤3

2(λ−k)(s+ N
p

) 2ks‖∆̇ku‖L
ρ1
T (Lp)

×
∑

|k−q|≤1

2q N
p ‖∆̇qv‖L

ρ2
T (Lp),

sinon, c’est-à-dire, p < 2

2λs‖∆̇λR(u, v)‖Lρ
T (Lp) �

∑
λ−k≤3

2
(λ−k)(s+ N

p′ ) 2ks‖∆̇ku‖L
ρ1
T (Lp)

×
∑

|k−q|≤1

2q N
p ‖∆̇qv‖L

ρ2
T (Lp),

et par suite lorsque s > −N
p

pour p ≥ 2 et s > −N
p′ sinon, l’inégalité de

Young implique que

‖R(u, v)‖�Lρ
T (Ḃs

p r) � ‖u‖�Lρ1
T (Ḃs

p r)‖v‖�Lρ2
T (Ḃ

N
p

p ∞)
.

�
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Remarque 2.3. En reprenant les calculs qui ont conduit à (2.7), on prouve
que pour 2 ≤ p

(2.14) ‖uv‖�Lρ
T (Ḃ

− N
p

p ∞ )
� ‖u‖�Lρ1

T (Ḃ
N
p

p ∞∩L∞)
‖v‖�Lρ2

T (Ḃ
− N

p
p 1 )

, où
1

ρ1

+
1

ρ2

=
1

ρ
≤ 1.

Remarque 2.4. La proposition 2.3 reste vraie dans L̃ρ
T (Hs) par exemple

‖uv‖�Lρ
T (Hs1 ) � ‖u‖�Lρ1

T (Hs1 )‖v‖�Lρ2
T (Hs2 ),

si s1 + s2 > 0, s1 ≤ N
2

et N
2

< s2 avec 1
ρ

= 1
ρ1

+ 1
ρ2

(voir [9]).

Lemme 2.1. Soient m∈ [1,∞], T ∈ R+, s ∈ R, α > 0,∇u à coefficients dans

L̃a
T (H

N
2

+α−1) et ∇v à coefficients dans L̃b
T (Hs− 1

2
α∨1) avec 1

m
= 1

a
+ 1

b
. Alors

(2.15)
∥∥∥T∇uv

∥∥∥�Lm
T (Hs)

� ‖∇u‖�La
T (H

N
2 +α−1)

‖∇v‖�Lb
T (Hs− 1

2 α∨1)
.

Preuve. Comme Sqf =
∑

p≤q−1 ∆pf et ∆pf = 0 si p ≤ −2, alors

T∇uv =
∑
q≥1

Sq−1∇u ∆qv.

Et par suite l’inégalité (2.1) implique

∆k(T∇uv) =
∑

|k−q|≤4

∆k(Sq−1∇u ∆qv),

d’où les inégalités de Bernstein et de Hölder donnent (car q ≥ 1)

‖∆k(T∇uv)‖Lm
T (L2) �

∑
|k−q|≤4

2−q‖Sq−1∇u‖La
T (L∞)‖∆q∇v‖Lb(L2),

avec 1
m

= 1
a

+ 1
b
. Mais de nouveau l’inégalité de Bernstein implique

‖Sq−1∇u‖La
T (L∞) �

∑
−1≤λ≤q−2

2λ(N
2
−1+α)‖∆λ∇u‖La

T (L2)2
λ(1−α),

alors

‖Sq−1∇u‖La
T (L∞) �

⎧⎨⎩‖∇u‖�La
T (H

N
2 −1+α)

2q(1−α∨1) si α �= 1

‖∇u‖�La
T (H

N
2 )

√
q si α = 1,

ce qui démontre l’inégalité (2.15). �
Il est bien connu que l’espace de Besov Bs

p r est stable par composition
à gauche dès que s > 0 (voir par exemple [19]). H. Bahouri et J.-Y. Che-
min dans [2] ont montré un résultat analogue à celui de [19] dans l’espace

L̃∞
T (Bs

2 1) basé sur la méthode dite de la première linéarisation de Y. Meyer.
Plus exactement, ils obtiennent
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Lemme 2.2. Pour toute fonction G ∈ C∞ à support compact nulle en 0 et
pour tout réel strictement positif s, on a

(2.16) ‖G(u)‖�L∞
T (Bs

2 1)
≤ Cu‖u‖�L∞

T (Bs
2 1)

avec Cu
déf
= C

(
1+‖u‖L∞

T (L∞)

)[s]+1
, où C est une constante ne dépendant que

de G et de s.

En suivant une démarche strictement analogue à celle de la démontration
du lemme 2.2 et en utilisant le fait que l’espace de Besov homogène est défini
modulo les polynômes, on obtient le lemme suivant.

Lemme 2.3. Soient s un réel strictement positif, (p, r, ρ) ∈ [1,∞]3, G ∈
W

[s]+1,∞
loc , T ∈ (0,∞] et u ∈ L̃ρ

T (Ḃs
p r) ∩ L∞

T (L∞), alors

(2.17) ‖G(u)‖�Lρ
T (Ḃs

p r) ≤ C
(
1 + ‖u‖L∞

T (L∞)

)[s]+1‖u‖�Lρ
T (Ḃs

p r)

(resp. ‖G(u)‖�Lρ
T (Bs

p r) ≤ C
(
1+‖u‖L∞

T (L∞)

)[s]+1‖u‖�Lρ
T (Bs

p r) si G(0) = 0).

Lemme 2.4. Soient p, r, ρ et T vérifiant les conditions du lemme 2.3 avec

|s| < N
p

pour p ≥ 2 sinon −N
p′ < s < N

p
et G appartenant à W

[ N
p

]+2,∞
loc . Alors

pour u et v appartenant à L∞
T (Ḃ

N
p

p∞ ∩ L∞) tels que u − v ∈ L̃ρ
T (Ḃs

p r), on a

‖G(u) − G(v)‖�Lρ
T (Ḃs

p r) � ‖u − v‖�Lρ
T (Ḃs

p r)

[(
1 + ‖u‖L∞

T (L∞) + ‖v‖L∞
T (L∞)

)[ N
p

]+1

×
(
‖u‖

L∞
T (Ḃ

N
p

p ∞)
+ ‖v‖

L∞
T (Ḃ

N
p

p ∞)

)]
.(2.18)

Preuve. D’après la formule de Taylor avec reste intégral, on a

G(u) − G(v) =

∫ 1

0

(u − v)G′(v + τ(u − v)
)
dτ,

pour conclure il suffit d’utiliser les inégalités (2.12) et (2.17). �
Rappelons enfin un résultat d’interpolation logarithmique pour les es-

paces L̃ρ
T (Ḃs

p r) (voir [8, proposition 1.8]).

Proposition 2.5. Soient (p, ρ) ∈ [1,∞]2, s ∈ R et ε ∈ (0, 1], alors

(2.19) ‖u‖�Lρ
T (Ḃs

p 1) �
‖u‖�Lρ

T (Ḃs
p ∞)

ε
log

(
e +

‖u‖�Lρ
T (Ḃs−ε

p ∞ ) + ‖u‖�Lρ
T (Ḃs+ε

p ∞ )

‖u‖�Lρ
T (Ḃs

p ∞)

)
.
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3. Unicité

Dans cette section, nous allons démontrer l’unicité des solutions des équations
de Navier-Stokes non homogène dans l’espace de Besov homogène

L∞
T (Ḃ

N
p

p∞) ×
(
L∞

T (Ḃ
N
p
−1

p 1 )
)N

pour 1 ≤ p ≤ N. La preuve repose sur le lemme d’Osgood et un résultat
d’analyse harmonique dû a R. Danchin [10].

Soit (ai, ui,∇Πi) pour 1 ≤ i ≤ 2 deux solutions. Désignons par

(Mi, δM)
déf
= (∇ui +t ∇ui,M2 −M1)

et

(δa, δu,∇δΠ)
déf
= (a2 − a1, u2 − u1,∇Π2 −∇Π1)

leur différence, qui vérifie le système suivant⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂tδa + u2 · ∇δa = −δu · ∇a1

∂tδu + u2 · ∇δu − µ1∆δu + ∇δΠ = F (ai, ui,∇Πi)

div δu = 0,

où

F (ai, ui,∇Πi) = −δu · ∇u1 + a1(µ1∆δu −∇δΠ) + δa(µ1∆u2 −∇Π2)

+ div
[(

µ̃(a1) − µ1
)
δM

]
+ δa div

[(
µ̃(a2) − µ1

)
M2

]
+ a1div

[(
µ̃(a1) − µ1

)
δM

]
+ div

[(
µ̃(a2) − µ̃(a1)

)
M2

]
+ a1div

[(
µ̃(a2) − µ̃(a1)

)
M2

]
.

Donc δa (resp. (δu, δ∇Π)) vérifie l’équation de transport avec un terme
de force g (resp. le système de Stokes non stationnaire avec force F ). Mais
d’après deux résultats dûs à R. Danchin on peut contrôler δa

(
resp. (δu, δ∇Π)

)
dans Ḃs

p r pour |s| < N
p

+ 1 (resp. pour |s| < N
p
) par ‖g‖L1

T (Ḃs
p r) (resp.

‖F‖�L1
T (Ḃs

p r)) (pour plus de précisions voir propositions 3.2 et 3.3).

Dans notre analyse nous allons distinguer deux cas : d’une part 3 ≤ N ,
1 ≤ p < N et d’autre part N = 2 ou N = p dans lesquels nous faisons appel
à des lois de produit bien appropriées.
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3.1. Cas où 3 ≤ N et 1 ≤ p < N

Proposition 3.1. Soient (a1, u1,∇Π) et (a2, u2,∇Π2) deux solutions de

(ĨNS) avec mêmes données initiales a0 ∈ Ḃ
N
p

p∞(RN)∩L∞(RN), u0 un champ

de vecteurs à divergence nulle avec coefficients dans Ḃ
N
p
−1

p 1 (RN) et un terme

de force extérieure f ∈
(
L1

loc([0, T
∗); Ḃ

N
p
−1

p 1 (RN))
)N

tel que Qf appartienne

à
(
L1

loc([0, T
�); Ḃ

N
p
−2

p 1 (RN))
)N

. Supposons que pour i = 1, 2 on ait

ai ∈ C([0, T �); Ḃ
N
p

p∞) ∩ L∞(0, T �; L∞),

ui ∈
(
C([0, T �); Ḃ

N
p
−1

p 1 )
)N ∩

(
L1

Loc([0, T
�); Ḃ

N
p

+1

p 1 )
)N

,

∇Πi ∈
(
L1

Loc([0, T
�); Ḃ

N
p
−1

p 1 )
)N

.

Alors il existe une constante c strictement positive telle que si on a

‖a1‖
L∞

T� (Ḃ
N
p

p ∞∩L∞)
≤ c,

alors (a2, u2,∇Π2) = (a1, u1,∇Π1).

Preuve. Tout d’abord on va montrer que (δa, δu,∇δΠ) ∈ F
N
p
−1

T , où

F
N
p
−1

T = C
(
[0, T ]; Ḃ

N
p
−1

p∞
)
×
(
L1

T (Ḃ
N
p

p 1)∩C([0, T ]; Ḃ
N
p
−2

p 1 )
)N ×

(
L1

T (Ḃ
N
p
−2

p 1 )
)N

,

muni de la norme suivante

‖(a, u,∇Π)‖
F

N
p −1

T

déf
= ‖a‖

L∞
T (Ḃ

N
p −1

p ∞ )
+ ‖u‖

L∞
T (Ḃ

N
p −2

p 1 )
+ µ1‖u‖

L1
T (Ḃ

N
p

p 1)

+ ‖∇Π‖
L1

T (Ḃ
N
p −2

p 1 )
.

Pour montrer que (δa, δu,∇δΠ) ∈ F
N
p
−1

T , il suffit de montrer que

(ai − a0, u
i,∇Π

i
) ∈ F

N
p
−1

T ,

où (ui,∇Π
i
) sont définis par ui = uL + ui et ∇Πi = ∇Πi

L + ∇Π
i
, avec

(uL,∇ΠL) la solution du système de Stokes non-stationnaire suivant⎧⎨⎩
∂tuL − µ1∆uL + ∇ΠL = f
div uL = 0
uL|t=0 = u0.
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La proposition 2.1 dans [5] assure que uL est à coefficients dans l’espace

C([0, T ]; Ḃ
N
p
−1

p 1 ) ∩ L1(0, T ; Ḃ
N
p

+1

p 1 ) et ∇ΠL ∈
(
L1(0, T ; Ḃ

N
p
−1

p 1 )
)N

. De plus

(ui,∇Π
i
) vérifie

(NSmod)

⎧⎨⎩ ∂tu
i − µ1∆ui + ∇Π

i
= G(ai, ui,∇Πi)

div ui = 0
ui
|t=0 = 0,

où

G(ai, ui,∇Πi) = −ui ·∇ui +ai
(
µ1∆ui−∇Πi

)
+(1+ai)div

[(
µ̃(ai)−µ1

)
Mi

]
.

On applique à (NSmod) l’opérateur P, on obtient

(3.1) ∂tu
i − µ1∆ui = P

(
G(ai, ui,∇Πi)

)
et on applique l’opérateur de divergence à (ĨNS), on trouve

(3.2)
div

(
(1 + ai)∇Πi

)
− divQf =

div
{
− ui · ∇ui + µ1(ai∆ui) + (1 + ai)div

[(
µ̃(ai) − µ1

)
Mi

]}
.

D’après l’inégalité (2.10), on a ui ∈
(
L2

T (Ḃ
N
p

p 1)
)N

, et comme N > p, N ≥ 3

alors l’inégalité (2.5) nous conduit à ui · ∇ui ∈
(
L2

T (Ḃ
N
p
−2

p 1 )
)N

. Par ailleurs

en utilisant les inégalités (2.10) et (2.5), on obtient ai∆ui ∈
(
L2

T (Ḃ
N
p
−2

p 1 )
)N

.
Dans la suite on utilise le fait que

‖ai‖L∞ ≤ ‖a0‖L∞.

Les inégalités (2.5), (2.17) et l’inégalité de Bernstein impliquent∥∥∥(1 + ai)div
[(

µ̃(ai) − µ1
)
Mi

]∥∥∥
L2

T (Ḃ
N
p −2

p 1 )

�
(
1 + ‖ai‖

L∞
T (Ḃ

N
p

p ∞∩L∞)

)∥∥∥(µ̃(ai) − µ1
)
Mi

∥∥∥
L2

T (Ḃ
N
p −1

p 1 )

�
(
1 + ‖ai‖

L∞
T (Ḃ

N
p

p ∞∩L∞)

)∥∥µ̃(ai) − µ1
∥∥

L∞
T (Ḃ

N
p

p ∞∩L∞)
‖ui‖

L2
T (Ḃ

N
p

p 1 )

�
(
1 + ‖ai‖

L∞
T (Ḃ

N
p

p ∞∩L∞)

)
‖ai‖

L∞
T (Ḃ

N
p

p ∞∩L∞)
‖ui‖

L2
T (Ḃ

N
p

p 1 )
.

Donc la quantité de gauche de l’égalité (3.2) appartient à L2
T (Ḃ

N
p
−3

p 1 ). Sous

l’hypothese Qf ∈
(
L1

loc([0, T
�); Ḃ

N
p
−2

p 1 )
)N

et le fait que ‖ai‖
L∞

T (Ḃ
N
p

p ∞∩L∞)
est
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petit, on utilise les inégalités (2.5) et (3.2), on obtient ∇Πi ∈
(
L1

T (Ḃ
N
p
−2

p 1 )
)N

dès que T < +∞. D’où l’inégalité (2.5) montre que ai ∇Πi ∈
(
L1

T (Ḃ
N
p
−2

p 1 )
)N

.

Et par suite pour T < ∞, on trouve que G(ai, ui,∇Πi) ∈
(
L1

T (Ḃ
N
p
−2

p 1 )
)N

.

Puisque l’opérateur P est continu sur Ḃs
p r pour tout s ∈ R et (p, r) ∈ [1,∞]2,

alors la quantité de gauche de l’égalité (3.1) appartient à
(
L1

T (Ḃ
N
p
−2

p 1 )
)N

. De
nouveau la proposition 2.1 dans [5], implique u i appartient à

(
L1

T (Ḃ
N
p

p 1)
)N ∩

(
C([0, T ]; Ḃ

N
p
−2

p 1 )
)N

.

De même, on a ∇Π
i ∈

(
L1

T (Ḃ
N
p
−2

p 1 )
)N

. Mais ∂ta
i = −ui · ∇ai, donc grâce à

l’inégalité (2.5), on a ∂ta
i ∈ L2

T (Ḃ
N
p
−1

p∞ ) et par suite l’inégalité de Cauchy-

Schwarz implique que (ai−a0) ∈ C([0, T ]; Ḃ
N
p
−1

p∞ ). Par ailleurs δa = (a2−a0)

−(a1−a0), δu = u2−u1 et ∇δΠ = ∇Π
2−∇Π

1
, donc (δa, δu,∇δΠ) ∈ F

N
p
−1

T .

Pour estimer (δa, δu,∇δΠ) nous allons utiliser les propositions suivantes,
qui nous donnent une estimation de la solution de l’équation de transport
et de celle de l’équation de Stokes non stationnaire linéaire. Admettons-les
pour le moment.

Proposition 3.2. Soient r ∈ [1, +∞], p ∈ [1, +∞] et s ∈ R tel que |s| <
1 + N

p
. Soit v un champ de vecteurs à divergence nulle tel que ∇v soit à

coefficients dans L1
T (Ḃ

N
p

p r ∩L∞). Supposons que f0 ∈ Ḃs
p r, F ∈ L1

T (Ḃs
p r). Soit

f ∈ L∞
T (Ḃs

p r) ∩ C([0, T ]; S ′) une solution du système suivant

(T )

{
∂tf + div(vf) = F
f|t=0 = f0.

Alors il existe une constante C strictement positive dépendant de N et s
telle que

(3.3) ‖f‖�L∞
T (Ḃs

p r) ≤ eCV (t)
(
‖f0‖Ḃs

p r
+

∫ t

0

e−CV (τ)‖F (τ)‖Ḃs
p r

dτ
)
,

où

V (t) =

∫ t

0

‖∇v(τ)‖
Ḃ

N
p

p r∩L∞
dτ.

De plus f ∈ C([0, T ]; Ḃs
p r) si r < ∞.
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Proposition 3.3. Soient s tel que |s| < N
p

si 2 ≤ p < ∞, −N
p′ < s < N

p

si 1 < p ≤ 2, r ∈ [1, +∞], u0 un champ de vecteurs à divergence nulle avec

coefficients dans Ḃs
p r et g un champ de vecteurs à coefficients dans L̃1

T (Ḃs
p r).

Soient u et v deux champs de vecteurs à divergence nulle tels que ∇v soit à

coefficients dans L1
T (Ḃ

N
p

p r ∩ L∞) (resp. L1
T (Ḃ

N
p

p 1)) et u ∈
(
C([0, T ; Ḃs

p r)
)N ∩(

L̃1
T (Ḃs+2

p r )
)N

soit une solution du système de Stokes non stationnaire

(L)

⎧⎨⎩
∂tu + v · ∇u − ν∆u + ∇Π = g
div u = 0
u|t=0 = u0.

Alors il existe C dépendant de N et s tel que u vérifie l’estimation suivante

‖u‖�L∞
T (Ḃs

p r) + ν‖u‖�L1
T (Ḃs+2

p r ) + ‖∇Π‖�L1
T (Ḃs

p r)

≤ exp
(
C‖∇v‖

L1
T (Ḃ

N
p

p r∩L∞)

){
‖u0‖Ḃs

p r
+ C‖g‖�L1

T (Ḃs
p r)

}
.(3.4)

On a de plus l’estimation suivante :

‖u‖�L∞
T (Ḃ

− N
p

p ∞ )
+ ν‖u‖�L1

T (Ḃ
2− N

p
p ∞ )

+ ‖∇Π‖�L1
T (Ḃ

− N
p

p ∞ )

≤ exp
(
C‖∇v‖

L1
T (Ḃ

N
p

p 1)

){
‖u0‖

Ḃ
−N

p
p ∞

+ C‖g‖�L1
T (Ḃ

− N
p

p ∞ )

}
.(3.5)

Comme conséquence des propositions 3.2 et 3.3, on a la majoration sui-
vante pour tout t ≤ T

‖δa‖
L∞

t (Ḃ
N
p −1

p ∞ )
≤ C exp

(
C‖∇u2‖

L1
t (Ḃ

N
p

p ∞∩L∞)

)
‖δu‖

L1
t (Ḃ

N
p

p 1 )
‖∇a1‖

L∞
t (Ḃ

N
p −1

p ∞ )

et

‖δu‖
L∞

t (Ḃ
N
p −2

p 1 )
+ µ1‖δu‖

L1
t (Ḃ

N
p

p 1)
+ ‖∇δΠ‖

L1
t (Ḃ

N
p −2

p 1 )

� exp
(
C‖∇u2‖

L1
t (Ḃ

N
p

p 1 )

)
‖F (ai, ui,∇Πi)‖

L1
t (Ḃ

N
p −2

p 1 )
.

Tout d’abord les inégalités (2.4) et (2.5), donnent du fait que 3 ≤ N et
p < N,

‖ − δu · ∇u1 + a1(µ1∆δu −∇δΠ) + δa(µ1∆u2 −∇Π2)‖
L1

T (Ḃ
N
p −2

p 1 )

� ‖δu‖
L∞

T (Ḃ
N
p −2

p 1 )
‖∇u1‖

L1
T (Ḃ

N
p

p 1)
+
(
‖δu‖

L1
T (Ḃ

N
p

p 1)
+ ‖∇δΠ‖

L1
T (Ḃ

N
p −2

p 1 )

)
× ‖a1‖

L∞
T (Ḃ

N
p

p ∞∩L∞)
+ ‖δa‖

L∞
T (Ḃ

N
p −1

p ∞ )

(
‖∆u2‖

L1
T (Ḃ

N
p −1

p 1 )
+ ‖∇Π2‖

L1
T (Ḃ

N
p −1

p 1 )

)
.
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D’après la formule de Taylor avec reste intégral et le fait que ‖ai‖L∞ << 1,
on trouve ∥∥∥µ̃(ai) − µ1

∥∥∥
L∞

� ‖ai‖L∞.

De même d’après les inégalités (2.5) et (2.17), on a∥∥∥div
[(

µ̃(a1) − µ1
)
δM

]∥∥∥
L1

T (Ḃ
N
p −2

p 1 )
�
∥∥∥µ̃(a1) − µ1

∥∥∥
L∞

T (Ḃ
N
p

p ∞∩L∞)
‖δu‖

L1
T (Ḃ

N
p

p 1 )

� ‖a1‖
L∞

T (Ḃ
N
p

p ∞∩L∞)
‖δu‖

L1
T (Ḃ

N
p

p 1)
.

Comme p < N et 3 ≤ N, alors les inégalités (2.5) et (2.17) impliquent∥∥∥a1div
[(

µ̃(a1) − µ1
)
δM

]∥∥∥
L1

T (Ḃ
N
p −2

p 1 )

� ‖a1‖
L∞

T (Ḃ
N
p

p ∞∩L∞)

∥∥∥(µ̃(a1) − µ1
)
δM

∥∥∥
L1

T (Ḃ
N
p −1

p 1 )

� ‖a1‖
L∞

T (Ḃ
N
p

p ∞∩L∞)

∥∥∥µ̃(a1) − µ1
∥∥∥

L∞
T (Ḃ

N
p

p ∞∩L∞)
‖∇δu‖

L1
T (Ḃ

N
p −1

p 1 )

� ‖a1‖2

L∞
T (Ḃ

N
p

p ∞∩L∞)
‖δu‖

L1
T (Ḃ

N
p

p 1 )
.

D’après les inégalités de Bernstein (2.11) et (3.10), il existe 0 < T2 ≤ T tel
que∥∥∥(µ̃(a2) − µ̃(a1)

)
M2

∥∥∥
L1

T2
(Ḃ

N
p −1

p 1 )
�
∫ T2

0

∥∥∥µ̃(a2) − µ̃(a1)
∥∥∥

Ḃ
N
p −1

p 1

‖∇u2‖
Ḃ

N
p

p 1

dt

�
∫ T2

0

‖δa‖
Ḃ

N
p −1

p∞

(
1 − log ‖δa‖

Ḃ
N
p −1

p∞

)
‖u2‖

Ḃ
N
p +1

p 1

dt.

Grâce au lemme 2.4 on démontre que la quantité a1div
[{

µ̃(a2)− µ̃(a1)
}
M2

]
est dans L1

T (Ḃ
N
p
−2

p 1 ) est contrôlée par la norme L1 par rapport au temps de

‖δa‖
Ḃ

N
p −1

p 1

(
1 − log ‖δa‖

Ḃ
N
p −1

p 1

)
.

Lemme 3.1. Soient p < N, 3 ≤ N et (a1, a2, u2) vérifiant les conditions de
la proposition 3.1. Alors il existe T2 strictement positif dépendant de a0 et
u0, tel que pour 0 ≤ T ≤ T2∥∥∥a1div

[{
µ̃(a2)−µ̃(a1)

}
M2

]∥∥∥
L1

T (Ḃ
N
p −2

p 1 )

≤ CT2

∫ T

0

‖δa‖
Ḃ

N
p −1

p∞

(
1 − log ‖δa‖

Ḃ
N
p −1

p∞

)
‖u2‖

Ḃ
N
p +1

p 1

dt.
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En suivant la même démonstration dans le lemme 3.1, on obtient le
résultat suivant.

Lemme 3.2. Soient 1 ≤ p < N, 3 ≤ N et (a2, u2) vérifiant les conditions
de la proposition 3.1. Alors il existe T3 strictement positif dépendant de a0

et u0, tel que, pour 0 ≤ T ≤ T3,∥∥∥δa div
[{

µ̃(a2) − µ1
}
M2

]∥∥∥
L1

T (Ḃ
N
p −2

p 1 )
≤ CT3

∫ T

0

‖δa(t)‖
Ḃ

N
p −1

p∞

×
(
1 − log ‖δa(t)‖

Ḃ
N
p −1

p ∞

)
‖u2‖

Ḃ
N
p +1

p 1

dt.

Donc grâce aux inégalités précedentes et aux lemmes 3.1 et 3.2, il existe
T1 strictement positif tel que

‖F (ai, ui,∇Πi)‖
L1

T1
(Ḃ

N
p −2

p 1 )
� ‖δu‖

L∞
T1

(Ḃ
N
p −2

p 1 )
‖u1‖

L1
T1

(Ḃ
N
p +1

p 1 )

+ ‖a1‖
L∞

T1
(Ḃ

N
p

p ∞∩L∞)

(
‖δu‖

L1
T1

(Ḃ
N
p

p 1)
+ ‖∇δΠ‖

L1
T1

(Ḃ
N
p −2

p 1 )

)
+ ‖δa‖

L∞
T1

(Ḃ
N
p −1

p ∞ )

(
‖u2‖

L1
T1

(Ḃ
N
p +1

p 1 )
+ ‖∇Π2‖

L1
T1

(Ḃ
N
p −1

p 1 )

)
+
(
‖a1‖

L∞
T1

(Ḃ
N
p

p ∞∩L∞)
+ ‖a1‖2

L∞
T1

(Ḃ
N
p

p ∞∩L∞)

)
µ1‖δu‖

L1
T1

(Ḃ
N
p

p 1)

+

∫ T1

0

‖δa(t)‖
Ḃ

N
p −1

p ∞

(
1 − log ‖δa(t)‖

Ḃ
N
p −1

p∞

)
‖u2‖

Ḃ
N
p +1

p 1

dt.

De plus, quitte à diminuer T1 on peut supposer que

exp{C‖∇u2‖
L1

T1
(Ḃ

N
p

p 1 )
} ≤ 2 et µ1

2∑
i=1

‖ui‖
L1

T1
(Ḃ

N
p +1

p 1 )
+ ‖∇Π2‖

L1
T1

(Ḃ
N
p −1

p 1 )
≤ c.

En utilisant le fait que ‖a1‖
L∞

T (Ḃ
N
p

p ∞∩L∞)
≤ c < 1, on obtient

‖F (ai, ui,∇Πi)‖
L1

T1
(Ḃ

N
p −2

p 1 )
� c

(
‖δu‖

L∞
T1

(Ḃ
N
p −2

p 1 )
+ ‖δu‖

L1
T1

(Ḃ
N
p

p 1 )

+ ‖∇δΠ‖
L1

T1
(Ḃ

N
p −2

p 1 )
+ ‖δa‖

L∞
T1

(Ḃ
N
p −1

p ∞ )

)
+

∫ T1

0

‖δa‖
Ḃ

N
p −1

p ∞

(
1 − log ‖δa‖

Ḃ
N
p −1

p ∞

)
‖u2‖

Ḃ
N
p +1

p 1

dt.

Ainsi

‖(δa, δu, δ∇Π)‖
F

N
p −1

T1

≤ C

∫ T1

0

‖δa‖
Ḃ

N
p −1

p ∞

(
1 − log ‖δa‖

Ḃ
N
p −1

p ∞

)
‖u2‖

Ḃ
N
p +1

p 1

dt.
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On utilisant de nouveau le fait que la fonction x �−→ x
(
1 − log x

)
est crois-

sante sur ]0, 1], on trouve

‖(δa, δu, δ∇Π)‖
F

N
p −1

T1

�
∫ T1

0

‖(δa, δu, δ∇Π)‖
F

N
p −1

t

(
1 − log ‖(δa, δu, δ∇Π)‖

F
N
p −1

t

)
‖u2‖

Ḃ
N
p +1

p 1

dt.

Or ∫ 1

0

dr

r
(
1 − log r

)dr = +∞

et t �→ ‖u2‖
Ḃ

N
p +1

p 1

est localement intégrable, donc le lemme d’Osgood (voir

par exemple [4]) implique que (δa, δu, δ∇Π) = 0 sur [0, T1] pour T1 petit.
Un argument standard de connexité permet d’obtenir (δa, δu, δ∇Π) = 0
sur [0, T ]. Ainsi la démonstration est achevée pour 1 < p < N et 3 ≤ N.
Les calculs qu’on a effectués sont valables pour 1 < p (car ils reposent sur
la proposition 3.3). Le cas p = 1 s’en déduit par injection. �

3.2. Si N = p ou N = 2

Dans le cas limite N =p ou N =2 la condition a1 est petit dans

L∞
T �(Ḃ

N
p

p∞ ∩ L∞)

est insuffisante pour boucler les estimations. Mais on a le résultat suivant :

Proposition 3.4. Soient (a1, u1,∇Π) et (a2, u2,∇Π2) deux solutions de

(ĨNS) avec donnée initiale a0 ∈ Ḃ1
N 1, u0 ∈

(
Ḃ0

N 1(R
N)
)N

avec div u0 = 0

et f à coefficients dans L1
loc([0, T

∗); Ḃ0
N 1(R

N)) tel que Qf à coefficients dans
L1

loc([0, T
�); Ḃ−1

N 1(R
N )). Supposons que pour i = 1, 2 on ait

ai ∈ C([0, T �); S ′) ∩ L∞
loc([0, T

�); Ḃ1
N 1),

ui ∈
(
C([0, T �); Ḃ0

N 1)
)N ∩

(
L1

loc([0, T
�); Ḃ2

N 1)
)N

,

∇Πi ∈
(
L1

loc([0, T
�); Ḃ0

N 1)
)N

.

Alors il existe une constante c strictement positive telle que si on a

‖a1‖�L∞
T�(Ḃ1

N 1) ≤ c,

alors (a2, u2,∇Π2) = (a1, u1,∇Π1).
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Preuve. On va montrer tout d’abord que (δa, δu,∇δΠ) ∈ G0
T , où

G0
T = C

(
[0, T ]; Ḃ0

N ∞
)
×
(
L̃1

T

(
Ḃ1

N ∞
)
∩ C

(
[0, T ]; Ḃ−1

N ∞
))N

×
(
L̃1

T

(
Ḃ−1

N ∞
))N

,

muni de la norme suivante

‖(a, u,∇Π)‖G0
T

déf
= ‖a‖L∞

T (Ḃ0
N ∞) + ‖u‖L∞

T (Ḃ−1
N ∞) + µ1‖u‖�L1

T (Ḃ1
N ∞)

+ ‖∇Π‖�L1
T (Ḃ−1

N ∞).

Le seule différence avec la preuve précédente est dans le traitement des
produits du type ai∇Πi. Pour cela, on utilise l’inégalité (2.6), qui assure

que le membre de droite de l’égalité (3.1) appartient à
(
L2

T (Ḃ−1
N ∞)

)N
, et par

suite l’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que cette quantité appartient
à L̃1

T (Ḃ−1
N ∞) pour T < ∞. Donc la proposition 2.1 dans [5] implique que

(δa, δu,∇δΠ) ∈ G0
T .

En suivant la même démarche qui conduit à montrer que (δa, δu,∇δΠ)=0
sur [0, T ] pour 1 ≤ p < N et 3 < N, on obtient grâce aux propositions 3.2
et 3.3 les estimations suivantes :

‖δa‖L∞
t (Ḃ0

N ∞) ≤ exp
(
C‖∇u2‖L1

t (Ḃ1
N 1)

)
‖δu · ∇a1‖L1

t (Ḃ0
N ∞)

et

‖δu‖L∞
t (Ḃ−1

N ∞) + µ1‖δu‖�L1
t (Ḃ1

N ∞) + ‖∇δΠ‖�L1
t (Ḃ−1

N ∞)

≤ C exp
(
C‖u2‖L1

t (Ḃ2
N 1)

)
‖F (ai, ui,∇Πi)‖�L1

t (Ḃ−1
N ∞).(3.6)

D’après les inégalités (2.5), de Bernstein, de Minkowski et (2.19), on a

‖δu · ∇a1‖L1
t (Ḃ0

N ∞) � ‖δu‖L1
t (Ḃ1

N 1)
‖a1‖�L∞

t (Ḃ1
N 1)

et

‖δu‖L1
t (Ḃ1

N 1)
� ‖δu‖�L1

t (Ḃ
1
N ∞) log

(
e +

‖δu‖�L1
t (Ḃ0

N ∞) + ‖δu‖�L1
t (Ḃ2

N ∞)

‖δu‖�L1
t (Ḃ1

N ∞)

)
.

Mais les inégalités de Hölder et de Minkowski impliquent que

‖δu‖�L1
t (Ḃ0

N ∞) ≤ t
2∑

i=1

‖ui‖L∞
t (Ḃ0

N 1) et ‖δu‖�L1
t (Ḃ2

N ∞) ≤
2∑

i=1

‖ui‖L1
t (Ḃ2

N 1).

Et par suite

(3.7)

‖δa‖L∞
t (Ḃ0

N ∞) ≤ exp
(
C‖∇u2‖L1

t (Ḃ1
N 1)

)
‖a1‖�L∞

t (Ḃ1
N 1)

‖δu‖�L1
t (Ḃ

1
N ∞)

× log
(
e +

∑2
i=1

(
t‖ui‖L∞

t (Ḃ0
N 1) + ‖ui‖L1

t (Ḃ2
N 1)

)
‖δu‖�L1

t (Ḃ1
N ∞)

)
.
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Aussi les inégalités (2.13) et de Bernstein impliquent∥∥− δu · ∇u1 + a1
(
µ1∆δu −∇δΠ

)
+ δa

(
µ1∆u2 −∇Π2

)∥∥�L1
t (Ḃ−1

N ∞)

� ‖u1‖L1
t (Ḃ2

N 1)
‖δu‖L∞

t (Ḃ−1
N ∞) + ‖a1‖�L∞

t (Ḃ1
N 1)

(
‖δu‖�L1

t (Ḃ1
N ∞) + ‖∇δΠ‖�L1

t (Ḃ−1
N ∞)

)
+

∫ t

0

‖δa‖Ḃ0
N ∞

(
‖u2‖Ḃ2

N 1
+ ‖∇Π2‖Ḃ0

N 1

)
dτ.

Par contre pour contrôler δa div
[(

µ̃(a2) − µ1
)
M2

]
dans L̃1

t (Ḃ
−1
N ∞), on n’a

pas besoin d’utiliser la proposition 2.5 comme dans le lemme 3.2 grâce à
l’hypothèse ai ∈ L∞

t (Ḃ1
N 1) au lieu de L∞

t (Ḃ1
N ∞ ∩ L∞). Et par suite les

inégalités de Minkowski, (2.6), (2.2), (2.4) et (2.17) impliquent∥∥∥δa div
[(

µ̃(a2) − µ1
)
M2

]∥∥∥�L1
t (Ḃ−1

N ∞)
�
∫ t

0

‖δa‖Ḃ0
N ∞

∥∥∥(µ̃(a2) − µ1
)
M2

∥∥∥
Ḃ1

N 1

dτ

�
∫ t

0

‖δa‖Ḃ0
N ∞

‖µ̃(a2) − µ1‖Ḃ1
N 1

‖∇u2‖Ḃ1
N 1

dτ

� ‖a2‖L∞
t (Ḃ1

N 1)

∫ t

0

‖δa‖Ḃ0
N ∞

‖u2‖Ḃ2
N 1

dτ.

D’après les inégalités (2.2), (2.12) et (2.17), on a∥∥∥div
[(

µ̃(a1) − µ1
)
δM

]∥∥∥�L1
t (Ḃ−1

N ∞)
� ‖µ̃(a1) − µ1‖�L∞

t (Ḃ1
N 1)‖∇δu‖�L1

t (Ḃ
0
N ∞)

� ‖a1‖�L∞
t (Ḃ1

N 1)‖δu‖�L1
t (Ḃ1

N ∞).

Grâce aux inégalités (2.13), (2.12), (2.18), de Bernstein et de Minkowski, on
trouve

(3.8)

∥∥∥a1div
[(

µ̃(a2) − µ̃(a1)
)
M2

]∥∥∥�L1
t (Ḃ−1

N ∞)

�
∫ t

0

‖a1‖Ḃ1
N 1

∥∥∥(µ̃(a2) − µ̃(a1)
)
M2

∥∥∥
Ḃ0

N ∞
dτ

�
∫ t

0

‖a1‖Ḃ1
N 1

∥∥µ̃(a2) − µ̃(a1)
∥∥

Ḃ0
N ∞

‖∇u2‖Ḃ1
N ∞∩L∞dτ

� ‖a1‖�L∞
t (Ḃ1

N 1)‖a2‖L∞
t (Ḃ1

N 1)

∫ t

0

‖δa‖Ḃ0
N ∞

‖u2‖Ḃ2
N 1

dτ.

En utilisant les inégalités (2.13), (2.12), (2.17) et Bernstein, on obtient∥∥∥a1div
[(

µ̃(a1)−µ1
)
δM

]∥∥∥�L1
t (Ḃ−1

N ∞)
� ‖a1‖�L∞

t (Ḃ1
N 1)

∥∥∥(µ̃(a1)−µ1
)
δM

∥∥∥�L1
t (Ḃ0

N ∞)

� ‖a1‖2
�L∞

t (Ḃ1
N 1)

‖δu‖�L1
t (Ḃ1

N ∞).
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En suivant la même calcul que pour prouver l’inégalité (3.8), on obtient∥∥∥div
[(

µ̃(a2) − µ̃(a1)
)
M2

]∥∥∥�L1
t (Ḃ−1

N ∞)
� ‖a2‖L∞

t (Ḃ1
N 1)

∫ t

0

‖δa‖Ḃ0
N ∞

‖u2‖Ḃ2
N 1

dτ.

Donc

(3.9)

‖F (ai, ui,∇Πi)‖�L1
t (Ḃ−1

N ∞) � ‖u1‖L1
t (Ḃ2

N 1)
‖δu‖L∞

t (Ḃ−1
N ∞) + ‖a1‖�L∞

t (Ḃ1
N 1)

×
(
‖δu‖�L1

t (Ḃ1
N ∞) + ‖∇δΠ‖�L1

t (Ḃ−1
N ∞)

)
+

∫ t

0

‖δa‖Ḃ0
N ∞

‖u2‖Ḃ2
N 1

dτ.

Soient

α(τ)
déf
=

2∑
i=1

(
τ‖ui‖L∞

τ (Ḃ0
N 1)

+ µ1‖ui‖L1
τ (Ḃ2

N 1)

)
et

W (t)
déf
= ‖δu‖L∞

t (Ḃ−1
N ∞) + µ1‖δu‖�L1

t (Ḃ
1
N ∞) + ‖∇δΠ‖�L1

t (Ḃ−1
N ∞).

De même que dans le cas 1 ≤ p < N et 3 ≤ N, on choisit T1 de telle sorte
que

e
C‖∇u2‖

L1
T1

(Ḃ1
N 1

) ≤ 2 et µ1
2∑

i=1

‖ui‖L1
T1

(Ḃ2
N 1) + ‖∇Π2‖L1

T1
(Ḃ0

N 1)
≤ c.

Comme ‖a1‖�L∞
T� (Ḃ1

N ∞) ≤ c, les inégalités (3.7), (3.6) et (3.9) impliquent

W (t) ≤ 4Cc‖a2‖L∞
t (Ḃ1

N 1)

∫ t

0

log
(
e +

α(τ)

‖δu‖�L1
τ (Ḃ1

N ∞)

)
W (τ)‖u2‖Ḃ2

N 1
dτ.

D’où

W (t) ≤ Ct

∫ t

0

(
1 − log ‖δu‖�L1

τ (Ḃ1
N ∞)

)
W (τ)‖u2‖Ḃ2

N 1
dτ,

dès que ‖δu‖�L1
t (Ḃ1

N ∞) ≤ 1 pour t ∈ [0, T1]. D’autre part, la fonction x �−→
x(1 − log x) est croissante sur ]0, 1]. Donc

W (t) ≤ 4CT1

∫ t

0

(
1 − log W (τ)

)
W (τ)‖u2‖Ḃ2

N 1
dτ.

De nouveau le lemme d’Osgood implique que W (t) = 0 pour t ∈ [0, T1],
et par suite l’inégalité (3.7) assure que a1 = a2. Ensuite par itération, on
obtient (δa, δu,∇δΠ) = 0 sur [0, T ]. �

Remarque 3.1. Pour N = 2, on commence par le cas p = 2 (c’est-à-dire
N = p) puis par injection, on déduit le résultat pour 1 ≤ p ≤ 2.
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Preuve de lemme 3.1. Sous les hypothèses que p < N et 3 ≤ N, les
inégalités (2.5) et (2.11) donnent∥∥∥a1div

[{
µ̃(a2) − µ̃(a1)

}
M2

]∥∥∥
L1

T (Ḃ
N
p −2

p 1 )

� ‖a1‖
L∞

T (Ḃ
N
p

p ∞∩L∞)

∫ T

0

∥∥∥{µ̃(a2) − µ̃(a1)
}
M2

∥∥∥
Ḃ

N
p −1

p 1

dt

� ‖a1‖
L∞

T (Ḃ
N
p

p ∞∩L∞)

∫ T

0

∥∥∥µ̃(a2) − µ̃(a1)
∥∥∥

Ḃ
N
p −1

p 1

‖u2‖
Ḃ

N
p +1

p 1

dt.

Tout d’abord l’inégalité (2.17) implique∥∥∥µ̃(a2) − µ̃(a1)
∥∥∥

Ḃ
N
p

p ∞
≤

2∑
i=1

∥∥∥µ̃(ai)
∥∥∥

Ḃ
N
p

p ∞
�

2∑
i=1

‖ai‖
Ḃ

N
p

p ∞
.

Comme N > p et N ≥ 3, alors les inégalités (2.18), (2.5), (3.3) et l’inégalité
de Hölder assurent que pour tout t ≤ T∥∥∥µ̃(a2) − µ̃(a1)

∥∥∥
Ḃ

N
p −2

p ∞
� ‖δa‖

Ḃ
N
p −2

p∞

2∑
i=1

‖ai‖
Ḃ

N
p

p ∞∩L∞

� exp
(
C‖∇u2‖

L1
t (Ḃ

N
p

p 1)

)
‖δu‖

L1
t (Ḃ

N
p −1

p ∞ )
‖a1‖

L∞
t (Ḃ

N
p

p ∞)

2∑
i=1

‖ai‖
Ḃ

N
p

p ∞∩L∞

� t exp
(
C‖∇u2‖

L1
t (Ḃ

N
p

p 1)

) 2∑
i=1

‖ui‖
L∞

t (Ḃ
N
p −1

p ∞ )
‖a1‖

L∞
t (Ḃ

N
p

p ∞)

2∑
i=1

‖ai‖
Ḃ

N
p

p∞∩L∞

� t exp
(
C‖∇u2‖

L1
t (Ḃ

N
p

p 1)

) 2∑
i=1

‖ui‖
L∞

t (Ḃ
N
p −1

p ∞ )

2∑
i=1

‖ai‖
Ḃ

N
p

p∞∩L∞

et par suite pour tout t ≤ T, on a∥∥∥µ̃(a2) − µ̃(a1)
∥∥∥

Ḃ
N
p −2

p ∞
≤ CT avec CT −−−→

T→0
0.

D’après les inégalités (2.18), (2.5) et (2.17), on a∥∥∥µ̃(a2) − µ̃(a1)
∥∥∥

Ḃ
N
p −1

p ∞
� ‖δa‖

Ḃ
N
p −1

p ∞
‖ai‖

Ḃ
N
p

p ∞∩L∞
≤ C ′

T‖δa‖
Ḃ

N
p −1

p∞
.

En appliquant l’inégalité (2.19), le fait que

log(e + αx−1) ≤ (1 − log x) log(e + α), ∀α ≥ 0 et x ∈ (0, 1]

et la croissance de la fonction x �−→ x(1 − log x) sur (0, 1], on obtient∥∥∥µ̃(a2) − µ̃(a1)
∥∥∥

Ḃ
N
p −1

p 1

� ‖δa‖
Ḃ

N
p −1

p∞

{
1 − log

(
‖δa‖

Ḃ
N
p −1

p ∞

)}
,
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car on a δa ∈ C([0, T ]; Ḃ
N
p
−1

p∞ ) et δa(0) = 0, donc on peut choisir T2 de telle
sorte que C ′

T‖δa(t)‖
Ḃ

N
p −1

p ∞
≤ 1 pour tout t ∈ [0, T ]. Donc

(3.10)
∥∥∥µ̃(a2)− µ̃(a1)

∥∥∥
Ḃ

N
p −1

p 1

� ‖δa‖
Ḃ

N
p −1

p∞

{
1− log

(
‖δa‖

Ḃ
N
p −1

p∞

)}
∀ t ∈ [0, T2].

De même, on peut supposer CT2‖δa‖
Ḃ

N
p −1

p ∞
≤
√
‖δa‖

Ḃ
N
p −1

p ∞
, on conclut que

∥∥∥a1div
[{

µ̃(a2) − µ̃(a1)
}
M2

]∥∥∥
L1

T (Ḃ
N
p −2

p 1 )

� ‖a1‖
L∞

T (Ḃ
N
p

p ∞∩L∞)

∫ T

0

‖δa‖
Ḃ

N
p −1

p ∞

(
1 − log ‖δa‖

Ḃ
N
p −1

p ∞

)
‖u2‖

Ḃ
N
p +1

p 1

dt.

�

Preuve de la proposition 3.2. On applique l’opérateur ∆̇q au système (T ).
On obtient :

∂t∆̇q f+v·∇∆̇q f = ∆̇qF+[v, ∆̇q]·∇f où [v, ∆̇q]·∇f = v·∇∆̇q f−∆̇q(v·∇ f).

Dans le cas où 1 < p < ∞, on multiplie l’égalité précédente par

|∆̇qf |p−1sign(∆̇qf)

et on obtient du fait que div v = 0 et grâce à l’inégalité de Hölder :

1

p

d

dt
‖∆̇q f‖p

Lp ≤ ‖∆̇qf‖p−1
Lp

(∥∥[v, ∆̇q] · ∇f
∥∥

Lp + ‖∆̇qF‖Lp

)
.

On en déduit que,

2qs‖∆̇qf‖L∞
T (Lp) ≤ 2qs‖∆̇qf0‖Lp + 2qs‖∆̇qF‖L1

T (Lp) + 2qs‖[v, ∆̇q] · ∇f‖L1
T (Lp).

Donc grâce au lemme A.1 [8] et l’inégalité de Minkowski, on obtient

‖f‖�L∞
T (Ḃs

p r) ≤ ‖f0‖Ḃs
p r

+

∫ T

0

‖F‖Ḃs
p r

dt + C

∫ T

0

‖∇v‖
Ḃ

N
p

p r∩L∞
‖f‖Ḃs

p r
dt.

On en déduit alors la majoration (3.3) à partir d’un argument du type lemme
de Gronwall. Les cas p = 1 et p = ∞ s’obtiennent par passage à la limite.
La continuité en temps est prouvée dans [8]. �
Preuve de la proposition 3.3. Rappelons tout d’abord une inégalité sem-
blable à l’inégalité de Bernstein (voir [10]) qui nous permet de gagner deux
dérivées à partir du laplacien dans Lp si 1 < p < ∞.
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Lemme 3.3. Soient N ≥ 1, 1 < p < +∞ et u ∈ Lp(RN ) tel que supp
Fu ⊂ C(0, R1, R2) (avec 0 < R1 < R2). Alors il existe une constante K
strictement positive dépendant de N et R1

R2
telle que

(3.11) K
R2

1

p2

∫
RN

|u|pdx ≤
∫

RN

|∇u|2|u|p−2dx = − 1

p − 1

∫
RN

∆u|u|p−2u dx.

En suivant la même démarche que dans la démontration de la proposition
3.2, on trouve après l’application de P et de l’inégalité (3.11) que

2qs‖∆̇qu‖L∞
T (Lp) + kν2q(s+2)‖∆̇qu‖L1

T (Lp) ≤ 2qs‖∆̇qu0‖Lp + 2qs‖∆̇qPg‖L1
T (Lp)

+ 2qs
∥∥∥[v, ∆̇q] · ∇u

∥∥∥
L1

T (Lp)
.

De nouveau on déduit grâce au lemme A.1 [8] et l’inégalité de Minkowski que

(3.12)

‖u‖�L∞
T (Ḃs

p r) + kν‖u‖�L1
T (Ḃs+2

p r ) ≤ ‖u0‖Ḃs
p r

+ ‖Pg‖�L1
T (Ḃs

p r)

+ C

∫ T

0

‖∇v(t)‖
Ḃ

N
p

p r∩L∞
‖u(t)‖Ḃs

p r
dt.

Pour estimer ∇Π dans L̃1
T (Ḃs

p r), on applique l’opérateur de divergence, on
trouve l’équation suivante

∆Π = divQg − div(v · ∇u).

Donc l’inégalité (2.2), l’inégalité de Minkowski et le fait que div v = div u = 0,
impliquent

‖∆Π‖�L1
T (Ḃs−1

p r ) ≤ c‖Qg‖�L1
T (Ḃs

p r) +
∥∥∥ ∑

1≤i,j≤N

∂j(∂iv
j ui)

∥∥∥
L1

T (Ḃs−1
p r )

� ‖Qg‖�L1
T (Ḃs

p r) + ‖u · ∇v‖L1
T (Ḃs

p r)

Et par suite les inégalités (2.5) et l’inégalité de Minkowski entrainent

‖u · ∇v‖L1
T (Ḃs

p r) �
∫ T

0

‖∇v‖
Ḃ

N
p

p∞∩L∞
‖u‖Ḃs

p r
dt.

Puis en reportant cette expression dans l’inégalité précédente, on obtient
grâce à l’inégalité (2.2) que

(3.13) ‖∇Π‖�L1
T (Ḃs

p r) � ‖Qg‖�L1
T (Ḃs

p r) +

∫ T

0

‖∇v‖
Ḃ

N
p

p∞∩L∞
‖u‖Ḃs

p r
dt.
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Pour conclure il suffit d’utiliser les inégalités (3.12), (3.13) et un argument du
type lemme de Gronwall. Pour montrer l’inégalité (3.5) on reprend les calculs
qui conduisent à l’inégalité (3.4). Puisque le lemme A.1 [8] est vrai pour p ≥ 2
et s = −N

p
car le seul terme que posé des problemes est R(vj, ∂ju). Mais par

définition de reste et le fait que p ≥ 2, on touve à partir des inégalités de
Bernstein et de Hölder que

‖∂jR(vj, u)‖
L1

T (B
− N

p
p ∞ )

� ‖R(vj , u)‖
L1

T (B
1− N

p
p ∞ )

�
∫ T

0

‖u(τ)‖
B

−N
p

p∞
‖v(τ)‖

B
N
p +1

p 1

dτ.

Pour l’estimation de la pression, on utilise l’inégalité (2.13) que implique que

‖u · ∇v‖
L1

T (Ḃ
− N

p
p ∞ )

�
∫ T

0

‖u(τ)‖
Ḃ

−N
p

p∞
‖∇v(τ)‖

Ḃ
N
p

p 1

dτ.

D’où la proposition. �

4. Existence

L’objectif de cette section est de prouver le théorème 1.2 dont la démonstra-
tion répose sur une méthode itérative. On prouve ensuite l’existence dans
l’espace de Besov qui s’appuie sur le théorème 1.2 et le fait que Hs0(RN) ↪→
Ḃs

q 1(R
N) dès que s0 > s + N

2
− N

q
, s > N

q
− N

2
et q ≥ 2.

4.1. Démonstration du théorème 1.2

Le but de cette section est d’étudier l’existence locale des solutions régulières
du système (ĨNS). Rappelons tout d’abord l’estimation d’énergie dans L2 :

Lemme 4.1. Soit (ρ, u,∇Π) une solution sur [0, T ] du système linéaire
suivant ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂tρ + v · ∇ρ = ρh
ρ
(
∂tu + v · ∇u

)
+ ∇Π − div

(
µ(ρ)M

)
= ρf

div u = 0
(ρ, u)|t=0 = (ρ0, u0),

avec 0 < µ ≤ µ et v un champ de vecteurs régulier à divergence nulle. Alors
pour tout t ∈ [0, T ] on a

‖ρ(t)‖Lp ≤ ‖ρ0‖Lp +

∫ t

0

‖(ρh)(s)‖Lpds ∀p ∈ [1,∞],

e−
1
2

� t
0
‖h(τ)‖L∞dτ‖(√ρu)(t)‖L2 ≤ ‖√ρ0u0‖L2

+

∫ t

0

e−
1
2

� τ
0 ‖h(s)‖L∞ds‖(√ρf)(τ)‖L2dτ.
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Preuve. La démonstration du lemme est la même que celle de la proposi-
tion 2.1 de [9], puisque(

− div
(
µ(ρ)M

)∣∣u) =

∫
RN

µ(ρ)M∇u dx ≥ 1

2
µ ‖M‖2

L2

et par intégration par parties, on a

‖M‖L2 =
√

2‖∇u‖L2. �

Avant d’entamer l’étude du système (ĨNS), il est utile de donner une
estimation des solutions du système de Stokes à densité et viscosité va-
riables (M) :

(M)

⎧⎪⎨⎪⎩
∂tu + v · ∇u + (1 + a)

(
∇Π − div

{
µ̃(a)M

})
= g,

div u = 0,
u|t=0 = u0,

avec a, g, v et u0 données. On suppose que a
déf
= inf

x
(1+a) > 0, µ vérifie (1.1).

Plus précisément, on a la proposition suivante qui généralise un résultat
dû à R. Danchin (voir [9, proposition 3.3]).

Proposition 4.1. Soient m ∈ [1,∞],

s ∈
(
2 − 2

m
, α +

N

2
+ inf

(
0, 1 +

1

2
α ∨ 1 − 2

m

)]
tel que s

2
+ 1

m
≤ N

2
+ α et α > 0. On suppose que a0 ∈ H

N
2

+α(RN ) vérifie

a
déf
= inf

x
(1 + a0) > 0, que u0 est un champ de vecteurs à divergence nulle

avec coefficients dans Hs(RN) et g un champ de vecteurs à coefficients dans

L̃1
T (Hs(RN)). Supposons que a ∈ C̃T (H

N
2

+α(RN)) (avec de plus ∇a à coef-
ficients dans L∞

T (L∞(RN)) si α = 1). Soit v un champ de vecteurs à diver-

gence nulle tel que ∇v soit à coefficients dans L1(0, T ; B
N
2

2∞(RN)∩L∞(RN))
si s < N

2
+1 et dans L1(0, T ; Hs(RN)) si s > N

2
+1, avec s �= 1+N

2
si ∇v �= 0.

Soit u ∈
(
L̃∞

T (Hs(RN))
)N

une solution du système (M) sur [0, T ] × RN et

∇Π ∈
(
L̃1

T (Hs(RN))
)N

+
(
L̃m

T (Hs−2+ 2
m (RN))

)N

.

On note µ
déf
= a µ. Alors il existe une constante strictement positive C =

C(s, N, α, m, µ) telle que

‖u‖�L∞
T (Hs) + µ

1
m‖u‖�Lm

T (Hs+ 2
m )

≤ C exp
(
CA

s+2
α′

T V (T )
)(

‖u0‖Hs + A
s+2
α′

T ×

×
{
‖g‖�L1

T (Hs) + µ
1
m A

2
mα′ +[ N

2
+α]

T ‖u‖�Lm
T (Hs+ 2

m −α′
)

})
,
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avec

V (t)
déf
=

⎧⎨⎩
∫ t

0
‖∇v‖

B
N
2

2∞∩L∞
dτ si s < N

2
+ 1∫ t

0
‖∇v‖Hs−1dτ si s > N

2
+ 1,

AT
déf
=

⎧⎨⎩1 +
(
1 + a

)
‖a‖�L∞

T (H
N
2 +α)

si α �= 1

1 +
(
1 + a

)(
‖a‖�L∞

T (H
N
2 +1)

+ ‖∇a‖L∞
T (L∞)

)
si α = 1

et α′ est un réel strictement positif vérifiant α′ ≤ inf(1, 1
2
α,

s−2+ 2
m

2
).

De plus, on a ∇Π = ∇Π1 + ∇Π2 avec

a ‖∇Π1‖�L1
T (Hs) � A

s+1
α′

T

(
‖Qg‖�L1

T (Hs) +

∫ T

0

V (t)‖u(t)‖Hsdt
)

et
a ‖∇Π2‖�Lm

T (Hs+ 2
m−2−α′

)
� A

s
α′
T ‖a‖�L∞

T (H
N
2 +α)

‖u‖�Lm
T (Hs+ 2

m −α′
)

×
{
µ1 + ‖a‖�L∞

T (H
N
2 +α)

}
.

Si v = u, alors les estimations restent vraies avec V (t) =

∫ t

0

‖∇u‖L∞dτ

(même si s = N
2

+ 1).

Preuve. Lorsque µ est une constante strictement positive, R. Danchin a
démontré dans [9] proposition 3.3 le même résultat, on va donc suivre la
même démarche.

On applique l’opérateur ∆q à (M), on obtient pour q ≥ −1

(4.1)
∂t∆qu+ v · ∇∆qu + ∆q∇Π − div

(
(1 + a)µ̃(a)∆qM

)
= ∆qg +

[
v, ∆q

]
· ∇u − ∆q

(
a∇Π

)
+ Rq,

avec

Rq = ∆q

[
(1 + a)div

{
µ̃(a)M

}]
− div

(
(1 + a)µ̃(a)∆qM

)
= ∆q

[
(1 + a)div

{(
µ̃(a) − µ1

)
M

}]
− div

[
(1 + a)

{
µ̃(a) − µ1

}
∆qM

]
+ µ1∆q

(
a divM

)
− µ1div

(
a∆qM

)
= ∆q

[
a div

{(
µ̃(a) − µ1

)
M

}]
− div

[
a ∆q

({
µ̃(a) − µ1

}
M

)]
+ µ1∆q

(
a divM

)
− µ1div

(
a ∆qM

)
− div

{
(1 + a)

[
µ̃(a) − µ1, ∆q

]
· M

}
= R1

q + divR2
q ,

où R2
q = −(1 + a)

[
µ̃(a) − µ1, ∆q

]
· M et R1

q = Rq − divR2
q .
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Par intégration par parties et en utilisant l’inégalité de Bernstein, on
trouve ∣∣(divR2

q

∣∣∆qu)
∣∣ � 2q‖R2

q‖L2‖∆qu‖L2.

Comme div u = 0, alors grâce à l’inégalité de Bernstein on trouve avec

µ
déf
= a µ,(

− div
(
(1 + a)µ̃(a)∆qM

∣∣∣∆qu

)
=

∫
RN

(1 + a)µ̃(a)∆qM∆q∇u dx

=
1

2

∫
RN

(1 + a)µ̃(a)∆qM∆qM dx

≥ 1

2
µ‖∆qM‖2

L2

≥ µ‖∆q∇u‖2
L2 ,

puisque par intégration par parties, on obtient

‖∆qM‖2
L2 = 2‖∆q∇u‖2

L2 + 2

∫
RN

∂j∆qu
i∂i∆qu

j = 2‖∆q∇u‖2
L2.

En prenant le produit scalaire au sens L2 de l’égalité (4.1) avec ∆qu, on
obtient

1

2

d

dt
‖∆qu‖2

L2 + µ‖∆q∇u‖2
L2 ≤ ‖∆qu‖L2

(
‖R1

q‖L2 + 2q‖R2
q‖L2

+
∥∥∥[v, ∆q

]
· ∇u

∥∥∥
L2

+ ‖∆qT∇aΠ‖L2 + ‖∆qT
′
∇Πa‖L2 + ‖∆qPg‖L2

)
.

Pour q ≥ 0, F(∆q u) est supportée dans 2qC, donc il existe une constante
strictement positive c1 telle que :

‖∇∆qu‖2
L2 ≥ c12

2q‖∆qu‖2
L2,

d’où

1

2

d

dt
‖∆qu‖2

L2 + c12
2qµ‖∆qu‖2

L2 ≤ ‖∆qu‖L2

(
‖R1

q‖L2 + 2q‖R2
q‖L2

+
∥∥∥[v, ∆q

]
· ∇u

∥∥∥
L2

+ ‖∆qT∇aΠ‖L2 + ‖∆qT
′
∇Πa‖L2 + ‖∆qPg‖L2

)
.

Soit ε > 0, comme

1

2

d

dt
‖∆qu‖2

L2 =
(
‖∆qu‖2

L2 + ε
) 1

2
d

dt

(
‖∆qu‖2

L2 + ε
) 1

2 ,
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alors

(4.2)

e−kµ22qt d

dt

[
ekµ22qt

(
‖∆qu‖2

L2 + ε
) 1

2

]
≤ ‖R1

q‖L2 + 2q‖R2
q‖L2

+ ‖∆qT∇aΠ‖L2 + ‖∆qT
′
∇Πa‖L2 +

∥∥∥[v, ∆q

]
· ∇u

∥∥∥
L2

+ ‖∆qPg‖L2 + c12
2qµ̃ε

1
2 ,

avec

k
déf
=

{
0 si q = −1

c1 sinon.

On décompose Π sous la forme suivante Π = Π1 + Π2 avec

div
(
(1 + a)∇Π1

)
= div G où G

déf
= g − T∇uv − T

′
∇vu,

div
(
(1 + a)∇Π2

)
= div H où H

déf
= (1 + a)div

(
µ̃(a)M

)
.

En intégrant (4.2) par rapport au temps, puis en faisant tendre ε vers 0 puis
en multipliant par 2qs et en prenant la norme l2, on trouve

‖u‖�L∞
T (Hs) + µ

1
m‖u‖�Lm

T (Hs+ 2
m )

� ‖u0‖Hs + µ
1
m‖∆−1u‖Lm

T (L2) + ‖Pg‖�L1
T (Hs)

+ ‖T∇aΠ1‖�L1
T (Hs) + µ

1
m
−1‖T∇aΠ2‖�Lm

T (Hs+ 2
m−2)

+ ‖T ′
∇Π1

a‖�L1
T (Hs)

+ µ
1
m
−1‖T ′

∇Π2
a‖�Lm

T (Hs+ 2
m −2)

+
( ∑

q≥−1

22qs
∥∥∥[v, ∆q

]
· ∇u

∥∥∥2

L1
T (L2)

) 1
2

+ µ
1
m
−1
{( ∑

q≥−1

22q(s+ 2
m
−2)‖R1

q‖2
Lm

T (L2)

) 1
2

+
( ∑

q≥−1

22q(s+ 2
m
−1)‖R2

q‖2
Lm

T (L2)

) 1
2
}
.

Supposons tout d’abord que α �= 1. Comme α > 0, alors les lemmes B.3, B.5
et B.1 de [9], impliquent que( ∑

q≥−1

22q(s−2+ 2
m

)
∥∥∥∆q

(
a divM

)
− div

(
a∆qM

)∥∥∥2

Lm
T (L2)

) 1
2

� ‖∇a‖�L∞
T (H

N
2 +α−1)

‖∇u‖�Lm
T (Hs+ 2

m−1−α∨1)

et ( ∑
q≥−1

22q(s−2+ 2
m

) ‖Hq‖2
Lm

T (L2)

) 1
2

� ‖∇a‖�L∞
T (H

N
2 +α−1)

∥∥(µ̃(a) − µ1
)
M

∥∥�Lm
T (Hs+ 2

m −1−α∨1)
,
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avec

Hq = ∆q

[
a div

{(
µ̃(a) − µ1

)
M

}]
− div

[
a∆q

({
µ̃(a) − µ1

}
M

)]
,

et par suite en utilisant le fait que s+ 2
m
−1−α∨1 ≤ N

2
+α, la remarque 2.4

et l’inégalité (2.17), on obtient( ∑
q≥−1

22q(s−2+ 2
m

)‖Hq‖2
Lm

T (L2)

) 1
2

� ‖∇a‖�L∞
T (H

N
2 +α−1)

‖a‖�L∞
T (H

N
2 +α)

‖∇u‖�Lm
T (Hs+ 2

m −1−α∨1)

donc( ∑
q≥−1

22q(s+ 2
m
−2)‖R1

q‖2
Lm

T (L2)

) 1
2

� ‖∇a‖�L∞
T (H

N
2 +α−1)

‖∇u‖�Lm
T (Hs+ 2

m−1−α∨1)

(
‖a‖�L∞

T (H
N
2 +α)

+ 1
)
.

De nouveau en utilisant le fait que s+ 2
m
−1−α∨1 ≤ N

2
+α, alors l’inégalité

de Hölder et l’inégalité (2.17) donnent( ∑
q≥−1

22q(s−1+ 2
m

)‖R2
q‖2

Lm
T (L2)

) 1
2 �

∥∥∥µ̃(a) − µ1
∥∥∥�L∞

T (H
N
2 +α)

‖∇u‖�Lm
T (Hs+ 2

m−1−α∨1)

� ‖a‖�L∞
T (H

N
2 +α)

‖∇u‖�Lm
T (Hs+ 2

m−1−α∨1)
.

Pour α = 1, il suffit de remplacer ‖∇a‖�L∞
T (H

N
2 )

par ‖∇a‖�L∞
T (H

N
2 ∩L∞)

pour

la majoration de R1
q et ‖a‖�L∞

T (H
N
2 +1)

par ‖a‖�L∞
T (H

N
2 +1)

+ ‖∇a‖L∞
T (L∞) dans

l’estimation de R2
q .

De même, on a( ∑
q≥−1

22qs
∥∥∥[v, ∆q

]
· ∇u

∥∥∥2

L1
T (L2)

) 1
2 �

∫ T

0

V
′
(t)‖u(t)‖Hsdt,

avec (voir [9, lemme B.5])

V
′
(t)

déf
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
‖∇v‖

B
N
2

2∞∩L∞
si −N

2
< s < N

2
+ 1

‖∇v‖Hs−1 si s > N
2

+ 1

‖∇u(t)‖L∞ si v = u et 0 < s

0 si ∇v = 0.
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Puisque s+ 2
m
−2 ≤ N

2
+α, alors d’après l’inégalité (2.15), la proposition 1.4

et la remarque 1.7 de [9], on a

‖T∇aΠ1‖�L1
T (Hs) � ‖∇a‖�L∞

T (H
N
2 +α−1)

‖∇Π1‖�L1
T (Hs−α′ ),

‖T ′
∇Π1

a‖�L1
T (Hs) � ‖a‖�L∞

T (H
N
2 +α)

‖∇Π1‖�L1
T (Hs−α′ ),

‖T∇aΠ2‖�Lm
T (Hs+ 2

m −2)
� ‖∇a‖�L∞

T (H
N
2 +α−1)

‖∇Π2‖�Lm
T (Hs+ 2

m −2−α′
)
,

‖T ′
∇Π2

a‖�Lm
T (Hs+ 2

m −2)
� ‖a‖�L∞

T (H
N
2 +α)

‖∇Π2‖�Lm
T (Hs+ 2

m−2−α′
)
.

Comme s > 2− 2
m

, alors pour 0 < α′ ≤ inf(1, 1
2
α,

s+ 2
m
−2

2
), on trouve grâce a

la proposition A.5 de [9], les inégalités suivantes

a‖∇Π1‖�L1
T (Hs−α′ ) � A

s+1
α′

T ‖QG‖�L1
T (Hs−α′ )

� A
s+1
α′

T

(
‖Qg‖�L1

T (Hs) +

∫ T

0

V
′
(t)‖u(t)‖Hsds

)
,

avec

AT
déf
=

⎧⎨⎩1 + a−1‖∇a‖�L∞
T (H

N
2 +α−1)

si α �= 1

1 + a−1‖∇a‖�L∞
T (H

N
2 ∩L∞)

si α = 1.

Pour majorer ‖∇Π2‖�Lm
T (Hs+ 2

m−2−α′
)
, il y a deux cas possibles soit α′ ≤ s +

2
m
− 2 − α′ ≤ N

2
+ α′ soit 1 ≤ s + 2

m
− 2 − α′ ≤ N

2
+ α, et par suite

a ‖∇Π2‖�Lm
T (Hs+ 2

m −2−α′
)
� A

s+ 2
m −2

α′
T ‖QH‖�Lm

T (Hs+ 2
m −2−α′

)
� A

s+ 2
m−2

α′
T

×
{
‖a∆u‖�Lm

T (Hs+ 2
m−2−α′

)
+
∥∥∥(1 + a

)
div

[(
µ̃(a) − µ1

)
M

]∥∥∥�Lm
T (Hs+ 2

m−2−α′
)

}
.

Puisque s + 2
m
− 2 − α′ ≤ N

2
+ α, alors la remarque 2.4 et les inégalités de

Bernstein et (2.17) impliquent

a ‖∇Π2‖�Lm
T (Hs+ 2

m −2−α′
)

� A
s+ 2

m−2

α′
T ‖a‖�L∞

T (H
N
2 +α)

‖u‖�Lm
T (Hs+ 2

m−α′
)

{
‖a‖�L∞

T (H
N
2 +α)

+ 1
}
.
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Donc

‖u‖�L∞
T (Hs) + µ

1
m‖u‖�Lm

T (Hs+ 2
m )

� ‖u0‖Hs + µ
1
m‖∆−1u‖Lm

T (L2) + ‖Pg‖�L1
T (Hs)

+ A
s+1
α′

T ‖a‖�L∞
T (H

N
2 +α)

(
‖Qg‖�L1

T (Hs) +

∫ T

0

V
′
(t)‖u(t)‖Hsdt

)
+ µ

1
m
−1A

s+ 2
m −2

α′
T ‖a‖3

�L∞
T (H

N
2 +α)

‖u‖�Lm
T (Hs+ 2

m −α′
)

+ µ
1
mAT‖u‖�Lm

T (Hs+ 2
m −α′

)
‖a‖�L∞

T (H
N
2 +α)

+

∫ T

0

V
′
(t)‖u(t)‖Hsdt.

Soit

BT
déf
=

⎧⎨⎩1 + ‖a‖�L∞
T (H

N
2 +α)

si α �= 1

1 + ‖a‖�L∞
T (H

N
2 +1)

+ ‖∇a‖L∞
T (L∞) si α = 1,

alors

‖u‖�L∞
T (Hs) + µ

1
m‖u‖�Lm

T (Hs+ 2
m )

� ‖u0‖Hs + µ
1
mB

s+ 2
m +2

α′ +[ N
2

+α]

T ‖u‖�Lm
T (Hs+ 2

m −α′
)

+ B
s+2
α′

T

(
‖g‖�L1

T (Hs) +

∫ T

0

V
′
(t)‖u(t)‖Hsdt

)
.(4.3)

Pour conclure il suffit d’utiliser le lemme de Gronwall. �

Remarque 4.1. Remarquons que pour s vérifiant s + 2
m
− 1 ≤ N

2
+ α, on a

∇Π2 à coefficients dans L̃m
T (Hs+ 2

m
−2). De plus

a‖∇Π2‖�Lm
T (Hs+ 2

m −2)
� A

s
α′
T ‖a‖�L∞

T (H
N
2 +α)

‖u‖�Lm
T (Hs+ 2

m )

(
µ1 + ‖a‖�L∞

T (H
N
2 +α)

)
.

Grâce à la méthode de Friedrichs et la proposition 4.1, on obtient le
résultat suivant (la démonstration est la même que celle de la proposition 3.5
de [9]).

Proposition 4.2. Soient T > 0 et µ, m, s, α, α′, u0, g, a, v vérifiant les
conditions de la proposition 4.1. On suppose de plus que

(
∂t+v·∇

)
log

(
1+a

)
∈ L1

T (L∞(RN)). Alors le système (M) admet une unique solution (u, ∇Π)
telle que

u ∈
(
C̃T (Hs(RN))

)N

, µ
1
m u ∈

(
L̃m

T (Hs+ 2
m (RN))

)N

et ∇Π ∈
(
L̃1

T (Hs(RN))
)N

+
(
L̃m

T (Hs+ 2
m
−2−α′

(RN))
)N

.
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Enfin pour démontrer que le système (ĨNS) est localement bien posé
dans Hs, pour s suffisamment grand, il suffit d’utiliser le schéma itératif et
la proposition 4.1, (pour plus de détaille voir la fin de preuve du théorème 0.2
de [9]). D’où le théorème 1.2. �

Le théorème 1.2 nous permet démontre le résultat d’existence dans l’es-

pace Ḃ
N
p

p,1 × Ḃ
N
p
−1

p,1 pour 1 < p < 2N. Notons que dans ce cas u0 est dans un
espace à régularité négative. En d’autres termes, nous avons.

Théorème 4.1. Soient 1 < p < 2N et µ vérifie (1.1). Il existe une constante
c dépendant de N, p et de la fonction µ telle que pour u0 un champ de

vecteurs à divergence nulle avec coefficients dans Ḃ
N
p
−1

p 1 (RN), f apparte-

nant à
(
L1(R+; B

N
p
−1

p 1 (RN))
)N

avec Qf ∈
(
L2

loc(R+; Ḃ
N
p
−2

p 1 (RN))
)N

et a0 ∈
Ḃ

N
p

p 1(R
N) où

‖a0‖
Ḃ

N
p

p 1

≤ c,

alors il existe T ∈ (0, +∞] tel que le système (ĨNS) admette une solution
(a, u,∇Π) vérifiant

a ∈ Cb

(
[0, T ); Ḃ

N
p

p 1

)
∩ L̃∞

T (Ḃ
N
p

p 1), u ∈
(
Cb([0, T ); Ḃ

N
p
−1

p 1 ) ∩ L1
T (Ḃ

N
p

+1

p 1 )
)N

et ∇Π ∈
(
L1

T (Ḃ
N
p
−1

p 1 )
)N

.

De plus il existe une constante β dépendant de N, p et µ telle que

‖a‖�L∞
T (Ḃ

N
p

p 1)
≤ β‖a0‖

Ḃ
N
p

p 1

et

‖u‖�L∞
T (Ḃ

N
p −1

p 1 )
+µ1‖u‖

L1
T (Ḃ

N
p +1

p 1 )
+‖∇Π‖

L1
T (Ḃ

N
p −1

p 1 )
≤ β

(
‖u0‖

Ḃ
N
p −1

p 1

+‖f‖
L1

T (Ḃ
N
p −1

p 1 )

)
.

De plus ∇Π ∈
(
L

2
2−η

T (Ḃ
N
p
−1−η

p 1 )
)N

avec 0 ≤ η < inf(1, 2N−p
2p

) et T peut être
minoré par

max

{
t ≥ 0

∣∣∣ ‖Qf‖
L1

t (Ḃ
N
p −1

p 1 )
+
∑
q∈Z

2q(N
p
−1)

(
‖∆̇qu0‖Lp + ‖∆̇qPf‖L1

t (Lp)

)
×
(1 − e−Kµ1t22q

K

)
≤ c(µ1)2

µ1 + U0

}
,

avec µ1 = µ(1) et U0
déf
= ‖u0‖

Ḃ
N
p −1

p 1

+ ‖Pf‖
L1(R+; Ḃ

N
p −1

p 1 )
.
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4.2. Démonstration du théorème 4.1

La démonstration du théorème s’effectue en trois étapes. La première consis-
te à résoudre un problème approché, la deuxième étape à démontrer que la
solution du problème approché est uniformément bornée et la dernière, à
étudier la convergence de la solution approchée et démontrer que sa limite
est une solution de (ĨNS).

Première étape : Construction d’une solution approchée régulière

Tout d’abord on démontre que l’ensemble des fonctions régulières est dense
dans l’espace Ḃs

p r.

Lemme 4.2. Soient 1 ≤ i ≤ 4, si ∈ R, (pi, ri) ∈ [1,∞[2 et (G, H, F ) ∈
Ḃs1

p1 r1
(RN) × Ḃs2

p2 r2
(RN) × Ḃs3

p3 r3
(RN), telles que divH = 0 et QF ∈ Ḃs4

p4 r4
.

Alors pour tout ε > 0 il existe une suite (Gε)ε≥0 régulière et n0 tel que

‖Gε − G‖Ḃ
s1
p1 r1

≤ ε pour tout n ≥ n0.

Si de plus G ∈ L∞(RN), alors

‖Gε‖L∞(RN ) � ‖G‖L∞(RN ).

De même pour H et F avec de plus Hε ∈ H∞(RN) et Fε ∈ H∞(RN) telles
que divHε = 0 et QFε bornée dans Ḃs4

p3 r3
.

Preuve. On régularise G par l’opérateur ∆̇q et on localise : pour n ∈ N et
0 < δ < 1, on définit

Gn,δ déf
= Θδ

∑
|q|≤n

∆̇qG

avec Θδ(x) = Θ(δx) telle que Θ ∈ S(RN), Θ(0) = 1, suppFΘ ⊂ B(0, 1).

Pour simplifier les notations, on pose Gε
déf
= Gn,δ.

Tout d’abord l’inégalité de Bernstein montre que Gε ∈ S(RN ). Pour
montrer la convergence, on commence par faire tendre δ vers 0, pour cela on
prouve que Gε →

∑
|q|≤n ∆̇qG dans Ḃs

p r quand δ → 0 : en effet par définition

de l’opérateur ∆̇k, on a

∆̇kGε(x) − ∆̇k

( ∑
|q|≤n

∆̇qG
)
(x)

= 2kN

∫
RN

h(2N(x − y))
(
Θ(δy)

∑
|q|≤n

∆̇qG(y) −
∑
|q|≤n

∆̇qG(y)
)
dy.
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Comme

Θ(δy)
∑
|q|≤n

∆̇qG(y) −
∑
|q|≤n

∆̇qG(y) → 0 pour tout y quand δ → 0,

∑
|q|≤n ∆̇qG ∈ Lp, h ∈ Lp′ et ‖Θδ‖L∞ � 1 alors le théorème de Lebesgue

implique que

∆̇kGε(x) − ∆̇k

( ∑
|q|≤n

∆̇qG
)
(x) → 0 quand δ → 0

et ∣∣∣∆̇kGε(x) − ∆̇k

( ∑
|q|≤n

∆̇qG
)
(x)

∣∣∣ �
∫

RN

∣∣h(2N(x − y))
∣∣∣∣∣∣ ∑

|q|≤n

∆̇qG(y)
∣∣∣dy

appartient à Lp d’après Young. Le théorème de Lebesgue implique alors que∥∥∥∆̇kG
n(x) − ∆̇k

( ∑
|q|≤n

∆̇qG
)
(x)

∥∥∥
Lp

→ 0 quand δ → 0.

D’autre part comme supp F Θδ ⊂ B(0, δ) et

suppF
( ∑

|q|≤n

∆̇qG
)
⊂ C

(
0,

3

4
2−n,

8

3
2n
)
,

alors pour δ ≤ 3
8
2−n, on a

suppF Gε ⊂ C
(
0,

3

8
2−n,

11

3
2n
)

et par suite

∆̇k

(
Θδ

∑
|q|≤n

∆̇qG
)
≡ 0 si k − n ≥ 3 ou n + k ≤ −3.

D’autre part ∥∥∥∆̇k

(
Θδ

∑
|q|≤n

∆̇qG
)∥∥∥

Lp
�

∑
|q|≤n

‖∆̇qG‖Lp

et ∑
|k|≤n+2

2ksr
∑
|q|≤n

‖∆̇qG‖Lp < ∞,

donc le théorème de Lebesgue implique que∥∥∥Gε −
∑
|q|≤n

∆̇qG
∥∥∥

Ḃs
p r

→ 0 quand δ → 0.
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Maintenant on va démontrer que
∑

|q|≤n ∆̇qG → G dans Ḃs
p r quand n → ∞.

Mais G −
∑

|q|≤n ∆̇qG =
∑

|q|≥n+1 ∆̇qG → 0 dans Ḃs
p r quand n → ∞, car∑

q ∆̇qG ∈ Ḃs
p r. D’où S(Rn) ∩ Ḃs

p r(R
N) dense dans Ḃs

p r(R
N). Pour montrer

que Gε est bornée dans L∞(RN), premièrement d’après l’inégalité de Hölder,
on a

‖Gε‖L∞(RN ) ≤
∥∥∥ ∑

|q|≤n

∆̇qG
∥∥∥

L∞(RN )
‖Θδ‖L∞(RN ) �

∥∥∥ ∑
|q|≤n

∆̇qG
∥∥∥

L∞(RN )
,

mais
∑

|q|≤n ∆̇qG = Ṡn+1G − Ṡ−nG, on utilise le fait que l’opérateur Ṡq est
continu sur les espaces de Lebesgue, on trouve∥∥∥ ∑

|q|≤n

∆̇qG
∥∥∥

L∞
� ‖G‖L∞.

Pour H il suffit de prendre Hε = P
(
Θδ

∑
|q|≤n ∆̇qH

)
qui appartient à

H∞(RN) car Θδ

∑
|q|≤n ∆̇qH ∈

(
S(RN )

)N
d’après l’inégalité de Bernstein

et par suite a ses coefficients dans H∞(RN). Enfin, on utilise le fait que P
est continue sur les espace de Sobolev et de Besov homogène.

On approche F par

Fε = P
(
Θδ

∑
|q|≤n

∆̇qF
)

+ Θδ

∑
|q|≤n

∆̇qQF.

De même on a Fε ∈ H∞(RN), et on utilise le fait que P est continue sur
l’espace de Besov homogène. Donc on a

P
(
Θδ

∑
|q|≤n

∆̇qF
)
→ P

∑
|q|≤n

∆̇qF quand δ → 0 dans Ḃs3
p3 r3

et comme Q est continue sur l’epace de Besov homogène, alors

Θδ

∑
|q|≤n

∆̇qQF →
∑
|q|≤n

∆̇qQF quand δ → 0 dans Ḃs3
p3 r3

et par suite

P
(
Θδ

∑
|q|≤n

∆̇qF
)

+ Θδ

∑
|q|≤n

∆̇qQF →
∑
|q|≤n

∆̇qF quand δ → 0 dans Ḃs3
p3 r3

.

D’autre part, par construction, on a QFε = Q
(
Θδ

∑
|q|≤n ∆̇qQF

)
. De nou-

veau, la continuité de Q sur l’espace de Besov homogène implique que

‖QFε‖Ḃ
s4
p4 r4

� ‖QF‖Ḃ
s4
p4 r4

.

�
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D’après le lemme 4.2 il existe donc an
0 ∈ Hs0+1(RN), un

0 ∈
(
Hs0(RN)

)N

et fn ∈
(
L̃1

loc(R+; Hs0(RN))
)N

pour s0 > N
2
− 1 telles que

‖an
0‖L∞ � ‖a0‖L∞, div un

0 = 0 et ‖Qfn‖
L1

loc(R+; Ḃ
N
p −2

p 1 )
� ‖Qf‖

L1
loc(R+; Ḃ

N
p −2

p 1 )
.

Maintenant grâce au théorème 1.2 on peut déduire que le système (ĨNS) avec
données (an

0 , u
n
0 , f

n) admet une solution locale unique (an, un,∇Πn) telle que

an ∈ C([0, T n); Hs0+1(RN)), un ∈
(
C([0, T n); Hs0(RN))

)N

et ∇Πn ∈
(
L̃1([0, T n); Hs0(RN))

)N
.

Deuxième étape : Estimation de la solution régularisée

Soit T ∈ [0, +∞] un minorant de infn∈N T n. On va montrer que l’on peut
choisir T > 0 tel que (an, un,∇Πn) appartienne à et soit uniformément
bornée dans

ET = L̃∞
T (Ḃ

N
p

p 1) ×
(
L1

T (Ḃ
N
p

+1

p 1 ) ∩ L̃∞
T (Ḃ

N
p
−1

p 1 )
)N ×

(
L1

T (Ḃ
N
p
−1

p 1 )
)N

.

Soit (un
L, Πn

L) la solution du système de Stokes non-stationnaire suivant

(L)

⎧⎨⎩
∂tu

n
L − µ1∆un

L + ∇Πn
L = fn

div un
L = 0

un
L|t=0 = un

0 .

Par construction,

un
0 ∈ Ḃ

N
p
−1

p 1 (RN) ∩ Hs0(RN ) et fn ∈
(
L̃1

loc(R+; Ḃ
N
p
−1

p 1 ∩ Hs0)
)N

.

Donc, d’après la proposition 2.3 [10], on a

(un
L,∇Πn

L) ∈
(
L∞

T

(
Ḃ

N
p
−1

p 1 ∩ Hs0
))N

×
(
L̃1

T

(
Ḃ

N
p
−1

p 1 ∩ Hs0
))N

et de plus un
L ∈

(
L̃1

T (Ḃ
N
p

+1

p 1 ∩ Hs0+1)
)N

pour tout T > 0.

On décompose (un,∇Πn) sous la forme suivante un = un
L +un et ∇Πn =

∇Πn
L + ∇Π

n
. Alors

(an, un,∇Π
n
) ∈ C

(
[0, T n); Hs0+1

)
×
(
C([0, T n); Hs0)

)N ×
(
L̃1

T n(Hs0)
)N

satisfait

(NL)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂ta

n + un · ∇an = 0

∂tu
n + un · ∇un − µ1∆un + ∇Π

n
= H(an, un,∇Πn)

div un = 0
(an, un)|t=0 = (an

0 , 0),
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avec

H(an, un,∇Πn) = −un · ∇un
L + an(µ1∆un −∇Πn)

+ (1 + an)div
{(

µ̃(an) − µ1
)
Mn

}
et Mn = ∇un+t∇un. Nous allons montrer dans la suite que (an, un,∇Π

n
) ∈

ET n . Remarquons que le problème se pose seulement pour p < 2 et les basses
fréquences. Dans le cas 2 ≤ p < 2N et N ≥ 3 on utilise le fait que

(an, un,∇Π
n
) ∈ C([0, T n); Hs0+1(RN)) ×

(
C([0, T n); Hs0(RN))

)N

×
(
L̃1([0, T n); Hs0(RN))

)N

et l’inégalité de Bernstein, qui entrâıne Hs0 ↪→ Ḃs
p 1(R

N) dès que s0 > s +
N
2
− N

p
(on a besoin de ca pour les hautes fréquences) et s > N

p
− N

2
puisque

pour les basses fréquences, on a∑
q≤−1

2sq‖∆qh‖Lp �
∑
q≤−1

2q(s+ N
2
−N

p
)‖∆qh‖L2 � ‖h‖L2.

Donc (an, un,∇Πn) ∈ ET n pour 2 ≤ p < 2N et N ≥ 3. Pour 1 < p < 2 ou
N = 2, on utilise l’inégalité (2.8), le fait que Hs0(RN) ↪→ Ḃs

2 r(R
N) dès que

s0 > s et s > 0 et le résultat suivant qui donne une majoration des solutions
de système de Stokes non stationnaire dans les espaces de Besov homogènes
construits sur les espaces de Lebesgue Lp par ceux construits sur L2.

Lemme 4.3. Soient p ∈]1,∞[, 0 < s + 1 + N − N
p
, r ∈ [1, +∞], u0 un

champ de vecteurs à divergence nulle avec coefficients dans Ḃs
p r et g un

champ de vecteurs à coefficients dans L̃1
T (Ḃs

p r). Soient u et v des champs

de vecteurs à divergence nulle tels que v ∈
(
L1

T

(
Ḃ

s+1+N−N
p

2 r ∩ L2
))N

et u ∈(
L∞

T

(
Ḃ

s+1+N−N
p

2 r ∩L2
))N

une solution de système de Stokes non stationnaire

(L)

⎧⎨⎩
∂tu + v · ∇u − ν∆u + ∇Π = g
div u = 0
u|t=0 = u0.

Alors il existe C dépendant de N, p et s tel que u vérifie l’estimation suivante

‖u‖�L∞
T (Ḃs

p r) + ν‖u‖�L1
T (Ḃs+2

p r ) + ‖∇Π‖�L1
T (Ḃs

p r)

≤ C
(
‖u0‖Ḃs

p r
+ ‖g‖�L1

T (Ḃs
p r) + ‖u‖

L∞
T (L2∩Ḃ

s+1+N− N
p

2 r )
‖v‖

L1
T (L2∩Ḃ

s+1+N− N
p

2 r )

)
.



578 H. Abidi

Preuve. La démonstration s’appuie sur celle de la proposition 3.3 et l’inéga-
lité (2.8). En effet : on a

∂tu − ν∆u + ∇Π = g − v · ∇u.

En reprenant mot pour mot la preuve de la proposition 3.3 et en utilisant
l’inégalite de Bernstein, on obtient

‖u‖�L∞
T (Ḃs

p r) + ν‖u‖�L1
T (Ḃs+2

p r ) + ‖∇Π‖�L1
T (Ḃs

p r)

≤ ‖u0‖Ḃs
p r

+ C‖g‖�L1
T (Ḃs

p r) + C

∫ t

0

‖v · ∇u‖Ḃs
p r

dτ

≤ ‖u0‖Ḃs
p r

+ C‖g‖�L1
T (Ḃs

p r) + C

∫ t

0

‖v ⊗ u‖Ḃs+1
p r

dτ.

Comme s+1+N − N
p

> 0, alors les inégalites (2.8) et de Hölder impliquent

‖u‖�L∞
T (Ḃs

p r) + ν‖u‖�L1
T (Ḃs+2

p r ) + ‖∇Π‖�L1
T (Ḃs

p r)

≤ ‖u0‖Ḃs
p r

+ C‖g‖�L1
T (Ḃs

p r) + C‖u‖
L∞

T (L2∩Ḃ
s+1+N− N

p
2 r )

‖v‖
L1

T (L2∩Ḃ
s+1+N− N

p
2 r )

.

�

De même on a une estimation analogue pour l’équation de transport,
plus exactement on a pour s + 1 + N − N

p
> 0

‖f‖�L∞
T (Ḃs

p r) ≤ ‖f0‖Ḃs
p r

+

∫ t

0

‖F (τ)‖Ḃs
p r

dτ + C‖f‖
L∞

T (L2∩Ḃ
s+1+N− N

p
2 r )

× ‖v‖
L1

T (L2∩Ḃ
s+1+N− N

p
2 r )

.

Appliquons le lemme 4.3 avec u = un, v = un, F = 0,

g = −un · ∇un
L + an(µ1∆un −∇Πn) + (1 + an)div

{(
µ̃(an) − µ1

)
Mn

}
et s = N

p
− 1 et l’inégalité (2.8) que implique que

‖an∆un‖
Ḃ

1
p−1

p 1

� ‖an‖ḂN
2 1∩L2‖∆un‖ḂN

p 1∩L2 � ‖an‖Hs0‖∆un‖Hs0 si s0 > N.

On en déduit que (an, un,∇Πn) ∈ ET n pour 1 < p.

Maintenant on va démontrer que (an, un,∇Πn) est bornée dans ET n.
D’après la proposition 3.2, on a

‖an‖�L∞
Tn (Ḃ

N
p

p 1)
≤ exp

(
C‖∇un‖

L1
Tn (Ḃ

N
p

p 1 )

)
‖an

0‖
Ḃ

N
p

p 1

≤ α exp
(
C‖∇un‖

L1
Tn (Ḃ

N
p

p 1)

)
‖a0‖

Ḃ
N
p

p 1

,

où α
déf
= c‖h̃‖L1 (plus exactement c dépend de la fonction Θ du lemme 4.2).
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De plus la proposition 3.3 implique que

‖un‖�L∞
Tn (Ḃ

N
p −1

p 1 )
+ µ1‖un‖

L1
Tn (Ḃ

N
p +1

p 1 )
+ ‖∇Π

n‖
L1

Tn (Ḃ
N
p −1

p 1 )

≤ C exp
(
C‖∇un‖

L1
Tn (Ḃ

N
p

p 1 )

)
‖H(an, un,∇Πn)‖

L1
Tn (Ḃ

N
p −1

p 1 )
.

D’après l’inégalité (2.12), on a

(4.4)

‖ − un · ∇un
L + an(µ1∆un −∇Πn)‖

L1
Tn (Ḃ

N
p −1

p 1 )

� ‖un‖�L∞
Tn (Ḃ

N
p −1

p 1 )
‖∇un

L‖
L1

Tn(Ḃ
N
p

p 1)

+ ‖an‖
L∞

Tn (Ḃ
N
p

p ∞∩L∞)

(
‖un‖

L1
Tn (Ḃ

N
p +1

p 1 )
+ ‖∇Πn‖

L1
Tn (Ḃ

N
p −1

p 1 )

)
.

Les inégalités (2.12), Bernstein, (2.11) et (2.17) impliquent∥∥∥(1 + an)div
{(

µ̃(an) − µ1
)
Mn

}∥∥∥
L1

Tn (Ḃ
N
p −1

p 1 )

�
(
1 + ‖an‖

L∞
Tn (Ḃ

N
p

p ∞∩L∞)

)∥∥∥(µ̃(an) − µ1
)
Mn

∥∥∥
L1

Tn (Ḃ
N
p

p 1)

�
(
1 + ‖an‖

L∞
Tn (Ḃ

N
p

p ∞∩L∞)

)
‖an‖�L∞

Tn (Ḃ
N
p

p 1 )
µ1‖un‖

L1
Tn (Ḃ

N
p +1

p 1 )
.

On en déduit que

‖un‖�L∞
Tn (Ḃ

N
p −1

p 1 )
+ µ1‖un‖

L1
Tn (Ḃ

N
p +1

p 1 )
+ ‖∇Π

n‖
L1

Tn (Ḃ
N
p −1

p 1 )

≤ C exp
(
C‖∇un‖

L1
Tn (Ḃ

N
p

p 1)

)[
‖un‖�L∞

Tn (Ḃ
N
p −1

p 1 )
‖∇un

L‖
L1

Tn (Ḃ
N
p

p 1)
+ ‖an‖�L∞

Tn (Ḃ
N
p

p 1 )

×
(
1 + ‖an‖

L∞
Tn (Ḃ

N
p

p ∞∩L∞)

)(
µ1‖un‖

L1
Tn (Ḃ

N
p +1

p 1 )
+ ‖∇Πn‖

L1
Tn (Ḃ

N
p −1

p 1 )

)]
.

Soit ζ un réel strictement positif petit. Il existe alors T1 > 0 tel que

(4.5) µ1‖uL‖
L1

T1
(Ḃ

N
p +1

p 1 )
+ ‖∇ΠL‖

L1
T1

(Ḃ
N
p −1

p 1 )
≤ ζ.

En effet, on applique l’opérateur Q sur (L), on obtient

(4.6) ‖∇ΠL‖
L1

T1
(Ḃ

N
p −1

p 1 )
≤ ‖Qf‖

L1
T1

(Ḃ
N
p −1

p 1 )
≤ ‖f‖

L1
T1

(Ḃ
N
p −1

p 1 )
≤ ζ
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pour T1 petit car f ∈ L1
loc(R+; Ḃ

N
p
−1

p 1 ) et

(4.7)

µ1 ‖uL‖
L1

t (Ḃ
N
p +1

p 1 )

≤ C

{∑
q∈Z

2q(N
p
−1)

(
‖∆̇qu0‖Lp + ‖∆̇qPf‖L1

t (Lp)

)(1 − e−Kµ1t22q

K

)}
déf
= F (t) ≤ ζ,

pour t assez petit car le théorème de Lebesgue implique t �−→ F (t) est
continue et clairement F (0) = 0. De même la proposition 2.3 de [10] implique

‖uL‖�L∞
T1

(Ḃ
N
p −1

p 1 )
≤ ‖u0‖

Ḃ
N
p −1

p 1

+ ‖Pf‖
L1

T1
(Ḃ

N
p −1

p 1 )

déf
= U0.

Et par suite

(4.8) µ1‖un
L‖

L1
T1

(Ḃ
N
p +1

p 1 )
+‖∇Πn

L‖
L1

T1
(Ḃ

N
p −1

p 1 )
≤ αζ et ‖un

L‖�L∞
T1

(Ḃ
N
p −1

p 1 )
≤ αU0.

Dans la suite on peut supposer que T n ≤ T1 (sinon on diminue T n), donc
pour t ≤ T n

‖un‖�L∞
t (Ḃ

N
p −1

p 1 )
+ µ1‖un‖

L1
t (Ḃ

N
p +1

p 1 )
+ ‖∇Π

n‖
L1

t (Ḃ
N
p −1

p 1 )
(4.9)

≤ C exp
(C

µ1

(
ζ + ‖un‖

L1
t (Ḃ

N
p +1

p 1 )

)){ ζ

µ1

(
‖un‖�L∞

t (Ḃ
N
p −1

p 1 )
+ U0

)
+ ‖an‖�L∞

t (Ḃ
N
p

p 1 )

(
1 + ‖an‖

L∞
t (Ḃ

N
p

p 1)

)
×
(
ζ + µ1‖un‖

L1
t (Ḃ

N
p +1

p 1 )
+ ‖∇Π

n‖
L1

t (Ḃ
N
p −1

p 1 )

)}
et

(4.10) ‖an‖�L∞
t (Ḃ

N
p

p 1)
≤ α exp

(C

µ1

(
ζ + ‖un‖

L1
t (Ḃ

N
p +1

p 1 )

))
‖a0‖

Ḃ
N
p

p 1

.

Donc si

8C‖a0‖
Ḃ

N
p

p 1

(
1 + 2‖a0‖

Ḃ
N
p

p 1

)
≤ 1 et

Cζ

µ1

(
1 +

2CU0

µ1

)
≤ 1

8
,

alors

(4.11)
‖un‖�L∞

t (Ḃ
N
p −1

p 1 )
+ µ1‖un‖

L1
t (Ḃ

N
p +1

p 1 )
+ ‖∇Π

n‖
L1

t (Ḃ
N
p −1

p 1 )
≤ ζ

(
2 +

8CU0

µ1

)
,

‖an‖�L∞
t (Ḃ

N
p

p 1)
≤ 2α‖a0‖

Ḃ
N
p

p 1

.
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En effet : soit

Un(t)
déf
= ‖un‖�L∞

t (Ḃ
N
p −1

p 1 )
+ µ1‖un‖

L1
t (Ḃ

N
p +1

p 1 )
+ ‖∇Π

n‖
L1

t (Ḃ
N
p −1

p 1 )
.

Choissions T2 tel que

(4.12) exp
(C

µ1

(
ζ + ‖un‖

L1
T2

(Ḃ
N
p +1

p 1 )

))
≤ 2.

Les inégalités (4.9) et (4.10) impliquent que

Un(T2) ≤ 2C
{ ζ

µ1

(
Un(T2) + U0

)
+ 2‖a0‖

Ḃ
N
p

p 1

(
1 + ‖a0‖

Ḃ
N
p

p 1

)(
ζ + Un(T2)

)}
,

et par suite

(4.13) Un(T2) ≤ ζ
(
2 +

8CU0

µ1

)
et ‖an‖�L∞

T2
(Ḃ

N
p

p 1 )
≤ 2α‖a0‖

Ḃ
N
p

p 1

.

Lorsque ξ suffisamment petite, linégalité (4.12) est vérifier. Et par suite par
méthode standard de connexité on montre que T2 = T n. Le même raisonne-
ment permet d’avoir T n = T 1, avec des contrôles uniformes.

Lemme 4.4. Soient 1 < p < 2N et 0 < η < inf(1, 2N−p
2p

). Alors (∇Πn)n∈N

est uniformément bornée dans
(
L

2
2−η

T1
(Ḃ

N
p
−1−η

p 1 )
)N

.

Preuve. Pour majorer la pression, on utilise le fait que

div
((

1 + an
)
∇Πn

)
= div

(
Qfn − un · ∇un +

(
1 + an

)
div

{
µ̃(an)Mn

})
.

Par construction de fn et l’inégalité (2.10), Qfn est uniformément bornée

dans
(
L

2
2−η

T1
(Ḃ

N
p
−1−η

p 1 )
)N

. De nouveau l’inégalité (2.10) implique que un est

uniformément bornée dans
(
L

2
1−η

T1
(Ḃ

N
p
−η

p 1 )
)N

, et par suite le choix de η, p<2N
et l’inégalité (2.5), on a un · ∇un uniformément bornée dans

(
L

2
2−η

T1
(Ḃ

N
p
−1−η

p 1 )
)N

.

Enfin pour
(
1 + an

)
div

{
µ̃(an)Mn

}
, les inégalités (2.3) et (2.5) impliquent

div
{
µ̃(an)Mn

}
est uniformément bornée dans

(
L1

T1
(Ḃ

N
p
−1

p r )
)N ∩

(
L2

T1
(Ḃ

N
p
−2

p 1 )
)N

.
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Et par suite, par interpolation, div
{
µ̃(an)Mn

}
, est uniformément bornée

dans
(
L

2
2−η

T1
(Ḃ

N
p
−1−η

p 1 )
)N

. Alors l’inégalité (2.5) implique que(
1 + an

)
div

{
µ̃(an)

(
∇un +t ∇un

)}
est uniformément bornée dans

(
L

2
2−η

T1
(Ḃ

N
p
−1−η

p 1 )
)N

, donc ∇Πn aussi car

‖an‖�L∞
T1

(Ḃ
N
p

p 1 )
≤ 2α‖a0‖

Ḃ
N
p

p 1

<< 1.

�
D’autre part les inégalités (4.6) et (4.7) montrent que si

U0 + ‖Qf‖
L1(R+; Ḃ

N
p −1

p 1 )
≤ c′µ1, alors T1 = +∞.

Troisième étape : Convergence

Tout d’abord par construction de (un
0 , f

n), par définition de (un
L,∇Πn

L) et
unicité des solutions du système (L), le couple (un

L,∇Πn
L) converge vers la

solution (uL,∇ΠL), du système (L). Par contre pour montrer que la limite
de (an, un,∇Π

n
) est une solution du système (NL), il va falloir recourir à

des arguments de compacité.
Nous savons que (an, un,∇Π

n
) est uniformément bornée dans

L̃∞
T1

(Ḃ
N
p

p 1) ×
(
L̃∞

T1
(Ḃ

N
p
−1

p 1 ) ∩ L1
T1

(Ḃ
N
p

+1

p 1 )
)N

×
(
L1

T1
(Ḃ

N
p
−1

p 1 )
)N

,

et que de plus ∇Πn est uniformément bornée dans
(
L

2
2−η

T1
(Ḃ

N
p
−1−η

p 1 )
)N

.

Alors pour pouvoir utiliser le théorème d’Ascoli, il suffit d’estimer la
dérivée par rapport au temps de an et un (voir par exemple [11]).

Lemme 4.5.

(i) La suite (∂ta
n)n∈N est uniformément bornée dans L2

T1
(Ḃ

N
p
−1

p r ).

(ii) La suite (∂tu
n)n∈N est uniformément bornée dans

(
L

2
2−η

T1
(Ḃ

N
p
−1−η

p 1 )
)N

pour 0 < η < inf(1, 2N−p
2p

).

Preuve. Rappelons que

∂ta
n = −un · ∇an.

Comme p < 2N alors grâce à l’inégalité (2.5) et par interpolation, on trouve

‖∂ta
n‖

L2
T1

(Ḃ
N
p −1

p r )
� ‖un‖

L2
T1

(Ḃ
N
p

p 1 )
‖∇an‖

L∞
T1

(Ḃ
N
p −1

p r )

� ‖un‖
1
2

L∞
T1

(Ḃ
N
p −1

p 1 )

‖un‖
1
2

L1
T1

(Ḃ
N
p +1

p 1 )

‖an‖
L∞

T1
(Ḃ

N
p

p r )
.
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Pour un, on a

∂tu
n = −P

(
un ·∇un

)
−µ1∆un

L −P
(
an∇Πn

)
+P

[(
1+an

)
div

{
µ̃(an)Mn

}]
.

Comme l’opérateur de Leray est continu sur les espaces de Besov homogènes,
alors les calculs du lemme 4.4 restent valables. Il reste à montrer que µ1∆un

L

est uniformément borné dans
(
L

2
2−η

T1
(Ḃ

N
p
−1−η

p 1 )
)N

. Mais il est uniformément
bornée dans (

L1
T1

(Ḃ
N
p
−1

p 1 )
)N ∩

(
L∞

T1
(Ḃ

N
p
−3

p 1 )
)N

.

Donc l’inégalité (2.10) implique que µ1∆un
L est uniformément borné dans(

L
2

2−η

T1
(Ḃ

N
p
−1−η

p 1 )
)N

. �

À partir des inégalités de Cauchy-Schwarz et de Hölder et du lemme
précédent, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 4.1.

(i) La suite (an)n∈N est uniformément bornée dans C
1
2

(
[0, T1]; Ḃ

N
p
−1

p 1

)
.

(ii) La suite (un)n∈N est uniformément bornée dans C
η
2

(
[0, T1]; Ḃ

N
p
−2

p 1

)
pour

tout η appartenant à ]0, inf(1, 2N−p
2p

)[.

Rappelons que
Ḃs+ε

p q,loc ↪→ Bs+ε
p q,loc ↪→ Bs

p q,loc

avec la deuxième injection compacte pour tout ε > 0 (voir par exemple [22]).
Il existe une sous-suite notée encore (an, un,∇Π

n
) qui converge vers (a, u,∇Π).

Et par suite la proposition 2.2 et l’inégalité (4.13) assurent que (a, u,∇Π)

est une solution du système (ĨNS) et appartenant à

L̃∞
T1

(Ḃ
N
p

p 1) ×
(
L̃∞

T1
(Ḃ

N
p
−1

p 1 ) ∩ L1
T1

(Ḃ
N
p

+1

p 1 )
)N

×
(
L1

T1
(Ḃ

N
p
−1

p 1 )
)N

.

Concernant la continuité de u voir [11]. Pour montrer que a est continue et
que sa norme L∞ est conservée, on utilise que a = a0 ◦Ψ−1 avec Ψ, flot de u,
ce qui démontre le théorème 4.1. �
Remarque 4.2. Pour prouver l’unicité, on a eu seulement besoin d’avoir

a0 petite dans Ḃ
N
p

p∞∩L∞ pour 3 ≤ N et 1 ≤ p < N et petite dans Ḃ1
p 1 sinon.

Par contre pour l’existence cette condition est insuffisante, car le terme

andiv
{(

µ̃(an) − µ1
)(
∇un +t ∇un

)}
ne peut être absorbé dans les estimations que si an (et donc a0) est petit

dans Ḃ
N
p

p 1.
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En revanche si µ est constante, les termes nécessitant l’usage de la

norme Ḃ
N
p

p 1 pour an sont nuls. Alors il suffit de prendre a0 ∈ Ḃ
N
p

p∞ ∩ L∞

avec norme petite. Plus précisement on a le résultat suivant :

Corollaire 4.2. Soient r ∈ [1,∞[ si N > p et N ≥ 3, r = 1 si p = N ou
N = 2 et 1 < p ≤ N (l’existence est valable pour 1 < p < 2N). Il existe une
constante c dépendant de N et p telle que pour

u0 ∈
(
Ḃ

N
p
−1

p 1 (RN)
)N

avec div u0 = 0,

f ∈
(
L1(R+; B

N
p
−1

p 1 (RN))
)N

avec Qf ∈
(
L2

loc(R+; Ḃ
N
p
−2

p 1 (RN))
)N

et a0 ∈ Ḃ
N
p

p r(R
N) ∩ L∞(RN)

où
‖a0‖

Ḃ
N
p

p r∩L∞
≤ c

(
‖a0‖

Ḃ
N
p

p 1

≤ c si N = p ou N = 2
)
,

alors il existe T ∈ (0, +∞] tel que le système (ĨNS) admette une unique
solution

(a, u,∇Π) ∈ Cb([0, T ); Ḃ
N
p

p r) ∩ L∞(0, T ; L∞) ×
(
Cb([0, T ); Ḃ

N
p
−1

p 1 )
)N

∩
(
L1(0, T ; Ḃ

N
p

+1

p 1 )
)N

×
(
L1(0, T ; Ḃ

N
p
−1

p 1 )
)N

.

De plus si
‖u0‖

Ḃ
N
p −1

p 1

+ ‖f‖
L1(R+; Ḃ

N
p −1

p 1 )
≤ cµ1,

alors T = +∞.
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