
THEORIE DES SYSTEMES DEMOSIENS DE GROUPOIDES

ALBERT SADE

1. Introduction* L'idee premiere de ces recherches est dans deux
papiers de M. Schauffler consacres a Γ etude des codes avec un vocabulaire
ayant un nombre uniforme de figures, [40], [41]. Dans le second, il
construit un tel code au moyen d'une population Ω de quasigroupes Qiy

definis sur le meme ensemble fini, E — (1, 2, 3, , n) et satisfaisant a
une associativite qu'il appelle "im Ganzen", yx,y,z e E, y d , Q2 e Ω,
3Q3, Q4 6 Ω, xQ1(yQ2z) = (xQdy)Q±z. II montre que F ensemble de tous les
quasigroupes construits sur E ne peut etre associatif "im Ganzen" si
n surpasse 3. Dans le present travail on se propose, sans preoccupations
cryptographiques immediates, d'etudier systematiquement les ensembles
(finis ou non) de groupoϊdes construits sur un support commun et satis-
faisant a quelque relation demosienne analogue a Γassociativite "im
Ganzen". De telles considerations ont deja ete abordees dans un pre-
cedent travail de Γauteur ([35], p. 156, N°2, iv, p. 161, N°8, IV). Elles
ne sont pas seulement susceptibles de conduire a des applications dans
le domaine du "chiffre", elles presentent encore un interet en soi dans
le champ de la speculation pure. De tels ensembles multistructures,
c'est-a-dire munis de plusieurs lois de composition, se rencontrent a
chaque pas en algebre. On sait que les anneaux, corps, clusters,
narings et neofields ([32], p. 296, III) possedent deux lois de compo-
sition. Skolem ([43], p. 53) donne un systeme de quatre semigroupes
idempotents, abeliens, et qui sont deux a deux mutuellement distributifs.
Les ensembles de groupoϊdes engendres par deux groupoϊdes orthogonaux
([31], p. 231, N°6), les ringoϊdes ([7], p. 203, N°2) en possedent un
nombre quelconque. Dans [21b], Hasse, p 27, definite un ensemble
muni de quatre operations.

Le fait que le meme ensemble soit muni de toute une population
de lois de composition suggere le nom de demosiennes, deja introduit
dans [35] pour qualifier les identites entre elements de tels ensembles.
On trouve dans la litterature maints exemples de relations contenant a
la fois plusieurs lois de composition. A peu pres toutes les egalites de
Γalgebre classique font intervenir six operations usuelles. L' equation
d'associativite mutuelle ([36], def. 17, [43], p. 47), (x x y) x z = x x (y x z),
Γequation de Kolmogoroff ([2], equ. Γ), st x tu — su, Γequation de
Cacciopoli [9], Ghermanescu [15], Gyires [19], Aczel [l], [3], fix x y) =
f(x) x f{y), oύ / est une application de E sur lui-meme, l'equation de
Ghermanescu [16], (x x a) x (y x b) = x x y, celle de Kurepa [29],
[(a x b) x c] x (a x b) = (b x c) x \a x (b x c)], l'equation de distibuti-
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vite [23], [17], ([43], p. 52, equ. 4), (x x y) x z = (x x z) x (y x z),
Γ equation d'Aczel-Hosszύ [4], (x x y) x z = x x (y o z), contiennent toutes
deux operations differentes. Hosszύ ([25], p. 206), considere une identite
avec quatre lois de composition, F[x, G(y, z)] — H[K(x, y), z],

Mais la plupart des auteurs qui ont traite de ces relations ont
regarde les lois qu'elles contiennent comme des fonctions de deux vari-
ables definies sur un corps (celui des reels, en general). Si Γon cesse
de considerer ces egalites comme des equations fonctionnelles, pour les
interpreter comme des conditions entre elements d'une meme support,
muni de plusieurs lois, c'est-a-dire comme des equations entre groupoϊdes,
alors ce changement de point de vue peut amener, avec une generalite
plus grande, des simplifications notables et inattendues. Pareil fait n'est
pas nouveau. Scherk [42], developpe sur dix pages de pesantes con-
siderations d'analyse pour etablir une proposition dont la demonstration
directe tient en quelques lignes. Ici, soit par exemple Γ equation de
Cauchy-Cacciopoli, f(x x y) — f(x) x f{y), qui a fait Γobjet de nombreux
memoires couvrant plus d'une centaine de pages. Si E est un ensemble
quelconque, muni de deux operations (x) et (x), cette equation exprime
que le groupoϊde Gf — E(x) est homomorphe de G — E(x). Soit T —
[#—•/(#)] Γhomomorphisme qui fait passer de G a G' et A le groupe
d'automorphisme de G alors, toutes les solutions en / sont donnees par
les elements du coset AΊ. Le probleme n'est possible que si G' est
homomorphe de G. L'affirmation d'Aczel [1], que G et Gf sont en meme
temps bissymetriques ou non devient evidente puisque G ~ G'. Le
theoreme d'Aczel ([3], p. 329), que (8) est un groupe continu, devient
immediat puisque Gr est alors homomorphe au groupe additif des reels.
De meme Γequation ci-dessus de Hosszύ, mise sous la forme x x (y x z) —
(xQy) ° z, a ete completement resolue par Belousov [6], dans le cas des
quasigroupes, par Hosszύ [26], et par Rado (Cluj). Les quatre quasi-
groupes sont isotopes d'un meme groupe. (Voir, N°7.2 une solution
differente de ce probleme, et [37] une extension aux multigroupoϊdes).1

On aura un autre exemple de telles simplifications a propos de V equation
de distributivite (Ci-apres, N°8) et de celle de transitivite [38].

II est certain qu'un pareil sujet deborde le cadre d'une simple note;
nous nous bornerons a Γesquisser ici. Les questions abordees sont, en
se limitant a quelques identites classiques, les systemes satisfaisant a
une equation fonctionnelle ou a une loi demosienne particuliere donnee,
les consequences de Γ existence de deux lois demosiennes, les systemes
demosiens dont les elements sont derives d'un meme groupe par des
isotopies ay ant pour composantes des translations de ce groupe, (systemes
(G, K, T))} un essai sur les systemes demosiens organises au moyen d'une
loi de composition entre les groupoϊdes qui les forment.

La nomenclature, les definitions et notations sont celles des trois
papiers [34], [35], [27], auxquels le lecteur est prie de se reporter. En
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outre les symboles suivants seront utilises:
a<b, Relation d'ordre,
φt, symbole operatoire d'une loi de composition,
Φ, ensemble des φu sur un meme ensemble E,
<α, 6, c, •>, ensemble ordonne,
(£, V> ζ)f isotopie de composantes ξ, η, ζ.
Un index, avant la bibliographie, renvoie aux N°.

CHAPITRE I

SYSTEMES ADMETTANT UNE LOI DEMOSIENNE DETERMINEE

2. Definitions. Un ensemble quelconque, fini ou non, E = {x, y, •)
muni de plusieurs lois de composition φ, formant une population finie
ou non, Φ = (φu φ2J •••)> e s ^ dit multistructure ou demosien, et note

(E,Φ). Les lois φ sont supposees partout definies et homogenes ([35],
p. 156, N°2, equ. 55) et, sauf stipulation contraire, il n'est fait aucune
supposition particuliere (commutativite, associativite, axiome d'absorp-
tion, [7], p. 18) sur la nature de ces lois. Une expression sur (E, Φ)
est un assemblage d' elements eE, separes par les signes operatoires
Ψi e Φ et par des parentheses, crochets et accolades. Elle definit une
suite ά'operations a efFectuer, dans un ordre determine, sur ces ele-
ments, aboutissant comme resultat final a un element bien defini e E.
Deux expressions sont egales si elles definissent le meme element. Si
deux expressions sont egales quels que soient les elements qu'elles con-
tiennent, elles forment une identite. Si Γegalite n'a lieu que pour
certains choix des lettres, on obtient une equation. Mais les choses
dependent aussi des signes operatoires, et les significations des deux
vocables empietent; il convient de preciser dans chaque cas quels sont
les elements ou symboles qui peuvent, on non, etre choisis arbitraire-
ment dans une egalite. De telles relations sont dites demosiennes parce
qu'elles ont lieu sur toute une population de groupoϊdes ([35], p. 156,
N°2 iv; p. 161, N°8, IV, p. 172, N°30).

Remarquons qu'un systeme de groupoϊdes homogenes satisfaisant a
une identite demosienne, quels que soient les elements et les symboles,
se reduirait en general a un seul groupoϊde. Soit par exemple

yx,y,z e E , y ^ e Φ , (xφ1y)φ2z = xφz{yφ,z) .

Si les E(φ) sont homogenes on peut yα, b e E, choisir x = a et y, z tels
que yφAz = b. Laissant tous les φ, sauf <p3, invariables et posant
{xφλy)φ2z = c, on aurait done ŷ >3 e Φ, c = aφjb, α, 6, c — Constantes.
Le produit aφb serait le meme dans tous les groupoϊdes. Cela pouvant
etre repete yα, 6, tous les E(φ) coϊncideraient avec un meme groupoϊde,
qui serait evidemment un semigroupe. Plus generalement, soit A une
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expression dependant des elements x,y, z, e E, associes au moyen
des lois φ19 φ2, φ3, 6 Φ et B une expression analogue. Supposons
Γidentite A = B verifiee γ#, y, e E, y/φlf φ2, e Φ, Alors, laissant
tous les x constants et tous les φ, sauf un, φu invariables, on aura, en
designant par α, 6, c trois constantes, c = α<^6. Ainsi, le produit aφb
sera le meme dans tous les groupoϊdes du systeme, Si toutes les lois
de Φ sont homogenes, on pourra toujours choisir les x, y, de maniere
a attribuer a a et b deux valeurs choisies d'avance (Γhomogeneite n'est
meme pas tou jours necessaire, comme par exemple dans le cas de la
commutativite demosienne). Alors

yα, b 6 E , y/φt e Φ , aφfi = constante.

Le produit aφb etant le meme dans tous les groupoϊdes, Φ se reduit a
une seule loi.

3 Commutativite demosienne DEFINITION 3.1. Un systeme (E, Φ)
admet la commutativite demosienne si

yx,y e E , y/φ 6 Φ , 3^' , xφy = yφ'x .

Quand φ' ne depend ni de x, ni de y, la commutativite est forte. Quand
φ' depend a la fois de φ, de x et de y, la commutativite est faible. II
est clair qu'un systeme satisfaisant a la commutativite forte contient,
avec tout groupoϊde, G — E(φ), le groupoϊde conjoint, ([35], p. 155, N°2,
ii), xφy — zτlyφfx = z. Dans le cas fini, les deux tables de Cayley de
G = E(φ) et de G' = E(φr) sont deux matrices dont chacune est trans-
posee de Γautre.

EXEMPLE 3.2. Le systeme de quasigroupes, defini sur le corps R
d e s r e e l s p a r x φ λ y = ( α λ + b)x + ( c λ + d)y + f X + g , a , b , c -*-,g, c o n -
stantes G R, admet la commutativite faible.

DEFINITION 3.3. Un soussysteme d'un systeme (E, Φ) satisfaisant
a une ou plusieurs relations demosiennes est un systeme (Ef, Φ'), avec
Ef cz E, Φr cz Φ, et satisfaisant aux memes relations demosiennes.

EXEMPLE 3.4. Dans le systeme {E, Φ) ci-dessus (3.1), les memes
equations de definition, appliquees au corps Q des fractions relationnelles,
fournissent le sous-systeme demosien (Q, Φ1), λ, α, &, , g e Q.

Question 3.5. Un systeme commutatif faible contient-il tou jours
deux groupoϊdes con joints (distincts ou non)?

DEFINITION 3.6. Etant donne un quasigroupe Q(x), Vensemble
( , ΔϊxΔi9 •), i, j e Q, ou Δi — {x—^xx i), s'appelle le complexe
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relatίf aux translations a droite, Vensemble ( , Γf1/"^, •••)» le com~

plexe relatif aux translations a gauche.

Ces deux complexes engendrent deux groupes qui sont des diviseurs
des groupes engendres par les translations elles-memes et introduits par
Albert [5], p. 509). L'interet de ces deux groupes est qu'ils restent
invariants si Γon soumet le quasigroupe Q a une isotopie quelconque de
forme (f, η, 1) Si Γon fait subir a Q(x) Γisotopie principle x x y =

et

ΔϊJΔjv = (u x irj —>u x jrj) — {xξ x iη —> xξ x jrj)

= (xxi~^xxj) — AilA0 .

Le calcul est le meme a gauche.

THEOREME 3.7. Le systeme demosien derive d'un groupoϊde abelien
en le soumettant a toutes les isotopies possibles est commutatif demo-
sien fort.

Preuve. Si G est un groupoϊde abelien, les isotopies (ξ, η, ζ) et
(T), ξ, ξ) le transforment en deux groupoϊdes conjoints. A toute isotopie
appliquee a G en correspond une autre (pouvant coϊncider avec la pre-
miere) et pour laquelle les deux isotopes obtenus sont conjoints. Ainsi,
le systeme possede la commutativite forte. La reciproque n'est pas vraie
comme le montre Γexemple suivant. Soit Q le quasigroupe du 5° ordre
defini par ses translations a droite Δo = 1, Δλ = (01)(234), Δ2 = (04132),
4 = (03124), z/4 = (02143). Par Γisotopie (1,1, (24)), Q devient son pro-
pre conjoint Qr. Si Γon soumet Q et Q' a une commune isotopie on
obtiendra deux quasigroupes conjoints et le systeme (Q, Φ) aura la com-
mutativite forte. Pourtant aucun isotope de Q ne sera abelien. II suffit
pour s'en assurer d'examiner les isotopies (1,^,1); or aucune ne rend
Q abelien. On a toutefois la condition.

THEOREME 3.8. Pour que le systeme obtenu en soumettant un quasi-
groupe Q a toutes les isotopies admette la commutativite demosienne il
faut et il suffit quef dans Q, les complexes relatifs aux translations a
droite, ( ΔϊλΔ3* •) et a gauche (•••Γϊ1ΓJ ), soient isomorphes.2

Preuve. La condition est necessaire. Dans toute isotopie, chacun
des complexes reste evidemment isomorphe a lui-meme. Si (E, Φ) est
commutatif demosien, il contient, avec tout quasigroupe K, son conjoint
K'. Soient G et D les complexes a gauche et a droite de K, G' et Df

ceux de K'. On aura, puisque K et Kr sont isotopes, G ~ Gr, D ~ D'.
Mais, d'autre part, K et K' etant conjoints, G = D\D = G'} done D~G.
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Elle est suffisante. Soit S la permutation de Γensemble Q qui pro-
jette le premier complexe sur le second. On peut d'abord par une iso-
topie (ξ, 1,1) s'arranger de maniere que >ji,j, AilA3 ~ ΓϊλΓ'.,; en faisant
alors Γisotopie (1,1, S), le nouveau complexe a gauche deviendra Γancien
complexe a droite. Une derniere isotopie de la forme (1, η, 1) fournira
le conjoint de Q.

COROLLAIRE 3.9. Uensemble des isotopes dyun groupe possede la
commutativite demosienne.

Car ses deux Cayleyens sont isomorphes.
Remarquons pour terminer que Γimage d'un systeme demosien com-

mutatif par une isotopie de la formq (ξ, Ύ] — ξ, ξ), appliquee a tous ses
groupoϊdes, est encore un systeme commutatif.

4 Loi des keys DEFINITION 4.1. Un systeme (E, Φ) satisfait a
la loi demosienne des keys (a droite) si la condition

(4.1) yx,y 6 E , yψλ e Φ , ^ψ2 e Φ , (xφ1y)φ2y = x

est verifiee. Cette loi apparait pour la premiere fois dans Grassmann
([18], p. 37).

THEOREME 4.2. Pour qu'un systeme (E, Φ) de quasigroupes a gauche
satisfasse a la loi demosienne des keys (a droite) il faut et il suffit
qufil contienne, en meme temps que tout quasigroupe Q — E(x), son
reciproque Qf = E(Q), defini par χχy = z^lzQy=:χ, ([34], def. 1.2).
Pour les keys a gauche il faudrait x x y — z^lx® z = y, ([34], def. 1.5).

Preuve. En effet (4.1) est equivalente a \/x, y e E, yf<px e Φ,
^φ2 e Φ, xφΎy — z ^1 zφ2y = x. On demontre, comme pour 3.7 que, si
un quasigroupe a gauche Q est self-reciproque le systeme derive de Q
en le soumettant a toutes les isotopies possibles satisfait a la loi demo-
sienne des keys. Enfin une consequence du Theoreme 3.8 est que, pour
que Γensemble des isotopes d'un quasigroupe Q satisfasse a la loi demo-
sienne des keys (a droite) il faut et il suffit que Q soit parastrophique
par (x x y = z~^2x®z = y) d'un quasigroupe satisfaisant a la condition
du Theoreme 3.8. Car, soit aψfi = cTlaφ^ — b et xψλy = yψ2x = z; il
en resultera xφλz = y et yφ2z = x, d?oύ, par elimination {xφxz)φ2z — x.
(Cf N°9.3)

5 Demi-symetrίe DEFINITION 5.1. Un systeme (E, Φ) de grou-
poϊdes satisfait a la demi-symetrie demosienne si

yx,y e E, \fψ1 e Φ , SΨ2 e Φ , %<Pi(y<P2x) = y

([35], p. 153, N°2, equ. 11), ([34], def. 18.7).
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THEOREME 5.2. Pour qu'un systeme (E, Φ) de quasigroupes a droite
([34], N°l) admette la demi-symetrie demosienne il faut et il suffίt
qu'il contienne, avec tout quasigroupe E(φ), son parastrophique par
aφb = c^Hb ~ c 0 α, ([34], def. 1.4), c'est a dire, avec chaque operation,
sa division a gauche ([111, p. 170).

Preuve. Soit xφλu — y, done u = y 0 x\ alors xφλ(y 0 x) = y, done
2/φx = yφ<βj E(φ2) = i?(0). Ainsi le systeme contient, avee tout
quasigroupe a droite E(φΊ), son parastrophique ϋ7(φ). La reciproque
est evidente.

On parvient au sujet de la demi-symetrie, a des conclusions analo-
gues a celles des N°3 et 4.

6. Inversibilite 3
 DEFINITION 6.1. ([41], p. 428, dans le cas fini).

Un systeme (E, Φ) admet V inversϊbilite demosienne sHl satisfait a

yx,y,z € E , y<p19 ψ2 e Φ , 3^3, <P4, <p69 <pβ e Φ ,

(xφ1y)φ2Z =

Les deux relations sont conjointes. La premiere est Γ extension demo-
sienne de la loi d'Abel-Grassmann ([35], p. 154, N°2, equ. 21).

EXEMPLE 6.2. Sur le corps Q des fractions rationnelles, le systeme
des quasigroupes definis par xφy — ax + by + c, a,b, c e Q est inversible
demosien.

7. Associativite* DEFINITION 7.1. Un systeme {E, Φ) satisfait a
Γassociativite demosienne si la condition

(7.1) yx,y,z e E , y<plf φ2 e Φ , g<p3, <p4, Φ*, φβ e Φ ,
{xφxy)Ψ2z = xφlyq\z) , xψlyq\z) = (xφ5y)φ6z

est verifiee.
Pour approcher de la solution du probleme pose par la construction

de tels systemes, on peut d'abord chercher les conditions auxquelles
doivent satisfaire quatre groupoϊdes pour etre solution de (7.1). Cette
equation a ete etudiee par Evans [13], Belousov [6] et Hosszύ [26]. Le
premier a montre que, si les E(φ) sont isotopes d'un groupoϊde fini,
avec element neutre, ce groupoϊde est associatif. Le troisieme a donne
la solution generale de (7.1) dans le cas oύ les φ sont des fonctions
continues, differentiables, strictement monotones ([25], p. 212). Belousov
a enonce et Hosszύ [26] a demontre que quatre quasigroupes satisfaisant
(7.1) sont isotopes d'un meme groupe, theoreme que j'ai etendu aux
multigroupoϊdes [37]. Le theoreme suivant donne une solution explicite
generale de Γequation demosienne d'associativite lorsque les φ sont des
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fonctions arbitraires sur un ensemble quelconque, avec fonction inverse
uniforme, c'est-a-dire dans le cas des quasigroupes. Cette solution reste
valable—mais sans etre generale—si les groupoϊdes sont quelconques.

THEOREME 7.2. Si E est un ensemble quelconque, (i) la solution
generale de

(7.2) yx,y,z e E , (xφ1y)φ2z = xφlyψ.z) ,

oύ les φ sont des lois de quasigroupes, est

fxψλy — xξ yθ ,

xφ2y = (x yX)ξ~1 ,

xφ3y = (xξ yη)ζ'λ ,(i)

oύ ξ,η,ζ,θ,X sont cinq permutations arbitraires de E et E( ) un
groupe defini sur E.

(ii) Quatre groupoϊdes quelconques, isotopes d'un meme semigroupe

E( ) par les ίsotopies (I), sont solution de (7.2).

Preuve. Soient quatre quasigroupes definis sur le meme ensemble
E par les lois de composition φ19 φ2, φB, φ4 et satisfaisant a Γidentite
(7.2). Designons la translation a droite, relative a Γelement α, dans le
quasigroupe E(φt) par Δι

a. Faisons decrire E a Γelement generique x
et assignons des valeurs fixes, a et 6, a y et z respectivement. L'egalite

(7.3) (xφ^φφ = X<ps(aφJ))

s'ecrit

(7.4) Δ\Δl = /!*, (c =

Dans (7.4) on peut maintenant supposer a constant et faire decrire a b
tout le champ E\ alors c, dans le quasigroupe E(φ4), decrira aussi tout
Γensemble E. Done Δ\ decrira la totalite des translations a droite du
quasigroupe E(φ3). En recommenςant le meme processus a partir d'une
autre valeur de a e E, on devra obtenir, chaque fois, le meme ensemble
de valeurs de Δ\, sans quoi les translations de E(φB) ne seraient pas
definies univoques. Les ensembles

Δ\Δ\, Δ\Δ\, Δ\Δ\, Δ\Δ\, ••., Δ\Δ\, . . .

Δ\Δl, Δ\Δ\, Δ\Δ\, Δ \ Δ l •-., Δ\Δ\, .-•
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oύ Γemploi des indices inferieurs ne signifie pas que ces ensembles soi-
ent denombrables, seront tous identiques. Considerons le groupe syme-
trique total £fE, et dans ce groupe les deux complexes

A = Δ\, Δ\, Δ\, Δl, . . . , J}, . . .

B = Δl, Δl Δl, Δl ...,z/J, «...

D'apres ce qui precede, si Γon multiplie a gauche le second complexe B
par un element quelconque Δ) du premier A, Γensemble T des permu-
tations obtenues doit rester le meme \/Δ). Si Γon introduit les nouveaux
complexes C = P~1A, D — BQ'1, P e A, Q e B, on aura par hypothese

CD = P-'ABQ'1 = P-'TQ-1 .

Or C et D contiennent Γunite P~λP = QQ-1 = 1 de £%, done

Cl = C = P-'TQ-1 , ID = D = P

et

Ainsi C est ferme, associatif (puisque e'est un sous ensemble de ^ ) et
contient Γidentique. C'est done un semigroupe avec element neutre,
contenu dans S^. Les permutations Δ\, elements de C, sont les trans-
lations a droite d'un semigroupe isomorphe a C, G = E(φ0), avec zίoα =
(a? —> x^o^)- Done

(7.5) 3 S e ^ , aj^j/ - x ^ - (xP)Jo

yβ = (xP)<Po{yS) ,

ce qui exprime que E(φ1) est isotope de G par (£ = P, η = S, ζ — 1) et
D, etant un quasigroupe, G est done un groupe. De meme

(7.6) 3 Γ e ^ , a ̂ y = α J2, = (xJ«Γ)Q = (xφoyT)Q ,

ce qui signifie que 2?(<p2) est isotope de G par ( | = 1, rj = ϊ7, f = Q"1).
L'egalite (7.4) prend la forme PΔo

aSΔ°bTQ = 4 ,

(7.7) PΔ°aS(PΰbτQ = J ^ 4 & .

Cela entraϊne que (aScpφT—> aφjj) soit une permutation de £7 car, d'abord
α<p4& decrit tout le champ Ey ensuite, d'apres (7.5), aSφJbT decrit aussi
tout Γensemble E, enfin, si avec aSφobT = a'SφJb'T on avait aφjj Φ
a'φjb', il en resulterait Δ\,φj>, — Δ\φy, deux translations distinctes de
E(φ3) coϊncideraient et φ3 ne serait plus une loi de quasigroupe. Le
meme argument est valable en renversant les roles de φ0 et de φA. On
a done

(7.8) aφj) = (aSφobT)R ,
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oύ R est une permutation de E, et E(φ4) est isotope de E(φ0) par
(ξ = S, 7]=T, ξ = R-1). Maintenant (7.7) s'ecrit

(7.9) Δ\R = PΔIQ , xφ3cR = (a;PW)<3 , xφzy

ce qui exprime que 2£(£>3) est isotope de G par (ξ = P, ^ = iϋ"1, f = Q'1).
En remplaςant <p0 par (•) dans les relations (7.5), (7.6), (7.8), (7.9), elles
prennent la forme (I) de Γenonce. On verifie immediatement que la
condition (I) est suffisante, meme si les E(φ) sont des groupoϊdes quel-
conques, pourvu que E( ) soit associatif, ce qui etablit (ii).

EXEMPLE 7.3. Sur Γanneau Z des entiers rationnels tous les grou-
poϊdes xφty = x + y + i sont des groupes. Si Pon suppose i etj compris
entre deux entiers fixes, Pensemble obtenu aura Passociativite demosienne
avec

EXEMPLE 7.4. Soit le semigroupe x y = x + y sur Pensemble N+

des entiers naturels; il ne possede ni inverse, ni element neutre, mais
les quatre isotopes xφλy = ax + y, xφ2y = b(x + y), xφ3y = b(ax + y + c),
xφ4y = x + y — c, oύ α, 6, c 6 iV+, verifient Pequation (7.2).

EXEMPLE 7.5. Sur Panneau Z\n (et dans tout champ de Galois),
Pensemble des quasigroupes xφy =• ax + by + c, (a, n) = (6, w) = 1, est
associatif demosien (II est aussi reversible). Cet ensemble contient
n[φ(n)]2 quasigroupes, φ(n) etant Pindicateur dΈuler.

REMARQUE 7.6. Pour obtenir toutes les solutions de (7.2) il faut
faire parcourir a G Pensemble de tous les groupes G — E(-), que Pon
peut construire sur E. Si deux d'entre eux sont isomorphes, (Gf — Gτ)
les formules (I) donneront des solutions isomorphes par T. Par con-
sequent les formes (Γ)

xφλy = (xξ yθ)μ~1 ,

xφ2y = {xμ
(V)
v ; %<p3y = (xξ

. y\)η-λ ,

ne sont pas plus generales que (I).

THEOREME 7.7. Tout systeme (E, Φ) de groupoϊdes satisfaisant aux
axiomes,

( i ) associativite demosienne deux cotes,
(ii) element neutre,
(iii) inverse, se reduit a un seul groupe.
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Preuve. Par hypothese

, φ2 e Φ , yx,y,z e E , 3^3, φ, e Φ ,

, ^ e ί , yx,y,z e E , 3 ^ , φ2 e Φ , (xφ1y)φ2z = xφ3(yφiz) .

II existe au moins un element neutre a gauche, le meme pour tous
les groupoϊdes, y<p 6 #\ yx e i?, gβ e E\ e^x = x.

Parmi les e il y en a au moins un tel que chaque element x de 2?
ait un, ou plusieurs, inverses a gauche, dans tous les groupoϊdes, ne
dependant que de x

\fψ e Φ , \/x e E , ^e, x e E , xφx = e .

(A) Soit eφa = α, ^ΦX = β. Multiplions a droite, les deux membres
de la seconde egalite par e, (xφx)φ±e = eφxe = β = <̂pα;, done (xφx)φ1e —

;. Par l'associativite demosienne,

Posons /̂/λr = e et multiplions les deux membres de Γ egalite precedente
par y, a gauche

yφixφx) = ^/ 4̂[^
(P2(^^3e)] ,

appliquant Γassociativite, (yφ7χ)φ8x = {yφbχ)φ%{xφ^)j o u e ^8^
et enfin ,τ = χίp3e. Mais, plus haut, <p3 a ete defini par {aφb)φxc
L'associativite demosienne etant supposee bilatere, (i), γ<p2, ̂ p3 e Φ,
3<Pi, φ e Φ, done x^3β = a? est varie quelque soit <p3. Ainsi e est element
neutre a droite. Si maintenant e et e sont deux elements neutres,
eφe = e = e; done tous les elements neutres sont egaux et Γunite est
unique et bilatere.

(B) Multiplions les deux membres de xφx = e par x; on a {xφx)φ1x =
eφxx = ^. En appliquant Γassociativite, xφ2(xφ όx) — ^. Posons xV^ = e

et multiplions les deux membres de la derniere egalite par xr, a gauche,
xfφA[xφ2{xφzx)] = x'φβ, ou (xfφδx)φQ(xφβ) = β, ou eφ6(xφ3x) = e, enfin
χr/;3χ = β. Mais <p3 est defini plus haut par (aφtyφβ = aφ2(bφdc), ou
Vr/)2t ^3 e ^, 395, <yDx e (P; done a? est aussi inverse a droite de α? dans
tous les groupoϊdes et tout inverse a gauche est aussi inverse a droite.

(C) Soit xφλx = e et xV2^ — e; on a (xfφ2x)φxx = xrφ3(xφ4x)f ou
e^!» = xV3β; £ = x', finalement y ^ , <p2 e (P, a?^^' = xfφ2x = e, et tout
element est permutable avec son inverse.

(D) Soit xφλy = ^ et T/"1 Γinverse de 7/; alors (xφ1y)φ2y~1 = xψ kVΨ^1) —
xψφ = a;. Ainsi y<p2 e 0, s^i/-1 = x. Le produit de deux elements
quelconques z et 3/-1 etant egal a x, et par consequent etant le meme
dans tous les groupoϊdes E{ψ2) il s'en suit que tous ces groupoϊdes co-
incident. Le systeme se reduit a un seul groupoϊde, qui est un groupe.
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8 Distributivite • DEFINITION 8.1. Un systeme (E, Φ) satisfait a la
distributivite demosienne a droite ( g e n e r a l i s a t i o n d e [22]), s i yx, y,z e E,

<pj e Φ, 3<PJC, <Pm, <Pp e Φ, ( ΐ , j , k,m,p = 1, 2, 3, 4, 5)

(8.1)

(Definition symetrique a gauche). Le systeme est self-distributif si φd =
% = <P2, Ψi = φ± et si

THEOREME 8.2. Si un systeme (E, Φ) de quasigroupes a gauche est
distributif demosien a droite,

( i ) I'ensemble des reciproques de ces quasigroupes est encore dis-
tributif a droite,

(ii) Vensemble des conjoints est distributif a gauche.

Preuve. ( i ) Posons xφzz — c, yφδz = eZ, cφ4d = 6, xφλy = α, α 2̂a; = 6.
Sur le reciproque, en representant les nouveaux signes operatoires par
ψ, on aura aψ^y = a?, bψ2z = α, c ^ = #, d ^ = /̂, 6̂ 4cZ = c. Egalant
les expressions de x, on a α^j/ = cψsz. Remplaςant a, y et c par leur
valeur, (bψ^ψ^dψ^) = (bψAd)ψ3z. Comme, par hypothese, deux des φ
determinent les trois autres, il en est de meme des ψ et le systeme
(E, Ψ) est encore distributif demosien a droite.

(ii) En representant par θ les operations conjointes, on aura, sur
le conjoint de (E, Φ), (zθδy)θ4(zθ3x) = zθ2{yθxx).

EQUATION FONCTIONNELLE 8.3. Hosszύ ([23], p. 160), envisage Γe-
quation fonctionnelle F[G(x, y), z] = G[F(x, z), F(y, z)], oύ x, y, z appar-
tiennent a un corps. On peut se proposer de trouver deux groupoϊdes
E(x) et E( ), definis sur un meme ensemble quelconque E, de maniere
que

(8.2) yx, y,z e E , (x x y) z = (x z) x (y z) .

Par exemple, Pun des groupoϊdes etant arbitraire, Γequation sera
veriίiee si Γautre satisfait a la loi de translation identique xy — x
([35], p. 153, N°2, equ. 9).

THEOREME 8.4. Etant donne un groupoϊde arbitraire E( x), on
obtient une solution de Vequation (8.2) en prenant pour chacune des
translations Δz de E{ ) un endomorphisme quelconque de E(x).

Preuve. Considerons z comme une constante sur E( ) et soit

4 = (»->/(«)) = (»-> α s)

la translation relative a z. L'equation (8.2) devient f(x x y) = f(x) x f(y),



THEORIE DES SYSTEMES DEMOSIENS DE GROUPOIDES 637

ce qui definit un endomorphisme de E(x); ainsi chaque Δz est un
endomorphisme de E(x).

EXEMPLE 8.5. Soit sur ZjS le groupe xxy~x + y + l. Les series
de produits a droite ([33], p. 87), sont (00121102) et (2), les seuls auto-
morphismes sont Γidentique et la transposition (01). En se bornant aux
quasigroupes a gauche on pourra prendre Δ — 1 ou (01), ce qui donnera
huit solutions E(-).

EXEMPLE 8.6. En prenant pour E(x) un quasigroupe automorphe
par le groupe cyclique ([30], p. 321), on pourra prendre pour E(-) le
groupe cyclique et chacun de ses isotopes de la forme (1, ηf 1), avec η
arbitraire. Ainsi en prenant ([30], p. 325, ex. 15), on a 13 x 7 = 11;
(13 x 7) 4 = 11 + 4 = 0; 13.4 = 2; 7.4 = 11; 2 x 1 1 = 0.

EXEMPLE 8.7. En prenant pour E{x) un groupoϊde " e n d o " ([32],
p. 297, N°3), c'est-a-dire satisfaisant, sur un ensemble E de nombres
reels, a x x y = z =φ xm x ym — zm, la solution £/(•) sera fournie par
le semigroupe multiplicatif de E. Ainsi, en prenant ([32], p. 298, Ex.
II), on a 5 x 4 = 2; 2.3 = 6 et 5.3 = 1; 4.3 = 5; 1 x 5 = 6.

COROLLAIRE 8.7. U ensemble des quasigroupes a gauche construits
sur un meme ensemble E satίsfaίt a la distrίbutivίte demosίenne re-
streίnte

(8.3) yx,y,z e E, yrA e Φ , 3<p2 e Φ , {xφιy)φ2z =

Preuve. On a vu, N°8.4, que, si E(φL) est un groupoϊde quelconque
sur E, il existe toujours au moins un groupoϊde E(φ2), satisfaisant (8.3)
et dont les translations sont des endomorphismes de E(φλ). Si E(φλ) est
un quasigroupe a gauche quelconque, les translations pourront etre
choisies parmi les automorphismes de E(ψ^)\ ce seront alors des permu-
tations de E et E(φ2) sera encore un quasigroupe a gauche.

9. Parastrophies DEFINITION 9.1. Le ί-parastrophίque d7un sys-
teme demosien (E, Φ) est le systeme derive du premier en soumettant
tous les groupoϊdes de (E, Φ) a la meme ί-parastrophie. Ainsi le con-
joint d'un systeme est le systeme forme par les con joints de tous ses
groupoϊdes; le reciproque d'un systeme de quasigroupes a gauche est
Γensemble des reciproques de ces quasigroupes, etc. Si (E, Φ) ne contient
que des quasigroupes, il pourra prendre six formes parastrophiques.

THEOREME 9.2. Si (E, Ψ) est le conjoint de (Ey Φ), il sera en meme
temps que lui, commutatify associatif, inversible bilatere, self-distributij
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bilatere demosien.

Preuve. Si (E, Φ) a la commutativite demosienne (N°3.1)

yx, y e E , >/£>! e Φ , 3 ^ e Φ , x<Pi2/

En designant par ψ les operations conjointes ([34], N°6),

yx,y e E , γψi e ^ , 3^2 e ^ , αψ^ =

done (E, Ψ) est encore commutatif demosien.
Si (Ef Φ) est associatif demosien (N°7.1)

yx,y,z e E ,
(xφ1y)φ2z = xφ2>{yφ4z)

Done, sur le systeme conjoint (zψ4y)ψ3x = zψ2(yψ1x)f et zψβ(yψδx) =
(zψ2y)ψ1x. Ainsi (ί7, ?F) est encore associatif demosien.

Le cas de Γinversibilite est analogue; celui de la distributivite
resulte de 8.2. On rapprochera ce resultat de ([34], N°14-16). Plus
generalement, on verrait que, si (ί) est une identite self -con jointe ([34],
N°19.1), sur un groupoϊde, les systemes (£7, (?) et (£7, ?/) possedent en
meme temps la propriete ϊ-demosienne.

THEOREME 9.3. Si un systeme S de quasigroupes satis fait a une
identite demosienne, le systeme derive de S en transformant tous les
quasigroupes par une meme parastrophίe satisfait a une identite demo-
sienne derivee de la premiere par la meme parastrophie.

Preuve. Supprimons les indices dans les signes operatoires 9̂  et ne
conservons que les parentheses, crochets etc, ce qui est evidemment
legitime au point de vue formel. Des lors les calculs qu'il faut effectuer
pour trouver ce que devient la relation R demosienne en passant au i-
parastrophique, sont precisement ceux que Γon ferait pour passer de la
relation R sur un seul quasigroupe a sa ί-parastrophique. Soit par ex-
emple un systeme de quasigroupes a gauche satisfaisant a Γassociativite
demosienne; on trouve que le systeme reciproque satisfait a la trasi-
tivite demosienne ([24], p. 203, [35], p. 156, N°2, iv, equ. 63). Or la
transitivite usuelle est bien reciproque de Γassociativite ([35], p. 154, N°2,
equ. 25).

Ainsi, tout systeme S de quasigroupes a gauche possedant la transi-
tivite demosienne se deduit d'un systeme associatif S' en remplaςant
chaque quasigroupe de S' par son reciproque. Or S' se compose (ci
dessus, Theoreme 7.2, [37]), de quasigroupes isomorphes a un groupe
G'. Done S se compose de quasigroupes isotopes au reciproque d'un
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groupe. On comparera ce resultat a la solution directe donnee dans
[38]. Si G est lui-meme un groupe, alors il satisfait a la fois a (xt)(yt) =
xy et a Fassociativite, done en faisant t = y, on a (xy)(yy) = xy, y2 = 1
et tous les les elements de G sont du second ordre. On obtient le
theoreme ci-apres 22.2. De meme si (E, Φ) est un systeme commutatif
demosien de quasigroupes et si Von remplace chaque quasigroupe par
son reciproque, le nouveau systeme satisfera a la loi demosienne des
keys a gauche ([35], p. 153, N°2, equ. 5). Soit

xφλy — z ϋ zψ±y = x et yφjc = z^l zψ2x — y

alors

(V^i e Φ , j<p2 e Φ , yψ2x = a^s/) ^

(VΨΊ € ?/ , 3ψa 6 ?Γ , ^ ( ^ a ? ) = x) .

Enfin les conditions exprimant qu'un systeme satisfait a la com-
mutativite, ou a la loi des keys a gauche demosiennes, doivent etre
reciproques, au sens des parastrophies. Et en effet, la premiere (N°3.1)
est que le systeme contienne, avec tout quasigroupe, son conjoint; la
seconde (Th. 4.2, in fine), que le systeme contienne, avec tout quasi-
groupe, son parastrophique par

(9.1) x x y = zt^xφz = y .

Or si Fon a xy — z et yx = z, cela devient, sur les reciproques
zy = x et zx — y, ce qui est bien la parastrophie (9.1).

COROLLAIRE 9.4. Si une relation R est self-i-parastrophique et si
un systeme S(E, Φ) de quasigroupes satisfait ά la relation R-demosienne,
le systeme i-parastrophique S' de S satisfera encore a la relation R-
demosienne.

Cela resulte immediatement du theoreme 9.3. Par exemple si un
systeme de quasigroupes satisfait a Fentropie demosienne ([35], p. 155,
N°2, equ. 38),

yx, y,z,u e E , yψl9 ψ2, ψ3 e Φ , g^4, <p6, ψG e Φ ,

alors tous les parastrophiques de ce systeme satisferont a Fentropie
demosienne, puisque tous les parastrophiques d'un quasigroupe entropi-
que, comme le montre un calcul immediat, sont eux-memes entropiques.

10. Immersion* Etant donne un systeme demosien (E, Φ) est il
possible de le plonger dans un systeme admettant quelque loi demosienne
determinee? La reponse a cette question depend de la nature de cette
loi. II est clair que tout systeme peut etre immerge dans un systeme
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demosien commutatif. D'apres le Theoreme 7.2, pour qu'un ensemble
de quasigroupes puisse etre un sous-ensemble d'un systeme associatif
demosien il faut que chaque quasigroupe de cet ensemble puisse etre
obtenu comme isotope de quelque groupe par xξ yθ = xφxy. Or ce que
Γon sait, par exemple, des quasigroupes du 5° ordre, ([35], N°25) suffit
a montrer qu'il existe des quasigroupes qui ne sont isotopes d'aucun
groupe. Done, on ne pent plonger, en general, un systeme donne dans
un systeme associatif demosien. En revanche, il pourra etre interessant
d'etudier le nucleus [27] forme par tous les E(φ) d'un systeme demosien
(E, Φ) qui satisfont localement a une loi determinee.

l l Associateur, DEFINITION 11.1. Uassociateur a gauche dyun
systeme S(E, Φ) de groupoϊdes est un sous-ensemble A ci E, satisfaisant
aux deux conditions:

yα e A , yx,y e E , \f<plf φ2 e Φ , 3^3, φ, e Φ ,

yα, b e A , yφ19 φ2 e Φ , aφj) = aφ2b .

THEOREME 11.2. Uassociateur a gauche d'un systeme demosien
quelconque est un semigroupe, (sous-groupoϊde commun a tous les groα-
poϊdes du systeme).

Preuve. Soient α, b e A, alors

yx,y e E , y/φlf φ2 e Φ , 3^3, <p* e Φ ,

{aφλx)φ2y = aφ3(xφ4y) (bφ1x)φ2y =

Considerons le produit aφb, (φ e Φ). On aura

[{aφb)φλx\φ2y = [a<Ps(b<PiX)\cpM = aφ.lφφ^φ.y] = aφb[bφ7(xφ8y)]

= (aφ9b)φ10(xφ8y) = (aφb)φlo(xφ8y) .

Done αφ& e A et A est ferme dans chacun des groupoϊdes du systeme.
D'ailleurs

(aφλb)φ2c = aφ3(bφ,c) , ya, b, c e A , v<Pi, ^2, ^3 ^4 e (P;

done, en particulier (aφb)φc = aφ{bφc) et A est un semigroupe.

12. Multigroupoϊde. DEFINITION 12.1. L% multigroupoϊde ([37],
[12], p. 183), es£ ^ n ensemble, E, muni d7une loi de composition ( x ) ,

faisant correspondre a tout couple ordonne x,y e E, un sous-ensemble

non vide, x x y = (α, 6, c •) cz E.

THEOREME 12.2. ( i ) Tout systeme demosien S definit un multi-
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groupoϊde, M, dans lequel le produit x x y est determine comme etant

Vensemble (xφΎy, xφ2y, , %<PiV, •) ou φt decrit Φ.
(ii) Pour que M soit associatif il faut et il suffit que le systeme

S ait V associativite demosienne.
(iii) Pour que M soit abelien il faut et il suffit que S ait la com-

mutativite demosienne.

Preuve. Si M est associatif, on a (x x y) x z — x x (y x z). Done

(12.1) y/i, j , 3k, m et γ&> w gi, j ,

et S possede Γassociativite demosienne. Reciproquement, si le systeme
S est associatif demosien, (12.1) est verifiee, done

(x x y) x z c x x (y x z) c (x x y) x z et (x x y) x z = x x (y x z) .

La preuve est analogue pour la commutativite. Plus generalement, le

multigroupoϊde M satisfera a une identite (I) en meme temps que le

systeme S verifiera Γidentite (ί)-demosienne.

CHAPITRE II

INTERACTION DES LOIS DEMOSIENNES

13. Question* Lorsqu'un groupoϊde G satisfait a une ou plusieurs
identites, /, /', •••, il est bien connu ([25], p. 205, equ. 2, a(bc) = c(ba)
entraίne Γentropie; [28], ab = 6α, (ab)x = (ax)(bx)y sur un ensemble
ordonne a multiplication monotone, entraίne Γentropie; [35], p. 161, N°8,
IV, keys et commutativite, N°35 & 36), que, dans certains cas, il existe
une nouvelle identite J, consequence des /, /', •••, et qui est encore
verifiee sur G. Si un systeme (E, Φ) satisfait a diverses lois demosien-
nes, /, /', •••, cette situation entraίne-ί-elle, comme dans le cas d'un
seul groupoϊde, Γexistence d'une nouvelle loi demosienne, J, consequence
des /, /', •••, qui soit encore verifiee sur (E,Φ)Ί Dans Γaffirmative, la
relation J = / ( / , /', •) est-elle la meme pour un groupoϊde isole et pour
un systeme (E, Φ)Ί La reponse a cette question ne peut pas etre for-
mulee d'une maniere generale. II peut arriver (N°14.2-14.3) qu'elle
depende de conditions supplementaires a imposer au systeme et meme
que le transfert d'une implication du cas uniforme au cas demosien ne
soit pas possible. Ainsi, contrairement a ce qui se passe pour un quasi-
groupe isole ([8], p. 112), la self-distributivite demosienne n'entraϊne pas
Γidempotence, comme le montre Γexemple 7.5. Les quasigroupes xφy =
ax + by + c ne sont pas idempotents et ils satisfont neanmoins a
Γidentite demosienne y/φlf jφ2, xψx{yφzz) — (xψii^ψj^xψ^)* La solution
est xφ2y = px + (1 — p)y.
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De meme, le theoreme de Knaster [28], a savoir qu'un quasigroupe
abelien self distributif G, muni d'une relation d'ordre total et d'une
multiplication strictement monotone ([14], p. 306) est entropique, ne se
laisse pas transmettre au cas des systemes demosiens. Observons ici
que, pour la validite du theoreme, la condition que G est un quasigroupe
peut etre affaiblie et remplacee par cancellabilite de G, condition qui
est d'ailleurs entraϊnee par la stabilite de la relation d'ordre; Γidempo-
tence, puis Γentropie en resultent ensuite, sans consideration de conti-
nuite. On peut poser cette question:

Le sent systeme demosίen sur lequel le theoreme de Knaster puisse
etre transfers se reduit-il a un groupoϊde unique*!

Dans ce qui suit nous nous bornerons a Γetude de quelques lois
particulieres.

14. Commutativite-Associativite-Inversibilite.4 THEOREME 14.1. Si
(E, Φ) est commutatif demosien, pour qu'il ait Γassociativite demosienne
il faut et il suffit qu'il soit inversible demosien. ([41] dans le cas ίini).

Preuve. ( i ) Si le systeme est associatif et commutatif, on aura

\fχyyyz e E , y<p19 cp2 e Φ ,
xq\{yφ2z) = (xφ7y)φ8z = zφ9(yφ10x) ,

oύ <p3, φ4, •• ,<Pio sont des elements determines de Φ. Ainsi {EyΦ) est
inversible des deux cotes.

(ii) Reciproquement, si (E, Φ) est inversible et commutatif on aura

yx,y,z e E , yφ19 φ2 e Φ , j<p6, φ6, , φ10 ,
(xφ1y)φ2z = zφlyψ^x) = xφδ(yφ6z) xφλ(yφ2z) = (zφ7y)φ8x = (xφ9y)φwz

et le systeme sera associatif demosien.

THEOREME 14.2. Si un semigroupe inversible S (au sens du N°6),
satisfait a Vune des conditions suivantes,

( i ) S est homogene,
(ii) S est diagonal,
(iii) S est un quasigroupe a droite,
(iv) S est idempotent,
(v) S a un element neutre bilatere,

alors il est abelien.

Preuve. ( i ) S etant homogene, tout element x peut etre obtenu
comme un produit x = ay; a son tour, y peut etre mis sous la forme
y — be, d'oύ x = abc. On a alors, z etant un element quelconque,

xz = abcz = (ab)(c)(z) = (z)(c)(ab) = z(ca)b =

= zx ,
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(ii) \fx, y, xyy = yyx, ou x(yy) = (yy)x. On tire d'abord de la que,
dans tout semigroupe inversible (au sens du N°6), Γensemble des (xx),
c'est-a-dire la diagonale, est contenu dans le centre. Si S est diagonal,
cet ensemble coincide avec S et S est abelien.

(iii) On a yx, y, (xy)(xy) = (%){y)(%y) = (χy)(y)(χ), cancellant par xy
a gauche, xy = yx.

(iv) resulte de (ii) car Γidempotence entraϊne la diagonalite.
(v) Si u est Γunite, on a xyu = ŵ /α?, ou #?/ = yx.
Chacune de ces conditions est d'ailleurs une consequence de la pre-

miere car tout groupoϊde diagonal, ou avec quotient a droite, ou idem-
potent, ou avec unite bilatere est necessairement homogene. Elles sont
toutes suffisantes, mais aucune n'est necessaire, comme le montre
Γexemple du semigroupe additif, N+, des entiers naturels, qui n'est pas
homogene et qui est tout de meme abelien. Quelques-unes des condi-
tions precedentes se laissent transferer aux systemes demosiens ce sont
(ii), (iv) et (v).

THEOREME 14.3. Si tous les groupoϊdes d'un systeme (E, Φ) pos-
sedant Vassociativite et Vinversibilite demosiennes, satisfont a Vune
des conditions suivantes: (ii) Us sont diagonaux et ont la meme diago-
nale, (yί, j , xψiX = xψjX), (iv) Us sont idempotentsf (v) Us ont une unite
bilatere commune, alors (E, Φ) aura la commutativite demosienne.

Preuve. (ii) Par hypothese y/x, y, z e E, y/φlf φ2 e Φ, 3Φ>3, φ±, e

Φ> {^ψiV)ψ^ = x<p*(y<p&) = zφAvψtP)- S i χ = VJ X(Piχ = X(P^X = t e t tψ& =
zφ5t. Comme tous les groupoϊdes sont diagonaux, yί, jx, xφx = ί, done
(£7, Φ) a la commutativite demosienne.

(iv) resulte de (ii).
(v) Si u est element neutre dans tous les groupoϊdes, on a y#, y e E,

V<Pi, ΨΊ e Φ, 3ψΆ, ψ4, e Φ, (xφλy)cp2u = χrp3(yφ,u) = uφΰ(yφβx), d?ou

QUESTION 14.4. Quelle est la condition necessaire et suffisante pour
que, sur un systeme (E, Φ), Vassociativite et Vinversibilite demosiennes
entraίnent la commutativite demosienne^

15. Distributivite THEOREME 15.1. Tout systeme (E, Φ) associatif
et commutatif demosien, dont tous les groupoϊdes sont idempotents,
possede la distributivite demosienne.

Preuve. Par hypothese yx, y,z e E, y<p3, <p4, <pδ e Φ, jφlf <p2, <p6,
•••60, (xφ5z)φ,(yφrβ) = X<Pβ[zφ7(yφδz)] = Xφ«[zφ7(zφ8y)] = X<Pe[(zφ9z)φ1Qy] =
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16 Keys, transitivite, eingewandter Produkt THEOREME 16.1. Sur
un systeme (E, Φ) de quasigroupes a gauche, de ces trois lois:

( i ) la loi demosienne des keys a droίte ([35], p. 153, N°2, equ. 4)
& N°4,

(16.1) yz,y e E , yφ5 e Φ , 3 ^ e Φ , (zφδy)φ6y = z

(ii) Zα transitivite demosienne ([35], p. 154, N°2, equ. 25) & N°
9.3, supra,

(16.2) yx,y,z e E , γ^ x , φ2 e Φ , 3^3, £>4,

(iii) Ze "eingewandte Produkt" ([35], p. 154, N°2, equ. 22)

(16.3) y/x,y,t e E , y^i, ^2 e Φ, 3^3, ^5 e 0, {xφλy)φφ = xφ4(tφδy) ,

chacune des deux dernieres est entrainee par les deux autres.

Preuve. A. Soit un systeme (2?, 0) satisfaisant (i) et (ii). La
premiere (N°4), exprime que les quasigroupes du systeme sont deux a
deux reciproques; done γ<p3, 3<p7, zψzy — t^ltφΊy = 2. Alors (16.2)
d e v i e n t , y^> y,t e E, y/φ19 <p2 e Φ, 3 ^ 4 , ^ 7 e 0 , (x<p1y)<p2t = x<p4(t<p7y), c e
qui est (iii). Ainsi (i) Π (ii) =Φ (iii).

B. Supposons (i) et (iii) verifiees. Comme ci-dessus, (i) exprime
que γ£, y e E, γ<^3 e Φ, 39^ e Φ, z e E, t = 2;̂ ?/ ^ ί̂ B2/ = «; Des lors
(iii) devient yx, y,z e E, yφlf ψ2 e Φy 3^3, φA, φ6, e Φ, (xφ1y)φ2(zφ,y) =

xφ4z. Ainsi (i) Π (iii) ==> (ii).

17 Entropie. THEOREME 17.1 ([25], p. 207, Th. 1, dans le cas d'un
seul groupoϊde). Tout systeme (E, Φ) inversible demosien est entropique
([35], p. 155, N°2, equ. 38).

Preuve. Par hypothese y/x, y, z e E, yfψ19 φ2 £ Φ, 3ψzj Ψι β Φ,
xφ^yφ^—zφ^yψiX). En appliquant iterativement celle-ci (xφ1y)φ2(zφ3t) =
tφι[zφb{xφιy)} = tφ4[yφ6(xφ7z)] = (xφ7z)φ8(yφ9t). Les membres extremes
sont ceux de Γidentite d'entropie demosienne. (cf. [26] p. 55.f

18* Commutativite et loi des keys, THEOREME 18.1. Sur un sys-
teme (E, Φ) de quasigroupes, deux quelconques des lois demosiennes
suivantes entrainent la troisieme;

( i ) commutativite,
(ii) loi des keys a droite,
(iii) loi des keys a gauche.

Preuve. L'implication (i) Π (ii) =Φ (iii) a deja ete demontree ([35],
p. 161, N°8.4). Par raison de symetrie, (i) Π (iii) =φ> (ii) en resulte. Pour
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etablir la derniere, ecrivons Γhypothese sous la forme (ii) yx, y e E,
e Φ, 3</>2 e Φ, (xq\y)ψM = x, (iii) yx, y e E, y<p2 e Φ, jψs e Ψ,

) = y. Si Γon choisit arbitrairement y et z e E, puisque les
elements de Φ sont des lois de quasigroupes, Γequation xφ2y = z a une
solution et une seule en x, done \fy, z e E, yq\ e Φ, jψ2 e Φ, x e E,
xφ2y — z et 29̂ 2/ = x) yy, z e E, y<px e Φ, jφΆ e Φ, xφΆz = ^/. De plus,

par hypothese, yx, y, z e E, y ^ e 0, g#>4 e Φ, (xφ3z)φΛz — x. En rem-
plaςant xφzz par 7/, cela devient yφ4z = £c, done ^ ^ = # = 2/̂ 2;. Ainsi
y?/, z e E, yfφx e Φ, 3^4 e Φ, zφλy = ^Λ^, ce qui est la commutativite
demosienne.

QUESTION 18.2. Sur un groupoϊde G les identites (a) et (β) en-
traϊnent Γidentite (γ). Sur Γensemble (E, Φ) et en particulier sur le
systeme obtenu en soumettant G a toutes les isotopies de quelque groupe
<Γisotopies, quelle est la condition pour que les identites demosiennes
(A), (B) et (C), induites par (α), (β) et (γ) satisfassent a (A) n (B) =φ(C)?

CHAPITRE III

ISOTOPIE. SYSTEMES (G, K, T)

19 Generalites QUESTION 19.1. Un groupoϊde G satisfait a une
identίte (L); on soumet G a toutes les isotopies d'un groupe (d'isotopie);
on obtient un systeme de groupoϊdes. Quelle est la condition pour que
ce systeme satisfasse a Γidentite demosienne induite par (L)?

Comme au Chapitre II, il n'est pas possible de donner a ce prob-
leme une solution generale. Parfois, comme dans le cas de la com-
mutativite, la condition se reduit a quelqu' egalite evidente: "Si un
groupoϊde G est abelien, le systeme derive de G en le soumettant a
toutes les isotopies du groupe (X, X, Z), oύ X et Z sont deux groupes
de permutations quelconques de Γensemble G, est evidemment commu-
tatif demosien". Mais le plus souvent Γexistence de la loi demosienne
induite depend de conditions moins evidentes et peut meme etre hors
de cause. II est un cas ou la question peut recevoir une solution com-
plete, e'est celui oύ G est un groupe, les composantes des isotopies
etant des translations de G. De telles isotopies (ξ, η, ξ), xξ x ηy = xyζ,
ne dependent en realite que de deux parametres et peuvent se mettre
sous la forme x x y = xξyθ, ξ9 θ e G. Parmi ces isotopies considerons
seulement celles qui derivent de deux sous-groupes K, T c: G, avec
ξ 6 K, θ e T. Les isotopes ainsi definis sont evidemment des quasi-
groupes. Designons un tel quasigroupe par G(ξ, θ).

DEFINITION 19.2. Un systeme (G, K, ϊ7), oύ K et T sont deux sous-
groupes du Groupe G, est Vensemble des quasigroupes G(ξ, θ), isotopes



646 ALBERT SADE

de G par les isotopies x x y = xξyθ, oύ ξ e K, θ e T. (Cf. [39].)

THEOREME 19.3. La condition necessaire et suffisante pour que
G(ξ, θ) soit un groupe est que θ soit dans le centre de G. Uunite de
ce groupe est alors u = ξ~τθ~ι. Si θ $ %*Oj le quasigroupe G(ξ, θ) a
seulement une unite a droite, u, (et n'est pas associatif.)

Preuve. La condition d'associativite est yx, y, z e G, xξyθξzθ =
xξyξzθθ, ou yz, θξz = ξzθ. Si z = 1 (unite de G), θξ = ξθ. Ainsi θ et
ξ sont permutables, done θξz = ξθz — ξzθ, et, en cancellant par ξ> \jzy

θz — zθ, ce qui exprime que θ est central dans G. Cette condition con-
tient la precedente; elle est visiblement suffisante.

Soit u une unite a droite de G(ξ, θ), done x x u — xξuθ = a;, et
% = l"1^"1. Pour qu'il existe une unite a gauche v, il faut que v x x —
^gxό1 = x, oύ v est independant de x. En faisant a? — 1, v = θ~λξ-λ,
d'oύ θ^ξ^ξxθ = x, xθ = θx et θ e %rQ. Ainsi Γunite bilatere n'existe
que si θ est central, e'est-a-dire si G(ξ, θ) est associatif. Si θ n'est pas
dans le centre de G, le quasigroupe G(ξ, θ) a seulement une unite a
droite.

20. Commutativite* THEOREME 20.1. Pour que le systeme (G, K, T)
ait la commutativite demosienne il faut et il suffit que G soit abelien.
(Cf N°3, 7, 8, 9)

Preuve. Que le systeme ait la commutativite demosienne s'ecrit
yα, y e G, yξ e K, θ e T, jξx e K, θx e T, xξyθ = yξ.xθ,. Si α?=»=l,
ξθ = 1 ^ . Si a? = 1, | ^ = yξ1θ1 = yξθy d'oύ, en cancellant par 0,
ξy ~ yξ. Ainsi tout element £ e iΓ est central. Done xξyθ = #2/|τ# =
2/̂ 050! = ί/ίclî i = yxξθ. Cancellant par ξθ, on a xy — yx. La condition
est evidemment suffisante. Cette conclusion n'est pas en contradiction
avec le Corollaire 3.9, car, ici, le groupe G n'est soumis qu'a une partie
de toutes les isotopies possibles.

21. Associativite. THEOREME 21.1. Tout systeme (G, K, T) est as-
sociatif demosien.

Preuve. L ' a s s o c i a t i v i t e d e m o s i e n n e e s t e x p r i m e e p a r γ # , y , z e G ,

Vl, ξi e iΓ, θ, θλ e T, 3ξ*> Is e K, θ2, θ5 e T.

(21.1) (χξyθ)ξ1zθ1 = xξjyξ0θz)θ2.

Si 7/ = 2; = 1, en cancellant par x,

(21.2) fflfA = ξ&ΘA .

Si 2/ = 1,
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ξϊιξϊΛξθξγz = zθ.θ.β-1 .

Done θφφ? est dans le centre de G. Si z = 1, yθξγ0λθςλθςλξςλ = ξ~%y
et l" 1^ € ^Γo Comme ;£•%/, K et T sont des sous groupes de G, leurs
intersections ne sont jamais vides, Soit t e T Π ;;Γ et fe 6 JSΓ n ^ ,
arbitraires. On prendra θβfii1 = t, θ^ = tθβϊ1, avec #2 arbitraire dans
T. Ensuite f"1^ = fc donne £2 = £fc. Enfin £3 est determine par la pre-
miere condition (21.2), ξ3 = ξ^ξθξββ^θ^ = k~ιθξλt~\ Cela fait, Γegalite
(21.1) est surement verifiee car

xHvξ^)θ2 = xξkyk^θξ^ztθβ^θ* = xξykk~1θξιzt~1tθι = xξyθξ.zθ, .

Cela est conforme au Theoreme 7.2, toutefois, si Γon veut que (21.1)
ait d^autres solutions que la solution evidente ^ = ^2; ξ3 = ^ 6̂ 3 = #i#2~\
il faudra supposer fc, t Φ 1, c?est-a-dire Γ Π ̂ \ 1 ^ Φ et if n JT \ 1 ^ φ.

22. Demi'symetrie, keys, transitivitέ LEMME 22.1. S etant un
groupe quelconque et G un de ses sous-groupes, on consίdere le complexe
maximum A c S satisfaίsant a \fx e G, \/a e A, xax = α ([35], p. 153,
N°2, equ. 11), [271. Alors, (i) A est vide ou G est abelien, (ii) Si G^
{C2)

n et si %? est le centralίsateur de G dans S ([20], p. 470), on a
ya e A, A = ^ " α = α ^ , eί ^Γ + A βsί u?ι groupe.

Preuve. ( i ) Si A Φ φ, s o i e n t x,y e G e t a e A , xax = α , e t
= α, done x(yay)x = α, ou (xy)a(yx) = α. Mais ^ 6 G, done

ίC7/) = α. En comparant, 053/ = yx.
(ii) Si v$ e G, #2 = sec, (z e %), ^lors α ^α^ = zxax = zα, done

zα 6 A. Reciproquement, soient α, β e A; alors yx e G, #to = /5; mais
X'1 e G, done x^ax'1 = α, d?ou x/9^^"^^-1 = /3α = x/ία^"1 ou (βά)x —
x(βά) et /5α e %?. D'ailleurs a e A^l a~ι e A car ίcα^ = a ^2 xaxa~λ =
1 ϋ xα"1 = α"1^-1 ^! xa~λx = α"1. Done /9a"1 e ^Γ; /Sα"1 = z, β = zα.
On a done JTα Q A c %ΌC, d?oύ A = ^ α . Enfin β = zazXβ-1 = a-
et comme z~ι e ĵ Γ puisque ^ est un groupe, A = oc1^', A =
Les egalites ^ A = A ^ = A, ;L4 c ^ montrent que A + ^T est ferme
dans S, et comme A contient, avec tout element α, son inverse α"1, le
complexe A + ^f est un sous-groupe de S. Le centralisateur ^ de G
est diviseur normal dans ^ + A etle quotient (̂ Γ + A)I^T est le groupe
du second ordre. Pour construire A il suffit de multiplier %f par une
solution particuliere en a. Si x, y e G et si a satisfait a xax = α,
yay = α, on aura, puisque G est alors abelien, xyaxy = xyayx = xαx =
α. Par suite, pour que α satisfasse yα? 6 G, #αx = α, il suffit qu'il
satisfasse a cette condition quand x parcourt les generateurs de G. En
particulier, si G est cyclique, (G = C = {c}), on pourra prendre pour a
la solution du second ordre a == (C —> C"1) et comme dans ce cas G est
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son propre centralisateur, dans le groupe symetrique Si, A — Ca. Ex-

emple C = {0123} = (0123), (02)(13), (0321), (0)(l)(2)(3). C est son pro-

pre centralisateur dans le groupe symetrique S^(0,1, 2, 3). En choisissant

a = (0321) = (13), on pourra prendre A = C(13) = (03)(12), (02), (01)(23),

(13).
Si un element de A est involutif, tous seront du second ordre car

a(xax) — aa = (ax)(ax). Si aa — 1, (ax)(ax) = 1.
On pourrait appeler A un ' 'anti-centre'\ Nous ne hasarderons pas

ce neologisme.

THEOREME 22.2. Pour que le systeme (G, K, T) satisfasse
( i ) a la demi-symetrie demosienne (N°5),
(ii) ou a la loi demosienne des keys a droite (N°4),
(iii) ou a la transitivite demosienne (N°9.3), il faut et il suffit

que tous les elements de G soient involutifs.

Preuve. (iii) (La demonstration est analogue pour les trois parties;
demontrons seulement la derniere) La condition yφlf <P3<Pz, <p4, {%Ψίy)
φ2(zφBy) = xφ4z prend la forme

m = xξ1yθ1ξ2zξ5yθβ2 = xξ4zθ4 .

En faisant y — z = 1, on a ξ1θ1ξ2ξββ2 = ξβ4, d?oύ θλξ2ξz — IΓ^A^'1^"1-
Si z = 1, on a ξ1yθ1ξ^yθ^θ2 = ξ4θ4J ou yθτξ^y = ξ^ξββ^θ^1 = θxξ2ξ^ done
^il2̂ 3 = a tel que yay = α. Par suite (Lemme 22.1), G est abelien et com-
me a e G, 2/2/̂  = α, yy = 1. Tous les elements de G sont involutifs.
Cette condition est suffisante car, si elle est verifiee, m = xξ1yθ1ξ2zξ3yθβ2 =
xzyyξβλξ2ξββ2. On choisit arbitrairement 1^ | 2 , | 3 , 0X, ^2, ^3, ^4 et on
determine ξ4 par ξιθ1ξ2ξββ2 = ^4^4; alors m = &z|:404 = α?̂ 42:̂ 4, et la condi-
tion du debut est verifiee.

23. Loi de Moufang THEOREME 23.1. La condition necessaire et
suffisante pour que le systeme (G, K,T) satisfasse a la loi demosienne
de Moufang ([35], p. 154, N°2, equ. 29), est que les intersections de K
et T avec le centre de G ne se reduisent pas a Γidentiquef K Π
1ΦΦ, T Π %T\l Φ φ.

Preuve. La condition [xφ^yψiX^φsZ = xφ4[yφ6(xφ6z)] s'ecrit \jx,y,
zeG, vli, !„ h e K, yθly θ2, θ3 e T, jξ4, ξδ, | 6 , θ4, θ6, θ,f

(23.1)

Elle devient, si y = z = 1 = a;,

(23.2) UΦM
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En faisant settlement x = y = 1, ξιξ2θ2θιξzzθ.6 = ξ£bξ6zΘQΘb0Aj ou

Ainsi Θβbθβ7ι est dans le centre. En faisant dans (23.1) x = 2 = 1, on
a ξ1yξAθ1ξA = ξϋlξJtAΘA9 ou yξJAξAθfθς'θΐfrξς* = If 1^; done
fΓ1^ est central.

Reciproquement, si If et T ont des elements centraux, soient ί, k,
k', trois d'entre eux, t e T; k, k' e K. Choisissons arbitrairement ξ19

ξ» f8, θ» θ2, 08f ΘA, θ5 et prenons θ6 = tθzθ?θί\ ξ4 - ξjc, enfin ξ5 = f ^^fe' =
Ar 1 ^' . La Condition (23.2) donne alors ξ6 = ξ^ξlιξ1ξ2θ2θ1ξsθ3θ;1θ^1θ^1 =
k'-^kk-^ξgAθiξAθ^θ^θtθfaH-1 = k'-WA&t"1- Si Γon substitue ces
valeurs dans (23.1) elle devient xξ^yξ^xθβ^zθ, = xξJcyk^ξJc'xk'^ΘAξ^ztθz,
ou, en tenant compte de la permutabilite de ί, fe et k', yξzXθβ^z —
kk~1kfkr'1t~1tyξ2xθ2θ1ξ3zf ce qui est une identite. Si Γon ne se contente
pas de la solution evidente 06 = θβιxθ70\ ξ4 = | 1 ? f5 = f2, §6 = θ%θ£^ il
faut supposer que les intersections de T et de K avec le centre ne se
reduisent pas a Γunite.

24 Remarques. ( i ) Si l'on soumet tous les groupoϊdes d'un
systeme quelconque (E, Φ) a une commune isotopie, le nouveau systeme
ne satisfait plus, en general, aux memes identites demosiennes que le
premier. (Par exemple les derives de deux groupoϊdes conjoints par
une meme isotopie ne sont plus conjoints). A queues identites obeit le
nouveau systeme?

(ii) M. Schauffler ([41], Th. 2, p. 430) a montre que Γensemble de
tous les quasigroupes finis d'ordre n est associatif demosien seulement
pour n — 2 et 3. Cette proposition resulte immediatement du Theoreme
N°7.2. En effet, d'apres 7.2, deux quelconques des quasigroupes du
systeme sont toujours isotopes d'un meme groupe. Or on sait ([35],
N°25), qu'a partir de n = 4 Γensemble des quasigroupes definis sur un
ensemble d'ordre n contient des elements qui ne coincident par aucune
isotopie.

CHAPITRE IV

COMPOSITION

25 Produit de deux groupoϊdes L'interet des systeme demosiens
serait grandement accru si Γon parvenait a les organiser eux-memes en
groupoϊdes en introduisant quelque loi de composition entre les <p, re-
gardes comme des elements de Φ. On pourrait alors appliquer a de tels
systemes des isomorphismes, homomorphismes, isotopies, isomeries, para-
strophies, y definir des relations d'ordre stables, considerer leurs sous-
groupoϊdes, leurs groupoϊdes quotients, etc. et examiner dans chaque cas
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la nature nouvelle des identites demosiennes obeies par le systeme, en
elles-memes et dans leurs connexions avec les identites initiales et les
constructions affectuees dans le systeme primitif. Deux lois de com-
position entre groupoϊdes ont deja ete introduites par Γauteur: le produit
a droite, ([36], N°12), le produit suίvant un groupoϊde de base donne
G(o), ([31], p. 230, N°4). Mais on peut en imaginer d'autres, en parti-
culier sur les systemes construits par isotopie. Le chapitre se termine
par la definition du produit direct de deux systemes demosiens.

26. Produit a droite* DEFINITION 26.1. ( i ) Etant donnes deux
groupoϊdes, definis sur le meme ensemble E par les lois de composition
φλ et φ2, leur produit a droite φλvψ2 = Ψ est le groupoϊde defini sur E
par la relation, \/x,y e E, xφy = {xφλy)φ2y, ([36], N°12), [27].

(ii) Le semigroupe defini par xy = y s'appelle le semigroupe a
translation identique, ou de Thierrin.

Ce semigroupe, qui satisfait a la loi de translation identique ([35],
p. 153, N°2, equ. 9, [36], N°3, ex. IV), a ete etudie par Thierrin ([44],
p. 178), sous le nom d'anti-semigroupe.

THEOREME 26.2. ( i ) Vensemble de groupoϊdes, S, engendre par
un systeme {E, Φ) au moyen du produit a droite, est un semigroupe
par rapport a ce produit. Le semigroupe xy = x est unite, le semi-
groupe de Thierrin est ideal nul a droite dans tous les cas et zero a
gauche si tous les ψi e Φ sont idempotents.

(ii) Pour que S soit un groupe il faut et il suffit,
(a) qu'il contienne le semigroupe xy = x,
(b) que ses generateurs soient des quasigroupes a gauche,
(c) que (E, Φ) satisfasse a la loi demosienne des keys (N°4). Si

E est fini la condition (b) entraine les deux autres.

Preuve. ( i ) Par definition yx, y e E,
ψivφ29 {pφdftψiV = %cp5y^φ,=- (ψiv<p2)vΦ±,

Ψ2 V <Pi9 (uφjyypM = uφΊy ^ φ7 = η\ f7 φ6 = cPl v (<p2 V
 (Pi) On tire de la

3rae equation, en mettant uφLy a la place de x, [(uφ^φ^φ^y = (uφxy)φ%y =
uφ7y; done (cPl ψ φ2) y φ4 = φΊ = cPl v (φ2 V Ψi)-

Le semigroupe de translation identique, xφy = x, est visiblement
unite de S car {x(pxy)q^y — xψ{y = (%φy)φiy, done φL ψ φ — φ ψ φλ — φx.

Le semigroupe de Thierrin, xφoy — y, est ideal nul a droite car
(xφiy)φoy — y = xφQy, done φ% ψ φ0 — φQ. Si tous les φ% e Φ sont des

groupoϊdes idempotents, xφtx — x, il en est de meme de tous les φt e {Φ}
et alors (xφoy)φiy = y ^ yψ%y = y = %φoy, ou φ0 v ψi = <Po L ^ zero φ0

et Γunite φ sont conjoints ([35], p. 155, N°2, ii).
(ii) Pour que S soit un groupe il faut et il suffit qu'il contienne

Γunite, φ, et, avec tout groupoϊde φif son inverse φό, (φt V
 cPj = φ). Si
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S est un groupe et ψ% la loi de composition d'un de ses groupoϊdes,
Γinverse de <pt sera <pj9 defini par

(26.1) Φίyφj = Φ, ou {xφiy)φjV = xφy = x .

Si xφ%a = δ, on aura done bφμ = x; cela signifie que Γequation xφ%a — 6,
yφt e {Φ}, a une solution et une seule en x, x — bφμ, Tous les φu et
en particulier φ% e Φ, sont done des lois de quasigroupes a gauche. En-
fin la relation (26.1) exprime que S satisfait a la loi demosienne des
keys a droite (def. 4.1). Ainsi, les conditions (a), (b), et (c) sont rem-
plies. Reciproquement, supposons (a), (b), (c) verifiees. Tous les gene-
rateurs, ψ% e Φ, de S sont des quasigroupes a gauche et il en sera
evidemment de meme de tous les ψ5 engendres par Φ au moyen du
produit a droite; d'autre part Φ contient, en meme temps que tout
groupoϊde, son inverse car, tout quasigroupe a gauche a un reciproque
([34], def. 1.2), xφty = ziΣLzψjy = x. Ensuite, en vertu de (c), on a
V<Pi e Φ, 3ψj e Φ, (xφίy)φjy =x. Ainsi, <pj9 inverse de φi9 est defini (b)
et appartient a Φ9 (c). Des lors, soient <pt et φκ deux groupoϊdes de Φ,
Ψj et ψt leurs inverses respectifs; alors,

(<Pi V ΦL) V (Φt V Φj) = Φι V (<Pk V Φt) V Φ3 = ΦiV ΦV Φj = Φι V Φj = Φ .

Done les produits φt y Φk et φt y φ3 sont encore inverses. A toute etape
de la construction de {Φ}, la partie deja engendree contiendra toujours,
avec tout groupoϊde, son inverse et, d'apres la remarque precedente, il
sera possible de maintenir cette situation jusqu' au bout en faisant, en
meme temps que le produit de deux groupoϊdes de cette partie deja
construite, celui de leurs inverses. De sorte que S, contenant lui aussi,
avec tout groupoϊde, son inverse, est un groupe.

Si Γon postule seulement la condition (b), soit ψt un element quel-
conque de {Φ}. L'application da = (x—>xψta) est une permutation de
Γensemble E sur lequel est construit chaque quasigroupe. Les trans-
lations Δa calculees pour les puissances successives de φ%: φiy φ\ = φty <pif

φl = Φ\V Φi, - - seront Aa = (x -^ xφ,β)9 [x —> (xφ^Φ^] = (z/J2, [x —>
(xcp'latyid] = (day, Ce sont les puissances successives de la premiere.
Si E est fini, il existera un entier positif n, tel que {Δa)

n soit identique
quel que soit α. Done xψ'Ίy = x = xφy et {Φ} contiendra le semigroupe
units. Enfin Γegalite ψTγ V Φι = Φ montre que tout <pt aura un inverse;
done S sera un groupe. Le raisonnement n'est plus valable si E n'est
pas fini. Alors S peut ne pas contenir Γunite. Par exemple si S est
engendre par le groupe cyclique Xφ{y = x + y sur Γanneau Z des en-
tiers rationnels, xψζy — x + yi; il n'y a aucune valeur de Ventier positif
i pour laquelle xφ%y se reduise a x. Si Γon adjoint a 1'ensemble Φ le
semigroupe unite xφy = x, neanmoins, cet ensemble ne contiendra pas
les reciproques de ψu (xφky = x — yi).
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REMARQUE 26.3. Dans tout ce chapitre, certains vocables sont in-
separables du contexte. Ainsi quand on dira qu'un groupoϊde φt est
idempotent, cela peut signifier que tous ses elements sont idempotents
(x<PtX — χ)9 ou que Γelement φi du semigroupe Φ est idempotent par
rapport au produit a droite (/z), c'est-a-dire ΨiV Ψ% — Ψu ou (xφ%y)ψιy —
xψ%y. De meme il est tres different de dire que le groupoϊde E(φi)
satisfait a la loi des keys, {xφ%y)ψ%y = x, ou que le systeme (E, Φ) pos-
sede la loi des keys demosienne, (xφ1y)φ2y = x. Dans le premier cas on
pourrait parler de la loi des keys en soί, dans le second de la loi demo-
sienne.

27 Systeme associatif. THEOREME 27.1. Si (E, Φ) est un systeme
associatίf demosien, dont chaque element est un groupoϊde idempotent
en soi, alors (E, Φ) est ferme par rapport au produit a droite (/z).
Conclusion analogue si le systeme a Vinversibilite demosienne.

Preuve. Par definition du produit (y) de deux groupoϊdes, (xψλy)ψ2y —
xφ3y ϋ φx V Ψ2 = Ψz Comme (E, Φ) a Γassociativite demosienne, yφ19 φ2e
Φ, IP*, Ψh e Φ, (x<Piy)φ2y — wψSyΦby)- Mais puisque tous les groupoϊdes
de (E, Φ) sont idempotents, γ^ 5 , yφby = y, d'oύ (xφ1y)φ2y = x<PtV, et
φ3 — φ4. Done ψίf/ φ2 e Φ. De plus φλ v φ2 est evidemment idempotent
en soi. Ainsi Φ est ferme par rapport au produit (p).

L'exemple suivant est susceptible d'applications pratiques.

EXEMPLE 27.2. Sur un corps quelconque, K, le systeme des quasi-
groupes xφay = ax + (1 — a)y, (α, x,y e K), ([8], p. 112) possede Γas-
sociativite demosienne et il est ferme par rapport a (p). II est isomorphe
au groupe multiplicatif du corps.

28. Systemes unipoteαts, idempotent, nilpotents, THEOREME 28.1.
Etant donne un systeme (E, Φ) engendre par le produit a droite (p),
(i) pourqu'un groupoϊde ψt e Φ soit unipotent par rapport a ce produit
{ψι V Ψι = φ, xφy = x), il faut et il suffit qu'il satisfasse a la loi des
keys a droite (en soi). Toutes les translations a droite Δy sont alors,
dans φiy des involutions, (ii) Pour que φ,-, soit idempotent par rapport
ά {v)XΨi V Φi — Ψί), il faut et il suffit que les elements de E qui ont une
unite a gauche dans E{φi), {uφ%x = x, yx) soient idempotents et que,
dans chaque translation Δy — (x —> xr/\y), tout element x soit sa propre
projection, ou ait comme image un element se projetant sur lui-meme.
(iii) Pour que ψi soit nilpotent d'index n, il faut et il suffit qu'il
soit idempotent en soi {xφtx = x) et que chaque translation Δy definisse
sur E une relation dyordre partiel (a >• b^2 aφfi — b) ayant pour dia-
gramme de Hasse ([21], II, N°17, p. 102, [7], p. 6) un arbre issu de b
y et dont les chaίnes maximales aient pour longueur n.
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Preuve. ( i ) Soit xφty = a et aφty = 6, done (xψιV)Ψiy = 6. L'unite,
= # est le semigroupe conjoint de celui de Thierrin (N°26.1). Pour

que φ%ψ φt = φ il faut et il suffit que 6 = x, ou (x<PiV)<Piy = x. C'est
la loi des keys a droite (en soi). La translation Δy est alors Δy = (x —> α)
et comme α ^ ^ — #, on a aussi 4/ = (α ~* χY> done z/ est du second ordre.

(ii) Pour que φi soit idempotent il faut et il suffit que φi v φ% = <Pi
ou {xψiy)ψiy — xφ%y* Si 1'element a possede une unite gauche x9 dans
ψi9 xφ%a = α, la condition ci-dessus devient, en faisant y = a, aφ%a = α.
L'element a est done idempotent dans E(φt). En particulier, les zeroϊdes
([10], p. 118, [45], p. 87) a gauche de E(φi) seront idempotents. D'autre
part xφty = α => α^?/ = α; done la translation 4y = (a? —> x^^) projette
chaque element, soit sur lui-meme, soit sur un element qui est sa pro-
pre image par A. La condition est visiblement suffisante.

(iii) Supposons ψi nilpotent d'index n Φ 1; soit xφty = a. II y a
au moins un x e E pour lequel a Φ y, sans quoi on aurait xφ%y — y,
y#, φt — φ0 et φt serait nul. II y a de meme au moins un 6 tel que
a*φ%y = b Φ y, bφ%y = c Φ yy , etc. enfin kφty = y. II y a done une
chaϊne unique x,a,b, - *,y, definie par les puissances successives de la
translation Δyy reliant un element arbitraire de E a y, et dont la long-
ueur est inferieure ou egale a n, le maximum etant atteint au moins
une fois. Partant de Γelement a defini ci-dessus, et puisque φt est
nilpotent d'index n, on devra avoir [{aφ^φiy *\ψύi = 2/. Mais, d'apres
le choix de α, Γexpression entre crochets est egale a kφty, ou y, d?oύ
yψ%y = y, V̂ / Ainsi φt est idempotent en soi. La reciproque est evi-
dente.

29 Systeme associatif ferme. THEOREME 29.1. Si S = (E, Φ) est
un systeme de groupoϊdes idempotents (xφ^x = x), avec element neutre
a gauche commun, u, et satisfaisant a V'associativite demosienne, alors,
tout sous-systeme Sr = {E, Φr), Φ' c φ, ferme par rapport au produit a
droite (p), possede aussi Vassociativite demosienne.

Preuve. Par hypothese y^i, <P2 € Φ\ 3<Pz, φ4 e (P, (xφ1y)φ2z =
Si 2 = y, on α (xφ1y)φ2y = xφ^yφ^y), Le premier membre est le produit
ά droite φx y <p2 et, dans le second, yφ4y — y en vertu de l'idempotence,
done yx, y e E, x(φx ψ φ2)y = %<p3y, ou φ^ — φxψ φ2, et puisque Φ' est
ferme par rapport a (p), ^ 3 e (P;. Si x = u, Γhypothese devient
{uφ^φ^z = ?/̂ 22; = uφ3(yφ4z) = τ/9?4z, done <pά = φ2 β Φ'. Puisque 9̂3 et
^ 4 sont dans Φ', le systeme (I?, <P') est associatif demosien. On aurait
un theoreme analogue avec la transitivite.

REMARQUE 29.2. La reciproque n'est pas vraie. Ainsi, le systeme
propose en exemple au N° 27.2 admet le sous-systeme engendre par les
puissances de φa, xφn

ay = anx + (1 — an)y. Ce soussysteme est associatif



654 ALBERT SADE

demosien; φn

a est idempotent, mais n'a pas d'unite a gauche.

QUESTION 29.3. On munίt un systeme (E, Φ), satίsfaίsant a Vas-
sociativite demosienne, d'une loi de composition (L) entre les groupoides
de ce systeme. he systeme {E, Φ) engendre, au moyen de cette loi, un
systeme plus large (E, Φ'), Φf Ξ2 Φ. Quelles sont les lois (L) pour les-
quelles (E, Φ') possede encore Vassociativite demosienneΊ

3O Produit suivant u n groupoide (x). DEFINITION 30.1. Si
et E(φ2) sont deux groupoides quelconques sur un ensemble commun E,
et E(x) un groupoϊde fixe (fondamental) donne sur E, on appelle pro-
duiί des groupoides E(φ^) par E(φ2), selon le groupoϊde de base E(x),
le groupoϊde E(φ9) defini par la relation xφ3y = (xφλy) x (%<P2y), symboli-
quement φz — φxo φ2,

Cette definition a ete donnee a Γ occasion des groupoides orthogonaux
([31], N°4, p. 230), mais elle est generate quels que soient les compo-
sants <plf φ2. Un ensemble demosien est ferme par rapport au produit
(o) selon un groupoϊde fondamental E( x)—appartenant ou non a Φ—
si yφ1,φ2 e Φ, <p1°φ2e Φ. L'ensemble {E, {Φ}) engendre par un sys-
teme demosien {E, Φ) au moyen du produit (o) est evidemment ferme
par rapport a ce produit.

EXEMPLE 30.2. Sur Γanneau Z des entiers rationnels le systeme
demosien dont les elements sont les groupoides xφy = ax + by + c, Z B
%,b, c = Constantes, est ferme par rapport a chacun de ces groupoides.

THEOREME 30.3. Tout systeme (E, Φ) dont chaque groupoϊde est
idempotent en soi (xφx = x), et qui possede Γassociativite et la com-
mutativite demosiennes, est ferme par rapport a chacun de ses grou-
poides.

Preuve. Par hypothese, le groupoϊde fondamental, φίf appartient
au systeme et si φ — φλ o φ2 on aura

W i > Φ* Φi = Φ f 3<Ps, ΦA9 , Φio € Φ .

xφx = { ) { ) λ

Done <p = <p10 e Φ.

La reciproque n'est pas vraie, comme le montre Pexemple ci dessus,
qui est ferme sans que ses groupoides soient idempotents en eux-memes.

THEOREME 30.4. Si G(x) est un groupoide quelconque, appartenant
ou non a {E, Φ), et fixe sur Vensemble E, le systeme (E, {Φ})9 engendre
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par le systeme (E, Φ) sous la loi de compositionφλo φ2=: φd^l γ#, y, ze E,
(xφxy) x (xψ2y) = xψzVi est un groupoϊde Σ(o) par rapport a Γoperation
(o), ayant pour elements les φu et Σ est (i) un quasigroupe, (ii) un se-
migroupe, (iii) un groupoϊde abelien f en meme temps que G(x).

Preuve. ( i ) Si G(x) est un quasigroupe, a tous xφ2y et xφzy
donnes correspond un z e E, et un seul, tel que z x (xφ2y) = x<P3y.
Maintenant, z etant defini univoque, yx, y e E, la fonction z = xφxy
est determinee. Ainsi, Γequation φ ° φ2 = φ3 a une solution unique ψx

en φ, y<p2, φz et la loi de composition (o) satisfait a Γaxiome du quotient
a gauche. Le meme argument est valable a droite et ^(o) est un
quasigroupe.

(ii) Si G(x) est associatif, \fx,y,z e E, v<Pi,<p2,<p3e {Φ},

^i ° (^2 ° Φz) Done ^(o) est un semigroupe.
(iii) Si G(x) est commutatif, >jx,y e £7, \fψι,φ2 e {Φ}, {xψiU) x

(xφ2y) = (xφ2y) x {x<PiU), ou φ±o φ2 =z φ2o <p19 et 2"(o) est abelien. Les
reciproques sont evidentes (Cf [31], p. 233, N°8).

THEOREME 30.4.1. Si chaque groupoϊde dyun systeme associatif et
inversible demosien (E, Φ) est idempotent en soi, {xφ%x = x), alors le
systeme (E, {Φ}), engendre par (E, Φ) sous la loi de composition φxo <p2 =
<P%7l{x<Piy) x (xψ2y) = x<P3y, Φ B x, fixe, possede encore Vassociativite
Vinversibilite demosiennes, Vidempotence en soi.

Preuve. ( i ) Demontrons Γidempotence par induction. Supposons
qu'a une etape donnee de la construction de (E, {Φ}) tous les groupoϊdes
deja engendres soient idempotents; alors, yx e E, xφtx = x, xφ3x = x,
oύ E{ψi) et E{φό) sont des ,.groupoϊdes deja construits. Le produit
φ. o <pj =z φk est defini par xφky = {xψiV) x (xφfii). Si x = y, xφkx =
(xψix) x (xφ5x) ~ x x x = x; done φk est idempotent.

(ii) II resulte du N°14.3, iv que (E,Φ) a la commutativite demo-
sienne. Le meme argument que ci-dessus montre que cette commuta-
tivite se transfere a (E, {Φ}). En effet, avec les memes notations que
plus haut, soit xφty = yφλx, xφjy = yφ2x, xφky = {xφty) x ixψjy) =
(yψix) x (v<p2%) = yφ*χ, avec φ3 = ^ o ̂ ?2.

(iii) La meme induction s'applique a Γinversibilite demosienne. On
a successivement

= (χ<PtV) x (aj^i/) = (v<p%χ)

Done {xφky)φnz = (yφlox)φnz = (xφuy)φnz = xφjyψuz)- L a demonstration
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serait analogue a partir de (xφuy)φkz; par suite, φk satisfait a Γassocia-
tivite demosienne et, en vertu du N° 14.1, le systeme est aussi inver-
sible demosien.

THEOREME 30.5. Sur un systeme (E, Φ) associatif inversible demo-
sien, ferme par rapport au semigroupe (avec unite) x e Φ, Vapplication
(Ψi -^Ψ2o(Pio Ψi) 71 [x<Pty -> (xφ2y) * (x<PiV) * (x<PiV)], <Pi, Φ2 fixes, on

(xφ1y)x(xφ2y)—u, unite de E(x), yx,y e E, est un endomorphisme.

Preuve. Soit φt o φ3 = φk, ou (xφty) x

(χφ2y) x (χφ%y) x (χφ,y) x (χφ2y) x (χφ5y) x

= (χφ*y) * {χψιy) x u x (xφ3y) x {χφxy)

x

Done (<p2 o φ^ φλ) o (φ2 o ψ. a φx) = ψ2oφlBoψlm On peut aussi concevoir
des endomorphismes s^exerςant par application de E dans lui-meme
(x—>x')9 dans chaque groupoϊde. Alors, si /« est le semigroupe d'endo-
morphisme de E(<Pi), celui du systeme sera evidemment Π/t.

REMARQUES 30.6. Soient a, β, m, p des constantes quelconques choi-
sies parmi les elements du E. On peut definir des classes—analogues
aux classes d'isonomie ([31], p. 236, N°16)—par la condition que deux
groupoϊdes E(ψt) et E(ψj) du systeme (E, Φ) soient dans la meme classe
Km si aφβ = oίφβ = m. Ici ces classes sont necessairement disjointes
et, a chaque classe, correspond univoquement un element m e E. Une
telle partition de (E, Φ) est reguliere par rapport au produit selon un
groupoϊde G{ x), car soit ψz — φλ o φ2 ^ yx, y e E, (xφλy) x (xφ2y) =
xφ3y. Si φ1 6 Km et φ2 e Kp, on aura aφβ = m, aφβ = p, et αφ3/3 =
(aφβ) x (aφβ) = m x p = r. L' element r ne depend que de m et de
p, done Kmo Kp = Km*P. L'application (φt —>m)^lφi e Km est un homo-
morphisme de (E,Φ) sur G(x). A chaque choix de (a, β), e'est-a-dire
a chaque element de EE correspond un tel homomorphisme. L'ensemble
de tous ces homomorphismes, quand (α, β) decrit EE, muni de la loi de
composition (a, β) o (a', β') — (a x af, β x βf), est isomorphe au carre
direct de G(x).

On peut imaginer d'autres moyens d? organiser un systeme demosien
en groupoϊde. Bornons-nous, pour terminer, a indiquer la construction
du produit de deux systemes demosiens.

31. Produit direct. DEFINITION 31.1. Soient (E, Φ) et (£", Φ') deux
systemes demosiens, EE' et ΦΦ' les ensembles produits. Le produit
direct de ces deux systemes est le systeme (EE', ΦΦ') deίini γ#, y e E,
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x', yf e Ef', φit ψj e Φ, ψ'u ψ) e φf', et dont les groupoϊdes ont pour loi
de composition, sur Γensemble EE\ les [φi9 φ'5] e ΦΦ\ tels que
(x, x')[<Pt, Φj](y, y') = {xψiV, x'<p]y'). Comme cas partίculier, les ensem-
bles peuvent coϊncider: E = E', ou Φ = (^;. Dans le premier cas
(x, y)[<pu <Pj](z, t) = (flJ9?42,2/^5ί). Dans le second cas, on peut prendre
O, x')<p(y, y') — [(x<py), (x'φy')], sans modifier φ, ou bien (x, x')[φu φ5]{y, y') =

') en passant de Φ a ΦΦ.

THEOREME 31.2. Si deux systemes sαtisfont ά une meme loi demo-
sienne, leur produit direct sαtisfαit αussi ά cette loi.

Bornons nous a exposer les calculs dans le cas de l'associativite
demosienne.

{(x, x')[<Pi, Φt](y, y')}[φj, <p'j](z, z') = {xψty, χ'<p'iy')[<pj9 <p'j](z, z')

= [{%Ψiy)φjZ, (χ'φ'iy')<PjZr] = [χψk(yφmz), x'φΊAy'φLz')}

= (x, xf)[φk, φί]((yφmz), (y'ψ'mz'))

- (x, χ')[φ*, Φ'A{(y, v')l<pm, v'm](z, z')} .

EXEMPLE 31.3. Le systeme E = (0, 1), Φ = (x , x), defini par 0 x 0 =
1 x 1 = 0, 0 x 1 = 1 x 0 = 1, 0 x 0 = 1 x 1 = 1, 0 x 1 = 1 x 0 = 0,
est associatif demosien. Si Γon fait son carre direct, on obtient un
systeme associatif demosien de quatre groupes isomorphes au groupe
carre de Klein.

Terminologie

Anticentre 22.1
Associateur d'un systeme (E, Φ) 11
Associativite demosienne 7
Complexe relatif aux translations a droite 3.6
Conjoint 3
Demi-symetrie 5
Demosien 2
Distributivite demosienne 8
Egales (Expressions) 2
Ensemble demosien ferme 30
Equation 2
Expression sur (£7, Φ) 2
Identite 2
Inversibilite demosienne 6
Keys 4
Multigroupoϊde 12
Multistructure 2
Parastrophie 9
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Produit a droite de deux groupoϊdes 26.1
Produit direct de deux (E, Φ) 31
Produit suivant un groupoϊde fondamental 25; 30.1
Semigroupe a translation identique 26
Semigroupe de Thierrin 26.1
Sous-systeme demosien 3.3
Systeme (G, K, T) 19.2
Transiti vite 9.3
Zeroϊde 28

NOTES

1. Cf. Un theorem plus general—Entropie demosienne de multigroupoϊdes et de quasi-
groupes—Ann. Soc Sci. Bruxelles. 7 3 (1959), 302-309.

2. II faut entendre id Γisomorphisme de deux complexes comme appliquant les sous-
ensembles ΣjA^1Jj (/i=constante) les uns sur les autres.

8. Ne pas confondre cette notion, due a Schanffler, aυec le concept usuel d'inverse.
4. Au sens de Schauffler.
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