THEORIE DES SYSTEMES DEMOSIENS DE GROUPOIDES

ALBERT SADE

1. Introduction. L’idée premiére de ces recherches est dans deux
papiers de M. Schauffler consacrés a I’étude des codes avec un vocabulaire
ayant un nombre uniforme de figures, [40], [41]. Dans le second, il
construit un tel code au moyen d’une population 2 de quasigroupes Q,,
définis sur le méme ensemble fini, £ = (1,2, 3, .-+, n) et satisfaisant a
une associativité qu’il appelle “im Ganzen”’, vyz,¥y,z € E, yQ,, Q, € 2,
3Q,, Q. € 2, 2Q,(yQ») = (2Q.y)Q.2. Il montre que ’ensemble de tous les
quasigroupes construits sur K ne peut étre associatif ‘‘im Ganzen’’ si
n surpasse 3. Dans le présent travail on se propose, sans préoccupations
cryptographiques immédiates, d’étudier systématiquement les ensembles
(finis ou non) de groupoides construits sur un support commun et satis-
faisant a4 quelque relation demosienne analogue a I’associativité ‘‘im
Ganzen’’. De telles considérations ont déja été abordées dans un pré-
cédent travail de I'auteur ([35], p. 156, N°2, iv, p. 161, N°8, IV). Elles
ne sont pas seulement susceptibles de conduire 4 des applications dans
le domaine du ‘‘chiffre’”’, elles présentent encore un intérét en soi dans
le champ de la spéculation pure. De tels ensembles multistructurés,
c’est-a-dire munis de plusieurs lois de composition, se rencontrent a
chaque pas en algébre. On sait que les ammeauwx, corps, clusters,
narings et meofields ([32], p. 296, III) possédent deux lois de compo-
sition. Skolem ([43], p. 53) donne un systéme de quatre semigroupes
idempotents, abéliens, et qui sont deux a deux mutuellement distributifs.
Les ensembles de groupoides engendrés par deux groupoides orthogonaux
([31], p. 231, N°6), les ringoides ([7], p. 203, N°2) en possédent un
nombre quelconque. Dans [21Db], Hasse, p 27, définite un ensemble
muni de quatre opérations.

Le fait que le méme ensemble soit muni de toute une population
de lois de composition suggére le nom de demosiennes, déja introduit
dans [35] pour qualifier les identités entre éléments de tels ensembles.
On trouve dans la littérature maints exemples de relations contenant a
la fois plusieurs lois de composition. A peu prés toutes les égalités de
I’algébre classique font intervenir six opérations usuelles. L’équation
d’associativité mutuelle ([36], déf. 17, [43], p. 47), (x x y) X 2 =2 X (¥ X 2),
I’équation de Kolmogoroff ([2], équ. I'), st x tu = su, 1’équation de
Cacciopoli [9], Gherm#nescu [15], Gyires [19], Aczél [1], [3], f(xz x ¥) =
f(x) x f(y), ou f est une application de E sur lui-méme, I’équation de
Gherminescu [16], (x X a) x (y x b)) = x x y, celle de Kurepa [29],
[(@ x b) x ¢] x (@ x b)=(b xe¢) x [ax (b xc)], "équation de distibuti-
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vité [23], [17], ([43], p. 52, équ. 4), (x x ¥) x z = (x x 2) X (¥ X 2),
I’équation d’Aczél-Hosszu [4], (x X y) X 2 =2 x (y o 2), contiennent toutes
deux opérations différentes. Hossza ([25], p. 206), considére une identité
avec quatre lois de composition, F'[x, G(y, 2)] = H[K(z, y), z].

Mais la plupart des auteurs qui ont traité de ces relations ont
regardé les lois qu’elles contiennent comme des fonctions de deux vari-
ables définies sur un corps (celui des réels, en général). Si l'on cesse
de considérer ces égalités comme des équations fonctionnelles, pour les
interpréter comme des conditions entre éléments d’une méme support,
muni de plusieurs lois, c’est-a-dire comme des équations entre groupoides,
alors ce changement de point de vue peut amener, avec une généralité
plus grande, des simplifications notables et inattendues. Pareil fait n’est
pas nouveau. Scherk [42], développe sur dix pages de pesantes con-
sidérations d’analyse pour établir une proposition dont la démonstration
directe tient en quelques lignes. Ici, soit par exemple I’équation de
Cauchy-Cacciopoli, f(x x y) = f(x) x f(¥), qui a fait 'objet de nombreux
mémoires couvrant plus d’une centaine de pages. Si E est un ensemble
queleconque, muni de deux opérations (x) et (x), cette équation exprime
que le groupoide G' = E(x) est homomorphe de G = E(x). Soit T =
[ — f(x)] "homomorphisme qui fait passer de G 4 G’ et A le groupe
d’automorphisme de G; alors, toutes les solutions en f sont données par
les éléments du coset A,. Le probléme n’est possible que si G’ est
homomorphe de G. L’affirmation d’Aczél [1], que G et G’ sont en méme
temps bissymétriques ou non devient évidente puisque G~ G’. Le
théoréme d’Aczél ([3], p. 329), que (8) est un groupe continu, devient
immédiat puisque G’ est alors homomorphe au groupe additif des réels.
De méme I’équation ci-dessus de Hosszi, mise sous la forme z x (y x 2) =
(x ©y)oz a été complétement résolue par Belousov [6], dans le cas des
quasigroupes, par Hosszii [26], et par Rado (Cluj). Les quatre quasi-
groupes sont isotopes d’un méme groupe. (Voir, N°7.2 une solution
différente de ce probléme, et [37] une extension aux multigroupoides).’
On aura un autre exemple de telles simplifications a propos de 1’équation
de distributivité (Ci-aprées, N°8) et de celle de transitivité [38].

Il est certain qu'un pareil sujet déborde le cadre d’une simple note;
nous nous bornerons a l'esquisser ici. Les questions abordées sont, en
se limitant & quelques identités classiques, les systémes satisfaisant a
une équation fonctionnelle ou a une loi demosienne particuliére donnée,
les conséquences de I’existence de deux lois demosiennes, les systémes
demosiens dont les éléments sont dérivés d’un méme groupe par des
isotopies ayant pour composantes des translations de ce groupe, (systémes
(G, K, T)), un essai sur les systémes demosiens organisés au moyen d’une
loi de composition entre les groupoides qui les forment.

La nomenclature, les définitions et notations sont celles des trois
papiers [34], [35], [27], auxquels le lecteur est prié de se reporter. En
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outre les symboles suivants seront utilisés:

a<b, Relation d’ordre,

@iy symbole opératoire d’une loi de composition,
Q, ensemble des ¢;, sur un méme ensemble E,
{a, b, ¢, --->, ensemble ordonneé,

&, 7,0, isotopie de composantes &, 7, ¢.

Un index, avant la bibliographie, renvoie aux N°,

CHAPITRE 1

SYSTEMES ADMETTANT UNE LOI DEMOSIENNE DETERMINEE

2. Définitions. Un ensemble quelconque, fini ou non, £ = (x, ¥, --+)
muni de plusieurs lois de composition ¢, formant une population finie
ou non, @ = (@, P, +--), est dit multistructuré ou demosien, et noté
(E, ®). Les lois ¢ sont supposées partout définies et homogénes ([35],
p. 156, N°2, équ. 55) et, sauf stipulation contraire, il n’est fait aucune
supposition particuliére (commutativité, associativité, axiome d’absorp-
tion, [7], p. 18) sur la nature de ces lois. Une expression sur (E, @)
est un assemblage d’éléments € E, séparés par les signes opératoires
@, € © et par des parenthéses, crochets et accolades. Elle définit une
suite d’opérations a effectuer, dans un ordre déterminé, sur ces élé-
ments, aboutissant comme résultat final & un élément bien défini e E.
Deux expressions sont égales si elles définissent le méme élément. Si
deux expressions sont égales quels que soient les éléments qu’elles con-
tiennent, elles forment une identité. Si 1’égalité n’a lieu que pour
certains choix des lettres, on obtient une équation. Mais les choses
dépendent aussi des signes opératoires, et les significations des deux
vocables empiétent; il convient de préciser dans chaque cas quels sont
les éléments ou symboles qui peuvent, on non, étre choisis arbitraire-
ment dans une égalité. De telles relations sont dites demosiennes parce
qu’elles ont lieu sur toute une population de groupoides ([35], p. 156,
N°2 iv; p. 161, N°8, IV, p. 172, N°30).

Remarquons qu’un systéme de groupoides homogénes satisfaisant a
une identité demosienne, quels que soient les éléments et les symboles,
se réduirait en général 2 un seul groupolde. Soit par exemple

ve,y,2 € E, vyp, e @, (xpy)Pr = CPYP.2) .

Si les E(@) sont homogeénes on peut ya, b € E, choisir x = a et y, z tels
que y@.z = b. Laissant tous les ¢, sauf ¢, invariables et posant
(xpy)pz = ¢, on aurait donc yo, € @, ¢ = apdh, a,b, c = Constantes.
Le produit agb serait le méme dans tous les groupoides. Cela pouvant
étre répété ya, b, tous les E(¢) coincideraient avec un méme groupoide,
qui serait évidemment un semigroupe. Plus généralement, soit A une
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expression dépendant des éléments z,v,z, --- € E, associés au moyen
des lois @, @,, @, ---€ @ et B une expression analogue. Supposons
I'identité A = B vérifiée yz,y, -+ € E, yP,, @, +-- € @, Alors, laissant
tous les x constants et tous les @, sauf un, @;, invariables, on aura, en
désignant par a, b, ¢ trois constantes, ¢ = ap;b. Ainsi, le produit apb
sera le méme dans tous les groupoides du systéme, Si toutes les lois
de @ sont homogeénes, on pourra toujours choisir les z, ¥, - - - de maniére
3 attribuer 4 a et b deux valeurs choisies d’avance (I’homogénéité n’est
méme pas toujours nécessaire, comme par exemple dans le cas de la
commutativité demosienne). Alors

ve,b e E, vp, € @, ap;b = constante.

Le produit agb étant le méme dans tous les groupoides, @ se réduit a
une seule loi.

3. Commutativite demosienne. DEFINITION 3.1. Un systéme (E, @)
admet la commutativité demosienne si

v,y € B, v € @, 19, Py = Yp'x .

Quand ¢’ ne dépend ni de z, ni de y, la commutativité est forte. Quand
@' dépend a la fois de @, de = et de y, la commutativité est faible. Il
est clair qu'un systéme satisfaisant d la commutativite forte contient,
avec tout groupoide, G = E(p), le groupoide conjoint, ([35], p. 155, N°2,
il), zpy = 2 2 y9p’x = z. Dans le cas fini, les deux tables de Cayley de
G = E(p) et de G' = E(¢') sont deux matrices dont chacune est trans-
posée de 'autre.

EXEMPLE 3.2. Le systéme de quasigroupes, défini sur le corps R
des réels par zoy = (ax +b)x + (M +d)yy + A+ g, a,b,¢c -+, g, con-
stantes e R, admet la commutativité faible.

DEFINITION 3.3. Un sous-systeme d’un systeme (E, @) satisfaisant
d une ou plusieurs relations demosiennes est un systeme (E', @'), avec
E'C E, @' C 0, et satisfaisant aux mémes relations demosiennes.

EXEMPLE 3.4. Dans le systéme (F, @) ci-dessus (3.1), les mémes
équations de définition, appliquées au corps @ des fractions relationnelles,
fournissent le sous-systéme demosien (@, @'), )\, a,b, -+, g € Q.

Question 3.5. Un systéme commutatif faible contient-il toujours
deux groupoides conjoints (distincts ou non)?

DEFINITION 3.6. Etant donné wun quasigroupe Q(x), U’ensemble
(eee, 474y, ++4), 1,5 €Q, o 4,=(x—2x x 1), sappelle le complexe
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relatif aux translations a droite, Uensemble (-, 7', -++), le com-
plexe relatif aux translations a gauche.

Ces deux complexes engendrent deux groupes qui sont des diviseurs
des groupes engendrés par les translations elles-mémes et introduits par
Albert [5], p. 509). L’intérét de ces deux groupes est qu’ils restent
invariants si I'on soumet le quasigroupe @ a une isotopie quelconque de
forme (& 7,1) Si lon fait subir a Q(x) lisotopie principle = x y =
x€ x y», on aura

A7, = (. X 1 —> T X J)
et

Ay = (u x ) —u X j7) = (€ x 1 — & X j7)
= x1—xXx7J) =474, .

Le calcul est le méme a gauche.

THEOREME 3.7. Le systeme demosien dérive d’un groupoide abélien
en le soumettant a toutes les isotopies possibles est commutatif demo-
sien fort.

Preuve. Si G est un groupoide abélien, les isotopies (&, 7,¢) et
(0, €, ¢) le transforment en deux groupoides conjoints. A toute isotopie
appliquée & G en correspond une autre (pouvant coincider avec la pre-
miére) et pour laquelle les deux isotopes obtenus sont conjoints. Ainsi,
le systéme posséde la commutativité forte. La réciproque n’est pas vraie
comme le montre l’exemple suivant. Soit @ le quasigroupe du 5° ordre
défini par ses translations a droite 4, =1, 4, = (01)(234), 4, = (04132),
4, = (03124), 4, = (021438). Par l’isotopie (1,1, (24)), @ devient son pro-
pre conjoint Q'. Si l'on soumet @ et Q' a une commune isotopie on
obtiendra deux quasigroupes conjoints et le systéme (@, @) aura la com-
mutativité forte. Pourtant aucun isotope de @ ne sera abélien. Il suffit
pour s’en assurer d’examiner les isotopies (1,7, 1); or aucune ne rend
@ abélien. On a toutefois la condition.

THEOREME 3.8. Pour que le systéme obtenu en sowmettant un quasi-
groupe Q d toutes les isotopies admette la commutativité demosienne il
faut et il suffit que, dans Q, les complexes relatifs aux translations a
droite, (+++4;7'4,-++) et d gauche (~+-I';7'";--+), soient isomorphes.

Preuve. La condition est nécessaire. Dans toute isotopie, chacun
des complexes reste évidemment isomorphe a lui-méme. Si (E, @) est
commutatif demosien, il contient, avec tout quasigroupe K, son conjoint
K'. Soient G et D les complexes 4 gauche et a droite de K, G' et D’
ceux de K’. On aura, puisque K et K’ sont isotopes, G = G', D = D'.
Mais, d’autre part, K et K’ étant conjoints, G = D', D = G', donc D = G,
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Elle est suffisante. Soit S la permutation de ’ensemble @ qui pro-
jette le premier complexe sur le second. On peut d’abord par une iso-
topie (£, 1, 1) s’arranger de maniére que ¢, j, 4;7'4;, = [';7[";; en faisant
alors l’isotopie (1, 1, S), le nouveau complexe i gauche deviendra 1’ancien
complexe a droite. Une derniére isotopie de la forme (1,7, 1) fournira
le conjoint de Q.

COROLLAIRE 3.9. L’ensemble des tisotopes d’um groupe posséde la
commutativité demosienne.

Car ses deux Cayleyens sont isomorphes.

Remarquons pour terminer que l'image d’un systéme demosien com-
mutatif par une isotopie de la forme (&, 7 = &, ¢), appliquée a tous ses
groupoides, est encore un systéme commutatif.

4. Loi des keys. DEFINITION 4.1. Un systéme (E, @) satisfait d
la loi demosienne des keys (a droite) si la condition

(4.1) ve,y € B, ve, € @, Jp, € @, (xpY)py =

est vérifiée. Cette loi apparalt pour la premiére fois dans Grassmann
([18], p. 37).

THEOREME 4.2. Pour qu’un systeme (E, @) de quasigroupes a gauche
satisfasse a la loi demosienne des keys (a droite) il faut et il suffit
qu’il contienne, en méme temps que tout quasigroupe Q = E(x), son
reciproque Q' = E(Q), défini par x x y = 2 22Oy = x, ([34], déf. 1.2).
Pour les keys a gauche il faudrait x x y = 2 2« (® z = y, ([34], déf. 1.5).

Preuve. En effet (4.1) est équivalente a yz,y € E, yo, € @,
39, € @, xpy = 2 2 2py = . On démontre, comme pour 3.7 que, si
un quasigroupe a gauche @ est self-réciproque le systéme dérivé de Q
en le soumettant 4 toutes les isotopies possibles satisfait a la loi demo-
sienne des keys. Enfin une conséquence du Théoréme 3.8 est que, pour
que I’ensemble des isotopes d’un quasigroupe @ satisfasse a la loi demo-
sienne des keys (a droite) il faut et il suffit que @ soit parastrophique
par (x x ¥y =2 2% (@® 2z = y) d’un quasigroupe satisfaisant 4 la condition
du Théoréme 8.8. Car, soit ayndb = ¢ 2 ap,c = b et oy = yPx = z; il
en résultera xpz = y et yp,z = x, d’ou, par élimination (xp2)p,z = x.
(Cf N°9.3)

5. Demi-symétrie. DEFINITION 5.1. Un systéme (E, @) de grou-
poides satisfait a la demi-symétrie demosienne si

ve,y € B, Ve, € 9, Jp, € 9, 2P(YPx) = Y
([35], p. 153, N°2, équ. 11), ([34], déf. 18.7).
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THEOREME 5.2. Pour qu'un systéme (E, @) de quasigroupes a droite
([34], N°1) admette la demi-symétrie demostenme il fault et il suffit
qu’il contienne, avec tout quasigroupe E(p), son parastrophique par
apb =c¢2b=c@a, ([34], déf. 1.4), c’est d dire, avec chaque opération,
sa diviston a gauche ([11], p. 170).

Preuve. Soit xpu =y, donec w = y P x; alors xp,(y P x) =y, done
yDx =ypx, E(p)=E@D). Ainsi le systéme contient, avec tout
quasigroupe a droite K(p,), son parastrophique E(&). La réciproque
est évidente.

On parvient au sujet de la demi-symétrie, a des conclusions analo-
gues 4 celles des N°3 et 4.

6. Inversibilité.®? DEFINITION 6.1. ([41], p.428, dans le cas fini).
Un systéme (E, @) admet U'inversibilité demosienne s’il satisfait d

ve,y,z € B, VP, P, € O, 395, P Psy Ps € D,
(29 )Pz = 2PY)Px , TP(YPsR) = 2P(YP4i)

Les deux relations sont conjointes. La premiére est I’extension demo-
sienne de la loi d’Abel-Grassmann ([35], p. 154, N°2, équ. 21).

EXEMPLE 6.2. Sur le corps @ des fractions rationnelles, le systéme
des quasigroupes définis par xpy = ax + by + ¢, a, b, ce Q est inversible
demosien.

7. Associativité. DEFINITION 7.1. Un systéme (E, ®) satisfait d
I’associativité demosienne si la condition

(7.1) ve,y,z € KB, VP, Py €D, APs, Py Py Ps € D,
(xp )Pz = xp(Yp.2) , TP (YP:R) = (XPsY) Pz

est vérifice.

Pour approcher de la solution du probléme posé par la construction
de tels systémes, on peut d’abord chercher les conditions auxquelles
doivent satisfaire quatre groupoides pour étre solution de (7.1). Cette
équation a été étudiée par Evans [13], Belousov [6] et Hosszu [26]. Le
premier a montré que, si les E(p) sont isotopes d’un groupoide fini,
avec élément neutre, ce groupoide est associatif. Le troisiéme a donné
la solution générale de (7.1) dans le cas ou les @ sont des fonctions
continues, différentiables, strictement monotones ([25], p. 212). Belousov
a énoncé et Hosszl [26] a démontré que quatre quasigroupes satisfaisant
(7.1) sont isotopes d’un méme groupe, théoréme que j’ai étendu aux
multigroupoides [37]. Le théoréme suivant donne une solution explicite
générale de 1’équation demosienne d’associativité lorsque les ¢ sont des
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fonctions arbitraires sur un ensemble quelconque, avec fonction inverse
uniforme, c’est-a-dire dans le cas des quasigroupes. Cette solution reste
valable—mais sans étre générale—si les groupoides sont quelconques.

THEOREME 7.2. Si E est un ensemble quelconque, (i) la solution
génerale de

(7.2) vz, Y,z € B, (P Y)Pz = 2P(YP2) ,

ou les ¢ sont des lois de quasigroupes, est

xpy = € - Yo,
@ rpy = (x - yYN)E™,
rpy = (€ - yn)&,

vy = (20 - YN,

o &1, & 0,\ sont cing permutations arbitraires de E et E(-) un
groupe defini sur FE.

(i) Quatre groupoides quelconques, isotopes d’un méme semigroupe
E(-) par les isotopies (), sont solution de (7.2).

Preuve. Soient quatre quasigroupes définis sur le méme ensemble
E par les lois de composition ., p,, @, ¢, et satisfaisant a 1’identité
(7.2). Désignons la translation a droite, relative a4 I’élément a, dans le
quasigroupe E(p;) par 4. Faisons décrire £ a I’élément générique =z
et assignons des valeurs fixes, a et b, 4 y et z respectivement. L’égalité

(7.3) (xp.a)Pb = xpy(apb)
s’écrit
(7.4) 4343 = 45, (c =appd) .

Dans (7.4) on peut maintenant supposer a constant et faire décrire a b
tout le champ E; alors ¢, dans le quasigroupe E(g,), décrira aussi tout
I’ensemble E. Donc 4° décrira la totalité des translations a droite du
quasigroupe E(9;). En recommencant le méme processus a partir d’une
autre valeur de a € FE, on devra obtenir, chaque fois, le méme ensemble
de valeurs de 4%, sans quoi les translations de E(®,) ne seraient pas
définies univoques. Les ensembles

4dy, 4di, 4ds, Mds, .-, A4, -
4dy, B4, 43, L4, e, 443 -
Al}A%r Aﬁé’f, A}A§1 A.17A§’ ccy, A}A‘:—y e

. e e v o e e oo e e e
’ ’ ’ ’ ? ’
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ou I’emploi des indices inférieurs ne signifie pas que ces ensembles soi-
ent dénombrables, seront tous identiques. Considérons le groupe symé-
trique total &4, et dans ce groupe les deux complexes

A=Ab,A}, A;y Aéy crty }, e

B“:Agy f) Agrdgr "'7437 M
D’aprés ce qui précéde, si 'on multiplie 3 gauche le second complexe B
par un élément quelconque 4} du premier A, I’ensemble 7 des permu-

tations obtenues doit rester le méme y45. Sil’on introduit les nouveaux
complexes C = P'A, D =BQ"*, Pe A, @ € B, on aura par hypothése

CD = P'ABQ™' = P'TQ*.
Or C et D contiennent I'unité P'P = QQ' =1 de .%, donc
Cl=C=P'TQ™, 1D =D = P'TQ™!
et
P'TQ'=C=D=CD =CC.

Ainsi C est fermé, associatif (puisque c’est un sous ensemble de %) et
contient 'identique. C’est donc un semigroupe avec élément neutre,
contenu dans .%;. Les permutations 4%, éléments de C, sont les trans-
lations 4 droite d’un semigroupe isomorphe & C, G = E(¢p,), avec 4% =
(x — xpa). Donc

(7.5) 3S e 97, vpy = wdy = (xP)dys = (xP)p(yS) ,

ce qui exprime que E(p,) est isotope de G par (E=P, =S, { =1) et
E(p,), étant un quasigroupe, G est donec un groupe. De méme

(7.6) al e &, wpy = xdy = (xdy)Q = (xpyT)Q ,

ce qui signifie que E(,) est isotope de G par (=1, n =T, £ =Q7").
L’égalité (7.4) prend la forme PA%4%,Q = 4,

(7.7) PA(c)zswobTQ = A?z%b .

Cela entraine que (aSpdT — apb) soit une permutation de E car, d’abord
ap,b décrit tout le champ E, ensuite, d’aprés (7.5), aSpbT décrit aussi
tout I'ensemble FE, enfin, si avec aSpbT = a’Spb'T on avait apb #
a'pb, il en résulterait Lo = 4ipp; deux translations distinctes de
E(p;) coincideraient et ¢, ne serait plus une loi de quasigroupe. Le
méme argument est valable en renversant les roles de ¢, et de ¢, On
a donc

(7.8) apb = (aSpbT)R ,
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ol R est une permutation de E, et E(p,) est isotope de FE(p,) par
E=S8,9=T, { =R"). Maintenant (7.7) s’écrit

(7.9) e = P4Q, 2x2pcR = (xPpe)Q , rey = (xPpyRM)Q ,

ce qui exprime que FE(p,) est isotopede Gpar (=P, n =R, ¢ =Q™).
En remplacant ¢, par (-) dans les relations (7.5), (7.6), (7.8), (7.9), elles
prennent la forme (I) de I’énoncé. On vérifie immédiatement que la
condition (I) est suffisante, méme si les E(¢) sont des groupoides quel-
conques, pourvu que E'(-) soit associatif, ce qui établit (ii).

EXEMPLE 7.3. Sur l'anneau Z des entiers rationnels tous les grou-
poides zp,y = x + y + ¢ sont des groupes. Si l’on suppose ¢ etj compris
entre deux entiers fixes, I’ensemble obtenu aura 1’associativité demosienne
avec (¥PY)P2 = PPsxn(YPszn?)-

EXEMPLE 7.4. Soit le semigroupe z - ¥y = # + y sur I’ensemble N+
des entiers naturels; il ne posséde ni inverse, ni élément neutre, mais
les quatre isotopes x¢py = ax + ¥, xp.y = b(x + ¥), 2Py = blax + ¥y + ¢),
Tpy =%+ Yy —c, ou a,b, ¢ e N*, vérifient I’équation (7.2).

EXEMPLE 7.5. Sur l'anneau Z/n (et dans tout champ de Galois),
I’ensemble des quasigroupes zpy = ax + by + ¢, (a,n) = (b,n) =1, est
associatif demosien (Il est aussi reversible). Cet ensemble contient
n[p(n)]? quasigroupes, ¢(n) étant 1’indicateur d’Euler.

REMARQUE 7.6. Pour obtenir toutes les solutions de (7.2) il faut
faire parcourir 4 G l’ensemble de tous les groupes G = E(-), que l'on
peut construire sur E. Si deux d’entre eux sont isomorphes, (G' = Gy)
les formules (I) donneront des solutions isomorphes par 7. Par con-
séquent les formes (I')

vpy = (@€ - yo)p,
xpy = (xpe- ynNE,
rpy = (x€ - yNL,
rpy = (%6 - YAy,

19

ne sont pas plus générales que (I).

THEOREME 7.7. Tout systéme (E, @) de groupoides satisfaisant aux
axiomes,

(i) associativité demosienne deux cotés,
(ii) élément neutre,
(ili) “nverse, se réduit @ un seul groupe.
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Preuve. Par hypothése

VP, P, €@, yx,y,2€ E, Jp,p, e @, ()P = 2P (YP2) ,
VP, Pi€ @, ya,y,2e€ E, Jp,p, e @, (xpy)Pr = 2P (yYpe) .

Il existe au moins un élément neutre a gauche, le méme pour tous
les groupoides, yp € @, yx € E, e € E, epr = .

Parmi les ¢ il y en a au moins un tel que chaque élément « de K
ait un, ou plusieurs, inverses a gauche, dans tous les groupoides, ne
dépendant que de =z

yp € @, yr e F, Je,z € K, Tpx = e .

(A) Soit epa = a, Tpx = e. Multiplions a droite, les deux membres
de la seconde égalité par e, (Tdx)p.e = epe = ¢ = Tpx, donc (Tpx)p.e =
Zpx. Par Passociativité demosienne,

Tpx = (;Eq)x)(/)]e = 5}(])2(907)33) .

Posons y7x = e et multiplions les deux membres de 1’égalité précédente
par y, 4 gauche

YP(ZPx) = YP[EP(xPqe)] ,

appliquant associativité, (yp.2)pa = (YpZ)pyXp.e), ou epx = ep(xp,e),
et enfin © = xp,e. Mais, plus haut, ¢, a été défini par (apb)p.c = ap(bp.c).
L’associativité demosienne étant supposée bilatére, (i), Yo, 9 € @,
39, ¢ ¢ @, donc xp,e = x est varie quelque soit ¢,. Ainsi e est élément
neutre a droite. Si maintenant e et é sont deux éléments neutres,
epé = ¢ = é; donc tous les éléments neutres sont égaux et l'unité est
unique et bilatére.

(B) Multiplions les deux membres de Tpx = ¢ par ¥; on a (Tpx)p.T=
ep, & = . En appliquant 1’associativité, Zp,(x9,@) = &. Posons '¢pZ = e
et multiplions les deux membres de la derniére égalité par x’, a gauche,
&P |Zp(rpT)] = 2'pZ, ou (@' Z)pxPsT) = €, ou epyrp,r) = e, enfin
xy, % = e. Mais ¢; est défini plus haut par (apb)p.c = ap,(bp,c), ou
VP P35 € @, 3@, @, € @; donc T est aussi inverse a droite de = dans
tous les groupoides et tout inverse & gauche est aussi inverse a droite.

(C) Soit zpz=e¢ et 'px =e; on a (¥'Px)P.x = x'p(xpZ), ou
epx = X'pye; T = ', finalement yo,, ¢, € @, xpa’ = 2'p,x = e, et tout
élément est permutable avec son inverse.

(D) Soit ¢,y =z et y~* 'inverse de y; alors (xp,9)Py ™" = 2p(ypy~)=
xpe = 2. Ainsi yp, € @, zpy~' =2x. Le produit de deux éléments
quelconques z et y~! étant égal 4 x, et par conséquent étant le méme
dans tous les groupoides KE(p,) il s’en suit que tous ces groupoides co-
incident. Le systéme se réduit 4 un seul groupoide, qui est un groupe.
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8. Distributivité. DEFINITION 8.1. Un systéme (E, @) satisfait d la
distributivité demosienne d droite (généralisation de [22]), st vz, ¥, z € E,
Vq)iy (pj € @1 3¢k1 ¢m! ¢p € dj: (1” j’ k; m’ p e 1’ 29 3; 4, 5)

8.1 @PY)P2 = (xP2)P(YP:2) .

(Définition symétrique a gauche). Le systéme est self-distributif si ¢, =
Py = Py, P, =P, €t st VP, AP

THEOREME 8.2. Si un systéme (E, @) de quasigroupes d gauche est
distributif demosien d droite,

(i) Uensemble des réciproques de ces quasigroupes est encore dis-
tributif d droite,

(ii) Densemble des conjoints est distributif a gauche.

Preuve. (i) Posons xp,z = ¢, ypz=d, cp,d =0, xpy =a, ap,z =b.
Sur le réciproque, en représentant les nouveaux signes opératoires par
Y, on aura ayny =2, bz = a, ez = &, dyrz =y, b d =c. Egalant
les expressions de x, on a ayny = cyr2. Remplacant a, y et ¢ par leur
valeur, (0yr2)ri(dyrz) = (byrd)rz. Comme, par hypothése, deux des @
déterminent les trois autres, il en est de méme des +r et le systéme
(E, ¥) est encore distributif demosien a droite.

(ii) En représentant par 6 les opérations conjointes, on aura, sur
le conjoint de (&, @), (20,y)0,(20:x) = 20,(y0,x).

EQUATION FONCTIONNELLE 8.3. Hosszl ([23], p. 160), envisage 1’é-
quation fonctionnelle F'[G(x, v), 2] = G[F (%, 2), F'(y, 2)], ou %, y, 2 appar-
tiennent 4 un corps. On peut se proposer de trouver deux groupoides
E(x) et E(-), définis sur un méme ensemble quelconque K, de maniére
que

8.2) ve, Y,z € E, (xxy)-z=(@-2) X (Y-2).

Par exemple, 'un des groupoides étant arbitraire, ’équation sera
vérifite si l'autre satisfait 4 la loi de translation identique zy =
([35], p. 153, N°2, équ. 9).

THEOREME 8.4. Etant donné un groupoide arbitraire E(x), on
obtient wume solution de l’équation (8.2) en premant pour chacune des
translations 4, de K(-) un endomorphisme quelconque de E(x).

Preuve. Considérons z comme une constante sur E(-) et soit
4, =@—f(®)=@—2z-2)

la translation relative a z. L’équation (8.2) devient f(x x y) = f(x) X f(y),



THEORIE DES SYSTEMES DEMOSIENS DE GROUPOIDES 637

ce qui définit un endomorphisme de FE(x); ainsi chaque 4, est un
endomorphisme de E(x).

EXEMPLE 8.5. Soit sur Z/3 le groupe © x ¥y = + v + 1. Les séries
de produits a droite ([33], p. 87), sont (00121102) et (2), les seuls auto-
morphismes sont ’identique et la transposition (01). En se bornant aux
quasigroupes a gauche on pourra prendre 4 =1 ou (01), ce qui donnera
huit solutions F(-).

ExEMPLE 8.6. En prenant pour E(x) un quasigroupe automorphe
par le groupe cyclique ([30], p. 321), on pourra prendre pour E(-) le
groupe cyclique et chacun de ses isotopes de la forme (1,7,1), avec 7
arbitraire. Ainsi en prenant ([30], p. 325, ex. 15), on a 13 x 7 = 11;
183x7)+4=114+4=0; 184=2;74=11; 2 x 11 =0.

ExXeEMPLE 8.7. En prenant pour E(x) un groupoide ‘‘endo’ ([32],
p. 297, N°3), c’est-a-dire satisfaisant, sur un ensemble E de nombres
réels, 4 © x ¥y =z=am x ym = 2m, la solution E(-) sera fournie par
le semigroupe multiplicatif de E. Ainsi, en prenant ([32], p. 298, Ex.
II), onabx4=2;28=6¢et53=1;43=5;1xD5=86.

COROLLAIRE 8.7. L’ensemble des quasigroupes a gauche construits

sur un méme ensemble E salisfait a la distributivite demosienne re-
streinte

8.3) vr,y,ze £, yp,e @, 3Fp, e @, (xpy)pz = (2p2)P(yPR) .

Preuve. On a vu, N°8.4, que, si E(p,) est un groupoide quelconque
sur E, il existe toujours au moins un groupoide F(¢.,), satisfaisant (8.3)
et dont les translations sont des endomorphismes de E(p,). Si E(y,) est
un quasigroupe a gauche quelconque, les translations pourront étre
choisies parmi les automorphismes de FE(p,); ce seront alors des permu-
tations de ¥ et E(p,) sera encore un quasigroupe a gauche.

9. Parastrophies. DEFINITION 9.1. Le i-parastrophique d’un sys-
teme demosien (E, @) est le systeme dérivé du premier en soumettant
tous les groupoides de (E,®) da la méme i-parastrophie. Ainsi le con-
joint d’un systéme est le systéme formé par les conjoints de tous ses
groupoides; le réciproque d’un systéme de quasigroupes a gauche est
I’ensemble des réciproques de ces quasigroupes, etc. Si (¥, @) ne contient
que des quasigroupes, il pourra prendre six formes parastrophiques.

THEOREME 9.2. Si (E, ¥) est le conjoint de (E, @), il sera en méme
temps que lui, commutatif, associatif, inversible bilatére, self-distributif
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bilatere demosien.

Preuve. Si (E,®) a la commutativité demosienne (N°3.1)

v,y € E, vy, € D, Ip, € @, TPY = YP .

En désignant par + les opérations conjointes ([34], N°6),

ve,y € E, Ve, Ay, e ¥, ay=ypzx,

donc (E, ¥') est encore commutatif demosien.
Si (E, @) est associatif demosien (N°7.1)

Ve, Y,z € B, VP, P € O, APsy Pay Py Po
(@P )Pz = op(Yp.z); TP (YP:R) = (XPY)PeZ -

Done, sur le systéme conjoint (2yry)Wrx = 2yr(yyri), et 2(yyrs2) =
(yry)rie.  Ainsi (E, ¥) est encore associatif demosien.

Le cas de linversibilité est analogue; celui de la distributivité
résulte de 8.2. On rapprochera ce résultat de ([34], N°14-16). Plus
généralement, on verrait que, si (I) est une identité self-conjointe ([34],
N°19.1), sur un groupoide, les systémes (E, @) et (E, ) possédent en
méme temps la propriété I-demosienne.

THEOREME 9.3. Si un systéme S de quasigroupes satisfait d une
identité demosienne, le systeme dérivé de S en transformant tous les
quastgroupes par une méme parastrophie satisfait d une identité demo-
stenne dérivée de la premiere par la méme parastrophie.

Preuve. Supprimons les indices dans les signes opératoires ¢; et ne
conservons que les parenthéses, crochets ete, ce qui est évidemment
légitime au point de vue formel. Dés lors les calculs qu’il faut effectuer
pour trouver ce que devient la relation R demosienne en passant au -
parastrophique, sont précisément ceux que 'on ferait pour passer de la
relation R sur un seul quasigroupe & sa i¢-parastrophique. Soit par ex-
emple un systéme de quasigroupes a gauche satisfaisant a I’associativité
demosienne; on trouve que le systéme réciproque satisfait a la trasi-
tivité demosienne ([24], p. 203, [35], p. 156, N°2, iv, équ. 63). Or la
transitivité usuelle est bien réciproque de I’associativité ([35], p. 154, N°2,
équ. 25).

Ainsi, tout systeme S de quasigroupes a gauche possédant la transi-
tiwité demosienne se déduit d’un systéme associatif S’ en remplacant
chaque quasigroupe de S’ par son réciproque. Or S’ se compose (ci
dessus, Théoréme 7.2, [37]), de quasigroupes isomorphes & un groupe
G'. Donc S se compose de quasigroupes tisotopes au réciprogque d’un
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groupe. On comparera ce résultat 4 la solution directe donnée dans
[38]. Si G est lui-méme un groupe, alors il satisfait a la fois a (xt)(yt) =
vy et a l'associativité, donc en faisant ¢t =y, on a (xy)(yy) = 2y, y* =1
et tous les les éléments de G sont du second ordre. On obtient le
théoréme ci-aprés 22.2. De méme si (K, @) est un systeme commutatif
demosien de quasigroupes et st l'onm remplace chaque quasigroupe par
son réeciproque, le nouveau systeme satisfera a la lot demosienne des
keys @ gauche ([35], p. 163, N°2, équ. 5). Soit

TPy =2 22y = et Ypx =2 2 = Y

alors

(V(pl e , 39, € @ y YPX = x(/}ly) =
(W e ¥, 3, e ¥V, 2(znfx) =) .

Enfin les conditions exprimant qu’un systéme satisfait a la com-
mutativité, ou a la loi des keys a gauche démosiennes, doivent étre
réciproques, au sens des parastrophies. Et en effet, la premiére (N°3.1)
est que le systéme contienne, avec tout quasigroupe, son conjoint; la
seconde (Th. 4.2, in fine), que le systéme contienne, avec tout quasi-
groupe, son parastrophique par

9.1) TXY=25cx@®2z=1y.

Or si 'on a 2y =2 et yx = 2z, cela devient, sur les réciproques
2y =« et 2o =y, ce qui est bien la parastrophie (9.1).

COROLLAIRE 9.4. St une relation R est self-i-parastrophique et si
un systeme S(KE, @) de quasigroupes satisfait a la relation R-demosienne,
le systeme i-parastrophique S' de S satisfera encore a la relation R-
demosienne.

Cela résulte immédiatement du théoreme 9.3. Par exemple si un
systéeme de quasigroupes satisfait a ’entropie demosienne (|35], p. 155,
N°2, équ. 38),

ve,y,z,u € B, YPu P2 P € O, APy, Vs P € P,
(95(/71?/)7’2(2(/’3%) = (957)42)(/’5(@‘/’6”) ’

alors tous les parastrophiques de ce systéme satisferont a I’entropie
demosienne, puisque tous les parastrophiques d’un quasigroupe entropi-
que, comme le montre un calcul immédiat, sont eux-mémes entropiques.

10. Immersion. Etant donné un systéme demosien (&, @) est il
possible de le plonger dans un systéme admettant quelque loi demosienne
determinée? La réponse a cette question dépend de la nature de cette
loi. Il est clair que tout systéme peut étre immergé dans un systéme
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demosien commutatif. D’aprés le Théoréme 7.2, pour qu’un ensemble
de quasigroupes puisse étre un sous-ensemble d’un systéme associatif
demosien il faut que chaque quasigroupe de cet ensemble puisse étre
obtenu comme isotope de quelque groupe par z£ - y0 = xzpy. Or ce que
Pon sait, par exemple, des quasigroupes du 5° ordre, ([35], N°25) suffit
4 montrer qu’il existe des quasigroupes qui ne sont isotopes d’aucun
groupe. Donc, on ne peut plonger, en général, un systéme donné dans
un systeme associatif demosien. En revanche, il pourra étre intéressant
d’étudier le nucleus [27] formé par tous les E(¢) d’un systéme demosien
(E, @) qui satisfont localement a une loi déterminée.

11. Associateur. DEFINITION 11.1. L’associateur & gauche d’un
systeme S(E, @) de groupoides est un sous-ensemble A C E, satisfaisant
aux deux conditions:

va € A, ve,y € B, VP, P € D, P, Py € @,
(ap )Py = ap(TP.Y);
va,be A, vp,p,e @, apb=aphb.

A\

THEOREME 11.2. L’associateur & gauche d’um systéme demosien
quelconque est un semigroupe, (sous-groupoide commun a tous les grou-
poides du systéme).

Preuve. Soient a,b € A, alors

vz, y € E, VP, P € @, 3P, P € D,
(ap,2)Py = apy(xP.Y); (bp.x)py = bpy(xp.y) -
Considérons le produit agb, (» € @). On aura
[(apb)p.x]lpy = [ap(bp.x)]py = ap[(bP2)Py] = ap[bp(Tpsy)]
= (aPh)P1(Psy) = (aPb)P1(TPsY) -

Donc apb € A et A est fermé dans chacun des groupoides du systéme.
D’ailleurs

(apb)p.c = apy(bpc),  Va,b,ce A, VP, Py P59 € P
done, en particulier (apb)pc = ap(bpc) et A est un semigroupe.

12. Multigroupoide. DEFINITION 12.1. Un multigroupoide ([37],
[12], p. 183), est un ensemble, E, muni d’une loi de composition (X ),

faisant correspondre d tout couple ordonné x,y € E, un sous-ensemble
non vide, * X y = (a,b,¢c---) C E.

THEOREME 12.2. (i) Tout systéme demosien S deéfinit un multi-
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groupoide, M, dans lequel le produit x X y est determine comme étant
Uensemble (xp.y, Xpyy, «« -, Py, «++) on @, déerit @.

(i) Pour que M soit associatif il faut et il suffit que le systéeme
S ait ’associativité demosienne.

(iii) Pour que M soit abélien il faut et il suffit que S ait la com-
mutativité demosienne.

Preuve. Si M est associatif, on a (x X ) x 2 =2 x (¥ x 2). Donc
(12.1)  wvi,g, 3k, m et vk, m3i, 5,  (2PY)Pz = CP(YPnr)

et S posséde 'associativité demosienne. Réciproquement, si le systéme
S est associatif demosien, (12.1) est vérifiée, donc

Exy)xzCorx@xr)C(@xyxzet(@xy xz=2x (¥ Xx2).

La preuve est analogue pour la commutativité. Plus généralement, le
multigroupoide M satisfera a une identité (I) en méme temps que le
systéme S vérifiera 1'identité (I)-démosienne.

CHAPITRE 11

INTERACTION DES LOIS DEMOSIENNES

13. Question. Lorsqu'un groupoide G satisfait 4 une ou plusieurs
identités, I, I’, -+, il est bien connu ([25], p. 205, équ. 2, a(bc) = c(ba)
entraine lentropie; [28], ab = ba, (ab)x = (ax)(bx), sur un ensemble
ordonné a multiplication monotone, entraine ’entropie; [35], p. 161, N°8,
IV, keys et commutativité, N°35 & 36), que, dans certains cas, il existe
une nouvelle identité J, conséquence des J,I’, ..., et qui est encore
vérifiée sur G. Si un systéme (E, @) satisfait a4 diverses lois demosien-
nes, I, I’, .-+, cette situation entrailne-t-elle, comme dans le cas d’un
seul groupoide, ’existence d’une nouvelle loi demosienne, J, conséquence
des I, I', ---, qui soit encore vérifiée sur (E, #)? Dans l'affirmative, la
relation J = f(I, I’, ---) est-elle la méme pour un groupoide isolé et pour
un systéme (K, @)? La réponse i cette question ne peut pas étre for-
mulée d’une maniére générale. Il peut arriver (N°14.2-14.3) qu’elle
dépende de conditions supplémentaires i imposer au systéme et méme
que le transfert d’une implication du cas uniforme au cas demosien ne
soit pas possible. Ainsi, contrairement & ce qui se passe pour un quasi-
groupe isolé ([8], p. 112), la self-distributivité demosienne n’entraine pas
I'idempotence, comme le montre I’exemple 7.5. Les quasigroupes xpy =
ax + by + ¢ ne sont pas idempotents et ils satisfont néanmoins a
I'identité demosienne vy, 9., xp,(yp.2) = (2P y)P(2p.z). La solution
est xpy = px + (1 — p)y.
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De méme, le théoréme de Knaster [28], a savoir qu'un quasigroupe
abélien self distributif G, muni d’une relation d’ordre total et d’une
multiplication strictement monotone ([14], p. 306) est entropique, ne se
laisse pas transmettre au cas des systémes demosiens. Observons ici
que, pour la validité du théoréme, la condition que G est un quasigroupe
peut étre affaiblie et remplacée par cancellabilité de G, condition qui
est d’ailleurs entrainée par la stabilité de la relation d’ordre; 1’idempo-
tence, puis l’entropie en résultent ensuite, sans considération de conti-
nuité. On peut poser cette question:

Le seul systéme demosien sur lequel le théoréme de Knaster puisse
étre tramsféré se réduit-il a un groupoide unique?

Dans ce qui suit nous nous bornerons a l’étude de quelques lois
particuliéres.

14. Commutativité-Associativité-Inversibilité.' THEOREME 14.1. Si
(E, @) est commutatif demosien, pour qu’il ait I’associativité demosienne
il faut et il suffit qu’il soit inversible demosien. ([41] dans le cas fini).

Preuve. (i) Si le systéme est associatif et commutatif, on aura

ve,y,z e B, VP, P, € @, (P Y)pz = 2P(YPiz) = @PY)P |
2P (YPe2) = (XPY)P2 = 2P(YP1i)

ou @y, Py, ++, Py, sont des éléments déterminés de @. Ainsi (E, @) est
inversible des deux cotés.

(ii) Réciproquement, si (E, @) est inversible et commutatif on aura

Vx,y,zeE, V(pu(p2e$y APsy Pes ***y Pro s
(2P Y)Pz = 2P (YPsxX) = TP(YPeR) ;  TPYP:R) = (RPY)Pst = (TPY) P12

et le systéme sera associatif demosien.

THEOREME 14.2. St un semigroupe inversible S (au sens du N°6),
satisfait @ Uune des conditions suivantes,

(i) S est homogéne,

(ii) S est diagonal,

(ili) S est un quasigroupe a droite,

(iv) S est idempotent,

(v) S a un élément meutre bilatere,
alors il est abélien.

Preuve. (i) S étant homogeéne, tout élément x peut étre obtenu
comme un produit x = ay; a son tour, ¥ peut étre mis sous la forme
y =be, Aot « = abe. On a alors, z étant un élément quelconque,

2z = abez = (ab)(c)(z) = (2)(c)(ab) = z(ca)b = b(ca)z
= (be)(a)(z) = (2)(a)(be) = z(abc) = zx, v, 2,
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(ii) vz, ¥y, zyy = yyz, ou x(yy) = (yy)x. On tire d’abord de la que,
dans tout semigroupe inversible (au sens du N°6), ’ensemble des (xx),
¢’est-a-dire la diagonale, est contenu dans le centre. Si S est diagonal,
cet ensemble coincide avec S et S est abélien.

(ili) On a yz,y, (xy)(zy) = (@)(¥)(*y) = (xy)(y)(®), cancellant par zy
4 gauche, xy = yzx.

(iv) résulte de (ii) car 'idempotence entraine la diagonalité.

(v) Si u est I'unité, on a xyu = uyx, ou xy = yx.

Chacune de ces conditions est d’ailleurs une conséquence de la pre-
miére car tout groupoide diagonal, ou avec quotient & droite, ou idem-
potent, ou avec unité bilatére est nécessairement homogéne. Elles sont
toutes suffisantes, mais aucune n’est nécessaire, comme le montre
I'exemple du semigroupe additif, N*, des entiers naturels, qui n’est pas
homogeéne et qui est tout de méme abélien. Quelques-unes des condi-
tions précédentes se laissent transférer aux systémes demosiens; ce sont

(i), (iv) et (v).

THEOREME 14.3. Si tous les groupoides d’un systeme (E, @) pos-
sédant associativité et 1linversibilité demosiennes, satisfont da l'une
des conditions suivantes: (i) ils sont diagonaux et ont la méme diago-
nale, (Vi,J, xpx = xp,x), (iv) ils sont idempotents, (V) ils ont une unité
bilatére commune, alors (E, @) aura la commutativité demosienne.

Preuve. (ii) Par hypothése vz, 9,2 € E, Yo, P, € @, JP;, Py, +++ €
D, (xpY) Pz = XP(YP:2) = 2P (Ypesx). Six =y, xPx = xpx =t et tpz =
zpt. Comme tous les groupoides sont diagonaux, vyt, 3%, xex = t, donc
(E, ®) a la commutativité demosienne.

(iv) résulte de (ii).

(v) Si u est élément neutre dans tous les groupoides, on a yz,y € E,
VP P2 € @, Ay, @4y oo+ € O, (BPY)Psl = TPy(Ypu) = up(ypex), d’ol
TP Y = YPoeX-

QUESTION 14.4. Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour
que, sur un systeme (E, @), Uassoctativité et I'inversibilité demosiennes
entrainent la commutativité demosienne?

15. Distributivité. THEOREME 15.1. Tout systéme (E, @) associatif
et commutatif demosien, dont tous les groupoides sont idempotents,
posséde la distributivité demosienne.

Preuve. Par hypothése vx,y,2z € E, VP, 9, 9, € @, Fp, Py, P,
cor €D, (pR)PYPR) = TP 2P (YP2)] = XPe 2P (2P5Y)] = TPe[(2P2)P1Y] =
TP (2P10Y) = TPYPn2) = (TP ,Y)Py2-
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16. Keys, transitivité, eingewandter Produkt. THEOREME 16.1. Sur
un systeme (E, @) de quasigroupes a gauche, de ces trois lois:

(i) la loi demosienne des keys d droite ([35], p. 1563, N°2, équ. 4)
& N°4,

(16.1) vz, ye £, vps € @, 39, € @, (eY)Py =z ;

(ii) la tranmsitivité demosienne (|35], p. 154, N°2, équ. 25) & N°
9.3, supra,

(16.2) wvyx,y,ze B, VYo,P, € @, 3P, P, (XPY)P2psy) = Xp,z .
(iii) le ‘“‘eingewandte Produkt’’ ([35], p. 154, N°2, équ. 22)
(16.3) vz, y,t € E, Yo, 9, € @, 3P, p; € O, (xpy)pit = xp,(tPsy) ,

chacune des deux dernieres est entrainée par les deux autres.

Preuve. A. Soit un systéme (E, @) satisfaisant (i) et (ii). La
premiére (N°4), exprime que les quasigroupes du systéme sont deux a
deux réciproques; donc Vo, 3J@, 2Py =t 2tey = 2. Alors (16.2)
devient, vz, y,t € E, vy, 9, € @, 39, ¢, € @, (xpy)pt = vp(tp.y), ce
qui est (iii). Ainsi (i) N (i) = (iii).

B. Supposons (i) et (iii) vérifites. Comme ci-dessus, (i) exprime
que Vt,y € E, yp, € @, 3p, € @, z € E, t = 2p;y Sty = z; Des lors
(iii) devient vz, ¥, 2 € E, Yo, @, € @, 3Py, Py Ps, + =+ € D, (X Y)P2P5Y) =
xpz. Ainsi (1) N (iii) = ().

17. Entropie. THEOREME 17.1 ([25], p. 207, Th. 1, dans le cas d’un
seul groupoide). Tout systeme (E, @) inversible demosien est entropique
([35], p. 1565, N°2, équ. 38).

Preuve. Par hypothése vz,y,z ¢ E, vp,p, € @, Ip, ¢, € O,
2 (Yp2)=29(ypx). En appliquant itérativement celle-ci (x@,y)p,(2p4t) =
tpep(rpy)] = tplypap2)] = (@P2)p(ypt). Les membres extrémes
sont ceux de l'identité d’entropie demosienne. (cf. [26] p. 55.)!

18. Commutativité et loi des keys. THEOREME 18.1. Sur un sys-
teme (E, @) de quasigroupes, deuxr quelconques des lois demosiennes
sutvantes entrainent la troisiéme;

(i) commutativité,

(ii) lot des keys a droite,

(iii) lot des keys da gauche.

Preuve. L’implication (i) N (ii) = (iii) a déja été démontrée ([35],
p. 161, N°8.4). Par raison de symétrie, (i) N (iii) = (ii) en résulte. Pour
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établir la derniére, écrivons I’hypothése sous la forme (ii) yz,y € E,
Ve, € @, Ay, € @, (ey)py =, (i) ve,y € E, vp, € @, 39, € 0,
xp(xpy) = y. Si l'on choisit arbitrairement y et z € E, puisque les
éléments de @ sont des lois de quasigroupes, I’équation ¢,y = z a une
solution et une seule en x, donc yy,z € E, yp, € @, 3p, € &, x € E,
xpy =z et zpy =x; yy,2 € K, yp, € @, 3p, € @, xp,z = y. De plus,
par hypothése, vz, ¥,z € E, yvo, € @, 39, € @, (xpr)pz = x. En rem-
placant xp,z par ¥, cela devient yp,z = 2, donec 2y = & = ypz. Ainsi
vy,z e E, yp, e @, 3p, € @, zpy = yp.z, ce qui est la commutativité
demosienne.

QUESTION 18.2. Sur un groupoide G les identités (a) et () en-
trainent l'identité (v). Sur Uensemble (FE, ®?) et en particulier sur le
systéme obtenu en soumettant G a toutes les isotopies de quelque groupe
d’isotopies, quelle est la condition pour que les identités demosiennes
(A), (B) et (C), induites par (@), (B) et (v) satisfassent a (A) N (B) = (C)?

CHAPITRE III

ISOTOPIE. SYSTEMES (G, K, T)

19. Géneralités. QUESTION 19.1. Un groupoide G satisfait d une
identité (L); on soumet G a toutes les isotopies d’un groupe (d’isotopie);
on obtient un systéme de groupoides. Quelle est la condition pour que
ce systeme satisfasse d lidentité demosienne induite par (L)?

Comme au Chapitre II, il n’est pas possible de donner a ce prob-
léme une solution générale. Parfois, comme dans le cas de la com-
mutativité, la condition se réduit a quelqu’ égalité évidente: “‘Si un
groupoide G est abélien, le systéme dérivé de G en le soumettant a
toutes les isotopies du groupe (X, X, Z), ou X et Z sont deux groupes
de permutations quelconques de l’ensemble G, est évidemment commu-
tatif demosien’’. Mais le plus souvent I'existence de la loi demosienne
induite dépend de conditions moins évidentes et peut méme étre hors
de cause. Il est un cas ol la question peut recevoir une solution com-
plete, c’est celui ou G est un groupe, les composantes des isotopies
étant des translations de G. De telles isotopies (&, 7, £), & x 7y = xy¢,
ne dépendent en réalité que de deux paramétres et peuvent se mettre
sous la forme = x y = x&yl, & 60 ¢ G. Parmi ces isotopies considérons
seulement celles qui dérivent de deux sous-groupes K, T C G, avec
Ee K, 0 e T. Les isotopes ainsi définis sont évidemment des quasi-
groupes. Désignons un tel quasigroupe par G(&, 6).

DEFINITION 19.2. Un systéme (G, K, T), ou K et T sont deux sous-
groupes du Groupe G, est I’ensemble des quasigroupes G(E, 0), tisotopes
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de G par les isotopies x x y = xfyd, ou £ € K, 0 ¢ T. (Cf. [39].)

THEOREME 19.3. La condition mécessaire et suffisante pour que
G(&, 0) soit un groupe est que 0 soit dans le centre de G. L’unité de
ce groupe est alors u = E'0-'. Si 0 & 2, le quasigroupe G(& 0) a
seulement une unité a droite, u, (et n’est pas associatif.)

Preuve. La condition d’associativité est vz, ¥,z € G, xEy0&z0 =
xEYE2O0, ou vz, 0z = £20. Si z =1 (unité de G), 0f = &0. Ainsi 0 et
& sont permutables, donc 0fz = £0z = £z20, et, en cancellant par &, yz,
0z = 20, ce qui exprime que ¢ est central dans G. Cette condition con-
tient la précédente; elle est visiblement suffisante.

Soit # une unité a droite de G(&, ), donc = x u = xfubd = x, et
u = £707', Pour qu’il existe une unité 4 gauche v, il faut que v x =
vEx0 = x, ou v est indépendant de x. En faisant z =1, v = 077,
d’ou O-'EEx0 =z, x0 = 0x et 0 € 27, Ainsi 'unité bilatére n’existe
que si 0 est central, ¢’est-a-dire si G(&, 0) est associatif. Si ¢ n’est pas
dans le centre de G, le quasigroupe G(&, ¢) a seulement une unité a
droite.

20. Commutativité. THEOREME 20.1. Pour que le systéme (G, K, T)
att la commutativité demosienne il faut et il suffit que G soit abélien.
(Cf N°3,7,8,9)

Preuve. Que le systéme ait la commutativité demosienne s’écrit
v,y G, vEe K, 0e T, 3§, € K, 0, e T, x6yd = y£x0,. Si x=y=1,
E0 =£0,. Si x=1, Eyo = y&O, = y&0, d’ou, en cancellant par 0,
£y = y£. Ainsi tout élément & ¢ K est central. Donc xfyfd = ay&f =
yEx0, = yx&,0, = yxEO. Cancellant par £0, on a xy = yx. La condition
est évidemment suffisante. Cette conclusion n’est pas en contradiction
avec le Corollaire 3.9, car, ici, le groupe G n’est soumis qu’a une partie
de toutes les isotopies possibles.

21. Associativité. THEOREME 21.1. Tout systéme (G, K, T') est as-
sociatif demosien.

Preuve. L’associativité demosienne est exprimée par vz, ¥,z e G,
vé £ e K, 0,0,eT, 38 &ekK, 0, 0, T.

(21.1) (2Ey0)E20, = xE(yE20,)0, .
Si y =2 =1, en cancellant par z,
(21-2) '395101 = 52539302 .

Siy=1,



THEORIE DES SYSTEMES DEMOSIENS DE GROUPOIDES 647
£ 808z = 20,0.07" .

Donc 6,007 est dans le centre de G. Si z =1, y0&0,07'0,'E" = E7'Ey
et £, ¢ 9, Comme %, K et T sont des sous groupes de G, leurs
intersections ne sont jamais vides, Soit t e TN 2" et ke KN %,
arbitraires. On prendra 6,0,0;' =t, 0, = t0,0;', avec 0, arbitraire dans
T. Ensuite £7'¢, = k donne & = k. Enfin & est déterminé par la pre-
miére condition (21.2), & = £'80£,0,0;'0;" = k~'0&t~. Cela fait, I’égalité
(21.1) est strement vérifiée car

2E(YE20,)0, = xEkyk 0L 2t0,05'0, = xEykk0E2t7t0, = xfyOE 20, .

Cela est conforme au Théoréme 7.2, toutefois, si 'on veut que (21.1)
ait d’autres solutions que la solution évidente & = &,; & = 0&; 0, = 0,0,
il faudra supposer k, t + 1, c’est-a-dire TN 2\1 # p et KN 2 \1 # ¢.

22. Demi-symétrie, keys, transitivite. LEMME 22.1. S étant un
groupe quelconque et G un de ses sous-groupes, on considére le complexe
maximum A C S satisfaisant @ yr € G, ya e A, xax = « ([35], p. 153,
N°2, équ. 11), [27]. Alors, (i) A est vide ou G est abélien, (ii) Si G
(C)" et si 2 est le centralisateur de G dans S ([20], p. 470), on a
vae A, A= za=a2", e¢ 27 + A est un groupe.

Preuve. (i) Si A+ ¢, solent 2,y e G et o e A, zax =«, et
yay = a, donc xz(yay)r = a, ou (xy)a(yx) =a. Mais zy € G, donc
(xy)a(xy) = a. En comparant, xy = yzx.

(ii) Si yz e G, xz=2z2x, (z€ 2), alors xzax = zxax = za, donc
2za € A. Réciproquement, soient a, B € A; alors yx € G, zBx = 8; mais
xzte G, donec z-'ax~! = «, d’ou xzBrxr'axr' = Ba = xBax~' ou (Ba)r =
2(Ba) et Ba e 7. Dailleursa € A2 a™' € Acar vaxr = a 2 zaza™ =
l1Z2zat=a2'2za'x =a . Donc Bate 2, Bat=2z B =:z2a«a.
On adonc 20 CAC a,dou A= Za. EnfinB=za 3B = a 27,
et comme 27' € 2 puisque 2 est un groupe, A =a'2, A=a2z.
Les égalités 274 = A2 = A, AA C 2 montrent que 4 + % est fermé
dans S, et comme A contient, avec tout élément «, son inverse a~!, le
complexe A + 2 est un sous-groupe de S. Le centralisateur 2 de G
est diviseur normal dans 2 + A et le quotient (2~ + A)/ 2~ est le groupe
du second ordre. Pour construire A il suffit de multiplier 2° par une
solution particuliére en a. Si x,y € G et si a satisfait a zax = a,
Yoy = o, on aura, puisque G est alors abélien, xyaxy = ryayx = xax =
a. Par suite, pour que a satisfasse vz € G, zaxr = «, il suffit qu’il
satisfasse a cette condition quand z parcourt les générateurs de G. En
particulier, si G est cyclique, (G = C = {¢}), on pourra prendre pour a
la solution du second ordre o = (C — C-'") et comme dans ce cas G est
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son propre centralisateur, dans le groupe symétrique .97, A = Ca. Ex-
emple C = {0123} = (0123), (02)(13), (0321), (0)(1)(2)(8). C est son pro-
pre centralisateur dans le groupe symétrique .&°(0, 1, 2, 3). En choisissant
a= (ggi”) = (13), on pourra prendre A = C(13) = (03)(12), (02), (01)(23),
(13).

Si un élément de A est involutif, tous seront du second ordre car
a(zax) = aa = (ax)(ax). Si aa =1, (ax)(ax) = 1.

On pourrait appeler A un ‘‘anti-centre’’. Nous ne hasarderons pas
ce néologisme.

THEOREME 22.2. Pour que le systéme (G, K, T') satisfasse

(i) a la demi-symétrie demosienne (N°5),

(ii) ou a la lot demosienne des keys a droite (N°4),

(ili) ou a la transitivité demosienne (N°9.8), il faut et il suffit
que tous les éléments de G soient involutifs.

Preuve. (iii) (La démonstration est analogue pour les trois parties;
démontrons seulement la derniére) La condition vy, 9.39;, @, (ZP1Y)
P(2py) = xp,z prend la forme

m = x£,y0,5,28:y0,0, = xE:20, .

En faisant y = 2z = 1, on a £,0,£,£.0.0, = £0,, d’ou 0.£,E, = £7E,0,0;05".
Siz =1, on a §y0.£EE0,0, = £.0,, ou y0.EEy = £776,0,0;'0;" = 0., done
0.6, = a tel que yay = «. Par suite (Lemme 22.1), G est abélien et com-
me a € G, yya = «, yy = 1. Tous les éléments de G sont involutifs.
Cette condition est suffisante car, si elle est vérifiée, m = x&y0,£,2E,40,0, =
xzyyE0.8,£.0,0,. On choisit arbitrairement £, &, &, 6, 0,, 6,, 6, et on
détermine &, par £0.£,£0,0, = £0,; alors m = xz£,0, = xE20,, et la condi-
tion du début est vérifiée.

23. Loi de Moufang. THEOREME 23.1. La condition nécessaire et
suffisante pour que le systéme (G, K, T') satisfasse a la loi demosienne
de Moufang ([35], p. 154, N°2, équ. 29), est que les intersections de K

et T avec le centre de G me se réduisent pas a 'identique, K N 27\
1+¢, TN 2\1+# ¢.

Preuve. La condition [2@,(yp.x)|9z =2, yp(rpe)] s'écrit vz, y,
RE G, Vglr 527 §3 € Ky Vgly 02’ 03 € Ty 3547 55! Eﬁy 94’ 05y 06’
(23°1) [xgl(y§2x92)01]§3z93 = x§4[y§5(x§6za6)‘95]04 .

Elle devient, si y =2=1=u,

(23.2) £:£:0,0,E:05 = E,8:E00,0,0, .
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En faisant seulement x =y =1, ££&,0,0,£.20, = £,£,E20,0,0,, ou
5;15515;151529261‘532 = 20,0,0,0;" .

Ainsi 0,0,0,0;' est dans le centre. En faisant dans (23.1) x =2 =1, on
a EYED0.E0, = EYEEDDH, ou YED,0,50,070707°EE7 = E'Ey;  done
ET'E, est central.

Réciproquement, si K et T ont des éléments centraux, soient ¢, k,
k', trois d’entre eux, t € T; k, k' ¢ K. Choisissons arbitrairement &,
&, & 0, 0, 0y, 0,, 0; et prenons 0, = 10,0;°0;", £, = £k, enfin & = ET'EEK =
k&k'. La Condition (23.2) donne alors & = &'£7'£,£,0,0,£0,07'0;'0;" =
K ET kT ETE E,0,0.8,0,071070,0,0;t7 = K'10,0,E47.  Si 'on substitue ces
valeurs dans (23.1) elle devient x& y&,20,0,£,20, = x& kyk &' xk' 10,0, £t~ '2t0,,
ou, en tenant compte de la permutabilité de ¢,k et k', y&x0.,0.52 =
Ek—E'E - tyEx0,0,.E2, ce qui est une identité. Si 'on ne se contente
pas de la solution évidente 6, = 0,07'0;', & =&, & =&, & = 0,0.&, il
faut supposer que les intersections de 7T et de K avec le centre ne se
réduisent pas a 1’unité.

24. Remarques. (i) Si l'on soumet tous les groupoides d’un
systéme quelconque (E, @) a une commune isotopie, le nouveau systéme
ne satisfait plus, en général, aux mémes identités demosiennes que le
premier. (Par exemple les dérivés de deux groupoides conjoints par
une méme isotopie ne sont plus conjoints). A quelles identités obéit le
nouveau systéme?

(ii) M. Schauffler ([41], Th. 2, p. 430) a montré que ’ensemble de
tous les quasigroupes finis d’ordre = est associatif demosien seulement
pour n = 2 et 3. Cette proposition résulte immédiatement du Théoréme
'N°7.2. En effet, d’aprés 7.2, deux quelconques des quasigroupes du
systéme sont toujours isotopes d’un méme groupe. Or on sait ([35],
N°25), qu’a partir de n = 4 ’ensemble des quasigroupes définis sur un
ensemble d’ordre n contient des éléments qui ne coincident par aucune
isotopie.

CHAPITRE IV

COMPOSITION

25. Produit de deux groupoides. L’intérét des systéme demosiens
serait grandement accru si I'on parvenait a les organiser eux-mémes en
groupoides en introduisant quelque loi de composition entre les ¢, re-
gardés comme des éléments de @. On pourrait alors appliquer a de tels
systémes des isomorphismes, homomorphismes, isotopies, isoméries, para-
strophies, y définir des relations d’ordre stables, considérer leurs sous-
groupoides, leurs groupoides quotients, etc. et examiner dans chaque cas
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la nature nouvelle des identités demosiennes obéies par le systéme, en
elles-mémes et dans leurs connexions avec les identités initiales et les
constructions affectuées dans le systéme primitif. Deux lois de com-
position entre groupoides ont déja été introduites par 'auteur: le produit
d droite, ([36], N°12), le produit suivant un groupoide de base donné
G(°), ([31], p. 230, N°4). Mais on peut en imaginer d’autres, en parti-
culier sur les systémes construits par isotopie. Le chapitre se termine
par la définition du produit direct de deux systémes demosiens.

26. Produit a droite. DEFINITION 26.1. (i) Etant donnés deux
groupoides, définis sur le méme ensemble E par les lois de composition
@, et @,, leur produit a droite ¢ yp, = @ est le groupoide défini sur K
par la relation, yx,y € E, xpy = (xpy)py, ([36], N°12), [27].

(ii) Le semigroupe défini par xy =1y s appelle le semigroupe d
translation identique, ou de Thierrin.

Ce semigroupe, qui satisfait 4 la loi de translation identique ([35],
p. 158, N°2, équ. 9, [36], N°3, ex. IV), a été étudié par Thierrin ([44],
p. 178), sous le nom d’anti-semigroupe.

THEOREME 26.2. (i) L’ensemble de groupoides, S, engendré par
un systeme (E, @) au moyen du produit a4 droite, est un semigroupe
par rapport a ce produit. Le semigroupe xy = x est unité, le semi-
groupe de Thierrin est idéal nul d droite dans tous les cas et zéro d
gauche st tous les @, € @ sont tdempotents.

(ii) Pour que S soit un groupe il faut et il sufit,

(a) qu’tl contienne le semigroupe xy = x,

(b) que ses générateurs soient des quasigroupes a gauche,

(¢) que (E, @) satisfasse d la loi demosienne des keys (N°4). St
E est fini la condition (b) entraine les deux autres.

Preuve. (i) Par définition wvyx,y € E, (2py)P.y = CPY Z Ps =
PV Po (BPY)PY = XPY 2 Ps = (P17 PV Pay (CPYPY = TPY Z Py =
PoV Piy (UPYPY = UPY Z Pr = P F s = . 7 (P 7 9,). On tire de la
3™ équation, en mettant up,y a la place de x, [(up.y)pY]|PY = (WP Y)Y =
up:y; done (P, F @.) F @5 = Pr = @ 7 Py 7 P0)-

Le semigroupe de translation identique, xpy = x, est visiblement
unité de S car (xpy)py = vpy = (xpY)py, donc ¢, F @ =Py e, = @,.
Le semigroupe de Thierrin, apy =y, est idéal nul a droite car
(xpY)Py =y = xpy, done @, ¢, = ¢,. Si tous les ¢, € @ sont des
groupoides idempotents, xp,x = x, il en est de méme de tous les ¢, € {?}
et alors (ZpY)P:y = ¥y ZYPY = Y = TPY, oU P, F ¢; = P,.  Le zéro ¢,
et 'unité @ sont conjoints ([35], p. 1565, N°2, ii).

(ii) Pour que S soit un groupe il faut et il suffit qu’il contienne
I'unité, ¢, et, avec tout groupoide ¢,;, son inverse ¢;, (p;F ¢; = ¢). Si
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S est un groupe et ¢, la loi de composition d’un de ses groupoides,
I'inverse de ¢, sera ¢,, défini par

(26.1) PV Py =@, ou (XPY)PY = xPY =X .

Si xp,a = b, on aura donc bp,a = x; cela signifie que I’équation zp,a = b,
vo; € {@}, a une solution et une seule en xz, © = bp,a. Tous les ¢;, et
en particulier ¢, ¢ @, sont donc des lois de quasigroupes a gauche. En-
fin la relation (26.1) exprime que S satisfait a4 la loi demosienne des
keys a droite (déf. 4.1). Ainsi, les conditions (a), (b), et (¢) sont rem-
plies. Réciproquement, supposons (a), (b), (c) vérifies. Tous les géné-
rateurs, ¢, € @, de S sont des quasigroupes a gauche et il en sera
évidemment de méme de tous les @, engendrés par @ au moyen du
produit a droite; d’autre part @ contient, en méme temps que tout
groupoide, son inverse car, tout quasigroupe a gauche a un réciproque
([34], déf. 1.2), zpy =2 2 2p,y = x. Ensuite, en vertu de (c¢), on a
VP, € O, A9, € @, (xpy)py =x. Ainsi, @,, inverse de ¢,, est défini (b)
et appartient a @, (c). Dés lors, soient ¢; et ¢, deux groupoides de @,
@, et ¢, leurs inverses respectifs; alors,

(Pl P) P (Pl P3) =P V(P VPIV Py =P VPV Py =P Py =P .

Donc les produits @, 7 ¢, et ¢, 7 @, sont encore inverses. A toute étape
de la construction de {®}, la partie déja engendrée contiendra toujours,
avec tout groupoide, son inverse et, d’aprés la remarque précédente, il
sera possible de maintenir cette situation jusqu’ au bout en faisant, en
méme temps que le produit de deux groupoides de cette partie déja
construite, celui de leurs inverses. De sorte que S, contenant lui aussi,
avec tout groupoide, son inverse, est un groupe.

Si V'on postule seulement la condition (b), soit ¢; un élément quel-
conque de {@}. L’application 4, = (x — x9,a) est une permutation de
I’ensemble E sur lequel est construit chaque quasigroupe. Les trans-
lations 4, calculées pour les puissances successives de ¢, : @, P! = @, 7 ¢,
Pi = PiV Py, oo seront 4, = (x — wpa), [ — (pa)pal = (4,), v —
(xpia)pa) = (4,), --- Ce sont les puissances successives de la premiére.
Si E est fini, il existera un entier positif =, tel que (4,)" soit identique
quel que soit . Donc zpiy = x = xpy et {@} contiendra le semigroupe
unit2. Enfin I'égalité ¢ ' ¢, = ¢ montre que tout ¢, aura un inverse;
donc S sera un groupe. Le raisonnement n’est plus valable si £ n’est
pas fini. Alors S peut ne pas contenir 'unité. Par exemple si S est
engendré par le groupe cyclique 29,y = « + y sur 'anneau Z des en-
tiers rationnels, x@,y = x + yi; il n'y a aucune valeur de 'entier positif
1 pour laquelle xp,y se réduise 4 x. Si 'on adjoint & 'ensemble @ le
semigroupe unité xpy = x, néanmoins, cet ensemble ne contiendra pas
les réciproques de @;, (@Y = © — y1).
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REMARQUE 26.3. Dans tout ce chapitre, certains vocables sont in-
séparables du contexte. Ainsi quand on dira qu’un groupoide ¢, est
idempotent, cela peut signifier que tous ses éléments sont idempotents
(xpx = x), ou que 1’élément @, du semigroupe @ est idempotent par
rapport au produit a4 droite (p), c’est-d-dire @,y @, = ¢;, ou (XPY)P:Y =
2p;y. De méme il est trés différent de dire que le groupoide KE(p;)
satisfait a la loi des keys, (xp4)®;y = x, ou que le systéme (E, @) pos-
séde la loi des keys demosienne, (x¢,y)p,y = x. Dans le premier cas on

pourrait parler de la loi des keys en soi, dans le second de la loi demo-
sienne.

27. Systeme associatif. THEOREME 27.1. St (E, @) est un systéme
associatif demosien, dont chaque élément est un groupoide idempotent
en sot, alors (E,®) est fermé par rapport au produit d droite (p).
Conclusion analogue si le systéme a Dinversibilité demosienne.

Preuve. Par définition du produit () de deux groupoides, (x@.y)py =
LPY PP Py = @,. Comme (E, @) a I’associativité demosienne, yo,, ¢, €
0, 39, ¢, € O, (xP Y)Yy = 2P (ypy). Mais puisque tous les groupoides
de (E, @) sont idempotents, vyo;, ypy =y, dou (9. Y)Py = xPy, et
@, = @,. Donc ¢, ¢, € @. De plus ¢, ¢, est évidlemment idempotent
en soi. Ainsi @ est fermé par rapport au produit ().

L’exemple suivant est susceptible d’applications pratiques.

EXEMPLE 27.2. Sur un corps quelconque, K, le systéme des quasi-
groupes x@.y = ax + (1 — a)y, (a, %,y € K), ([8], p. 112) possede I’as-
sociativité demosienne et il est fermé par rapport a (7). Il est isomorphe
au groupe multiplicatif du corps.

28. Systémes unipotents, idempotent, nilpotents. THEOREME 28.1.
Etant donnée un systéme (E, @) engendré par le produit d& droite (),
(i) pourqu’un groupoide ¢, € @ soit unipotent par rapport d ce produit
(PeV s = @, xpy = x), il faut et il suffit qu’il satisfasse a la lot des
keys d droite (en soi). Toutes les tramslations a droite 4, sont alors,
dans ¢;, des involutions. (ii) Pour que @; soit idempotent par rapport
a (P), (P 7 pi=p,), il faut et il suffit que les éléments de E qui ont une
unité a gauche dans E(p;), (up;x = x, yx) soient tdempotents et que,
dans chaque translation 4, = (x — xp.y), tout élément x soit sa propre
projection, ou ait comme image un élément se projetant sur lui-méme.
(ili) Pour que @, soit wmilpotent d’index m, il faut et il suffit qu’il
soit tdempotent en soi (xpx = x) et que chaque translation 4, définisse
sur E une relation d’ordre partiel (a > b = apb = b) ayant pour dia-
gramme de Hasse ([21], II, N°17, p. 102, [7], p. 6) un arbre issu de b
y et dont les chaines maximales atent pour longueur n.
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Preuve. (i) Soit 29,y = a et apy = b, donc (@), y = b. L’unite,
xpy = x est le semigroupe conjoint de celui de Thierrin (N°26.1). Pour
que @, F ¢, = @ il faut et il suffit que b =z, ou (zpY)p,y = 2. C’est
la loi des keys a4 droite (en soi). La translation 4, est alors 4, = (x — a)
et comme a@;y = x, on a aussi 4, = (@ — x); donc 4 est du second ordre.

(ii) Pour que ¢, soit idempotent il faut et il suffit que ¢,y ¢, = 9,
ou (x@y)py = xp;y. Si I’élément a posséde une unité gauche z, dans
@, ©P,06 = a, la condition ci-dessus devient, en faisant ¥y = a, ap,a = a.
L’élément a est donc idempotent dans E(@,). En particulier, les zéroides
([10], p. 118, [45], p. 87) a gauche de E(,) seront idempotents. D’autre
part o,y = a = ap;y = a; donc la translation 4, = (r — x@,;y) projette
chaque élément, soit sur lui-méme, soit sur un élément qui est sa pro-
pre image par 4. La condition est visiblement suffisante.

(iii) Supposons ¢, nilpotent d’index = # 1; soit @,y =a. Il y a
au moins un « € E pour lequel @ # y, sans quoi on aurait xpy =y,
Ve, @; =9, et @, serait nul. Il ¥y a de méme au moins un b tel que
apy =b+y, bpy=c+vy, -+, ete. enfin kp,y =y. Il y a donc une
chaine unique z,a, b, ---, y, définie par les puissances successives de la
translation 4,, reliant un élément arbitraire de E a y, et dont la long-
ueur est inférieure ou égale a n, le maximum étant atteint au moins
une fois. Partant de 1’élément a défini ci-dessus, et puisque @, est
nilpotent d’index n, on devra avoir [(ap¥)®P:y -+ ]lP:y = y. Mais, d’aprés
le choix de a, I'expression entre crochets est égale a kp,y, ou y, d’ou
YPY =Y, VY. Ainsi o, est idempotent en soi. La réciproque est évi-
dente.

29. Systéme associatif fermé. THEOREME 29.1. Si S = (E, ?) est
un systeme de groupoides idempotents (xp,x = x), avec élément meutre
a gauche commumn, u, et satisfaisant a l’associativité demosienne, alors,
tout sous-systeme S' = (K, @"), &' € @, fermé par rapport au produit @
droite (1), posséde ausst 1’associativité demosienne.

Prewve. Par hypothése yo,, p,€ @', 39, ¢, € @, (xPY)PR = TP(YP.2).
Siz=y, on a (xpy)py = 2P,(ypy). Le premier membre est le produit
a droite @, p @, et, dans le second, yp,y = y en vertu de 'idempotence,
done v,y € E, o(p, ) @)y = Py, 0u @, =@, ¢, et puisque @' est
fermé par rapport a (p), @, € @. Si x =wu, hypothése devient
(upy)pz = ypz = up(ypz) = ypz, donc @, = p, € @'. Puisque @, et
¢, sont dans @', le systéme (E, @') est associatif demosien. On aurait
un théoréme analogue avec la transitivité.

REMARQUE 29.2. La réciproque n’est pas vraie. Ainsi, le systéme
proposé en exemple au N° 27.2 admet le sous-systéme engendré par les
puissances de ¢,, x@ly = a™r + (1 — a”)y. Ce soussystéme est associatif
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demosien; ¢" est idempotent, mais n’a pas d’unité 4 gauche.

QUESTION 29.3. On munit un systeme (E, ®), satisfaisant a as-
soctativité demosienne, d’une loi de composition (L) entre les groupoides
de ce systéme. Le systeme (E, @) engendre, au moyen de cette lot, un
systeme plus large (E, ?'), @' 2 @. Quelles sont les lois (L) pour les-
quelles (E, @') possede encore l’associativité demosienne?

30. Produit suivant un groupoide (x). DEFINITION 30.1. Si E(9,)
et E(p,) sont deux groupoides quelconques sur un ensemble commun E,
et E(x) un groupoide fixe (fondamental) donné sur E, on appelle pro-
duit des groupoides E(p,) par E(p,), selon le groupoide de base E(x),
le groupoide E(p,) défini par la relation zp.y = (xp,y) x (x@.y), symboli-
quement @; = @, o @,.

Cette définition a été donnée a ’occasion des groupoides orthogonaux
([31], N°4, p. 230), mais elle est générale quels que soient les compo-
sants ¢, »,. Un ensemble demosien est fermé par rapport au produit
(o) selon un groupoide fondamental E(x)—appartenant ou non a @—
si vp, 0, € @, @, 09, € @. L’ensemble (E, {#}) engendré par un sys-
téme demosien (E, @) au moyen du produit (o) est évidemment fermé
par rapport 4 ce produit.

EXEMPLE 30.2. Sur l'anneau Z des entiers rationnels le systéme
demosien dont les éléments sont les groupoides xpy = ax + by +¢, Z >
2, b, ¢ = Constantes, est fermé par rapport a chacun de ces groupoides.

THEOREME 30.3. Tout Asyste\me (E, @) dont chaque groupoide est
idempotent en soi (xpx = x), et qui posseéde l’associativité et la com-
mutativité demosiennes, est fermé par rapport a chacun de ses grou-
poides.

Preuve. Par hypothése, le groupoide fondamental, ¢,, appartient
au systéme et si @ = @, o @, on aura

VP Po @i =@, APy, Py, o+, P € 0 .
epx = (EPY)P(TPY) = TP [YP(2PY)] = 2Ps[YP(YPs¥)]
= 2P:[(YPY)P:%] = TP(YP:%) = TP(LPsY)
= (XPRX)PrlY = TP1Y -

Donc P =@, € 0.

La réciproque n’est pas vraie, comme le montre I’exemple ci dessus,
qui est fermé sans que ses groupoides soient idempotents en eux-mémes.

THEOREME 30.4. Si G(x) est un groupoide quelconque, appartenant
ou non @ (E, @), et fixé sur Uensemble E, le systeme (E, {D}), engendré
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par le systeme (E, @) sous la loi de composition ¢, o ¢, = ¢, 2 Y&, Y, 2€ K,
(xpy) x (xpy) = 2Py, est un groupoide 3(c) par rapport a l’opération
(o), ayant pour éléments les @,;, et 3 est (i) un quasigroupe, (i) un se-
magroupe, (iii) un groupoide abélien, en méme temps que G(x).

Preuve. (i) Si G(x) est un quasigroupe, a4 tous z@y et xpy
donnés correspond un z € E, et un seul, tel que z X (x@y) = 2P:y.
Maintenant, z étant défini univoque, yz,y € E, la fonction z = zpy
est déterminée. Ainsi, ’équation o ¢, = ¢, a une solution unique ¢,
en @, yo,, ¢, et la loi de composition (o) satisfait a 'axiome du quotient
a gauche. Le méme argument est valable a droite et X(o) est un
quasigroupe.

(ii) Si G(x) est associatif, wvz,y,2z¢ E, v, P, P € {0},
[(@py) X (@y)] X (@psy) = (xpy) X [(BPy) X (@Py)], ou (P10 @,) o Py =
@, 0 (@, 0 ;). Donc (o) est un semigroupe.

(i) Si G(x) est commutatif, yx,y € E, yvo, ¢, € {0}, (xpy) x
() = (xPy) X (xPy), ou @, 0@, = @,0p, et (o) est abélien. Les
réciproques sont évidentes (Cf [31], p. 233, N°8).

THEOREME 30.4.1. Si chaque groupoide d’un systéme associatif et
inversible demosien (E, @) est idempotent en soi, (xpx = x), alors le
systeme (K, {@}), engendré par (E, @) sous la loi de composition ¢, o @, =
P, 2 (2py) X (xpy) = 2@y, @ > X, fixé, possede encore lassocialivité
Uinversibilité demosiennes, ’idempotence en soi.

Preuve. (i) Démontrons I'idempotence par induction. Supposons
qu’a une étape donnée de la construction de (E, {@}) tous les groupoides
déja engendrés soient idempotents; alors, yx € E, zpx = &, 2p,0 = x,
ou E(p;) et E(p,) sont des.groupoides déja construits. Le produit
@0 P, = @, est défini par zpy = (xPy) X (xp,y). Si =y, TPx =
(vpx) X (xp,x) = & X & = x; donc ¢, est idempotent.

(ii) 11 résulte du N°14.3, iv que (&, @) a la commutativité demo-
sienne. Le méme argument que ci-dessus montre que cette commuta-
tivité se transfére a (E, {@}). En effet, avec les mémes notations que
plus haut, soit wpy = ypx, Py =yPw, TeY = (XPY) X (TPY) =
(ypx) X (YP2) = ypyx, avec Py = P, 0 Py

(ili) La méme induction s’applique a l'inversibilité demosienne. On
a successivement

2@y = (XPY) X (@P,y) = (YPsx) X (xP,y) = YP[2P(2P,Y)]
= YP[(xPx)PY] = YP2PY) = YPYPsE)
= (YPY)P1x = YP1o .

Done (29:y)Puz = (YPu2)Puz = (2P1Y)Pue = 1Pu(YPur). La démonstration
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serait analogue a partir de (x9,¥)®.z; par suite, ¢, satisfait a I’associa-
tivité demosienne et, en vertu du N° 14.1, le systéme est aussi inver-
sible demosien.

THEOREME 30.5. Sur un systéme (E, @) associatif imversible demo-
sien, fermé par rapport au semigroupe (avec unité) x e @, l’application
(Pi = @ao Piop) 2 [2py — (B9y) X (2Py) X @PY), Py, Py fiwds, o
(xP.y) x (wpy)=u, unité de E(x), yz,y € E, est un endomorphisme.

Preuve. Soit ¢, 09, = ¢,, ou (¥py) X (Py) = TP,Y.

(@Py) X (xpy) X (xPy) X (Py) X (XPy) X (XP.y)
= (xpy) X (Py) X u X (XPY) X (¥PY)
= (@) X (XPy) X (xPy) X (xPY)
= (xpy) X (@Pey) X (2PY) .

Donc (py0 @0 @) o (p,0@,09)=@,0p,0p,. On peut aussi concevoir
des endomorphismes s’exercant par application de E dans lui-méme
(x — 2’), dans chaque groupoide. Alors, si I, est le semigroupe d’endo-
morphisme de E(p,), celui du systéme sera évidemment N I,.

REMARQUES 30.6. Soient a, B, m, p des constantes quelconques choi-
sies parmi les éléments du E. On peut définir des classes—analogues
aux classes d’isonomie ([31], p. 236, N°16)—par la condition que deux
groupoides E(¢;) et E(p;) du systéme (E, @) soient dans la méme classe
K, si ap,8 = ap,8 = m. Ici ces classes sont nécessairement disjointes
et, a chaque classe, correspond univoquement un élément m € E. Une
telle partition de (X, @) est réguliére par rapport au produit selon un
groupoide G(x), car soit @, =@, op, 2y, y € E, (xpy) X (2py) =
zpy. Sip, e K, et ¢, € K,, on aura ap,S =m, ap,8 = p, et ap,S =
(ap,B) x (a@,B) =m x p=r. L’élément » ne dépend que de m et de
p, done K,, o K, = K,,+,. L’application (p; —» m) = ¢, € K,, est un homo-
morphisme de (E, @) sur G(x). A chaque choix de («a, 3), c’est-a-dire
4 chaque élément de EFE correspond un tel homomorphisme. L’ensemble
de tous ces homomorphismes, quand («, B) décrit EE, muni de la loi de
composition (a, B)o (/,8) = (a x o, B x B'), est isomorphe au carré
direct de G(x).

On peut imaginer d’autres moyens d’organiser un systéme demosien
en groupoide. Bornons-nous, pour terminer, 4 indiquer la construction
du produit de deux systémes demosiens.

31. Produit direct. DEFINITION 31.1. Soient (E, @) et (E’, @) deux
systémes demosiens, EE' et @0’ les ensembles produits. Le produit
direct de ces deux systémes est le systéme (EE’, ¢9') défini yx,y € E,
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,y e B, 9,9, @, 9,9, e ¢, et dont les groupoides ont pour loi
de composition, sur I'ensemble EE’, les [p,, @] € @9', tels que
(x, 2N[P;, P, ¥') = (29, 2'¢'y’). Comme cas particulier, les ensem-
bles peuvent coincider: E = E’, ou @ = @'. Dans le premier cas
(@, WP, i1z, t) = (xp,z, yp'it). Dans le second cas, on peut prendre
(z, Yoy, ¥)=[(z9y), (x'¢y’)], sans modifier ¢, ou bien (x, z)[P;, P;1(¥, ¥')=
(xpy, ¥'9;y') en passant de @ a @Q.

THEOREME 31.2. Si deux systémes satisfont d une méme loi demo-
stenne, leur produit direct satisfait ausst a cette loi.
Bornons nous a exposer les calculs dans le cas de l’associativite

demosienne.

{(=, 2)Ps, P, Y)}Ps Pz, 2') = @y, ©'PWY)P;, Pilz, 2')
= [(@p)P 2, (@'Y PR = [2P(YPm2), Py PHZ)]
= (@, )Pk, PLI(YPm?), (Y PLZ))
= (, ) Pe, Pil{¥s Y Py Pl (2, 2)} .

EXEMPLE 31.3. Lesystéeme E = (0, 1), ® = (x, x), défini par 0 x 0 =
1x1=0, 0x1=1%x0=1, 0x0=1x1=1, 0x1=1x0=0,
est associatif demosien. Si l'on fait son carré direct, on obtient un
systéme associatif demosien de quatre groupes isomorphes au groupe
carré de Klein.

Terminologie
Anticentre 22.1
Associateur d’un systéme (F, @) 11
Associativité demosienne 7
Complexe relatif aux translations a droite 3.6
Conjoint 3
Demi-symétrie 5
Demosien 2
Distributivité demosienne 8
Egales (Expressions) 2
Ensemble demosien fermé 30
Equation 2
Expression sur (E, @) 2
Identité 2
Inversibilité demosienne 6
Keys 4
Multigroupoide 12
Multistructuré 2

Parastrophie 9
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Produit 4 droite de deux groupoides 26.1
Produit direct de deux (E, @) 31
Produit suivant un groupoide fondamental 25; 30.1
Semigroupe a translation identique 26
Semigroupe de Thierrin 26.1
Sous-systéme demosien 3.3
Systéme (G, K, T) 19.2
Transitivité 9.3
Zéroide 28
NoTES

1. Cf. Un theorém plus général—Entropie demosienne de multigroupoides et de quasi-
groupes—Ann. Soc. Sci. Bruxelles. 73 (1959), 302-309.

2. Il faut entendre 1ici l'isomorphisme de deux complexes comme appliquant les sous-
ensembles 2;4;7'4; (i=constante) les uns sur les autres.

8. Ne pas confondre cette notion, due & Schanffler, avec le comcept usuel d’imnverse.
4. Au sens de Schauffler.
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