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UN THEOREME DU GENRE “ANPO-EDWARDS”
POUR LES FRECHET ORDONNES NORMAUX

ALAIN GOULLET DE RuUGY

Let E be an ordered locally convex topological vector
space whose positive cone is normal, closed and generating.
It is an important problem to characterize those spaces F,
whose topological dual E’ is a lattice for the dual ordering.
It is proved here, with the use of Choquet’s theory of
weakly complete cones, that if F is a Fréchet space, E’ is
lattice if and only if £ has the Riesz decomposition property.
In fact, a stronger result is proved which is, even in the
Banach case, an improvement of the classical And%’s theorem.
An application to the duality of order ideals is given.

Il est bien connu que si E vérifie la propriété d’interpolation de

Riesz:
Si u,v,u,veFE sont tels que: u, v < ', v, il existe we E tel
que:

u, v w=u,v

qui est équivalente au “lemme de décomposition de Riesz”’, E’ est
réticulé. On se propose d’examiner la réciproque lorsque E est un
Fréchet. Plus précisement, considérons 1’énoncé suivant (“théoréme
d’extension avec contraintes”):

Enoncé. On suppose que E’ est réticulé. Soient F une face
faiblement fermée de E’, 1 une fonction numérique additive, posi-
tivement homogéne et continue sur F, et u, v, v/, v' quatre éléments
de E tels que:

et
u(@), v(®) = o) = u'(%), v'(2) (Vae F) .
Alors, il existe un élément w de E tel que:
wv=w=u,v
et
w(w) = ) (VzeF).

(Dans cet énoncé, comme dans tout ce travail, on identifie un
élément de E et la forme linéaire faiblement continue sur E’ corre-
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spondante). Lorsque & est un Banach et F' = {0}, cet énoncé est le
théoréme d’Andé ([1], Theorem 2). Lorsque E est un Banach dont
la norme est définie 4 partir d’une unité d’ordre et F quelconque,
cet énoncé est le corollaire le plus important du théoréme d’Edwards
de séparation de fonctions convexes sur un simplexe ([4]). Le but
du présent travail est de montrer (Th. 3.7 et corollaires) que cet
énoncé est vrai lorsque E un Fréchet. Pour F = {0}, il donne la
réciproque annoncée.

La notion de cone faiblement complet joue un role essentiel dans
ce travail. C’est elle qui permet d’obtenir le résultat annoncé tout
en conservant, dans la démonstration, les technique utilisées par
Asimow et Ellis pour le montrer lorsque E est un Banach et F = {0}.

1. Preliminaires. Les cones faiblement complets.

NOTATIONS 1.1. Soient E un e.l.c. faible (c’est-d-dire un espace
dont la topologie n’est autre que o(F, E’)) et X un cone convexe
saillant complet de E. Par abus de langage, on dira qu’une fonction
positivement homogéne et additive sur X et a valeurs dans un espace
vectoriel quelconque est une fonction linéaire sur X. On note L (X)
(resp. L.(X)) ’espace des formes linéaires et s.c.s. (resp. continues)
sur X. Si f est une fonction numérique sur X, majorée (resp.
minorée) par un le LX), on pose:

~

(1.1.1.) F=inf{leL)X):1l=7},
(resp.:
(1.1.2.) F=sup{le L(X):l < f}.)

L’opération “"” tire son principal intérét des résultats suivants
(pour les démonstrations, voir [5], 4.10, 4.12 et 4.13):

ProposiTION 1.2. Sotent I, +-+,l, e L(X) et f=sup(, +--, l.).
Alors, (a) Pour tout xe X, il ewiste x,, «-+, x,€ X tels que:

x = 2 vt flo) = Sf) .
(b) Si X est réticulé, fe L (X).
COROLLAIRE 1.3. On suppose que X est réticulé. Soient f =
sup (1,, +-+,1,) avec 1, .--,1,eL(X) et g= inf@}, ---,1,) avec

1, .-, 1, e —L(X). Alors, st f<g, on a f=4g.

Démonstration. Soit x€ X. D’aprés 1.2 (a), il existe z,, +--, 2,
Y+ ++, ¥ dans X tels que:
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T = ZT‘. r; = ETa Y;
et:
f@) = 3@ 4@ = S ow) -

On a: f(z) = X f(w) < S 1j(w) = 1j(x), pour 1<j<m, de sorte
que f < g et done, d’aprés 1.2 (b),

f@) = S fw) = 3 o) = §@) -

DEFINITION 1.4. On dit qu’un sous-cone convexe F' de X est
une face de X s’il est héréditaire, en ce sens que:

Si x, ye X sont tels que * < y et si ye F, alors, x€ F.

L’énoncé suivant rappelle les principales proprétés des faces
fermées d’un cone réticulé. On trouvera les démonstrations dans
[5], 4.17 & 4.20.

THEOREME 1.5. Soit F une face fermée de X, supposé réticulé.
Alors, (a) Pour tout xe X, U'ensemble F'N (x — X) posséde un unique
élément maximal, noté w (x) et Vapplication m, ainst définie est une
application linéaire idempotente de X sur F. En particulier, wp
coincide avec Uidentité sur F et: X = F + 73(0).

(b) Pour tout fe L(F), f =0, Papplication form,c LS(X).

COROLLAIRE 1.6. Sous les hypotheses du théoreme précédent, si
feL,F) et g€ — LX) et si g(x) = f(x) pour tout x€ F, Uapplication
@ définie par la formule:

Px) = f(mr(x) + g(@ — 7p(x)) , (Vo e X)
est dans — LX), et elle coincide avec f sur F et avec g sur w7'(0).
Démonstration. Si on note ¢’ la restriction de g & F, on a:
P=—(¢ —flrr+g.

Ainsi, les propriétés de @ résultent immédiatement du théoréme
précédent.

2. Preliminaires. Les Fréchet ordonnés normaux.

Commencons par rappeler le lemme suivant dont NG, KUNG FU
a donné une démonstration élémentaire dans [9].
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LEMME 2.1. Soient E un e.l.c., X un cine convexe de E, p une
semi-norme continue sur E et E, = {p =< 1}. Alors, on a:

(B, + X)N(E, — X)Crk,
81 et seulement si:
EXcr.conv (E)N X)) U —(E) N XY)

ou r est un réel fixé.

NOTATIONS 2.2. Soit E un e.l.c. séparé ordonné. On note E.
le céne des éléments positifs de E. et H. le polaire de F. autre-
ment dit le cone des formes linéaires continues et positives sur
E.. Si A est une partie de E, on pose A. =ANEK, et [A]l =
(A+ E)N(A-— E).

DEFINITION 2.3. Soit E un e.l.c. ordonné. On dit qu’une partie
A de E est saturée si [A] = A. On dit que FE est normal s’il existe
un sytéme fondamental de voisinages de l'origine formé d’ensembles
convexes équilibrés saturés.

La notion d’espace normal a été particuliérement étudiée par
Schaefer et on trouvera dans [10] (V, 3.1) cette caractérisation fort
commode:

PRrROPOSITION 2.4. Un e.d.c. ordonné E est normal si et seulement
st 1l ewiste un systéme fondamental de semi-normes sur E, croissantes
sur HE..

Exemples de Fréchet normaux 2.5.

(a) Soient T un espace complétement régulier et V une famille
dénombrable de fonction s.c.i. sur T & valeurs dans [0, + ). On
considére l’espace E, des fonctions numériques continues f sur T
telles que: ve > 0, Vve V, 1K compact C T tel que: |f| < ev hors de
K. Muni de la topologie définie & partir des semi-normes:

WAl = inf{ri | f] = ro},

E, est un e.l.c. métrisable et normal. Moyennant certaines condi-
tions sur V, étudiées en détail dans [6], E, est un Fréchet.

(b) Soient T un espace localement compact localement compact
dénombrable a linfini et H = (H,) une suite de parties convexes
compactes du cone M, des mesures de Radon positives sur 7. On
congidére l’espace E, des fonctions numériques continues f sur T
telles que D’application: 6 @(|f|) soit continue sur H, pour tout n.
Mokobodzki et Sibony ont montré que E, est un Fréchet pour la
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topologie de l'ordre et que, pour cette topologie, il existe un systéme
fondamental de semi-normes, croissantes sur (E)., (voir [7],
Corollaire 22). Ainsi, E, est un Fréchet normal.

(¢) Tout sous-espace fermé des espaces E, ou E,. Notons que,
dans les exemple (a) et (b) toute forme linéaire continue sur E, ou
E,; se représente au moyen d’une mesure sur l’espace de définition 7.

PROPOSITION 2.6. Si E est un Fréchet normal a cone positif E.
fermé et emgendrant, il existe um systéme fondamental (U,) de
voisinages de 'origine tel que:

@ U, +U,cU,._, (Vn=1).

(b) U, = U’n+ - U'n+’

(¢) U,. est héréditaire,

@ [U.]c3U,,

(e) U,c3conv ((U): — (U,
pour tout entier n = 0.

Démonstration. Choisissons un systéme fondamental (V,) de
voisinages de l’origine formé d’ensembles convexes équilibrés saturés
tels que: V, + V,C V,_,, (V, = 1) et posons:

Un = Vn+ - V’rHr (V'Ib g 0)'

Comme E est un Fréchet et comme E. est fermé et engendrant, il
résulte d’un théoréeme de Klee (voir [8], th. 5.8) que la suite (U,)
est un systéme fondamental de voisinages de l'origine. Cela étant
(a) est évident, (b) résulte de ce que U,. = V,,, (¢) résulte de ce
que V, est saturé et (e) se déduit de (d) par le Lemme 2.1. Reste
(d). Soit x€[U,]. Par construction on peut écrire:

r=u—u t+e=v—v —¢, avec u,v,u’,v'e U,, et ¢,e’c E,.
Il en résulte que:
0Zezsv+u.

De (c), on déduit que ec2U,., d'ou = (u — ') + ec 38U,
3. LES THEOREMES

NotaTioNs 3.1. Dans la suite de ce travail, E désignera un
Fréchet ordonné normal dont le cone positif est fermé' et engendrant
et (U,) un systéme fondamental de voisinages de l’origine vérifiant
les conditions de I’énoncé 2.6. Pour simplifier, on pose:

1 On notera que cette hypothése permet de dire qu un élément x de E est positif
si et seulement si L(x) Z 0, pour tout L dans E’..
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C.=UNE,, (¥n=0),

et, si f est une fonction numérique définie sur E’. (resp. sur E’) on
note:

D.(f) = sup [ f@)],
(resp.

9.(f) = sup | F(@)]) .

0
zel,

LEMME 3.2. Si f est une forme linéaire sur E’, on a:
2.(f) = 3p.(f), (Yn=0).

Démonstration. C’est une conséquence directe de la Propriété
2.6 (e).

LEMME 3.8. Pour tout entier n =0, C, est héréditaire dans E"..

Démonstration. Solent te E'., x€ C, tels que 0 <¢<x. Pour tout
veU,, on at 0 Zt(v) £2v)=1l. Pour velU,=U,.— U,., on a
done |t(v) | <1, soit te C,.

Le lien avec les cones faiblement complets est fourni par le
théoréme de Klee (voir [8], 5.5) que nous rappelons :

THEOREME 3.4. Si K est un Fréchet ordonné dont le cone positif
est fermé et engendrant, toute forme linéaire positive sur E est con-
tinue. Par suite, le cone E', est faiblement complet

LEMME 3.5. Soient f,, f.€ L(E") et f = sup (f,, f.). Alors,

(3.5.1) p.(f) = 20.(f), (Yn=0).

Démonstration. Soit z¢€ C,. ComrAne E’. est complet, il existe
y,2€ E. tels que 2 =y +2 et que f(¥) =f(y) +f(z). Daprés le
Lemme 3.3, y,z¢ C,. Ainsi, f(z) < 2p.(f), d’ou ’assertion.

LEMME 3.6. On suppose que E' est réticulé et soient f et
—ge L(E,) avec f < g. Pour tout entier n =0, il existe h, h,e E
tels que:

(i) =0,

(ii) ¢u(h) =1,

i) m=y,

(iv) M+ hz=f.
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Démonstration. Rappelons d’abord qu’une fonction affine s.c.s.
ou s.c.i. sur un convexe compact est bornée (voir [5], 7.3). En
particulier, la fonction f — 1/6 est minorée par une constante ¢ sur
C.:. Cela étant, considérons les ensembles:

A={(x,r e B'xR: xc E. et r = g(x)}

Bz{(x,r)eE’xE: xeC, et ¢ < r = f(z) —%-} .

Le premier est un cone convexe fermé, le second un convexe com-
pact. Comme ils sont disjoints, il résulte du théoréme de Hahn-
Banach qu’il existe une fonction %, € E telle que:

h(x) < g@@)  (Vwe E.)
F@) — % <h@ (YzeC,).

Posons f" = sup (f — huE;}_, 0). On a:
0=,y < % (vyeC,) .
Ainsi, compte tenu du Lemme 3.3 et de la Proposition 1.2 (a), on a:

0

IIA

Fly) <=, (vyeC).

o

Cela étant, considérons les ensembles:

C={xrecExR axcE, et r=<f(x)
B 1
D = C,mc{—g—} .

L’ensemble C est un cone convexe fermé disjoint du convexe compact
D. D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, il existe h,c E tel que:

h(x) = f'@) =0, (YzeE,),

0< h(y) =+

, C, .
3 (AyeC,)

On a done p,(k) < 1/3, d’ou, d’aprés le Lemme 3.2, q,(h,) < 1. Enfin,
on a:

h(x) + ho(x) = (@) + (@) = f(®) ,  (Vee EY),

2 La seule topologie que nous considérons sur E’ est la topologie faible ¢ (E’. E).
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ce qui achéve la démonstration.

THEOREME 3.7. Soit E un Fréchet ordonné normal d cone positif
fermé et engendrant, tel que E’ soit réticulé et soient f et —ge L,(E")
avec f < g. Alors, il existe he E tel que:

f@ = h@) <g®, (YaeckE).

Démonstration. On conserve toujours les notations de 3.1. Nous
allons montrer par récurrence qu’il existe deux suites (h*) et (hy)
dans E, telles que:

(@ hr=0,

(b) h;e U,

(¢) hi(x) + hi(z) = sup (f(x), hi7'(2)), (Vae E),

(d) Ai*(x) < inf (9(®), hi(x) + ki (®), (YmE EY).

L’existence de A} et de k) découle du lemme précédent appliqué a
n = 0. Supposons trouvé h? et h? pour p < n. Posons:

S" = sup (f, kiz) et
¢’ = inf (g, (k! + B)w,) -

D’aprés (c) et (d), on a f' < ¢’. Par suite, comme E', est réticulé et
faiblement complet, on a, d’aprés le Corollaire 1.8, 7/ < &, et d’aprés
la Proposition 1.2, 7’ et —§’e L,(E,). Le lemme précédent appliqué
a ces deux fonctions fournit les fonctions Ar*' et h7*', ce qui achéve
le récurrence. Cela étant, on déduit de (b) et de la Propriété 2.6
(a) que la suite (h}) est une suite de Cauchy convergeant vers O.
De (c) et (d), on déduit que:

-kt =ht—-hi=sh  (Yrnz0),
soit, compte tenu des Propriétés 2.6 (a) et (d),

et — mreslU,, (Vn=0),

Btr — hre6U,, (Yn,p=0).

Ainsi, la suite (k) est aussi une suite de Cauchy dans E. Soit % sa
limite. De (c) et (d), on déduit, en passant a la limite:

fl@) < h(x) =g®), (Yze k).
COROLLAIRE 3.8. Omn suppose toujours que E' est réticulé. Sotent

F une face fermée de E', le L(F) et fi, *++,fu, 01, "=+, gn € E tels
que:
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=9, @A=p=n),Ql=sqg=m),
HE) @) <9, (A=p=n),A=q=m),(VrecF).
Alors, il existe he E avec:
fr=sh=g,, (QA=p=n),l=q¢=m),
M) = l(=) , (Vxe F) .
Démonstration. Posons:

f = sup (foz)" et g = inf (g,z)" -
1=psn + 1=g<m +

Par des arguments déja vus, on a f et —ge L(E",) et f < g. De
plus, comme F est une face, il résulte de la Proposition 1.2 (a) que:

(3.8.1) fl@) = @) = 9(), (YeeF)

Par suite, d’aprés le Corollaire 1.6, il existe @ et —+rc L,(E") tels
que:

(3.8.2) Py) =vw) =Uy), (VyeF)
(3.8.3) P) =f(2) et v(2) = 9(2), (Vzenz'(0)).

Comme E'. = F + 7n7'(0), d’aprés le Théoréme 1.5 (a), on déduit de
(3.8.1), (3.8.2), et (3.8.3) que:

PE) < (), (Vvee E.) .
D’aprés le théoréme précédent il existe he E tel que:
(3.8.4) P@) < hiz) < (@), (Yeck).
De (3.8.2) résulte que:

My) = Uy, (VyeF),
et de (3.8.4) que:

COROLLAIRE 3.9. Soit E un Fréchet ordonné mnormal & cone
positif fermé et engendrant. Alors, E vérifie la propriété de dé-
composition de Riesz si, et seulement si, E' la vérifie. Et alors, E'
est, en fait, réticulé.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le corollaire précédent avec
F = {0} et de remarquer que E’, qui est positivement engendré
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puisque E est normal (voir 26 (e)), est réticulé dés qu’il vérifie la
propriété d’interpolation de Riesz (Prop. 4.15 de [5]).

REMARQUE 3.10. L’idée de considérer des suites doubles pour
montrer le Théoréme 3.7 est due & Ando. La démonstration que
nous proposons est trés voisine de celle de Asimow et Ellis ([2]).

Nous allons appliquer ces résultats 4 la dualité des idéaux.
Dans la suite E désignera un Fréchet normal 4 cone positif fermé
engendrant et qui vérifie la propriété d’interpolation de Riesz.

DEFINITION. 3.11, On dit qu’un sous-espace vectoriel F d’un
espace vectoriel ordonné est un <déal d’ordre, ou simplement un
idéal si F, est une face de E. et si F=F, — F,.

LEMME 3.12. Si¢ H est un idéal fermé de E’, som polaire H°
dans E est un idéal fermé de E.

Démonstration. D’abord, il est clair que (H°). est une face de
E,. Il reste a voir que (H°, engendre H°. Autrement dit, que
pour tout fe H® il existe he(H°, avec h=f. Fixons fe H'.
Comme FE est positivement engendré, il existe ge E, avec g = f.
On a donec:

g(x) = sup (f(»), 0) , (Vo e EY)
g(®) = 0 = sup (f(»), 0) , (Vwe H,) .

Comme, par hypothése H, est une face de E’, il résulte du Corollaire
3.8 qu’il existe he E, avec:

(i) Mw) =0, (YoeH,)
(ii) g(x) = h(x) = sup (f(x), 0) , (Voe E) .
Comme H = H, — H,, (i) montre que hec H° et (ii) montre que

he E.. Ainsi he (H",.

LEMME 3.13. Soitent F une face fermée de E'. et C une partie
convexe héréditaire de E'.. Alors,

(F—F)neconv(CU—C)=conv((CNF)U—-(CNF)).

Démonstration. On a une inclusion évidente. Inversement, con-
sidérons 1’application 7, associée a4 F dans le Théoréme 1.5. Comme
C est héréditaire, on a 7,(C) = CNF. Par ailleurs, comme E'
engendre E’, on peut prolonger 7, en une projection de E’ sur
(F — F), qu’on note encore w,, et on a:
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(F—F)neonv(CU —C)C 7y (conv (CU —C)
c conv (x(C) —7x(C))

d’ou: (F— F)Nnconv(CU—-C)ceonv((CNF)U—(CNF)).
On notera qu’avec une démonstration plus longue, ce résultat
est encore vrai si F' n’est pas fermée.

THEOREME 3.14. Soit E wun Fréchet ordonné mnormal & cone
positif fermé et engemdramt. Alors, Uapplication: F — (F — F') est
une bijection de lemsemble des faces fermées de E'. sur Uensemble
des idéaux fermés de E' et Dapplication H— H® est une bijection de
Vensemble des idéausx fermés de E' sur lemsemble des idéaux fermés
de E.

Démonstration. Compte tenu du Lemme 8.12, le seul point non
évident est de vérifier que (F — F) est fermé pour toute face fermée
F de E'.. Fixons F. Choisissons un systéme fondamental (U,) de
voisinage de l'origine de E comme indiqué en 3.1. Par le lemme
précédent,

(F—F)neonv(C,U —C,) =conv((FNC,)U—-FnNC) .

Ainsi, la trace de (F — F') sur conv (C, U —C,) est fermée. D’apres
la Propriété 2.6 (e) la trace de (F — F') sur le polaire de chaque
voisinage U, est fermée. Par le théoréme de Krein-Smulian (voir
[10], IV, 6.4), (F — F') est fermé dans E'.

REMARQUE 8.15. Dans [3], Boboc et Bucur avaient étudié des
problémes voisins de ceux que nous résolvons ici. Ainsi, ils avaient
montré les Théorémes 3.7 et 3.14 dans le cas trés particulier ou E’,
était la réunion d’une suite croissante de chapeaux.
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