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LES COGROUPES ET LA CONSTRUCTION DE UTUMI

LaBIB HADDAD AND YVES SUREAU

Among other results, a criterion is established, using multiplica-
tors, for a cogroup to be obtainable by Utumi’s partition method start-
ing from a D-hypergroup.

Several constructions are then given of families of cogroups, finite
or infinite, which are not obtainable by Utumi’s method. This answers
a question raised by Stephen D. Comer (J. Algebra, 89 (1984), n® 2,
397-405).

1. Introduction. Soient G un groupe, g un sous-groupe quelconque
de G et H = {xg: x € G} I'ensemble des classes (“a droite”) de
G modulo g. Dans le cas général, lorsque le sous-groupe g n’est
pas nécessairement invariant dans G, ’ensemble H est muni na-
turellement d’une opération multivalente (une hyperloi de compo-
sition) qui fait de H un hypergroupe. Cet hypergroupe quotient
coincide, évidemment, avec le groupe quotient G/g lorsque g est
invariant.

Tout hypergroupe isomorphe a un hypergroupe du type précédent
est appelé hypergroupe de classes a droite ou, plus simplement, D -
hypergroupe. Cette notion a été introduite par Krasner [4] en 1937.

En 1940, Eaton [2] distingue parmi tous les hypergroupes la classe
particuliere des cogroupes (a droite) qu’il congoit comme une générali-
sation de la notion de groupe aux structures multivalentes. Il montre
que tout D-hypergroupe est un cogroupe et demande si la réciproque
est vraie.

En 1941, puis 1944, Krasner publie deux notes [S et 6] ou, en-
tre autres résultats, il donne une caractérisation des D-hypergroupes
parmi les hypergroupes a ’aide de ce qu’il appelle les “permutations
droites”.

En 1949, Utumi [9] donne I’exemple d’un cogroupe fini ayant huit
éléments et qui n’est pas un D-hypergroupe. Il répond ainsi, par la
négative, a la question de Eaton. A cette occasion, il retrouve la no-
tion de “permutation droite” introduite par Krasner. Il lui donne
le nom de multiplicateur sous lequel on la désigne habituellement a
présent. Et il retrouve, sous une forme légerement différente, la car-
actérisation des D-hypergroupes établie par Krasner. Il fournit aussi
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un procédé général pour construire un cogroupe en partant d’'un D-
hypergroupe donné H et d’une partition convenable de H . C’est ainsi
qu’il construit son exemple a partir du groupe cyclique d’ordre huit
qu’il partage convenablement en trois classes.

En 1984, en conclusion de son étude sur les polygroupes constru-
its a I’aide de cogroupes, Comer [1] pose naturellement la question
suivante: tout cogroupe provient-il d’une construction “a la Utumi”?
autrement dit, tout cogroupe est-il “du type Utumi™?

Nous apportons une réponse négative a cette question.

Dans un article précédent [3], nous avions établi I'impossibilité de
caractériser la classe des D-hypergroupes par un systeme d’axiomes du
premier ordre, dans le langage des hypergroupes. Autrement dit, nous
avions montré que le critere de Krasner-Utumi ne peut pas s’exprimer
dans le langage du premier ordre.

Dans le présent travail, nous donnons un critére (nécessaire et suf-
fisant) pour reconnaitre les cogroupes “du type Utumi”. Puis nous
présentons deux méthodes nouvelles et générales pour construire des
cogroupes. A I’aide de ces constructions et de notre critére, nous four-
nissons alors de multiples exemples de cogroupes (finis et infinis) qui
ne sont pas “du type Utumi”. En dehors de leur valeur de contre-
exemples, ces cogroupes enrichissent considérablement les collections
connues de cogroupes et qui se limitaient a quelques rares exemplaires,
en dehors de la vaste classe des D-hypergroupes.

En fait, pour la clarté et la simplicité, nous avons commencé par
introduire et traiter des notions plus générales (hypermagmas et co-
magmas) ou disparait ’exigence d’associativité. Bien entendu, il suffit
ensuite de la réintroduire pour retrouver la situation habituelle.

Voici détaillé le contenu de I’article.

Le paragraphe 2 est destiné a rappeler ou fournir les principales
définitions et fixer quelques notations.

Dans le paragraphe 3, nous introduisons les notions d’hypermagma
de type C et de comagma (3.1). Un comagma est, en quelque sorte, un
“cogroupe non nécessairement associatif”. Nous donnons un procédé
général qui permet de construire tout comagma a partir d’un magma
muni d’une partition convenable (3.4). Ensuite, étant donné un hyper-
magma (H , ) quelconque et un classement (X)xcy de H, on définit
une nouvelle hyperloi sur H par la formule suivante

X -y=Xx).
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On obtient un nouvel hypermagma (H, ) construit a partir de
(H, *) ala maniére de Utumi. On passe ainsi d’un original (H, *)
a une réplique (H,-) “a la Utumi” (3.5). On examine alors deux
cas particuliers de la construction générale précédente. Le premier est
celui ot le classement donné est une partition de H (3.6). Le second
est celui ou I’original (H, *) est un D-hypergroupe (3.7).

Dans le premier cas, si I’original est un comagma, on donne une
condition nécessaire et suffisante pour que la réplique soit aussi un
comagma (3.6.4). De méme, lorsque I’original est un cogroupe, on
donne des conditions nécessaires et suffisantes pour que la réplique
soit également un cogroupe (3.6.5).

Dans le second cas, et lorsque le classement posséde en plus la pro-
priété suivante de saturation

e*xX =X pour tout x € H, ou e est le neutre du D-hypergroupe
original, on dit que I’hypermagma (H, -), la réplique, est du type
Utumi.

Dans le paragraphe 4, la notion de multiplicateur (4.1) nous sert
d’outil. Nous rappelons le critere de Krasner-Utumi qui, a l’aide
des multiplicateurs, caractérise les D-hypergroupes parmi les hyper-
groupoides (4.5). Et nous donnons nous-mémes une nouvelle car-
actérisation analogue a celle de Krasner-Utumi (4.8). Nous établissons
aussi un critére qui distingue parmi tous les cogroupes (ou comagmas)
ceux qui sont du type Utumi (4.7).

On trouvera également dans ce paragraphe 4 des notions que nous
avons jugé utile d’introduire et d’étudier: Celle de D-hypergroupe
sous-jacent a un hypermagma quelconque (4.3). Celle de G-transitivité
pour un hypermagma H ou G est un groupe quelconque de multi-
plicateurs de H (4.6). On notera, en particulier, les deux résultats
suivants:

D’une part, le lemme (4.6.2) qui caractérise les groupes de multi-
plicateurs parmi les groupes de permutations de H .

D’autre part, le théoréme (4.2.1.) qui donne une caractérisation
remarquable des multiplicateurs spéciaux des hypermagmas (H, x)
de type C: ce sont, précisément, les automorphismes qui préservent
la partition naturelle {e*x: x € H}.

Nous terminons le paragraphe en donnant un procédé général qui
permet d’obtenir les cogroupes de type Utumi a partir des groupes
munis d’une relation d’équivalence convenable (4.9 et 4.10).

Les deux derniers paragraphes sont essentiellement consacrés a la
construction de cogroupes, finis ou infinis, qui ne sont pas du type
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Utumi et cela répond, comme on I’a déja dit, a une question de Comer.

Au paragraphe 5, on commence par mettre au point une technique
générale de construction de comagmas a partir de groupes gironnés.
Un groupe gironné est un groupe G dans lequel on a distingué Auit
parties C,C', F,F', D, D', E, E', ou les paires {D, D'} et {E,
E'} sont deux partitions de G, et les paires {C, C'} et {F, F'} sont
deux partitions de G, (le groupe G privé de son élément neutre). On
prend alors une autre copic G de G, on choisit un élément e hors
de G et de G, on considére I'ensemble H = {¢} UGU G que I'on
munit d’une structure d’hypermagma donnée par la table (5.1). Nous
donnons les conditions pour que cet hypermagma soit un cogroupe,
(5.3) et (5.4). Le cas particulier des groupes taillés est d’'un maniement
plus simple (5.5). Nous donnons des conditions suffisantes pour que
le cogroupe associé a un groupe taillé donné ne soit pas du type Utumi
(5.9). Appliquée a des groupes cycliques, notre technique nous permet
de construire (explicitement) trois familles de cogroupes finis et nous
montrons a ’aide de notre critere qu’ils ne sont pas du type Utumi:
Une premiere famille H(n), n > 2, ou H(n) posséde 8n+1 éléments
(5.10.1). Une deuxiéme famille K(n), n > 1, ou K(n) posséde
16n+ 5 éléments (5.10.2). Une troisieme famille enfin L(n), n > 1,
ol L(n) possede 16n + 13 éléments (5.10.3).

Dans le paragraphe 6, le dernier, on associe a tout ensemble totale-
ment ordonné pointé (E, 0) une hyperloi comme suit:

a-b=S,={xe€E:x<a} sib<0,
={a} Sib=0,
=D,={x€E:x>a} sib>0.

Puis ’on donne des conditions pour que ’hypermagma H(E, 0)
ainsi défini soit un cogroupe (6.3): Lorsque E # {0}, ’hypermagma
H(E, 0) est un cogroupe si et seulement si les deux conditions sui-
vantes sont réunies

1. ’ensemble E est dense, sans premier ni dernier élément;

2. on a |Sx| =|So| et |Dx|=|Dg| pour tout x € E.

On montre ensuite (6.4) que les multiplicateurs de H(E, 0) sont
précisément les automorphismes de ’ensemble ordonné E. D’ou la
condition (6.5) pour que H(E, 0) soit un cogroupe du type Utumi.
Cette technique générale mise au point, nous I’appliquons a une famille
d’ensembles totalement ordonnés particuliers (6.6). Pour chaque
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ordinal A > 0, on considére la somme ordinale de A copies de R:

E(A) =) Ry,
i<A
pointée au point 0 = (0, o) origine de la premiére copie R, .

Nous désignons par C(4) ’hypermagma associé H(E(A), 0). Nous
montrons alors que, pour 2 < |4] < 2%, 'hypermagma C(A) est un
cogroupe (infini) qui n’est pas du type Utumi.

Et, pour finir, (6.7), en prenant 4 = 6 cardinal successeur immédiat
de 2%, nous montrons que C(6) est aussi un cogroupe qui n’est pas
du type Utumi et qui présente une particularité nouvelle!

2. Lexique. La notion de base utilisée dans ce texte est celle d hyper-
magma. 1l s’agit d’un ensemble H muni d’une Ayperloi de composi-
tion qui fait correspondre a chaque couple (x,y) d’éléments de H
une partie de H que I'on désigne alors généralement par x-y.

Avec cette notation, I’hyperloi se nomme encore Ayperproduit.

On étend, bien sir, a ’ensemble des parties de H cet hyperproduit:
pour toutes parties 4 et B de H, on pose

A-B={xe€H:(3ac A)(3beB)(x€a-b)}.

Parmi les hypermagmas on distingue plus particulierement:

Les hypergroupoides. Ce sont les hypermagmas pour lesquels on a
X-y#Q pourtous x et y.

Les hypergroupes. Ce sont les hypermagmas tels que, pour tous x,
y, z,on ait

x-(y-z)=(x-y) -z (associativité)
et
x-H=H=H-x (reproductibilité).

On peut noter que tout hypergroupe est un hypergroupoide et qu’un
groupe est un hypergroupe ou I’hyperproduit de deux éléments quel-
conques se réduit a un singleton.

Soient H un hypermagma et e un élément de H .

On dit que e est unité a gauche de H lorsque I’on a

X €e-x pourtoutx € H.
On dit que e est unité scalaire a droite de H lorsque I’on a
X =Xx-e pourtoutxe€ H.

On dira que e est neutre (a droite) dans H lorsqu’il est a la fois unité
a gauche et unité scalaire a droite.
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On remarquera que si e et f sont neutres (a droite) dans H, ils
sont égaux car f € e- f = e. Autrement dit, un hypermagma ne peut
posséder qu’un seul élément neutre (a droite) au plus.

Un type d’hypergoupes joue ici un role privilégié, il s’agit des Ay-
pergroupes de type C (a droite) introduits par Sureau [8]. Ce sont les
hypergroupes possédant un élément neutre (a droite) e et dans lesquels
on a

X-yNx-z#JIJ=e-y=e-z.

On se servira de la notation classique |E| pour désigner le cardinal
de ’ensemble E.

Parmi les hypergroupes de type C on distingue les cogroupes (au
sens de Eaton). Ce sont les hypergroupes de type C vérifiant la pro-
priété suivante:

|x-y|=|x-z| pourtousx,y, z.

Soient H et K des hypermagmas. On appelle morphisme de H
dans K toute application f: H — K telle que

f(x-y)cC f(x)- f(y) pour tous éléments x, y de H.
On dit que le morphisme f est bon lorsqu’on a I’égalité
f(x-y)=f(x)- f(¥) pour tous éléments x, y de H.

Un isomorphisme est un morphisme bon bijectif et la bijection in-
verse est alors, elle aussi, un isomorphisme.
Enfin, on utilisera I’abréviation ssi pour “si et seulement si”.

3. Les comagmas.

3.1. Quelques définitions. Soit H un hypermagma. Introduisons les
cinq conditions suivantes.

C1 Il existe un élément neutre (a droite) dans H .

C2 (“Regle de réduction a gauche”):
pour x, y, z, éléments de H, sil'ona xynNxz # & alors
ona sy =sz pour tout s€ H.

C3 Pour chaque élément x de H, la collection suivante H(x) =
{xy;y € H} est une partition de H .

C4 Le cardinal de ’ensemble xy ne dépend pas de x.

C5 (“Reproductibilité a droite™):
Pour tout élément y de H,ona Hy=H.
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On dira que H est un hypermagma de type C (a droite) lorsqu’il
vérifie les trois premiéres conditions C1, C2, C3.

On dira que H est un comagma (a droite) lorsqu’il vérifie les cinq
conditions a la fois.

3.2. REMARQUES.

3.2.1. On notera que les notions que I’on vient d’introduire sont
latéralisées “a droite”.

Définir les notions analogues “a gauche” revient a étudier I’hyper-
magma “corrélatif” (H, *) ol x*xy =yx.

Aussi nous en tiendrons-nous a l’étude de ces notions “a droite”. Et,
afin d’alléger, nous convenons, des a présent, de supprimer la mention
“a droite” dans toute la suite.

3.2.2. Un hypermagma de type C est nécessairement un hyper-
groupoide puisque xy n’est jamais vide (d’apres la condition C3).

3.2.3. Tout hypermagma de type C vérifie automatiquement la
condition de reproductibilité unilatérale suivante: xH = H pour tout
x , (d’aprés la méme condition C3).

3.2.4. La notion d’hypergroupe de type C a été introduite par
Sureau [8] comme une généralisation utile de la notion de cogroupe
(au sens de Eaton [2]).

Avec notre vocabulaire, un hypergroupe de type C est précisément
un hypergroupe qui est aussi un hypermagma de type C.

3.2.5. De méme, un cogroupe est trés exactement un comagma
associatif.

3.3. Exemples.

3.3.1. Tout D-hypergroupe est un cogroupe [2]. Et tout cogroupe
est, en particulier, un comagma.

3.3.2. Un comagma non associatif. Soit H={0,1,2,3,4,5,6,
7} . On définit sur H une hyperloi résumée dans la table suivante, ol
I’on a omis la premiére ligne et la premiére colonne en bordure.

Cela se lit comme suit: par exemple

4.2=4-6={2,6}et2-1=2-7={1,7}.

Et x-0=x pour tout x.

L’élément O est neutre.
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0 4 1,7 3,5 2,6
1 5 0,2 4,6 3,7
2 6 1,7 3,5 0,4
3 7 2,4 0,6 1,5
4 0 3,5 1,7 2,6
5 1 4,6 0,2 3,7
6 2 1,7 3,5 0,4
7 3 0,6 2,4 1,5

L’hyperloi n’est pas associative puisque
(4-2)-1={1,7} tandisque 4-(2-1)={3,5}.

3.4. Construction des comagmas.

3.4.1. Une construction générale. On se donne un ensemble quel-
conque H et une partition P de H. Pour chaque élément x de H,
on désigne par X sa classe dans la partition P. On se donne ensuite
une loi de composition * sur H, autrement dit, une application de
H x H dans H qui, a chaque couple (x, y) d’éléments de H, fait
correspondre un élément x xy de H.

Ainsi (H, ) est un magma (au sens de Bourbaki).

On dira que (H, %) est un P-magma lorsque les trois conditions
suivantes sont remplies.

Al. 1l existe un élément e tel que e = {e} et exx = x*xe = X pour
tout x € H.

A2. Pour chaque élément x de H, l’application o, définie par
y — X * ), est une permutation de H .

A3.Ona Hxy = H pourtout y € H.

On définit enfin une hyperloi sur H comme suit:

x-y=x*y=0x(y).
On obtient ainsi un hypermagma (H, -) dont on dira qu’il est con-
struit sur le P-magma (H , x) comme toile de fond.

3.4.2. THEOREME. Tout hypermagma construit sur un P-magma
comme toile de fond est un comagma.
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Démonstration. Avec les notations du 3.4.1. ci-dessus, on montre
que les cinq conditions du 3.1. sont satisfaites dans I’hypermagma
(H s ) .

Cl.Ona Xx-e=x*eé=Xx*e=2X

et e - XxX=exXDexx=2Xx.
Donc e est neutre.

C2. Si x-ynx-z # & cela veut dire que g, (¥) et gx(Z) se coupent,
donc y et Z se coupent, donc y = Z et, par suite, s-y =S5 -z pour
tout s.

C3. Pour chaque élément y, on a:

e-y=exy=J7.
Donc la collection H(e) = {e-y:y € H} n’est autre que la partition
P elle-méme. Et, pour chaque x, la collection H(x)={x-y;y € H}
est 'image de la partition P par la permutation og,. C’est donc une
partition de H .
C4. On a x -y = ag.(y) de sorte que x -y ale méme cardinal que

¥y, indépendant de x.
C5.0na H - y=H*xy=H. C.QED.

3.4.3. THEOREME (réciproque). Tout comagma s’ obtient par la con-
struction générale précédente sur un P-magma comme toile de fond.

Démonstration. Soit H un comagma ayant e pour neutre. On dé-
signe par P la partition naturelle de H

P=H(e)={e-y:ye H}.

A chaque élément x de H correspond sa classe X = e - x. Ainsi, en
particulier, on a donc e = {e}. A chaque élément x de H correspond
aussi la partition H(x) = {x-y:y € H} et 'on sait que x -y ale
méme cardinal que e -y . Il existe donc au moins une permutation oy
de H pour laquelle on a ox(e-y) = x-y pour tout y. On définit une
loi * sur H par:
X*y = 0x(y).

En choissant pour ¢, la permutation identique, les trois conditions
Al, A2, A3 de la construction générale sont remplies. Autrement dit,
(H, %) est un P-magma. Et I’on a bien

X-y=o0x(e-y)=0y(y) =x %Y. C.Q.F.D.

3.4.4. REMARQUE. (Interprétation “géométrique” des trois condi-
tions.) Soient (H, *) un magma et P une partition de H .
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La condition A1l revient a dire que le magma posséde un élément
neutre e et que 'on a € = {e}.

Portons notre attention sur la fable de la loi du magma. On y
distingue, d’une part, les lignes (horizontales) et, d’autre part, les
colonnes (verticales). Appelons P -cylindre de cette table toute réunion
de colonnes ayant pour base une classe donnée quelconque de la par-
tition P. La condition A2 revient ainsi a dire que chaque élément du
magma figure une fois et une seule dans chacune des lignes de la table.

Et la condition A3 revient a dire que chaque élément du magma
apparait au moins une fois dans chacun des P-cylindres de la table.

3.5. La construction de Utumi généralisée. On se donne un hyper-
magma (H, *) quelconque et, a chaque élément x de H, on associe
une partie X de H telle que x €X.

On dira alors que la famille (X) ey est un classement de H et que
X est la classe de x.

On définit ensuite une hyperloi - sur H par x-y = xxy. On obtient
ainsi un nouvel hypermagma (H, -). Nous dirons que I’hypermagma
(H, -) est constuit “a la Utumi” a partir de 'hypermagma (H, *) et
du classement (X)ycpy .

On notera que ’on a alors:

X*xy CX-y pourtousXx, .

Lorsque (H, =) est un hypergroupoide et que la collection P = {X: x €
H} est une partition de H , on retrouve la construction présentée par
Utumi [9] qui désigne alors (H, -) sous le nom de “scalar partition
hypergroupoid”. Nous commencerons par présenter deux cas parti-
culiers de constructions “a la Utumi”.

3.6. Premier cas particulier.

3.6.1. Soient (H, *) un hypermagma et P une partition de H .
Pour chaque élément x de H, on désignera par X sa classe dans la
partition P. On dira que (H, *) est un P -hypermagma lorsque la
condition suivante est remplie:

1l existe un élément neutre e dans (H , ) tel quee x x C X

pour tout x.

On notera que ’on a alors e*xX =X.
Tout comagma (resp. cogroupe) qui est un P-hypermagma se nom-
mera P-comagma (resp. P-cogroupe).
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Soit (H, ) ’hypermagma construit “a la Utumi” a partir d’'un P-
hypermagma ayant e pour neutre: X -y =Xxx*Jy.
On observera, dans ce cas, que I’on a

X €e-Xx pour tout x.

Autrement dit que e est unité a gauche dans (H, -).
On va montrer que (H, -) est un comagma des lors que (H, *) est
un comagma et que € = {e}.

3.6.2. LEMME. Tout hypermagma construit “a la Utumi” a partir
d’un P-comagma est lui-méme un comagma si € = {e} ou e est le
neutre du P-comagma.

La démonstration est analogue a celle du Théoréme 3.4.2. ci-dessus.

Démonstration.

Cl.Ona x€e-x commeonl’adéjavuet x-e =x*xe =Xx%e=Xx.
Donc e est neutre dans (H, -).

C2. On suppose que x-yNx-z # . Autrement dit x*xy et x*Z
se coupent.

Il existe donc a €y et b€ Z tels que x*xa et x *b se coupent.
Donc, e xa = e x b par la condition C2 appliquée a (H, *). Or
exacd=y et exbcb=7Z. Donc y =Z. Par suite

S-y=S*y=8*Z=5-2z pourtouts.

C3. On veut montrer que la collection H(x) = {x-y:y € H} est
une partition de H .

On remarquera d’abord que si x -y et x -z se coupent ils sont
égaux d’apres ce qui précede.

D’autre part, pour chaque élément ¢ de H, il existe au moins un
élément y telque tex*y.Or x*xyCx-y. Donc t€x-y. Ainsi
H(x) est bien une partition de H .

C4. Ona x-y=xx*y. Et y est réunion d’un certain nombre de
classes de la partition naturelle {e x¢: t € H} du comagma (H, *).
Autrement dit, il existe une partie 7 de H telle que y = J{ext: t €
T}, oules e =t sont deux a deux disjoints.

Donc x-y=x*y=J{x*t:te€ T}, etles x xt sont deux a deux
disjoints.

Comme, en outre, les ensembles x x ¢ et e x¢t ont méme cardinal,
on voit que x -y a méme cardinal que y indépendant de x.

CS. Enfinona H-y=H+«xyD>DHx*xy=H. C.Q.F.D.
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Le résultat suivant est une sorte de réciproque au précédent.

3.6.3. LEMME. Soit H un ensemble muni de deux hyperlois = et -
telles que (H, x) et (H, -) soient tous deux des comagmas. Soit e le
neutre de (H, -).

Les deux propriétés suivantes sont alors équivalentes.

1. Pourtous x, y,ona x-y=xx*(e-y).

2. Pour tous x, y,ona x*xy Cx-y.

Démonstration.

1=2.0nayece-ydonc x+*yCxx*(e-y)=x-y.

2=1. Soit z€e-y alors x-y = x-z (comagma). Comme
X*zCXx-z pourtout z,ona x*(e-y) Cx-y. Réciproquement,
soit ¢ € x -y. 1l existe alors z tel que ¢ € x * z (comagma). Donc
tex-ynNx-z dout e-y =e-z (par “réduction”). Donc t € x %z C
x*x(e-z)=xx(e-y). Desortequel’'ona x-y Cxx(e-y). Dou
Iégalité x -y =xx*(e-y). C.Q.F.D.

On peut alors regrouper ces deux derniers lemmes sous I’énoncé
suivant.

3.6.4. THEOREME. Soient (H, *) un comagma ayant e pour neutre,
(X)xen un classement et (H, -) I’hypermagma construit “a la Utumi”.

Les deux conditions suivantes sont équivalentes:

1. L’hypermagma (H, -) est un comagma.

2. La collection P = {e xy:y € H} est une partition de H, le
comagma (H, %) est un P-comagma, e = {e}, et (H, -) provient “a
la Utumi” de ce P-comagma.

Démonstration. Rappelons que 'ona x*y C x-y. et que e est
unité a gauche dans (H, -).

1 = 2. Soit f le neutre de (H, -).

Alors fee-f=e. Donc f=e estleneutre de (H, -).

Appliquons le Lemme 3.6.3.

Ona x-y=x#*(e-y)=xxy pour tout x, y.

En particulier,ona e-y =ex*(e-y) = e *y. Donc la classe de y
dans la partition P n’est autre que e -y lui-méme. D’ol le résultat.

2 = 1. C’est une conséquence du Lemme 3.6.2. C.Q.F.D.

3.6.5. THEOREME (d’associativité). Soit (H, *) un cogroupe et P
une partition de H telle que e = {e}. On suppose que (H, x) est
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un P-cogroupe et l’'on désigne par (H , -) le comagma construit “a la
Utumi” a partir de ce P-cogroupe.

Les trois propriétés suivantes sont alors équivalentes.

1. Le comagma (H, -) est un cogroupe.

2. Le comagma (H, -) est associatif.

3. Pour tous éléments x, y de H,ona: x*y =X*7.

Démonstration. L’équivalence 1 < 2 découle de la Remarque 3.2.5.
2=3.Si (H, ) est associatif on a alors, en particulier,

e-(x-y)=(e-x)y

donc
ex(x*y)=(exX)*y.
Or e xZ = Z pour tout z puisque (H, *) est P-hypermagma. Donc
XAV =X+7.
3 = 2. Réciproquement, si la condition 3 est satisfaite, on a

X-(y-z)=xx(y*Z)=x*(Y*Z).
Or (H, %) est associatif par hypothése. Donc
Xy z)=xx*xZ)=(x*xyY)*xZ=(x-y)- z. C.Q.F.D.

3.6.6. L’exemple de Utumi. On désigne par (H, +) le groupe
cyclique d’ordre huit H ={0,1,2,3,4,5,6,7}. On considere la
partition de H formée des trois classes I = {0}, 4 = {1,4, 7},
B={2,3,5,6}.

Ainsi (H, +) est un groupe qui est un P-hypermagma.

Onpose x-y=x+7y.

On obtient “a la Utumi” le comagma (H, ). On vérifie que la
condition 3 du Théoréme d’associativité 3.6.5 précédent est satisfaite.
De sorte que (H, -) est un cogroupe.

Utumi [9] a montré que ce cogroupe n’était pas un D-hypergroupe.

3.6.7. REMARQUE. Comer et Utumi font intervenir “les inverses”
d’un élément dans la condition 3 du Théoréme 3.6.5 précédent. On
peut s’en passer comme le montre la démonstration du théoréme. On
peut aussi faire le raisonnement direct suivant.

Soit (H, *x) un hypergroupe de type C (par exemple un cogroupe)
ayant e pour neutre. On dit que y est un inverse de x lorsque e €
x*xy. Or eexxy ssi e €yx*x. De sorte que y est inverse de x
ssi x est inverse de y. On désigne par x~! I’ensemble des inverses
de x. Plus généralement on pose X~! = J,.x x~! pour toute partie
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1 -1

X de H. On sait aussi que e * x~ pour tout x € H. Voir
Eaton [2] et Sureau [8].

On se donne une partition P de H telle que (H, *) soit un P-
hypermagma. On suppose que 'on a @ = {e} et x*xy =X *xy pour
tous éléments x, y de H.

On aura automatiquement

=X

-1

x =X

En effet, en remarquant que I'ona e € X ssi e € X, car € = {e}, on
a les équivalences suivantes:

yvexleycxleoeexsxy
S ECEX*Y S CEX*xY S EEYXX

cecysxcecyxxeyex L

3.7. Deuxieme cas particulier. Les hypermagmas du type Utumi.

3.7.1. Soient (H, *) un D -hypergroupe, e son élément neutre et
(X)xen un classement.
On suppose que I’on a

exx CX pour tout x.

Autrement dit,
exX =X pour tout x.

On désigne par (H, :) ’hypermagma correspondant construit “a la
Utumi”
X-y=Xx*J.
Tout hypermagma obtenu de cette maniére sera dit du type Utumi.
On se souviendra qu’on a alors

X*yCXx-yetx€e-xpourtousx,y.

En particulier, e est unité a gauche dans (H, ).

3.7.2. L’exemple de Utumi rappelé ci-dessus (3.6.6) est donc un
cogroupe du type Utumi qui n’est pas un D-hypergroupe.

Comer [1] a posé la question suivante: Tout cogroupe est-il du type
Utumi? Notre réponse est non! C’est ce que nous allons établir. Pour
cela, nous commengons par donner une caractérisation des hypermag-
mas (puis des comagmas et des cogroupes) du type Utumi.
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4. Caractérisation a ’aide des multiplicateurs. Dans tout ce para-
graphe, on désigne par H un hypermagma.

4.1. Multiplicateurs. On appelle multiplicateur de H toute permu-
tation 6 de H telle que

O(x-y)=0(x)-y pourtous x et y.

L’ensemble des multiplicateurs de H est un sous-groupe du groupe
des permutations de H . On ’appelle le groupe des multiplicateurs de
H.

4.2. Multiplicateurs spéciaux. Pour tout élément x de H, on dis-
tingue parmi les multiplicateurs ceux qui laissent x invariant. On
les appelle multiplicateurs spéciaux relativement 2 x. Ils forment un
sous-groupe du groupe de stabilité de x. Lorsque H est un hyper-
magma de type C on peut donner les caractérisations suivantes des
multiplicateurs spéciaux relativement a I’élément neutre.

4.2.1. THEOREME. Soit H un hypermagma de type C ayant e pour
neutre. Les trois énoncés suivants sont équivalents.

1. o est un multiplicateur spécial relativement a e .

2. o est un automorphisme de H tel que

o(e-x)=e-x pourtout x € H.
3. o est un automorphisme de H tel que

o(x)€e-x pourtout x € H.

Démonstration.

1 = 2. ¢ étant un multiplicateur de H, c’est une bijection de H .
On va montrer que c’est un morphisme bon.

Pour tout couple (x, y) d’éléments de H, on peut écrire,

d’une part

o(x-y)=0a(x)-y=0d(x)-(e-y),
d’autre part,
ole-y)=oa(e)-y=e-y.
Orona ye€e-y,donc o(y)€o(e-y)=e-y doue-o(y)=e-y.
Ainsi:
o(x-y)=0(x) (e y)=0(x) (e-a(y)) =0(x) o(y).
2=3.De x€e-x ontire

o(x)eadg(e-x)=e-x.



32 LABIB HADDAD AND YVES SUREAU

3 = 1. o étant un automorphisme de H, c’est une permutation
de H. De plus on a

o(e)=o(e-e)=oa(e) o(e)

d’ou l’'on tire o(e) = e; par ailleurs, pour tout couple (x,y) d’élé-
ments de H, o vérifie

o(x-y)=0(x) a(y)=0(x)-(e-o(y)).
Or
o(y)€e-y impliquee-a(y)=e-y.
Donc
o(x-y)=0(x)-(e-y)=0(x)y,
c’est-a-dire que o est un multiplicateur spécial de H relativement
ae. C.Q.F.D.

4.3. Le D-hypergroupe sous-jacent. On suppose que H posseéde une
unité a gauche e¢. On considere le groupe M des multiplicateurs de
H et le sous-groupe m des multiplicateurs spéciaux relativement a e .

On considere ensuite le D-hypergroupe quotient

M/m={om:oe M}

A chaque classe om correspond I’élément o(e) de H. On obtient
ainsi une application canonique

p: M/m— H.

Cette application est injective.

En effet: soient o, t deux multiplicateurs de H. Si ag(e) = t(e)
alors 77 lg(e) = e donc 77 lo € m; autrement dit ¢ € tm, soit
om=1tm. C.Q.F.D.

A P'aide de cette injection canonique ¢ on fransporte I’hyperloi du
D-hypergroupe M/m en une hyperloi sur la partie ¢(M/m) de H.
On obtient ainsi une partie K de H munie d’une hyperloi * de sorte
que (K, *) est un D-hypergroupe canoniquement isomorphe au D-
hypergroupe quotient M/m.

On appellera (K, *) le D-hypergroupe sous-jacent a ’hypermagma
H relativement a e.

On observera ceci:

1. L’élément neutre du D-hypergroupe (K, %) n’est autre que e.
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2. Soit x € H. Alors x € K ssi il existe un multiplicateur o tel
que x =a(e).

3. Soient x, y des éléments de K, et o, 7 des multiplicateurs tels
que x =a(e), y =t(e). Alors

zeExx*xy ssizeomrte).
4. Pourtous x€e K et y€ K ona
X*yCXx-y.
En effet: soient zexxy et g, 1t des multiplicateurs tels que
x=o(e), y=1(e) etz=oart(e).

Alorsona y = t(e) € e-t(e) = e -y et, comme o est un mul-
tiplicateur, on obtient z = ot(e) = a(y) € ag(e-y) = ag(e) -y =
X-y. C.Q.F.D.

On peut établir plus généralement le résultat suivant.

4.4. LeMME. Soient (H,-) un hypermagma ayant une unité a
gauche e, et (K, *) le D-hypergroupe sous-jacent relativement a e .
Alors, pour tout x €e K et tout y € H, on a

(x-y)NK=x=x*[(e-y)NnK].

Démonstration.

1. Soit z € (x-y)NK ou x € K. Autrementdit zex-y et z€ K.
On choisit un multiplicateur o tel que x = g(e) et un multiplicateur
7 tel que z = 1(e).

Ainsi t1(e)=z€x-y=0c(e)-y =a(e-y). Soit t = 67! (z(e)) =
o0 (z).Onatece-y et t =0"!(z) appartient a2 K.

De sorte que t € (e-y)NK. Or x =o(e), t = o '17(e) et z =
ag(c7'1(e)) donc zexxtCxx*[(e-y)NK].

2. Soient x,y et z trois éléments de H vérifiant x € K et
zexx*[(e-y)NnK].

Il existe 1 € (e-y)NK tel que z € x xt. Donc, d’une part, on a
zek.

D’autre part, soit 7 un multiplicateur tel que ¢ = t(e). Il existe un
multiplicateur ¢ tel que g(e) = x et z =at(e). Donc z =a(t) €
gle-y)=o(e)-y=x-y.Ainsi z€ (x-y)NK. C.Q.F.D.

4.5. Le critere de Krasner-Utumi. Rappel. Nous dirons que ’hyper-
magma H est homogene lorsque, pour tous éléments xg, X;, Vo, Vi, C
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tels que x; € xo-¢ et y; € yo- ¢, il existe au moins un multiplicateur
f de H tel que

f(x0) =yo et f(x1) =
En utilisant cette maniére de parler, on a la caractérisation suivante des
D-hypergroupes due essentiellement, et indépendamment, a Krasner
[5 et 6] et Utumi [9].

Critere de Krasner-Utumi. Soit K un hypergroupoide. Afin que K
soit un D-hypergroupe il faut et il suffit qu’il soit homogene et possede
une unité a gauche. (Voir aussi [3, paragraphe 9]).

4.6. Transitivité. Tout groupe de multiplicateurs de H peut étre
considéré comme opérant sur H . Aussi est-il légitime de poser la
définition suivante.

4.6.1. Définition. Soit G un groupe quelconque de multiplicateurs
de H. S’il existe un élément a de H tel que G(a) = {o(a): 0 €
G} = H, on dira que H est G-transitif.

Il faut noter que cela équivaut a la condition G(x) = H pour tout
X € H. On peut aussi faire la remarque suivante.

4.6.2. LEMME. Soit H un hypermagma et a € H. Si G est un
groupe de permutations de H tel que G(a) = H, les énoncés suivants
sont équivalents:

1. Tout élément o de G est un multiplicateur de H .

2. Pour tous éléments o de G et x de H, on a

o(a-x)=oa(a)- x.

Démonstration.

1 = 2. est immédiat.

2=1. Soit ¢ un élément de G.

On considere deux éléments quelconques x et y de H. Puisque
G(a) = H, il existe T de G tel que x = 7(a).

Il s’ensuit

ag(x-y)=a(t(a)-y)=a(t(a-y))=at(a-y)
=(ot(a)) -y =a(x) - y. C.Q.F.D.

4.6.3. THEOREME (caractérisations des hypermagmas du type
Utumi). Soit H un hypermagma possédant une unité a gauche e.
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Soit M le groupe de tous les multiplicateurs de H. Les propriétés
suivantes sont équivalentes:

1. L’hypermagma H est du type Utumi.

2. L’hypermagma H admet un groupe G de multiplicateurs pour
lequel il est G-transitif.

3. L’hypermagma H est M-transitif.

4. Le D-hypergroupe sous-jacent relativement a e recouvre H tout
entier.

Démonstration. L’équivalence 3 < 4 découle des définitions (4.3 et
4.6.1.).

2= 3. Si H est G-transitif il est a fortiori A -transitif.

3 = 2. Evidemment!

1 = 3. Par hypothese, il existe une hyperloi * sur H, un classe-
ment (X)ycy de H tels que (H, x) soit un D-hypergroupe et x-y =
X *y pour tous x et y.

Mais tout multiplicateur 6 du D-hypergroupe (H, *) est multipli-
cateur de ’hypermagma (H, -). En effet:

0(x-y)=0(x+y)=0(x)*y =0(x)-y.

Or d’apreés le critére de Krasner-Utumi, pour chaque x € H , il existe
un multiplicateur du D-hypergroupe (H, *) tel que 6(e) = x. Donc
(H, ) est M-transitif.

4 = 1. Soit (K, %) le D-hypergroupe sous-jacent a (H, -) rela-
tivement a e.

Par hypoth¢se, ona K = H.

Ainsi, d’aprés le Lemme 4.4, on a:

x-y=xx*(e-y).
En particulier, pour x = e, on obtient
e-y=ex(e-y).

On pose X = e-x pourtout x € H. Ainsi (X)yxcy €stun classement
de (H, ") eton a:

pour tous x et y de H.
Donc I’hypermagma (H, -) est bien du type Utumi. C.Q.F.D.

4.7. COROLLAIRE. Un comagma (resp. cogroupe) ayant e pour neu-
tre est du type Utumi si et seulement si, pour tout élément x, il existe
au moins un multiplicateur 0 pour lequel 6(e) = x .
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Voici maintenant un critere analogue a celui de Krasner-Utumi pour
les D-hypergroupes.

4.8. COROLLAIRE. Soit H un hypermagma possédant une unité a
gauche e . Les deux énoncés suivants sont équivalents

1. L’hypermagma H est un D-hypergroupe.

2. Il existe un groupe G de multiplicateurs de H tel que

(i) H soit G-transitif

(i1)) g(x)=e-x pourtout xc H o g ={c € G:o(e)=c¢e}.
De plus, dans ce cas, H est isomorphe au D-hypergroupe quotient
G/g.

1 = 2. Par hypotheése il existe un groupe G; admettant un sous-
groupe g; tel que, a un isomorphisme pres, on ait H = G;/g; .

A tout a € G; correspond un multiplicateur 8, de H défini par

0.(x181) = ax;g pour tout x; € Gy,
et I’application
0: G —» S(H)
a ~ 0O,
de G; dans le groupe symétrique S(H) de H est un morphisme de
groupes dont "image G est un groupe de multiplicateurs de H .

La reproductibilité de G; assure immédiatement que H est G-
transitif. L’ensemble g des multiplicateurs spéciaux de G relative-
ment 2 e correspond aux éléments o de G, vérifiant ag; = g;.

Autrement dit

g={0s:a€ g} ={0,€G: b,(e) =e}.
L’ensemble g est un sous-groupe de G.
Soit alors x =x1g; et e=g,.0Ona g(x)=g1x181=€-Xx.

2 = 1. En reprenant les notations du paragraphe 4.3, le Théoreme
4.6.3. précédent établit que ¢ est une bijection. De plus, pour tout
couple (o, 7) d’éléments de G, on a

p(ogtg) =ogtg(e) = a(g(t(e)))
et comme, par hypothése, g(7(e)) =e-1(e),on a
p(ogtg) =o(e-1(e)) = a(e)t(e) = p(ag)p(18).

Ainsi ¢ définit un isomorphisme entre le D-hypergroupe G/g et
I’hypermagma (H, -). C.Q.F.D.
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Dans la construction qui suit, on aura besoin de la notion de sous-
hypergroupe inversible a droite. On pourra consulter Sureau [7] pour
cela.

4.9. Une construction. Soit G un groupe multiplicatif ayant e
pour élément neutre. On considére une relation d’équivalence R sur
G vérifiant la propriété suivante

R(xR(y)) = R(x)R(y) pour tous x, y de G.

On pose:
g =R(e), x*y = xR(y).

On a alors ceci

1. g est un sous-groupe de G.

2. (G, *) est un hypergroupe.

3. (g, *) est un sous-hypergroupe inversible a droite de (G, *).
On considere le D-hypergroupe G/g et le classement défini par Xg =
R(xg).

4. Ce classement est une partition de G/g qui vérifie la propriété

X8Y8 =

Vg.

4
oq

On pose enfin
xg-yg =xgR(yg).
5. Le cogroupe de type Utumi (G/g, -) est isomorphe a

(G, *)/(&, *)
Démonstrations.
1. Soient ae g, beg, x=a"'b.
Alors

e € g = R(b) = R(ax) C R(aR(x)) = R(a)R(x)
= R(e)R(x) = R(eR(x)) = R(R(x)) = R(x).
Ainsi e € R(x) donc x € g. Autrement dit

g 'gce.

Donc g est un sous-groupe de G.

2. Se démontre sans détour.

3. Il faut montrer que x € y * g implique y € x*g. Oron a
y*g =yg, de sorte que:

xeysgoylxegeoxlyegeyex*g.
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4. On remarque tout d’abord que, pour tout x € G, on a
R(xg) = R(xR(e)) = R(x)R(e) = R(x)g.
Donc, d’une part, on a
R(xg)g = R(x)gg = R(x)g,
et d’autre part, pour tout y € G, on a
R(xg) coupe R(yg) < R(x)g coupe R(y)g
& (X' € R(x)) (I € R(»))(x'g =V'g)
= R(xg) = R(yg) = R(xg) coupe R(yg).
De sorte que le classement est bien une partition de G/g . Enfin

R(xgR(yg)) = R(xg)R(yg).

5. Le Théoréme 3.6.5 montre que (G/g, -) est un cogroupe. En-
fin, ’application x *x g — xg est un isomorphisme de I’hypergroupe
(G, %)/(g, *) sur (G/g, ). C.QF.D.

Voici, a présent, un résultat qui montre que tout cogroupe du type
Utumi s’obtient par une construction du type précédent.

4.10. THEOREME. Soit G un groupe multiplicatif ayant e pour élé-
ment neutre et g un sous-groupe de G. On considere un classement
du D-hypergroupe G/g ou 6(xg) désigne la classe de xg. On pose

xg-yg=xg0(yg)

et on suppose que (G/g, ) est un cogroupe.
On pose enfin
R(x) = g0(xg).
Alors on a ceci.
1. R est une relation d’équivalence sur G qui vérifie la propriété

R(xR(y)) = R(x)R().

2. Rle)=g.
3. La construction précédente (4.9) redonne le cogroupe (G/g, -)
isomorphe a (G, *)/(g, *).

Démonstration. Notons * ’hyperloi du D-hypergroupe G/g.

D’apres le Théoreme 3.6.4, on peut dire ceci:

La collection P = {g*6(xg): x € G} est une partition de G/g; le
D-hypergroupe G/g estun P-cogroupe;ona 6(g) = {g} et (G/g, )
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provient “a la Utumi” de ce P-cogroupe. De sorte que le cogroupe
(G/g, -) est du type Utumi.

Le théoreme d’associativité 3.6.5 montre que l'on a alors
O(xg+x0(yg)) =0(xg)*0(yg) pour tous x et y de G.

1. L’ensemble {gf(xg): x € G} est une partition de G donc R
est bien une équivalence sur G.

De plus,

R(xR(y)) = R(xg0(yg)) = g0(xgb(yg))
= g0(xg)0(yg) = g0(xg)gl(yg) = R(x)R(y).
D’ou le résultat
2. et 3. sont sans détour. C.Q.F.D.

5. Comagma associé a un groupe gironné.

5.1. Une construction. On se donne un groupe G ayant 0 pour
élément neutre et noté additivement.

On pose G. = G\ {0} et on se donne deux partitions de ’ensemble
G. que 'on désignera comme suit:

{C, C'} d’une part

et
{F, F'} dautre part.
Cela suppose que G posséde au moins trois éléments.

On se donne aussi deux partitions de G lui-méme que I’on désignera
comme suit:

{D, D'} Q’une part
et
{E, E'} dautre part.
Ondiraque (G;C,C',F,F',D, D, E, E') est un groupe gironné.
On prend une autre copie G de G, disjointe de G. On choisit enfin
un élément e horsde G etde G.

Si x € G, on désignera par X I’élément correspondant de G. De
méme, si X C G, on désignera par X la partie correspondante de G .
On pose H = {¢}UGUG.

On définit enfin une Ayperloi sur H résumée dans la table suivante.

Q
Ql

e

x e x+C xX+D x+C x+D

x x+E' X+ F e x+E x+F
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Sur une colonne, on lit de haut en bas les produits ea, xa, Xa (pour
tout x € G), ol a = e pour la colonne de gaucge, a est élément de
G pout la colonne centrale et a est élément de G pour la colonne de
droite.

Voici quelques explications. La collection H(e) = {{e}, G, G} est
une partition de H . Pour chaque élément a de H, I’hyperproduit ay
ne dépend que de la classe a laquelle appartient y dans cette partition.

En particulier, on a

ae=a et acea.

On dira que I’hypermagma H ainsi construit est associé au groupe
gironné.

5.2. LEMME. L’ hypermagma H associé a un groupe gironné est de
type C et vérifie la reproductibilité (& gauche et a droite).

Démonstration.

Cl. L’élément e est neutre dans H .

C2. Si aynaz # & alors y et z appartiennent a la méme classe
de la partition H(e). Autrement dit, ou bien y = z = e, ou bien y
et z appartiennent tous les deux 2 G, ou tous les deux 2 G. On a
donc sy = sz pour chaque élément s de H.

C3. La collection H(a) = {ay:y € H} = {{a}, aG, aG} est une
partition de H pour chaque élément a de H.

Enfin, on a bien aH = H = Ha pour tout élément a de
H. C.Q.F.D.

5.3. LEMME. L ’hypermagma H associé au groupe gironné (G ; C,
C', F,F', D,D', E,FE'") est un comagma si et seulement si on a les
égalités suivantes entre cardinaux

L+|Cl+|D| = |E'| +|F'| = |G
et
L+|E|+|F| =|C"| +|D'| = |G].

En effet, ces égalités sont nécessaires et suffisantes pour que la con-
dition C4 (paragraphe 3.1.) soit satisfaite.

5.4. Associativité. Voici des conditions nécessaires et suffisantes
pour que ’hypermagma H associé au groupe gironné soit associatif.
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Ces conditions sont formées des six paires suivantes:

(1) (C+D)U(D+FY=aG, (F+E)U(E+C)=aG,
2) (C+CYUMD+E)=G,, (F+F)U(E+D)=G.,
3) (C"+C)UD' +E)Y=G., (F'+F)U(E'+D')=0G.,
(4) (C'"+D)UD'+F)=G, (F +E)U(E+C)=0G,
(5) (C"+CHUuD'+E)=G, ([F'+F)UE'+D)=G,
6) (C'+DYuD +F)=G, (F +E)U(E +C)=0G.

On peut les ramasser sous la forme matricielle commode suivante
wae (§2) (2)-(% &)
e (7)) (& 7)-(5 o)
waw (52) (5 2)-(59).

5.4.1. LEMME. L ’hypermagma H associé au groupe gironné (G ; C,

C',F,F', D,D', E, E') estassociatif si et seulement si les six paires
de conditions précédentes sont remplies.

La démonstration, technique mais sans détour, est renvoyée en ap-
pendice.

5.4.2. REMARQUE. Lorsque les six paires de conditions d’associati-
vité sont satisfaites, on a nécessairement

C=-C, F=-F, E'=-D, D =-E

(o —X désigne ’ensemble des opposés des éléments de X dans le
groupe G).

En effet: La condition (2) implique que 0 ¢ C+C’,donc -C Cc C
et —C' c C' d’ou l’égalité C = -C.

De méme F = —F .

D’autre part, toujours d’apres (2), on doit avoir 0 ¢ D + E, donc
—D C E'. De méme la condition (3) implique que 'ona 0 ¢ D'+ E’,
donc -D' C E. Or {E,E'} et {—~D, —D'} sont des partitions de
G.Dou E'=-D et E=-D' (ie.) D' =-E. C.Q.F.D.

5.5. Un cas particulier. Groupe taillé. On considere une partition
{S, T} de G, vérifiant les deux conditions suivantes

(S+T)UT =G, et T+T=G.
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On dira que (G; S, T) est un groupe taillé.
On prend alors U = S U {0} et

cC=S8, C=T,
F=S, F'=T,
D=U, D =T,
E=T, E=U.

On obtient alors un groupe gironné particulier

G;s8, 7,8, T,U,T,T,U).

On dira que ’hypermagma associé a ce groupe gironné est ’hyper-
magma associé au groupe taillée (G;S, T).

On va vérifier que les six paires de conditions d’associativité sont
toujours satisfaites dans ce cas.

En effet: On commence par remarquer que I'on a S+ 7 C G.
par I’hypothése. Donc S = —S et T'= —-T. Ainsi 0 € S+ S et
(T+S)UT =G..

Etdonc U+ T =T + U = G,. On vérifie ensuite, une a une, les
six paires de conditions:

(1) (C+D)UD+F)=(S+U)u(U+T)={0}UG.=0G,

(F+EYUE+C)=S+THu(T+T)=0G,

2 (C+CHYUD+E)=S+T)u(U+T)=0G.,

(F+FYU(E+D)=(S+T)u(T +U) =G,
3) (C"+C)UD' +EY=(T+S)U(T+U)=0G,,
(F'+ F)U(E'+D")Y=(T+S)u(U+T) =G.,

(4) (C'"+D)U(D'+F)Y=(T+U)U(T+T)=aG,

(FF+EY)U(E'+C)Y=(T+T)u(U+T)=aG,
(

5) (C"+CHUD'+E)=(T+THu(T+T)=aG,
(FF+ FYU(E'+D)=(T+T)u(U+U) =G,
6) (C'"+DYUD +F)=(T+T)u(T+S)=aG,

(FF+EYU(E'+C)=(T+U)u(U+S)=G.U{0} =0G.
On a donc le résultat suivant:

5.5.1. LEMME. L ’hypermagma associé a un groupe taillé est toujours
un hypergroupe de type C .

Voici, a présent, une condition pour que I’hypergroupe associé a un
groupe taillé soit un cogroupe.
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5.6. THEOREME. L hypergroupe H associé au groupe taillé (G; S,
T) est un cogroupe si et seulement si l'on a
(5.6.1) 2|S|+2=2|T|=|G]|.

Démonstration. On utilise le Lemme 5.3.

La condition est nécessaire car, avec les notations de ce lemme, on

doit avoir
1+|C|+|D| = |C'|+|D'| = |G|

autrement dit

L+|S|+|S|+1=|T|+|T| =G|
La condition est suffisante car on aura toujours

1+ |E|+|F|=1+|T|+|S| = |G|

et
|E'| +|F'| =1+|S|+|T|=G]. C.QF.D.

REMARQUE. Lorsque le groupe G est fini, H est un cogroupe
ssi 2|S|+2=|G| ssi 2|T|=|G]|.
Lorsque le groupe G est infini, H est un cogroupe
ssi |S|=|T|=|G|.

Les deux lemmes qui suivent nous serviront a établir des critéres suf-
fisants pour qu’un cogroupe associé a un groupe taillé ne soit pas
du type Utumi.

5.7. LEMME. Soient (G; S, T) un groupe taillé, H [’hypergroupe
associé, 0 l’élément neutre de G, e l’élément neutre de H .
On suppose la condition suivante satisfaite.

(5.7.1) ISN(x+S)| <|S| pourtout x € G..

1l n’existe alors aucun multiplicateur 0 tel que 6(e) =0.

Démonstration. Raisonnons par 1’absurde.
Soit 6 un multiplicateur tel que 6(e) =0.
Alors

6(G) = 6(eG) = 6(e)G = 0G = {e} USUT ot U =Su{0}.
Soit Y = 6~1(S). Ainsi Y CG.
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On considere alors les deux intersections suivantes:
I =(eG) ﬂﬂ{yG: yeY},
J = (0G) N[ {xG: x € S}.
On a donc 6(I) = J. Les deux ensembles / et J devraient donc

avoir méme cardinal.
Or,onvavoir que |I|<1 et |J|>2.

En effet. Supposons que I renferme les deux éléments a et b.
Alors ae G etaey+S pourtout ye Y,donc ye (a—S)=a+S.
Autrement dit Y Cca+.S. De méme, on aura Y C b +.S. Donc

l(@a+S)N(b+8)| =|Y]=|S].
En posant d = —b + a, on aura donc
IS| <@+ 8)Nn(b+S)]
<|(=b+a+S)N(-b+b+S)|=|d+S)NS|.
D’apres la condition (5.7.1), on adonc d =0 soit a=b.

Ainsi |I| < 1.

D’autre part, on a e € J car e € xG pour tout x E_G. Et on a
aussi 0 € J: eneffet, 0 € U = D donc 0 € D donc 0 € 0G; et,
pour chaque x€ S=C,ona (—x)€S CD donc 0€ (x+ D) dou

0Oex+DcxG.
Ainsi |J] > 2. C.Q.F.D.

5.8. LEMME. Soient (G; S, T) un groupe taillé, H [’hypergroupe
associé, 0 l’éléement neutre de G, e l’élément neutre de H .
On pose

A=[{x+S:xeS},
B={x+T:xeSu{0}}.
On suppose que [’on a l'inégalité suivante:
(5.8.1) |4] > 1+ |B|.
11 n’existe alors aucun multiplicateur 6 de H tel que 6(e) =0.
Démonstration. On raisonne par ’absurde.

Soit 6 un multiplicateur de H tel que 6(e) =0.
Alors:

60(G)=0(eG)=0(e)G=0G={e}uTUS.
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Ainsi 6~1(S) c G. Soit Y = 6-1(S) (avec Y c G).
On considere les deux intersections suivantes

I=eGN({7G:ye Y},
J=0Gn(){XG: x €S}.
Ainsi 0(I) = J. On devrait donc avoir |I| = |J|. On va montrer

cependant qu’il n’en est rien.

Eneffet: Ona eG =G et yG={e}U(y + T)U(y +S) pour tout
y € Y. De sorte que I’on a:

I=({y+S:yev}.
D’autre part, on a:
0G={e}uTuUS et XG={e}Uu(x+T)U(x+S)

pour tout x € S.
Donc

J={e}UBUN ouN=[){(x+S5):xeSuU{0}}.

Vérifons que N est vide, par I’absurde.

Sion avait a € N, on aurait a € (x+.S) pour tout x € SU{0}. En
particulier, on aurait donc a € S donc aussi a € (a +.5), autrement
dit 0 € S C G, ce qui est absurde.

On a donc, finalement:

J={e}UB.

On distingue alors deux cas:

lercas. Si I estvide, alors |[I|=0 et |[J|>1.

2 eme cas. Si I n’est pas vide.

Il existe alors un élément a € (\{y+S:y€Y}. Donc Y Ca-S =
a+ S (car S =-S). Ainsi

ﬂ{y+S:er}Dﬂ{y+S:yea+S}
=(fa+x+S:xeSt=a+[|{x+S:xeS}
=a+ A.

Or, par hypothése on a |4| > 1+ |B|. D’ou |I| > |4] > 1 + |B| = |J]|
(car e ¢ B). Dans les deux cas, on a donc bien |I| #|J|. C.Q.F.D.
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5.9. THEOREME. Soit (G; S, T) un groupe taillé tel que la propriété
suivante soit satisfaite.

(5.6.1) 28|+ 2 =2|T| =G|,

et soit H le cogroupe associé. Lorsque ['une ou [’autre des conditions
5.7.1 ou 5.8.1 est satisfaite, le cogroupe H n’est pas du type Utumi.

Cela découle de notre critere 4.7 a travers les deux Lemmes 5.7 et
5.8 ci-dessus.

5.10. Exemples de cogroupes finis qui ne sont pas du type Utumi.

5.10.1. Une premiere famille. On se fixe un entier n > 2, on pose
m = 4n et on considere le groupe cyclique G =Z/mZ.
On pose

S={n+1,...,3n-1} e T={1,...,n;3n,...,4n—-1}.

On obtient un groupe taillé (G; S, T) qui vérifie les conditions 5.6.1
et 5.7.1.

En effet:

1°Ona |S|=2n-1, |T|=2n, |G| = 4n, et la condition 5.6.1
est vérifiée.

2° Oncalcule T+ T
T+T={2,...,2n;3n+1,...,5n—1;6n,...,8n—2}. Soit, en
calculant modulo 4n, T+ 7 ={2,...,2n;3n+1,...,4n;1, ...,
n—1;2n,...,4n-2}=G.

3° On calcule S +T

S+T={n+2,...,4n-1;4n+1,...,7n -2}
={n+2,...,4n-1;1,...,3n-2}
et,comme n>2,0na 3n—-2>n+2,donc S+7 ={1,...,4n-1} =

G.. Ainsi (G; S, T) est bien un groupe taillé.

4° Enfin, pour x #0,0ona x+S # S car S est un “arc” dans le
groupe cyclique! Donc |SN(x +.5)| < |S].

Et la condition 5.7.1 est vérifiée. C.Q.F.D.

On désigne par H(n) le cogroupe associé.

La famille H(n), n > 2, est donc une famille de cogroupes finis qui
ne sont pas du type Utumi.
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Le cogroupe H(n) possede 2m+1 = 8n+1 éléments. Le plus petit
de la famille, H(2), possede 17 éléments. Voir sa table ci-dessous en
appendice.

5.10.2 Une deuxiéme famille. On se fixe un entier n > 1, on pose
m = 8n + 2 et on considere le groupe cyclique G = Z/mZ.
On pose

S={n+1,...,3n;5n+2...,7n+ 1},
T={1,...,n;3n+1,...,5n+1;7n+2,...,8n+1}.

On obtient un groupe taillé (G; S, T) qui vérifie les conditions 5.6.1
et 5.8.1.

En effet:

1°Ona |S|=2n+2n=4n, |T|=4n+1, |G|=8n+2,¢tla
condition 5.6.1 est vérifiée.

2° Oncalcule T+ T

T+T={2,...,2n;3n+2,...,6n+1;7n+3,...,9n+1;
6n+2,...,10n+2;10n+3,...,13n+2;
14n+4,...,16n+ 2}
={2,...,2n;3n+2,...,6n+1;7n+3,...,8n+1;

0,...,n—=1;6n+2,...,8n+1;0,...,2n;
2n+1,...,5n;6n+2,...,8n}=0G.

3° Oncalcule S+ T

S+T={n+2,...,4n;4n+2,...,8n+1;8n+3,...,1ln+1;
Sn+3,...,8n+1;8n+3,...,12n+2;
12n+4,...,15n+2}
={n+2,...,4n;4n+2,...,8n+1;1,...,3n-1;
5n+3,...,8n+1;1,...,4n;4n+2,...,7n}
={l,...,4n;4n+2,...,8n+1}.

Or 4n+1)eT donc (S+T)UT =G..

De sorte que (G; S, T) est bien un groupe taillé.

4° On montre enfin que la condition 5.8.1 est vérifiée en établissant
que |A| > 2 et |B| =0 (avec les notations du Lemme 5.8).

(1) Ona §=-S. Donc, pourtout x € S ona 0 x+S, d’ou
0 € A. D’autre part, en posant r =4n+1,ona r+S5 =.S5. Donc
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A={x+S;xeS}=N{x+r+S: x€ S} =r+A4. Or 0 appartient
a A donc r aussi et par suite on a |4| > 2.

(2) Pour montrer que I’ensemble B = (\{x+ T: x € SU{0}} est
vide, on raisonne par ’absurde.

Si a € B, on aurait, en particulier, SCa—T =a+ T et cela n’est
pas possible: S est composé de deux “arcs” chacun de “longueur” 2n;
tandis que 7 est composé de trois “arcs” de “longueurs” respectives
n,2n+1, n. C.Q.F.D.

On désigne par K(n) le cogroupe associé.

On obtient ainsi une deuxieme famille, K(n), n > 1, de cogroupes
finis qui ne sont pas du type Utumi.

Le cogroupe K(n) est d’ordre 2m + 1 = 16n+ 5. Le plus petit de
la famille, K(1), est d’ordre 21.

5.10.3. Une troisieme famille. On prend n > 1, m = 8n+6,
G=2/mZ,

S={n+2,...,3n+2;5n+4,...,Tn+4},
T={1,...,n+1;3n+3,...,5n+3;7n+5,...,8n+5}.

On obtient un groupe taillé (G;S, T') qui vérifie les conditions
5.6.1 et 5.7.1.

En effet:

1°Ona |S|=0C2r+1)+2n+1)=4n+2, |T| = 4n + 3,
|G| = 8n + 6, et la condition 5.6.1 est vérifiée.

2° Oncalcule T+ T etontrouve T+T1T =G.

3° On calcule S+ T eton trouve S+ T = G,.
On voit ainsi que (G; S, T) est bien un groupe taillé.

4° La condition 5.7.1. L’ensemble S est composé de deux “arcs”

Si={n+2,...,3n+2} et S, ={5n+4,...,7n+4}

tous deux de “longueur” 2n+ 1.

Supposons que x +S =S5 et x #0. On a alors x +S5; = S, et
X+ S, =8; donc 2x = 0 autrement dit x = 4n + 3 ; mais pour cette
valeurde x,ona x+S; #5,.

Ainsi, pour tout x # 0, ona x+8 # S donc |[SN(x+9)| <
|S]. C.Q.F.D.

On désigne par L(n) le cogroupe associé.
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On a ainsi une troisieme famille, L(n), n > 1, de cogroupes finis
qui ne sont pas du type Utumi.

Le cogroupe L(n) est d’ordre 2m + 1 = 16n+ 13. Le plus petit de
la famille, L(1), est d’ordre 29.

6. Comagma associé a un ensemble totalement ordonné. On se donne
un ensemble E totalement ordonné et pointé. On désigne par < la
relation d’ordre total et par 0 I’élément distingué de E. Pour tout
élément a de E, on pose

S, ={x € E|x < a},
D, ={x € E|x > a},

et ’on définit un hyperproduit sur £ comme suit:

S, sib<O,
ab=1< {a} sib=0,
D, sib>0.

On obtient ainsi un hypermagma H(E, 0) associé¢ a ’ensemble to-
talement ordonné pointé (E, 0).

De toute évidence O est unité scalaire a droite et, si £ = {0},
I’hypermagma H(E, 0) est un groupe!

Lorsque E # {0}, on va donner des conditions nécessaires et suf-
fisantes pour que H(E, 0) soit un cogroupe. Pour cela, on établit le
lemme et le théoréme suivants.

6.1. LEMME. On suppose E # {0} et l’'on pose H = H(E, 0). On
a alors

1° xH = H pour tout x de H ssi 0 n’est ni premier ni dernier
élément.

2° Hy = H pour tout y de H ssi E n’a ni premier ni dernier
élément.

La démonstration de la premiére équivalence est triviale. Celle de
la seconde repose sur les égalités suivantes:

H siy=0,
Hy = UyegSx siy <0,
Uxeg Dx sty >0.

Si p est le premier élément de E, distinguons deux cas:
1. Sl existe y > 0, alors Hy =J,cy Dx etil s’ensuit p ¢ Hy.
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2. S’il n’existe pas d’é¢lément y > 0, alorsona p<0 et 0 ¢ Sy =
Hp.

Ainsi, la reproductibilité a droite de H nécessite que E n’ait pas de
premier élément et, de méme, de dernier élément. Réciproquement,
si £ n’a ni premier ni dernier élément il s’ensuit

Hy= |J Sx=H pourtouty<0,
xeH

Hy= |J) Dx=H pourtouty>0,
xeH

HO=H. C.Q.F.D.

6.2. THEOREME. On suppose E # {0}. Soit H = H(E, Q). Les
trois assertions suivantes sont alors équivalentes:

(i) L’hypermagma H est un hypergroupe.
(ii) L’ensemble totalement ordonné E est dense et n’a ni premier
ni dernier élément.
(iii)) L’hypermagma H est un hypergroupe de type C.

Démonstration. L’assertion (iii) implique trivalement (1).

Réciproquement, si H est un hypergroupe, pour tous a, b et ¢
de H, I’ensemble ab Nac est non vide seulement dans les trois cas
suivants:

b=c=0 alors ab = {a} = ac,
b>0etc>0 alorsab=D, =ac,
b<Oetc<0 alorsab=3S,=ac.

Ce qui montre que H est de type C, et donc (i) implique (iii). On
établit maintenant I’équivalence de (i) et (ii).

Si H est un hypergroupe, par le Lemme 6.1, ’ensemble £ n’a ni
premier ni dernier élément et si £ est non dense il existe au moins un
élément a de E ayant un successeur immédiat ¢ = a* et alors, pour
tout élément b > 0 de E (dont I’existence est assurée par 1’absence
d’un dernier élément) on a:

a(bb) = aDy = D, # D, = | | Dx = (ab)b

x>a
ce qui est absurde!

Inversement, si E (# {0}) est dense sans premier ni dernier élé-
ment, le Lemme 6.1 assure la reproductibilité de I’hyperloi de H.
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Vérifions-en ’associativité. Pour cela, a, b et ¢ étant trois éléments
de H,on pose u=a(bc) et v=(ab)c.

Pour ¢ = 0 ou b = 0 on vérifie aisément ¥ = v. Pour ¢ # 0 et
b # 0 distinguons 4 cas:

b>0e ¢c>0:0na bc=Dy,#,doi:

u=abDy, =D,
v=Dac=UDx.

XxX>a

L’inclusion v C u est immédiate, et, si a est dans u, par la densité
de E, il existe B vérifiant a < f < a d’oul'on tire « € Dg C v et
’on conclut u = v . Ainsi pour b >0 et ¢ > 0, il vient a(bc) = D, =
(ab)c. On traite de méme les trois cas restants:

b>0etc<0, a(bc)=H = (ab)c
b<Oetc>0, a(bc)=H = (ab)c
b<Oetc<0, a(bc)=S8,=(ab)c C.Q.F.D.

On en arrive maintenant aux conditions nécessaires et suffisantes
annoncées en début de paragraphe.

6.3. THEOREME. Si E # {0}, alors H = H(E, 0) est un cogroupe
ssi:

1. L’ensemble E est dense, sans premier ni dernier élément et

2. on a |Sx| = |So| et |Dx|=|Dy| pour tout x de E.

En effet, la condition 1 est nécessaire et suffisante pour que H soit
un hypergroupe de type C (c’est le théoreme précédent) et, pour tout
x ety de H,ona

|Sx| siy <O,
xyl|=q 1 siy=0,
|[Dx| siy >0.

Ainsi, |xy| est indépendant de x si et seulement si tout x de H
satisfait les égalités

1Se| = |So| et |Dx| = |Dol. C.Q.F.D.

La seconde partie de ce paragraphe est consacrée a la détermination
des multiplicateurs de I’hypermagma H(E, 0).
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6.4. THEOREME. Pour qu’une application 0: E — E soit un multi-
plicateur de H(E , 0), il faut et il suffit que 0 soit un automorphisme
d’ordre de E .

Supposons que 6 soit un multiplicateur de H(E, 0). C’est une
permutation de E . On va établir que 6 est un automorphisme d’ordre
de E, c’est-a-dire:

x<y=0(x)<0).

On distingue trois cas:
x>0. Alorsona y >0 et y € xy =D, mais d’autre part

0(xy) = 0(x)y = Dg(x)

donc 6(y) appartient a8 Dg(y) soit 6(y) > 0(x).

y £ 0. Comme ci-dessus: x < 0 et x € yx =S, mais 6(yx) =
0(y)x = Sp(y), donc 6(x) € Sp(y) soit 6(x) < 6(y).

x<0e y>0. Alorsona y € xy = Dy d’ou 0(y) € 6(xy) =
0(x)y = Dg(x). Ainsi 6(y) > 6(x).

Réciproquement, supposons que 6 soit un automorphisme d’ordre
de E et considérons deux éléments x et y de E. On va montrer
I’égalité O(xy) = 6(x)y.

Pour cela, on distingue encore trois cas:

y =0. Alorson a xy = x, d’out f(xy) = 6(x) donc O(xy) =
0(x)y.

y>0. Il ensuit xy = Dy et 0(x)y = Dg(y)

d’ou 0(xy) =60(Dyx) =0({z: z > x})
={0(2): 6(z) > 6(x)}

= Dg(x) = 0(x)y.
y < 0. Comme ci-dessus on obtient
0(xy) = 0(Sx) = Sg(x) = 0(x)y. C.Q.F.D.

6.5. COROLLAIRE. Si [’hypermagma H(E, 0) est un cogroupe alors
les deux énoncés suivants sont équivalents:
(i) Le cogroupe H(E, Q) est du type Utumi.
(i) Pour chaque élément x de E, il existe au moins un automor-
phisme d’ordre f de E vérifiant f(0) = x.

Le corollaire est immédiat compte tenu des résultats 4.7 et 6.4.
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6.6. Une famille de cogroupes. On présente maintenant une famille
de cogroupes C(A) associés des ensembles totalement ordonnés E(1)
et qui servent d’exemples et de contre-exemples.

Pour chaque ordinal 4 > 0, on considére la somme ordinale de A

copies de R
E() =) R,
<A

C’est un ensemble totalement ordonné dense, sans premier ni dernier
élément. On pointe I’ensemble E(1) en 0 = (0, 0), l'origine dans la
premiere copie R, de R.

On considere alors I’hypermagma associé C(1) = H(E(4), 0). C’est
un hypergroupe de type C, en vertu du Théoréeme 6.2.

Commencons par observer ceci.

1. Tout automorphisme f de l’ensemble totalement ordonné E(1)
transforme chaque copie R; en elle-méme.

En effet: On remarque tout d’abord que f(R;) qui est isomor-
phe 2 R ne saurait couper deux composantes distinctes de E(A) car,
sinon, il couperait deux composantes consécutives R; et R, ce qui
déterminerait une coupure sur f(R;)!

Ainsi, pour chaque i < 4, il existe ¢(i) <4 tel que f(R;) C Ry .
Et puisque I’on a de méme f~! (Ry(i)) € R;, on conclut que f(R;) =
R,;) et ¢ est une application surjective strictement croissante de
lordinal 4 sur lui-méme. On a donc ¢(i) =1i. C.Q.F.D.

On désigne par y le cardinal du continu, y = 2%, et on observe
ensuite ceci.

2. Pour 0 < |A| <y, ’hypergroupe C(1) est un cogroupe.
En effet: 11 suffit de montrer que, pour chaque x € E(1), on a
ISx| = |Dx| =7
et d’appliquer le Théoréme 6.3.
Or, si x appartient a la copie R; (i < 1), on a d’une part

Y < IS <D Rj{ <y =7;
J<i
d’autre part
y2 Ay > Dyl 2| Y Rj| 2.
i<j<i
D’ou le résultat.
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3. Ainsi, pour 2 < |A| <y, l’hypergroupe C(A) est un cogroupe qui
n’est pas du type Utumi. C’est une conséquence de ce qui précede et
du Corollaire 6.5.

On pourra observer, enfin, que C(1) est un D-hypergroupe et que
C(2) est un exemple simple et commode de cogroupe qui n’est pas du
type Utumi.

6.7. Un dernier exemple. L’un des hypergroupes de la famille C(A)
définie ci-dessus présente une particularité sur laquelle nous dirons
deux mots pour finir. Il s’agit de C(0) ou 6 = y* est le cardinal
successeur immédiat du cardinal du continu y = 2%,

1.  L’hypergroupe C(6) est un cogroupe. Plus précisément, pour
chaque x € E(f),on a

ISx|=y et |Dx|=28.
En effet: Si x appartient a la copie R; (i< 6),ona

D R

J<i

7 < |Sx| < <yy=y

car ’ensemble {j|j < i} a pour cardinal y au plus. D’ou |Sx|=7.

D’autre part,
Dy> ) R,
i<j<6
et ’ensemble {j|i < j < 8} a pour cardinal 6 donc
6>|D:|>6-y=6.
D’ou
|Dx| =-6.
Le Théoréme 6.3 permet de conclure que C(#) est bien un co-
groupe. C.Q.F.D.
2. Le cogroupe C(60) n’est pas du type Utumi.
C’est une conséquence du Corollaire 6.5 et de 6.6.1.

3. Pour chaque couple (x,y) d’éléments non nuls de C(6) tels que
0 € xy, les deux ensembles Ox et Oy n’ont pas le méme cardinal.
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En effet. Les deux éléments x et y ne sont pas du méme cdté par
rapport 2 0. Supposons donc que I’on ait

x<0 et y>0.

Alors
Ox=S8y et Oy=D
de sorte que 'on a
10x| = 7 # 6 = [Oy].
De méme, si ’on avait

x>0 e y<O0

on aurait
|0x| =6 # y = |0y|. C.Q.F.D.
Cette derniére particularité ne se recontre jamais dans les cogroupes
finis. On relira a ce sujet le Théoreme 5 de Eaton [2]. On notera, au
passage, que la démonstration donnée par Eaton, quelque peu cursive,
ne saurait s’appliquer aux cogroupes infinis.

Appendices

Démonstration des conditions d’associativité 5.4.

On se donne des éléments a, b, ¢ de H.

On pose u = a(bc), v = (ab)c.

1. Pour c=e¢: ona u = a(be) = ab et v = (ab)e = ab. Donc
u="v.

2. Pour b=e,c#e:0Ona

u=a(ec) = aG siceG =ac
- " laG siceG

v = (ae)c = ac. Donc u = v a nouveau.

3. Pour a=e, b#e,c#e:0Ona u=e(bc) et v=(eb)c. Dou
le tableau suivant qui donne aussi bien la valeur de u que la valeur
de v. On constate donc a nouveau I’égalité u =v.

¢ —
G G
b
G H H\ {e}
G H\ {e} H
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En résumé, on a u = v si I'un quelconque des éléments a, b, ¢
est égal 2 e. Il s’ensuit donc que, pour toutes parties 4 et B de
H,ona AB = (4e)B = A(eB), ce qui permet d’écrire simplement
AB = AeB.

4. Pour a#e, b#e, c#£e:1lya 2x2x2=28 casaexaminer
que nous regroupons en 4+ 4 suivant que a est dans G ou dans G.

4.1. Cas ot a € G. 1l se décompose en quatre cas.

4.1.1. Cas be G, ce G. Envertude 3ona u = a(bc) = ae(bc) =
aH =H et

v=(ab)c={e}U(a+C)U(a+ D))G
=GU{elu(@+C+C)U(a+C+D)
U(a+D+E"YU(a+D+ F').

Ainsi, on aura ¥ = v si et seulement si ’on a la condition

P(a) (a+C+D)u(a+D+F')=0G.
Pour a = 0, cette condition s’écrit
(1 (C+D)u(D+F'")=aG.

Et ’on voit bien que la condition P(a) est satisfaite pour tout a € G
si et seulement si la condition (1) est satisfaite.
On procede de méme pour les trois autres cas.

41.2. Cas be G, c€ G. u = a(bc) = ae(bc) = a(H\ {e}) =
H\ {a}. Et

v = (ab)c = ({e}U(a+ C)U(a+ D)G
=GU@+C+ChYu(@a+C+D)ul{e}

U(@+D+E)U(a+D+F).
On aura donc u# = v pour tout a € G, si et seulement si I’on a
(2) (C+CHhU(D+E)=G..

4.13. Cas beG, ce€G. u=a(bc)=H\ {a}. Et
v = (ab)c = ((a+ C")U(a+ D"))G
={e}U(a+C'+C)U(a+ C +D)
Ula+D' +EYu(a+D + F".
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On aura donc u = v pour tout a € G si et seulement si les deux
conditions suivantes sont réunies
(3) (C'"+C)u(D'+E'") =G,
(4) (C'"+D)u(D'+F')=G.

4.14. Cas be G, ce€G. u=a(bc)=H. Et
v=(ab)c=((a+C")U(a+D))G
=(@+C' +ChU(a+ C' +D)uU{e}
U(@+D +E)u(@a+D +F).
Ainsi u = v pour tout a € G, si et seulement si les deux conditions
suivantes sont remplies
(5) (C'"+CHYu(D'+E)=0G,
(6) (C'"+DYu(D'+F)=0G.
4.2. Cas oit a € G. 1l sobtient par “symétrie” en échangeant d’une
part C et F, d’autre part D et E. C.Q.E.D.

TABLE DU COGROUPE H(2) (paragraphe 5.10.1)

e 0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
0 e 3 4 5 0 3 4 5 1 2 6 7 1 2 6 7
1 e 4 5 6 1 4 5 &% 2 3 7 0 2 3 7 0
2 e 5 6 71 2 5 6 7 3 4 0 1 3 4 0 1
3 e 6 7 0 3 6 7 0 4 s 1 2 4 5 1 2
4 e 7 0 1 4 7 0 1 s 6 2 3 5 6 2 3
5 e 0 1 2 5 0 1 2 6 7 3 4 6 T 3 4
6 e 1 2 3 6 1 2 3 7 0 4 5 7 0 4 5
7 e 2 3 4 7 2 3 4 0o 1 5 6 0 1T 5 6
0 0 3 4 5 1 2 6 7 e 1 2 6 71 3 4 53
1 1 4 5 6 2 3 7 0 e 2 3 7 0 4 5 %
2 2 5 6 7 3 4 0 1 e 3 4 0 1 5 6 7
3 3 6 7 0 4 5 1 2 e 4 5 1 2 6 7 0
4 4 7 0 1 5 6 2 3 e 5 6 2 3 7 0 1
5 s 0 1 2 6 7 3 4 e 6 7 3 4 0 1 2
6 6 1 2 3 7 0 4 53 e 7 0 4 5 1 2 3
7 7 2 3 4 0 1 5 &6 e 0 1 5 6 2 3 4
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G=Z/SZ S={3,4,5} T={1,2,6,7}
C=F=S D=SU{0} E=T
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