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COHOMOGIE D’INTERSECTION MODEREE. UN
THEOREME DE DERHAM

BoHUMIL CENKL, GILBERT HECTOR AND MARTIN SARALEGI

With a singular space K there is associated a differen-
tial graded module of polynomial differential forms I TT:’*

(K) together with a filtration IT;(K) C IT;’Q'H(K) in each
degree +. IT;Y(K) is a graded module over the subring

of the rationals Q, = Z [—;—, 3o ,i—]. These modules are

defined for any stratified pseudomanifold K and for any
perversity p. It is proved that the cohomology of such
a differential module IT;**(K) is isomorphic to the in-
tersection cohomology IH3(K;Q,). The construction of
IT>*(K) is based on the deRham complex of Cenkl and
Porter when applied to a desingularization of K.

En se basant sur le travail de Sullivan [18], Cenkl et Porter
[5] on construit pour tout complexe simplicial C' un complexe de
formes différentielles qui calcule la cohomologie modérée (et en par-
ticulier, entiére) de C. Ceci leur a permis de généraliser la théorie
des modeéles minimaux de Sullivan aux coefficients dans un systéme
d’anneaux. Le développement de la théorie des modeéles minimaux
dans le cadre modéré permet, non seulement d’obtenir des renseigne-
ments sur la torsion de la cohomologie, mais encore d’étendre la dite
théorie au cas “infiniment engendré” (cf. [16]).

D’autre part, I’homologie d’intersection a été introduite par Gores-
ky et MacPherson [9] pour étendre la dualité de Poincaré aux va-
riétés singulieres. Cette homologie partage plusieurs propriétés avec
I’homologie singuliére: description axiomatique [10], théorie de
Morse [11], cobordisme [12], Théoréme de Lefschetz [8], Théoréme
de deRham [1], [2], [15] ... . Elle coincide avec I’homologie ordi-
naire pour les variétés lisses, compactes et orientées. L’homologie
d’intersection a été définie en premiere instance dans la catégorie
linéaire par morceaux [9] (pseudovariétés stratifiées); elle s’étend
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naturellement aux complexes simpliciaux a 'aide d’une triangula-
tion en drapeaux [13, Appendice] (pseudovariétés stratifiées simpli-
ciales), cadre ou se developpe [5].

Le but de ce travail est d’établir un Théoreme de deRham qui
englobe les deux points de vue précédents: un Théoréme de deR-
ham pour I’homologie d’intersection modérée dans la catégorie des
pseudovariétés stratifiées simpliciales. Plus précisement, nous mon-
trons le résultat suivant (cf. Théoreme 5.2.1):

THEOREME. Soit K wune pseudovariété stratifiée simpliciale.
Fizons D une perversité et q un entier. Le compleze IT,(K) des
formes différentielles d’intersection modérées calcule la cohomologie
d’intersection I H3(K;Q,). L’isomorphisme

(1) H* (ITy(K)) = TH;(K; Q)

est induit par lintégration habituelle [ des formes différentielles sur
des simplezes.

Historique. La premiere version a la de deRham de la cohomolo-
gie d’intersection de K nous la trouvons dans le travail de Cheeger
[6]. Les formes différentielles d’intersection sont celles de carré
intégrable, pour une certaine métrique riemannienne sur la partie
reguliere de K. En fait, Brasselet, Goresky et MacPherson ont
établi dans [1] un lien direct entre la condition de permissibilité au
niveau des chaines de [9] et la condition de permissibilité au niveau
des formes de [6]. Remarquons que le systéme des coefficients est
celui des coeflicients réels.

Dans le cadre des espaces stratifiés, la notion de forme différentielle
d’intersection est diie & Goresky et MacPherson [3]. Pour exprimer
la condition de permissibilité des formes on utilise un systeme de
voisinages tubulaires des strates singulieres. Un autre point de vue
est celui de [15], ou pour mesurer la permissibilité des formes on
fait appel & un éclatement de ’espace stratifié en question. Ici, a
différence des approches précédents, le Théoreme de deRham obtenu
utilise l'intégration habituelle [ des formes sur des simplexes.

Dans notre travail nous avons choisi ce dernier point de vue.
La notion d’éclatement s’étend naturellement au cadre simplicial
et c’est cet outil qui va nous permettre de travailler a coefficients
modérés (en éclatant les formes) et d’établir I'isomorphisme (1) par
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I'intermediaire de de l'intégration [. Le chemin que nous suivons
pour établir le Théoreme de deRham est parallele a celui utilisé dans
le cas non stratifié. Mais, pour y arriver, il y a un certain nombre de
difficultés techniques, liées a la nature des stratifications, que nous
devons surmonter. Les deux principales sont les suivantes.

e Choiz de la triangulation. Une triangulation en drapeaux, qui
fixe la structure simpliciale de K, n’est pas assez fine pour établir le
Théoréme de deRham que nous cherchons. On doit faire attention
au phénomene suivant.

Un point clé dans la démarche de [5] est la filtration du complexe
simplicial C' par une suite décroissante de sous-complexes simplici-

aux
cC=C">C"'>C"?>...

(les squelettes), dont les complexes relatifs (C*, C*~!) sont décrits
en fonction des i-simplexes de C. Ces simplexes décrivent la struc-
ture locale de C, car C est acyclique. Mais la structure locale d’une
pseudovariété stratifiée K n’est pas décrite simplement par les sim-
plexes (K n’est pas acyclique pour I’homologie d’intersection). Lo-
calement, nous trouvons des joints de la forme o * L,, o o est un
simplexe maximal d’une strate et L, est ’entrelac de . Ainsi la
triangulation fixée sur K doit tenir compte de ce fait.

Nous avons donc besoin de définir sur K une filtration F dont les
complexes relatifs soient déterminés par les joints axL,. C’est chose
faite avec le complexe résiduel £(K) de K que nous introduisons
dans ce travail: £(K) est le sous-complexe de K déterminé par les
simplexes qui rencotrent la derniére strate de K en codimension
strictement positive. Nous avons ainsi sur K la filtration F

KD>LK)DLAK)DLY(K)D .

Malheureusement le complexe L£(K) n’est pas une pseudovariété
stratifiée simpliciale. Pour cette raison nous introduisons la catégorie
des complexes stratifiés, ou ’opérateur £ est interne. Un complexe
stratifié est la donnée d’un complexe simplicial K et d’une filtration
de K par des sous-complexes simpliciaux fermés

K=K,DK, 1=K, 2=XDK, 3D ---DKyDK_;=0,
ou pour chaque o € K; il existe 7 € K; de dimension 7 avec:

c<17,0NK;,_1<0 et cNK;,_1=7NK;_;.
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(Ici, < dénote “face de”). Cette condition demande une certaine
homogénéité de chaque plongement simplicial K;_; C K;. Remar-
quons que la triangulation sous-jacente est en drapeaux.

Nous prouvons que toute pseudovariété stratifiée K posseéde une
triangulation qui fait de K un complexe stratifié. La notion de
complexe stratifié est d’ailleurs strictement plus fine que celle de
pseudovariété stratifiée simpliciale.

Remarquons que chaque K;, avec K; # K;_, n’est pas une variété
simpliciale de dimension ¢ mais un complexe simplicial de dimension
i. Cette approche surprend d’un point de vue purement ”homolo-
gie d’intersection” ou les strates sont des variétés. Mais elle est
naturelle si nous nous plagons dans le cadre simplicial de [5]; 13, le
Théoreme de deRham est montré pour les complexes simpliciaux et
non seulement pour les variétés simpliciales. La définition d’homolo-
gie d’intersection s’étend naturellement aux complexe stratifiés; bien
siir, certaines propriétés de I’homologie d’intersection disparaissent
dans le passage pseudovariétés stratifiées - complexes stratifiés, nous
pensons notamment a l'indépendance de la stratification. Rétablir
les propriétés basiques de ’homologie d’intersection dans ce nouveau
cadre des complexes stratifiés demande du travail supplémentaire.

e Intégration [. Toutes les formes différentielles d’intersection que
’on rencontre dans la litterature sont définies sur la partie reguliere
de K, ce qui empéche a priori l'intégration habituelle des formes
sur des simplexes et donc le Théoréeme de deRham que nous cher-
chons. Pour palier a ¢a nous introduisons la notion d’éclatément.
L’éclaté K est obtenu a partir de K en remplacant chaque point sin-
gulier A de K par son entrelac L4. En collapsant chaque L4 sur A
nous obtenons ’éclatement px: K — K. Considérons par exemple
le simplexe standard A de dimension 2, de sommets Ay, A; et Ay
dont le lieu singulier soit {Ag}. L’éclatement de A est ’application:
p o [0,1] x [0,1] — A définie par u(t,s) = tAo + (1 — t)sA; +
(1 —t)(1 — s)Az. Pour définir le complexe des formes différentielles
d’intersection modérées nous procédons en deux étapes.

1. Formes relevables. Un forme w définie sur la partie reguliére de
K est relevable si elle s’éclate en une forme @ de K. Nous sommes
donc dans le cadre de [5]. Dans I’exemple précédent, la forme

lo hitg

dt; +

S,
1—to (1=1t0)2

w; =
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est relevable avec w; = tds, et la forme

ty

e e

ne ’est pas, car

prwy = i—s—t(—s dt + (1 —t)ds).

2. Degré vertical. Comme dans [15], la permissibilité d’une forme
relevable w par rapport a une strate K; est mesurée a ’aide de
’éclatement de K. Ainsi, le degré vertical ||w||; est le degré de &
relativement aux fibres de pux au dessus de K;. Dans l’exemple
précédent, ||w;|lo =1 car &7|i=1 = ds.

Nous définissons les formes différentielles d’intersection modérées
de K comme les formes relevables w, avec & polynomiale modérée,
verifiant la condition d’intersection:

ma'x(”w”h ”dwlll) S n—1—2-— Dn—i, pour tout <.

Bien que ces formes différentielles d’intersection modérées soient
définies sur la partie reguliere de K, I'intégration [ est bien définie
car elle se realise finalement sur XK. Un certain travail est nécessaire
pour montrer qu’il est aussi un morphisme différentiel (formule de
Stokes), car dans le passage K — K des nouvelles faces apparais-
sent. En effet, si w est une forme de K, relevable en une forme &
de K, et £ est une chaine de K, relevable en une chaine ¢ de K,
la formule de Stokes [; dw = [5;w devient [ -3¢ @ = 0. Bien qu’en
général 35 # 5& , nous montrons que si w et  sont d’intersection
alors la restriction de & & 0€ — 8¢, s’annule.

La démonstration du fait que [ induit un isomorphisme en coho-
mologie est faite comme d’habitude en deux pas: d’abord localement
dans chaque joint ax L, et apres par induction en commencgant par
’élément le plus petit de la filtration F.

L’organisation du travail est la suivante:
Complexes stratifés.

Cohomologie d’intersection.
Eclatement.

Ll e

Cohomologie différentielle.
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5. Théoréme de deRham.

Nous introduisons, dans la premieére section, le complexe stratifié
comme une pseudovariété stratifiée avec une “bonne” triangulation.
Dans la deuxiéme , nous étudions la cohomologie d’intersection d’un
complexe stratifié. Nous définissons ensuite ’éclatement d’un com-
plexe stratifié, ce qui nous permet d’introduire les formes d’intersect-
ion modérées dans la section 4. Dans la derniére section nous mon-
trons le résultat principal de ce travail: la cohomologie du complexe
des formes d’intersection modérées est isomorphe, par l'intégration
habituelle, & la cohomologie modérée (voir [4] pour un autre point
de vue). Nous terminons en discutant I'indépendence du complexe
des formes cubiques d’intersection par rapport a la triangulation et
la stratification choisies dans K ainsi comme en decrivant la dualité
de Poincaré et la formule de Kiinneth en termes du produit exterieur
des formes.

1. Complexes stratifiés. La théorie de Sullivan-Cenkl-Porter
se situe dans la catégorie des complexes simpliciaux alors qu’une
pseudovariété stratifiée est un objet de la categorie PL (voir [9] pour
la définition précise). Il s’avere donc nécessaire de fixer une triangu-
lation (structure de complexe simplicial) dans chaque pseudovariété
stratifiée. Nous faisons ceci de fagon a préserver la structure locale
des pseudovariétés stratifiées. La triangulation en drapeaux de [13]
n’est pas assez fine. Nous introduisons dans cette section la notion
de complexe stratifié, qui, elle, rend compte de la structure locale de
la pseudovariété stratifiée. Pour les notions relatées aux complexes
simpliciaux nous nous referons a [14].

1.1. Complexes stratifiés. Nous commencons en rappelant la
définition de complexe cellulaire, notion qui englobe tous les com-
plexes qui apparaitrons dans ce travail: complexes simpliciaux, com-
plexes cubiques, complexes prismatiques, .... Ensuite nous intro-
duisons les complexes stratifiés en deux temps: complexes filtrés et
complexes stratifés proprement dits.

1.1.1. Une cellule est un polyedre compact et convexe. Un
complexe cellulaire K est une famille finie de cellules, vérifiant
les conditions suivantes:

(2) TeK,o<T=>0€K et



COHOMOGIE D’INTERSECTION MODEREE. UN THEOREME DE DERHAM 241

(3) rno€K=>1No<1,7No <o.

Si pour un certain entier n on a:

(4) o€ K= ilexiste 7 € K de dimension n avec o < 7,

on dira que K est de dimension n et on écrira n = dim K.

Par cohérence de notation on dira que l’ensemble vide est un
complexe cellulaire de dimension —1. Toute sous-famille X C K
vérifiant (1) et (2) sera dite sous-complexe cellulaire de K. On
posera codimy X la codimension de X dans K. Dans ce travail on
fera ’abus de notation suivant: avec o on designera également un
cellule de K et le complexe cellulaire déterminé par ses faces.

Dans la suite nous trouverons principalement les complexes suiv-
ants:

e Complexes simpliciaux. Si les cellules sont de simplexes.

e Complexes cubiques. Si les cellules sont de cubes.

Et plus généralement les

e Complexes prismatiques. Si les cellules sont des prismes,
ol un prisme est un produit fini de simplexes. Nous considérerons
toujours les coordonnées locales données par les coordonnées barycen-
triques des simplexes.

Une fleche f : K — K' entre deux complexes cellulaires est cellu-
laire si elle envoie les cellules de K sur les cellules de K’ et de fagon
différentiable. Nous dirons que f est un isomorphisme s’il est cel-
lulaire et si sa restriction & chaque cellule de K est un isomorphisme
linéaire.

1.1.2. La premiére caractéristique d’une pseudovarieté stratifiée
est 'existence d’un lieu singulier stratifié. Nous transposons ceci au
cas des complexes simpliciaux.

Une filtration simpliciale sur un complexe simplicial K de di-
mension n est une filtration de K par des sous-complexes simplici-

aux
K=K, DK, 120Ky 2D>...0OKyDK_1=0,

ou pour chaque 1 € {0,...,n}:

(5) ceK=0nK;<o, et
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(6) dlmK, = i, si K,’ # K'_l.

La premieére propriété équivaut a dire que la triangulation de K est
en drapeaux. La deuxiéme propriété sort K du cadre de [13] (K; —
K;_, n’est pas ici forcement une variété), mais elle plus naturelle
dans la catégorie des complexes stratifiés, n’oblions que le Théoréme
de de Rham de [5] a été prouvé pour les complexes simpliciaux et
pas seulement por les variétés simpliciales.

Remarquons que K, est nécessairement différent de K, ;. Par
la suite on désignera par K,, le plus petit élément non vide de la
filtration, c’est-a-dire K,, # K,,_; = 0; nous dirons que m est le
degré minimal de K. La longueur de K, notée long(K), est la
somme de m et du nombre d’indices ¢ pour lesquels K; # K;_;.

Un complexe filtré est la donnée d’un complexe simplicial K et
d’une filtration simpliciale. Soit Y un sous-complexe de K. Nous
dirons que Y est un sous-complexe filtré si la filtration induite

Y=YNK,DYNK,1D...0YNKyDYNK_;=0

définit une structure de complexe filtré sur Y.

1.1.3. Les propriétés locales d’un complexe filtré peuvent étre
améliorées aprés une subdivision convenable. Ceci donne lieu a la
notion de complexe stratifié.

Une filtration simpliciale est une bonne filtration simpliciale
si pour chaque o € K; avec K; # K;_1, il existe 7 € K; de dimension
i avec:

(7) o<T et aﬂKi_l =TﬁKi_1.

Cette condition demande une certaine homogénéité de l'inclusion
K, 1 CK;.

Un complexe stratifié est la donnée d’un complexe simplicial
K et d’une bonne filtration simpliciale vérifiant

(8) Kn—l = K, —2.

Le sous-complexe ¥ = K,,_; est la partie singuliére de K [9]. Un

sous-complexe filtré Y de K est un sous-complexe stratifié si la

filtration induite définit une structure de complexe stratifié sur Y.
Comme on l’avait annoncé au début de ce travail:
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PROPOSITION 1.1.4. Toute pseudovariété stratifiée posséde une
triangulation qui en fait un complexe stratifié.

Démonstration. Voir Section (1.3) ]

1.2. Décomposition d’un complexe stratifié K. Nous pré-
sentons dans cette section la décomposition d’'un complexe strat-
ifié K, qui joue un role analogue & celui de la décomposition par
squelettes utilisée a [5]. Nous commengons par présenter les “mor-
ceaux”.

1.2.1. Pour chaque complexe filtré K et chaque simplexe o €
K;— K;_1,i€{0,...,n}, 'entrelac transversal de « est le com-
plexe simplicial

Ly={B€K/axBeK et BNK; =0}

Rappelons que a * 3 est le plus petit simplexe de K contenant o
et G; il est naturelement identifé avec {ta + (1 —¢)b /a € a, b €
g et te[0,1]}.

Le complexe résiduel du complexe filtré K est le complexe
simplicial

L(K)={r € K / dim(r N K,) < m},

c’est-a-dire, la famille des simplexes de K qui rencontrent le com-
plexe K,, dans le squelette de codimension un. Les exemples de la
page 245 illustrent ces notions.

Ces espaces jouissent des propriétés suivantes.

PROPOSITION 1.2.2. Soit K un compleze stratifié. Le com-
pleze résiduel L(K) et chaque entrelac transversal L, sont des sous-
complezes stratifiés de K. Ils vérifient

a) dim(L(K)NKp)=m—1,

b) dim(L(K)NK;) =14, sii#m et LIK)NK; # L(K)NK;_1,

c)dim(LyNK;)=i—dima—1, si Ly,NK; # Ly N K;_4,

d) long(L(K)) < long(K) et long(La) < long(K).

Démonstration. Considérons d’abord le complexe résiduel £L(K).
Distinguons deux cas. Si m = n alors L(K) est le squelette de
codimension un de K et le résultat est immédiat. Supposons m < n.
Il est facile de voir que £(K) vérifie (2) et (3). Vérifions (7), ce
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qui implique (4) et (6). Soit 0 € L(K) N K; avec L(K) N K; #
L(K)NK;_.

Si ¢ = m, degré minimal, le résultat est immédiat car L(K) N
K, est un complexe stratifié de dimension m — 1 (le squelette de
codimension un de K,).

Supposons @ > m. Puisque K; vérifie (7), il existe 7 € K; de
dimension i, avec 0 < 7 et o N K;_; = 7N K;_;. Il suffira donc
de montrer que 7 est un élément de L(K). Pour cela rappelons
Pinclusion K,,, C K;_1, qui implique: TN K, = (TN K;_1) N K, =
(cNKi-1) N Ky =0N Ky, et done 7 € L(K). Puisque (5) et (8)
découlent des propriétés analogues pour K, nous en déduisons que
L(K) est un complexe stratifié. Les calculs précédents montrent
aussi les propriétés a) et b). Finalement, I'inégalité long(L(K)) <
long(K) provient du fait que la dimension de L(K)NK,, est m — 1.

La démarche de la démonstration est analogue pour un entrelac
transversal Lo, ot @ € K; — K;_;. Montrons (7) et d). Soit o €
L,NK; avec LoNK; # L,NK;_1. Remarquons I'inégalité i > j+1.
Ainsi a x 0 € K; et il existe donc v € K; de dimension ¢ avec
axo < vyetyNK;_y = (a*xo)N K;_,. Puisque K; C K;_; on
a a = yNKj et ainsi v = a * 7, pour un certain simplexe 7 avec
7N K; = (. Nous pouvons donc affirmer que 7 est un simplexe de
L,NK; de dimension i—dima—1,aveco < Tet cNK;_1 = 17NK;_;.
L’inégalité long(L,) < long(K) provient du fait L, N K; =0. O

1.2.3. Ces deux types de complexes sont un cas particulier d’'une
notion plus générale utilisée au long de ce travail. Nous dirons
que’un sous-complexe Y d’un complexe stratifié N est transver-
sal (resp. L-transversal) si, pour le cas Y N N; # Y N N
(resp. YN N; # Y N N;_; et ¢ différent du degré minimal), on
a codimy (Y N N;) = codimy(N;); c’est-a-dire, si Y et N; se ren-
contrent en position générale. Par conséquent, l’entrelac transver-
sal est un sous-complexe transversal et le complexe résiduel est un
sous-complexe L-transversal.

L’exemple suivant montre que, si K est seulement un complexe
filtré, le complexe résiduel et les entrelacs transversaux peuvent ne
pas étre de complexes filtrés. Apres un sous-division convenable le
complexe filtré devient stratifié ainsi que le complexe résiduel et les
entrelacs transversaux.
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Lo
“ £(K) .

Complexe filtré K
K=K3D>Ki D0

Complexe stratifié K’ Lo

1.2.4. Joint. Soit A un complexe simplicial de dimension ¢. Le
joint A x K est le quotient A x K x [0,1] par la relation

(il'l,.'L'Q,O) ~ (‘Tll)x270) et (xlazZ) 1) ~ (1}1,.’1),2, 1)

Dans le cas particulier o A est un point, on obtient le cone cK. Le
joint A x K posséde une structure naturelle de complexe simplicial
de dimension £ +n+1: {axf /a € A, B € K} (cf. [14, pag. 23]).
Il a aussi une structure naturelle de complexe filtré, donnée par la
filtration:

AxK=AxK,DA*xK, 1 DAxK, »D...0A%xKyDAD0.

Remarquons néamoins que le joint n’est pas un complexe stratifié:
considérer o € K a (7).

Le complex résiduel du joint est donné par: L(A x K) = K, si
dimA =0, et L(A*xK) =A"xK, oli on a écrit A’ le squelette de
A de codimension un.

1.2.5. La comparaison entre les cohomologies d’intersection mo-
dérées simpliciale et différentielle est faite en utilisant la décompo-
sition de K:

(9) K =L(K)U ( U (a*La))

aelm
ou I, est la famille des simplexes de K, de dimension m. On vérifie
aussi la relation:
(10)
L(K)N ( U (@*xLa) | = U LlaxLs) = | (BaxLy).
a€lm a€lm a€lny,

On remarquera que chaque a* L, est un sous-complexe transversale
de K (cf. (1.2.2))
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1.3. Pseudovariétés stratifiées versus complexes stratifiés.
Dans cette section nous prouvons la Proposition 1.1.4 qui assure
P’existence d’une structure de complexe stratifié sur une pseudo-
variété stratifiée donnée. Pour cela nous avons besoin de deux
Lemmes.

LEMME 1.3.1. Soient K un complexze simplicial de dimension
n et X un sous-complexze simplicial. Alors il existe une subdivision
K' de K vérifiant:

a) K™D ¢ (K'Y et

b) pour chaque o € K' il existe 7 € K' , de dimension n, avec
c<tTetoNX=1NX.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que grace a la con-
dition a) on peut donc supposer que K est un simplexe et que
X est une face de K. Soient {By,...,B;} les sommets de X et
{Ao,...,Ap, Bo,...,Bi} les sommets de K. On notera ceci par:
K = (Ao,... ,AP;B(],... ,Bl> et X = (Bo,... ,Bl).

Faisons la démonstration par récurrence sur [. Sil = —1, i.e.
X = 0, il suffit de prendre K’ = K. Supposons donc le résultat
démontré pour les dimensions strictement inférieures & [. Con-
sidérons la subdivision de K qui consiste a ajouter comme sommet
le barycentre P de K. Dans ce nouveau complexe simplicial les
simplexes de dimension n sont de deux types:

oc; = (Ay,...,Ai-1,P, Ait1,... ,Ap; Bo,...,Bi), 1€ {0,...,p}

® 7 = <A0,... ,AP,P;B(),... ,Bj_l,Bj_H,...,B[), ] € {0, ,l}

Les simplexes 7y, ... ,n; vérifient les conditions de 'hypothese de
récurrence. Il existe donc des subdivisions respectives Sp,..., S
vérifiant a) et b). Posons finalement K' = SpU...US UgU. .. Ugp,
ce qui est bien défini d’apres a). Puisque chaque ¢y, ... ,&, vérifie
a) il reste & montrer que, par exemple, £ vérifie b). Soit o une face
de g¢. Il y a deux possibilités:

1. (By,...,B)) < 0. Posons 7 = ¢y € K'; il est de dimension n
et vérifie o < T et TN X = (By,...,B)=0nNX.

2. 1l existe j € {0,...,l} avec B; ¢ 0. Alors 0 < n;. Par.
hypotheése de récurrence il existe 7 € S; , de dimension n, avec
c<tTetoNXNn=1NXNn;,cest-a-dire, cNX =7NX. O

LEMME 1.3.2. Pour toute filtration simpliciale K = K, D Kp_1 D
...D Ky D K_; =0 il existe une subdivision K' < K pour laquelle
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la filtration induite K' = K, D K, | D---D Ky D K/, =0, est
une bonne filtration simpliciale.

Démonstration. Soit i > 0 le plus grand entier pour lequel la
filtration K; D K;_1 O ... D Ky D K_; = 0 soit une bonne fil-
tration simpliciale. Nous allons construire une subdivision K' < K
telle que la filtration induite Kj,, D K] D --- D Ky D K| = 0,
soit une bonne filtration simpliciale. Une application réitérée de cet
argument termine la démonstration.

Soit K, < K, la subdivision donnée par le Lemme précédent
appliquée & X = K; C K;;;. La filtration K;,; D K; D --- D
Ko D K_; = 0, est bien définie (cf. (1.3. a))) et c’est une bonne
filtration simpliciale (cf. (1.3. b))). Complétons la subdivision.
D’aprés [14, pag.32], pour chaque j € {i + 2,...,p} il existe une

subdivision K} < K; avec K; ; C K; . Il suffit de considérer
K=K, DK, ,D--DK,;, DK;D>--DKyDK,=0.
g

1.3.3. Démonstration de la Proposition 1.1.4. Considérons
sur K une filtration K = K, D K, 1 =YD ...D K¢y D K =
(0, par des sous-complexes simpliciaux vérifiant (6). Elle devient
simpliciale aprés subdivision barycentrique. Puisque toute filtra-
tion simpliciale reste telle apres subdivision, il suffit d’appliquer le
Lemme précédent pour avoir le résultat cherché. O

Dans le reste de ce travail, K sera un complexe stratifié de dimen-
sion n et de filtration K =K, D K,.1=XD...ODO Ky D> K_; =0.

2. Cohomologie d’intersection. Nous introduisons et étudions
dans cette section la cohomologie d’intersection d’un complexe strat-
ifié K. Nous présentons cette cohomologie du point de vue simplicial
et non PL (cf. [13]).

On fixe pour la suite un anneau unitaire commutatif £ comme
systeme de coefficients.

2.1. Cohomologie d’intersection d’un complexe stratifié.

2.1.1. Une perversité p est une suite d’entiers (p, ... ,p,) very-
fiant po = 0 et py < prs+1 < pr + 1 pour tout k € {2,... ,n—1}. Un
simplexe 0 € K de dimension j est permis (ou p-permis) si:

(11) dim(c N Kpx) <j—k+p
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pour tout k € {2,...,n—1}. On remarquera que si o est un simplexe
permis alors 0 N ¥ est dans le squelette de codimension 2 de o.

Soit ¢ un simplexe de K et k le plus grand entier vérifiant o N
K,y # (. Supposons k& # 0, i.e. oNYX # 0. Le simplexe o
s’écrit sous la forme 3 x v, avec § = 0 N K,_;. D’apres (11) on a
I’équivalence:

(12)0 p — permis <= dim~y >k —1—p; et v P — permis.

2.1.2. Le complexe des chaines simpliciales (a supports com-
pacts) de K est noté C.(K; R), R étant le systeme de coefficients.
Un élément de C,(K; R) est donc une somme finie Y ;c;ri0; , ol
r; € R et o0; € K. L’opérateur bord habituel sera noté 0. Le com-
plexe des cochaines simpliciales de K est noté C*(K;R) =
Hom(C.(K; R); R). On notera d 'opérateur dual de 0. La cohomo-
logie de (C*(K; R),d) est H*(K; R).

Une chaine Y ;c; 7;0; est permise (ou p-permise) si chaque o,
avec r; # 0, est permis. On posera:

IC?(K;R) = {c € C.(K;R)/c et Oc sont des chaines permises },

c’est un sous-complexe différentiel de C,(K; R). Soit IC3(K; R) le
complexe dual Hom(/C(K; R); R). L’homologie de (IC?(K; R), 0)
sera I’homologie d’intersection de K, notée I HP(K; R). La coho-
mologie de (IC3(K; R), d) sera la cohomologie d’intersection de
K, notée I H;(K; R). Observons que tous ces complexes dépendent
non seulement de K, mais aussi de la filtration de K. Remarquons
aussi que tout isomorphisme entre deux complexes stratifiés K et K’
(cf. (1.1.1)) induit un isomorphisme de modules entre I’homologie
(resp. la cohomologie) d’intersection de K et K’. Si K ne posséde
pas de partie singuliere alors I H;(K) est la cohomologie simpliciale
habituelle H*(K).

Remarquons que les définitions précédentes ont encore un sens si
K est un complexe filtré.

2.1.3. Considérons A une pseudovariété stratifiée et notons
TH?(A; R) 'homologie d’intersection définie dans [9]. Fixons main-
tenant 7' une triangulation sur A qui en fait un complexe strat-
ifié (1.1.4). D’aprés [13, Appendice] les modules TH?(A; R) et
TH?(A; R) sont isomorphes; la fleche étant induite par I’inclusion



COHOMOGIE D’INTERSECTION MODEREE. UN THEOREME DE DERHAM 249

linéaire de T dans A. Dans la suite on identifiera THP(A; R) et
TH?(A;R).

Entre la cohomologie d’intersection de K et celle des sous-comp-
lexes stratifiés de K il y a la relation suivante.

PROPOSITION 2.1.4. Soit Y un sous-compleze stratifié de K.
Alors:

a) ICP(K;R)NC.(Y;R) = ICP(Y; R), si Y est transversal, et

b) ICP(K; R) N C.(L(K); R) = ICT(L(K); R), si L(K) n’est pas

transversal et T est la perversité définie par:

Dt sit<n—m+1
rs=<{p-1+1 sit=n—-m+1
Pn-m+1 st t>n—m+41.

Cette perversité sera appelée perversité résiduelle.

Démonstration. a) Soit o un simplexe de Y de dimension j et
YNK, r#YNK, ;. La condition (11) devient:
e dim(cNYNK, ) <j—k+pg dans KNY, et

e dim(ocNK,_x) <j—k+ px, dans K.
Puisque cNY N K,y = c N K,_; et cody(Y N K,_) = k les
deux conditions précédentes sont équivalentes, d’ou le résultat.

b) On procéde de la méme fagon en tenant compte des égalités:
codp gy (L(K)NKp)=n—m+1letj—(n—m)+ppm=7—(n—
m+ 1) + rp_my1, pour le cas dim £L(K) = n. a

Remarquons que les sous-complexes suivants de K vérifient la
condition a): L,, a * L, avec @ € K le sous-complexe K de A x
K. Pour le cas ou le complexe résiduel n’est pas transversal, nous
avons eu besoin d’introduire la notion de perversité résiduelle; en
fait, la seule différence significative entre p et 7 se trouve dans les
termes (n —m) et (n —m — 1), ce qui correspond au passage K,, —
L(K) N K,,. Cette méme siuation de changement de perversité
dans le passage aux sous-complexes se trouve dans ([9, page 144])
Pour unifier la notation on posera # = P pour le cas ou L(K) est
transversal.

En termes de cochaines le résultat précédent se traduit comme
suit:
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PROPOSITION 2.1.5. La restriction des cochaines induit les ap-
plications:

a) IC5(K; R) — IC3(Y; R) si Y est transversal,

b) IC5(K; R) — IC}(L(K); R).

2.2. Calcul de IH;(K, L(K); R). Nous montrons dans la suite
comment obtenir la cohomologie d’intersection de K a l'aide de la
cohomologie d’intersection de L£(K) et de celle des a * Ly, ou «
parcourt la famille des simplexes de K dont la dimension est égale
au degré minimal.

Nous commengons avec un Lemme qui sera utile dans la suite.
Rappelons que le support d’une chaine £ € C,(K; R), noté &, est
la réunion des simplexes dont les coefficients dans & sont différents
de zéro.

LEMME 2.2.1. Soit & une chaine de IC?(K; R). Soit k le plus
grand entier vérifiant ENK,_y # 0. Alors € s’écrit de fagon unique
sous la forme:

(13) gzza’*fYa +§’

a€cl

ou
a) ¢ € ICP(K;R) avec ¢ N K, =0,

et pour chaque a € I
b) S Kn—k - Kn—-k—l;

C) Yo est une chaine non nulle de

ICT,_,_,,(La; B) + (ICL,_,, (La; R) N 071(0)),
d) a*x v, € ICP(a x Ly; R).

—Pk

Démonstration. Remarquons que la condition d) implique que ¢’
est un élément de ICP(K; R) (cf. (2.1.4)). D’autre part, c) implique
d) (cf. (12)). 1l suffit donc de construire (13) vérifiant £ NK,_x = 0,
b) et c).

La chaine & s’écrit de fagon unique sous la forme £ = Y ;o *
Yo + &, ot € est une chaine de C.(K;R) avec & N K, = 0,
a € K,_; — K,_k_1 et 7, est une chaine non nulle de C,(L,; R). 1l
reste donc & montrer c). Puisque & est permise, les chaines a * 7,
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sont permises; d’apres (12) chaque chaine 7, est aussi permise et
appartient & Csx_1_p, (Lqa; R).

Posons Iy = {« € I de dimension maximale } et I; son complé-
mentaire. Le bord de £ s’écrit, au signe pres

0=+ ) ardvat D, axlyax Y Oaxy, £ Y Oakye, + 8¢

a€ly a€l a€ly acl

avec la convention 0*- = 0. Remarquons que, d’apres le choix de I,
les termes ax0y,, pour a € I, ne sont pas eliminés dans ’écriture de
0¢. En raisonnant comme plus haut, on montre que, pour a € Iy, les
chaines 0, sont permises et appartiennent & Csx_1—p, (Lqa; R). Ceci
montre la propriété c) pour a € Ip. On termine la démonstration
en considérant la chaine {' =& — Y ¢y, @ * Ya- a

Une premiere conséquence de ce Lemme est la

PROPOSITION 2.2.2. La restriction
p: IG5 (K; R) — IC}(L(K); R)
est un epimorphisme différentiel.

Démonstration. D’aprés le Lemme précédent et (2.1.4) toute
chaine £ € ICP(K; R) posséde une et une seule décomposition de
la forme £ = Y,er, %70 +& ou & € ICT(L(K);R) et 74 €
IC?(Ly; R) pour chaque o € I,,. On définit une section S de la
restriction en posant S(F)(§) = F(&). La restriction p commute
avec les différentielles. EI

2.2.3. Désignons par IC;(K, L(K); R) le noyau de la restriction
IC5(K; R) — IC;(L(K); R) et par IH;(K,L(K); R) la cohomolo-
gie correspondante. On a la suite exacte

0 — IC;(K,L(K); R) — IC3(K; R) — ICF(L(K); R) — 0
qui donne lieu & la suite exacte de la paire (K, L(K))

c-- = THEY(L(K); R) — THYK, L(K); R) —
— THY(K;R) = THY(L(K);R) — -+ - .
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Si Ky # 0 le complexe résiduel est la réunion des coénes cL,
a € Ky. On trouve donc la relation

TH}(K,L(K);R) = [] IHz(a* La, Lo = L(a* La); R).
a€Kg

Notre objectif est d’étendre cette relation au cas général.

Soit A le simplexe standard de dimension /. Rappelons que §dA
désigne le bord de A considéré comme complexe simplicial. Le com-
plexe A x K est justement le complexe résiduel de A *x K. Pour
[ =0 on posera A x K = K. Le résultat principal de cette section
s’enonce:

PROPOSITION 2.2.4. La restriction des cochaines induit un iso-
morphisme

IH,—*,‘(K,,C(K);R)’-\‘—- H IHl—j(a*La,(Sa*La;R),

a€lm,

ou I,, est l’ensemble des simplexes de K,, de dimension mazximale
m.

Démonstration. Remarquons que le module IC3(K, L(K); R) est
isomorphe au module quotient

Hom (IC?(K; R) / ICI(L(K); R); R).

Il suffira donc de prouver que l'inclusion de complexes induit un
isomorphisme au niveau de quotients:

ICF(K;R) o ICP(a % Lo; R)
ICT(C(K);R) ~ Y IC7(6a+ L R)

ac€ln

Appliquons le Lemme 2.2.1 4 k = n—m. Toute chaine £ € IC?(K; R)
s’écrit donc sous la forme:

(14) €= > a*xv, + & avec "= Y, PBxy + &

a€ln ﬂeKm_Im

0t Yo € ICP(Loi R), 0% 7o € ICP(a s Lo R) et €' € ICF(K;R)
avec dim(&" N K,,,) < m. Cette derniére condition implique que &”
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est une chaine de IC7(L(K); R) (cf. (2.1.4)). Par conséquent on a
I’égalité:

ICP(K;R) = ¥ ICH(a*La;R) + ICI(L(K);R).

a€lny,
Ainsi
IC’,{"(K;R) _ Z IC?(a*La;R) + IC’f(C(K);R)
ICI(L(K);R) 5. ICT(L(K); R) ’

qui est isomorphe a

Eaelm IC?(O[ * La; R)
Yaer, ICT(a % Lo; R)NICT(L(K); R)

Puisque da * L, est le complexe résiduel de a * L, nous avons
IC?(a % Lo; R)NICT(L(K); R) = ICI(L(dax * Lo; R) (cf. (2.1.4)).
Le quotient précédent devient

Yacln IC’;”_(a * Lo; R)
Yaer, ICI(6a x Lo; R)’

qui n’est rien d’autre que

® ICP(a* Lo; R)
ICT(6a* Lo R)’

a€lm

11 est aisé de voir que l'isomorphisme est donné par 'inclusion. [

2.3. Lemme de Poincaré. Le complexe A x K, ou A est le sim-
plexe standard de dimension /, est un complexe filtré de dimension
n+1+1. Dans ce paragraphe nous calculons / H;(A* K; R) & partir
de IH3(K; R). C’est le calcul local caractéristique de la cohomologie
d’intersection, qui joue le role du Lemme de Poincaré de [18].

Nous commengons par décrire les éléments de IC?(A x K; R) &
l'aide des éléments de IC?(K; R). Le complexe tronqué de K
(cf. [10, pag. 93]) est le complexe différentiel:

TCP(K;R)= @ ICY(K;R)e (ICE_,., (K;R)nd~\(0)).

j>n~Pn+l
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En appliquant (2.2.1) pour k£ = n + 1, toute chaine £ € ICP(A *
K; R) s’écrit de fagon unique sous la forme:

(15) =) axv, + &,

a€A
oll 7, € TCP(K;R) et £ € IC?(K; R).
LEMME 2.3.1. L’application

IC?(A * K; R)
IC?(K;R)

(16) f:C.A;R)® TCP(K; R) —»

définie par linéarité & partir de f(a ® ) = [a * f] (classe de o x §),
a € A et B € K est un isomorphisme différentiel de degré +1.

Démonstration. D’apres (12) le simplexe a* ( est permis, I’appli-
cation f est donc bien définie. L’inverse est donnée par f~!([¢]) =
@Boca(a® v,) (cf. (15)). 11 suffit de montrer que f commute avec
la différentielle; puisque dim 8 > 0 (n — pp41 > 1) il faut distinguer
deux cas d’apres la dimension de a:

e Soit dima > 0, alors f(8(a® f)) = f(Oa® B+ (-1)4m"la®
0p) = [0a x B + (=1)dme—lg x 98] = [0(a * B)] = Of(a ® B),
ot 0 désigne la différentielle induite par 8 sur le quotient ICP(A *
K;R)/IC?(K;R).

e Soit dima = 0, alors f(d(a ® B)) = f((-1)4m*"la® JB) =
[(-1)¥elax 98] = [ 8+ (-1)¥™*a* 0] = [0(a * B)] =
0f (a® B). O

2.3.2. Remarquons que le dual de IC?(A x K; R)/IC?(K; R)
est naturellement isomorphe & IC5(A * K, K; R). En appliquant le
foncteur Hom & (16) et en tenant compte de ([17, pag. 245]) et du
fait que C,(A; R) est libre, on a 'isomorphisme différentiel de degré
-1:

Hom(f) : IC5(Ax K,K;R) — C*(A;R) ® Hom(7C?(K; R); R).

Puisque le simplexe A est contractile, la cohomologie du produit
tensoriel est isomorphe & H*(Hom(rC?(K; R); R) (cf. [17, pag.230]).
Ainsi, application

g*: H*(Hom(rC?(K; R); R) — IH; '(A+ K, K; R)
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définie & partir de

9(F) ([l 7e]) = {F(O%) 5 dmao

est un isomorphisme de modules. On est finalement arrivé a la

PROPOSITION 2.3.3. L’inclusion K C AxK induit l’isomorphisme
de modules

THYK;R) si i<n—1-=pup
0 8t 12N — Pni1

THi(A * K;R) & {

Démonstration. Puisque
AxK)=K

L L (
1+1 - fois

(cf. (1.2.4)) et en tenant compte de (2.2.2), on a la suite exacte:

(7)
0— IC5(AxK,K;R) = IC5(Ax K;R) — IC3(K; R) — 0.

Elle a une section donnée par S(F)(€ = Y pcn @ *va + &) = F(£).
En utilisant I’isomorphisme g*, le connectant de cette suite devient
la restriction TH;(K;R) — H*(Hom(7C?),(K;R); R). Pour ter-
miner il suffit de remarquer que la restriction induit ’isomorphisme:

i _ o 0 si 1< n—p,
H'(Hom(rC7(K; R); R) {[Hi(K- R) si i> n—g :i
7 H = n+1,

puis d’écrire la suite exacte longue associée a (17). O

__3. Eclatement. Dans cette section nous introduisons ’éclaté
K du complexe stratifié K. C’est un complexe prismatique a bord
obtenu & partir de K en remplacant chaque point de ¥ par son en-
trelac transversal. Cette notion correspond a la résolution des singu-
larités de [19] et au déplissage simplicial de [2]. A I'aide de cet outil
nous définissons dans la section suivante les formes d’intersection
modérées; elles sont des formes différentielles de K — ¥ qui devien-
nent des formes globales sur léclaté K.
Nous commencons par 1’étude locale de ’éclatement.
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3.1. Eclatement local. La filtration de K induit sur chaque
simplexe ¢ une filtration par faces. L’éclatement de o (éclatement
local) consiste & remplacer chaque point singulier par (I’éclatement
de) son entrelac transversal. L’objet ainsi construit est un prisme.

Dans (1.2.4) on a défini le cone d’un simplexe 0 € K comme
étant le quotient o x [0,1]/0 x {0}; nous noterons [z, t] un élément
générique du cone et s son sommet [z,0]. Pour éviter toute confu-
sion, on posera co = s si 0 = ().

Fixons pour la suite un simplexe 0 € K — X..

3.1.1. Rappelons que la trace de chaque K; sur o est une face
de o (cf. (5)). Pour chaque i € {0,...,n}, notons o; la face de
o N K; opposée a 0 N K;_1, c’est-a-dire, c N K; = 0 N K;_; * 0;.
Pour éviter un traitement particulier du cas o; = 0 (ce qui arrive
pour i = n — 1) on adoptera la convention ) x — = —. On obtient
ainsi: 0 = gg * 01 %+ - - x 0,_1 * O, que ’on appelle décomposition
induite de 0. La face 0 N X est la face singuliére de 0. La face
On, qui est non vide si o € ¥, est la face réguliére de o; c’est en
fait, la plus grande face de o incluse dans K — 3.

L’éclaté de o est le prisme ¢ = cog X co; X « -+ X €Op—1 X Op, €t
I’éclatement de o est application y, : @ — o définie par:

to([Zo, o]y - -+, [Tn-1, tn-1], Tn) =toxo + (1 — to)t1z1 + - - -
+ (1 - to) (1= tn_g)tn_lxn
+(1—to) (1 —tno1)Zn.
Dans la figure suivante on présente trois exemples, dont le troisieme

avec deux strates singulieres.
L’application u, est cellulaire: soient (d;, s;) les coordonnées ba-

rycentriques de [z;,%;] € cA;, @ € {0,...,n — 1}, et d@, les coor-
données barycentriques de z, € A,, alors celles de u([zo,to],- -,
[Tn-1,ta-1],Zn) sont (do, S0d1, - - - , S0+ * * Sa—10n); 'application p, en-

voie bien les faces de A sur les faces de A de facon différentiable.

La restriction de u, & @ — p;!(X) (ouvert dense de &) est un
difféomorphisme sur o0 — X. Si z est un point de o;, avec i # n, son
image réciproque est isomorphe au prisme co;1; X - -+ X €Op—1 X Op,
c’est-a-dire, I’éclaté du “entrelac transversal” o;iq * - -+ % 01 * O,
de z dans o.

Bien plus, toute face 7 de o admet un éclaté 7. Si 7 n’est pas
incluse dans la partie singuliere de K (i.e. 7, # 0), alors 7 =
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CTo X *++ X CTp—1 X T, est un face de & = cog X -+ X cOp—1 X Op.

g =0y *01

0o

09

0 = cog X 01
01

COp
01

COg

O = 0( * 01 * O

o}

o1

0 = cog X €Oy X 09

3.1.2. Bord. Le processus d’éclatement fait apparaitre de nou-
velles faces dans le bord de 6. Nous décrivons maintenant la relation
entre 1’éclaté du bord et le bord de ’éclaté. Pour simplifier la situ-
ation nous nous placerons dans ’hypothese

(18)

cod,(cNX) > 2

c’est avec ce type de simplexes que nous travaillerons dans la section

5.
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Soient F' une face de codimension un de ¢ et C' = p(F'), la corre-
spondante de o. Il y a trois types:

(a.l) F =cog X -+ X co;_1 X ¢F; X cO441 X + -+ X €Op_y X Oy, OU F;
est une face de codimension un de o;,

(a.2) F =cog X -+ X cop,—1 X Fy, ou F,, est une face de codimensi-
on un de oy,

(b) F =cog X+ Xxcoj_1 X (0; X {1}) X cOip1 X +++ X €COp—1 X Op.

Lorsque F parcourt les faces de type (a.1) et (a.2) on vérifie
aisément que C' parcourt les faces de codimension un de F'. Pour le
troisieme type on voit que C est la face o9 *---*x 0, = c N K;. On
remarquera que dans ce cas la restriction de u a F est la projection
canonique de F' sur cog X - - - X €01 X 0; COMPOSEE AVEC [lyqx...xg;; €N
particulier, la restriction de u a I'intérieur de F' est une submersion
sur l'intérieur de C.

Considérons sur ¢ l’orientation qui fait de g un morphisme préser-
vant orientation (comme p est un diffomorphisme a l'intérieur de
g, c’est toujours possible !). Nous écrivons donc les bords orientés
00 et do en tenant compte de 'orientation induite. D’aprés les
observations précédentes, on a la relation

(19) 85 = 8o + Oy

ot do est la chaine constituée par les éclatements des faces de codi-
mension un de o (cf. (18)) et 0,5 est la chaine formée par les faces
de o de type (b). On remarquera en particulier que ’éclatement du
bord 0o ne coincide pas avec le bord de ’éclatement de o.

3.2. Eclatement de K. L’éclatement de K consiste & remplacer
chaque simplexe de K de dimension n par son éclaté local. L’objet
ainsi construit est un complexe prismatique. Passons aux définitions
précises.

3.2.1. L’éclaté de K, noté K , est la réunion des faces de &, ou
o est un simplexe de dimension n de K — ¥, c’est-a-dire:

EzU{n<&/ aveco*EK—K(”_l)},

ou “<” indique “face de”. L’éclatement de K est I'application
u = pg : K — K définie par

wu(z) = ps(x), siz € o pour 0 € K — X.
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D’aprés la construction de u,, cette application est bien définie.
L’application y est cellulaire. La restriction de y a K- p (D)
(ouvert dense de K ) est un homéomorphisme sur K — .
L’éclaté du tore pincé (cf. [9]):

est le cylindre.

Plus généralement, si la dimension du lieu singulier X est 0, éclaté
K est construit de la fagon suivante. Considérons C(Z, K) le com-
plement simplicial de ¥ dans K (cf. [14]). L’éclaté de K est la

somme amalgamée

§=C(2,K)H(H L, x [0,1])/~

ZEX

ouz ~ (z,1)si z € L, avec z € X. La structure prismatique de }IA(’
est définie naturellement & partir de la structure simpliciale de K~
L’éclatement pg est défini par

(&) = z si & € C(Z, K)
BET) =Ytz + (1 —t)zsi &= (z,t) € L, x [0,1], z € X.
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On considéerera dans la suite le complexe prismatique auxiliaire

Pngx---xclng.

~

n fois

Remarquons que K est inclus naturellement dans P.
Comme on l’avait annoncé

PROPOSITION 3.2.2. L’ensemble K est un sous-complexe pris-
matique de P de dimension n.

Démonstration. 1l suffit de vérifier les conditions (2), (3) et (4).
La premiere et la troisieme découlent directement de la définition.
Pour la deuxiéme nous remarquons que P est un complexe prisma-
tique. O

La relation entre I’éclatement d’un sous-complexe de K et K lui-
méme est donnée par la

PROPOSITION 3.2.3. Soit Y un sous-compleze stratifié non in-
clus dans la partie singuliere de K. Alors il existe une et une seule
injection v : Y — K telle que pxt = py et L soit un isomorphisme
sur le sous-compleze prismatique 1(Y) de K.

Démonstration. Soit 7 € Y, — Y;_;, avec | = dimY. Nous avons
deux décompositions de 71 T = T * .- x7;_, * 7;, dans Y, et
T = 7o %+ x 7, dans K, avec: {i,...54} C {0,...,n}, 44 = n
(r¢€X)etr;=0sij¢{%,...,u}. Leséclatements respectifs sont
naturellement isomorphes car:

7(dans K) = 7(dans Y)x {sommet de cf} x --- x {sommet de cf)} .

(n—1)-fois

L’application « ainsi construite est injective, est un isomorphisme sur
un sous-complexe de K et vérifie la relation puxt = py. L’unicité
provient du fait que px posséde une inverse sur K — ¥ et du fait
que Y — ¥ est un sous-ensemble dense de Y. ]

Pour éviter des complications techniques, on identifiera Y evec
i(?) et on dira que Y est un sous-complexe prismatique de K.
Avec cette méme identification on remarquera que 'on a K = K,
si la partie singuliere de K est vide.
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3.2.4. Pour le joint A x K (cf. (1.2.4)) I’éclaté est le prisme
¢A x K et 'éclatement est Papplication pa.x : cA X K5 AxK

définie par pask([z,t],y) =tz + (1 — t)u(y).
La décomposition de K (cf. (9)) induit la décomposition suivante

de K en sous-complexes prismatiques:

E=Z(?6U ( U (a/*\L/a)>, avec

€lm

a‘fm(u m)) _ U LlavZa).

a€ly, acly,

3.3. Relévement de X. Dans I’éclatement de K, chacun des K;
de ¥ devient une face de K, ces faces sont en position générale. Ceci
est traité dans ce paragraphe.

3.3.1. Remarquons que si o est un simplexe de K alors, pour ¢
entre 0 et n — 1, 'image réciproque u~'(o N K;) est la réunion des
cog X -+ =X coj_1 X (0 x {1}) X coj41 X+ + X €Op_1 X Op, POUr j entre
0 et 7; c’est la réunion de ¢ + 1 faces de codimension un en position
générale. Ainsi, pour chaque 7 € {0,...,n — 1} on posera

Ki=U{n<coox - xcoi_1 x (0; x {1}) X coiy1 X -
X COp—1 XUn/GEK—K(n—l)},

que I'on appelera i-face de K (cf. [19]). Dans le cas ot K n’a pas
de bord, le complexe K est a bord et son bord est constitué par les
i-faces, d’ou la définition.

PRrOPOSITION 3.3.2.  Les faces de K vérifient les propriétés
suivantes:

a) chaque face non vide est un sous-compleze prismatique de codi-
mension un,

b) les faces se trouvent en position générale,

c) p envoie K; sur K;, et

d) p~ (K = Ki1) = Ki — Uj; K.

Démonstration. La démonstration de a) est évidente. Pour b) il
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suffit de remarquer 1’égalité

cog X -+ X o1 X (0; X {1}) X €041 X -+ X €Op_1 X O N
cog X -+ X coj_1 X (05 X {1}) X €041 X -+ X €COp1 X Op =
cog X -+ X oy X (05 X {1}) X eoip1 X -+ - X 0j_1 X (07 X {1})

X COjy1 X -+ X COp—1 X Op

pour ¢ < j. Pour c) on la relation p(cog X - - - X eoi_1 X (0; X {1}) %
COi41 X+ X COp—1 X Op) = 0p % - - - % 0;_1 * 0;. Finalement, pour d)
il faut tenir compte de I'égalité p~' (0 N K;) = U;«; & N K;. O

Remarquons que les définitions précédentes ont encore un sens si
K est un complexe filtré. La relation entre les faces de K et les
éclatements des sous-complexes de K est donnée par la

ProposITION 3.3.3.  Soit Y un sous-complexe stratifié de K
non inclus dans la partie singuliere. SiY N K; # Y N K;_, alors
yj =YmK:“ O’l),j :dleﬂKl

Démonstration. 1l suffit de remarquer que (avec les notations de
(3.2.3)) si 7 € Y — Y;_; alors nous avons 7;; = ;. O

3.4. Complexe de Cenkl-Porter. Dans [5] Cenkl et Porter ont
montré comment calculer la cohomologie moderée d’'un complexe
simplicial 4 I’aide de formes différentielles. Pour cela ils ont introduit
la “cubication” d’un complexe simplicial, notion que nous rappelons
et étendons a I’éclaté d’un complexe stratifié.

3.4.1. La cubication de A, simplexe standard de dimension [, est
un procédé qui décompose A en un complexe cubique formé de [ +1
cubes de dimension /. Ces cubes s’appuient dans les sommets de la
décomposition barycentrique de A.

La cubication de Cenkl-Porter (en abrégé cubication) de A,
notée A, est définie par induction sur /. Pour [ = 0, on posera
Ay = A. Pour le cas général fixons S une face de codimension un
de A et s le sommet opposé. Le simplexe A est le cone ¢S, ol on
a identifé S avec S x {1}. Par hypothése de récurrence nous avons
décomposé S en [ cubes {C;}:=4. La cubication de A est constituée
par les cubes de dimension [ suivants:

e le cube engendré par les sommets {F;, ... , Pu_1,Q%, ... ,Q5_1]

pour i € {0,...,0— 1}, ou {PS,..., Pi_,} est 'ensemble des
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sommets _de C;et Qj- est le barycentre de {face dont le barycen-
tre est P} * {s}, pour j € {0,...,2\"1}, et
e le cube ¢ engendré par

{Qifiefo,...,1-1}, je{0,...,2""}} U {s}.

On remarquera que la famille des cubes de la cubication A qui
rencontrent S est un complexe cubique isomorphe & S x [0,1]. Le
complexe A se décompose ainsi en deux parties:

(20) Ay = (S5 x[0,1]) U O,

dont I'intersection est S x {0}.

cubication de ¢S

z x [0,1]

Sn

z x {1}

Puisque la cubication ainsi définie est compatible avec les faces
(la restriction de la cubication a une face de A est la cubication de
la face en question), nous pouvons ’étendre aux complexes simplici-
aux. Ainsi, la cubication d’un complexe simplicial K de dimension
n, notée K, est le complexe cubique de dimension n obtenu par
cubication des simplexes de K.

3.4.2. Soit I = 0¢ X -+ X 0, un prisme. La cubication de
IT, notée II, est le complexe cubique obtenu comme produit de
(00)g)--- , (0p) - Bien siir, si IT est un simplexe alors cette notion
de cubication coincide avec la précédente.

Comme dans le cas des simplexes nous pouvons étendre la notion
de cubication aux complexes prismatiques. La cubication d’un
complexe prismatique P de dimension n, notée P_, est le complexe
cubique de dimension n obtenu par cubication des prismes de P.

Cette construction va étre utilisée dans ce travail sur les complexes
stratifiés par I'intermediaire des éclatés. Ansi, on associera a chaque
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complexe stratifié K son éclaté K , qui sera cubiqué pour obtenir K, o
Prenons par exemple le joint A * K (cf. (1.2.4)); son éclaté est le
produit cA x K dont la cubication se décompose en deux parties
(cf. (20)):

(21) cAxKy=(8,x[0,1]xK,) U (0, x Ky)

dont I'intersection est A, x {0} x K.

3.5. Effet de la cubication sur K. La cubication de léclate-
ment induit sur le complexe K la décomposition K = {yu(c)/c € o
avec 0 € K — K(»~ 1)} Nous montrons dans ce paragraphe que K
est un complexe cellulaire.

Nous commengons par décrire p(co X - -+ X ¢,) pour ¢g X « - - X ¢, €
. Pour cela on pose [¢,] = ¢, et, pour tout i € {0,... ,n—1}, on
définit la cellule [c;, ... ,c,] par (cf. (20)):

c; X l[ci-i-lv . ,Cn]] si c; N (O'i X {1}) =
I[Ci,... ,Cn]] =4 2 XC{[Ci_H,... ,Cn]l sic; = z; X [0, 1],
Z; si C; = 2; X {1}
LEMME 3.5.1.  Les faces de la cellule [c;, ... ,c,], avec i €
{0,...,n}, sont les sous-ensembles de la forme [c;,...,cn], ot

/
chaque c'; est une face de c;.

Démonstration. Pour 1 = n et pour ¢; = z; X {1} le résultat est
évident. Pour les autres cas on procede par induction en distinguant
encore deux cas. Si ¢;N (0; X {1}) =0 on a:

face de [c;, ... ,ca] = (face de ¢;) x (face de [cit1,- - - ,cn])

et le résultat découle de I'hypothese de r’ecurrence.
Si ¢; = z; x [0, 1] alors on a:

(face de z;) x c(face de [cit1,--.,¢n])
face de [c;, ... ,c,] = § (face de z;) x {1}
X (face de [cit1,- .- ,¢n])

et le résultat découle de I’hypothése de récurrence et du fait que
z; X {1} est une face de c,,. O

La relation de [c;, ... ,¢,] avec p(co X - - - X ¢p) est décrite par:
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LEMME 3.5.2. La cellule [co, ... ,c,] est homéomorphe d p(co %
cee X cn)-

Démonstration. L'image pu(co X - - - X ¢,,) est le quotient du produit
Co X -+ X ¢, par la relation:

(xOr <o L1, (yl X {1})7$i+17 s 7xn) ~
(1.0;- --axz—h(yi X {1})7$’i+17' o 71"71)7
ou zj,z'; € ¢, yi € 2z, pour j € {0,...,i— 1,0+ 1,...,n}, et

i € {0,...n — 1}. Distinguons maintenant trois cas.

co X (cy X -+ X cp/ ~) sicoN (o9 x {1}) =0,
Co X+ Xepf ~v=1S zgxcler XX e/ ~)sicy= 2 x[0,1],
zp X {1} sicop =z x {1}.

On termine a l'aide d’un argument de récurrence. O
On arrive finalement a la

PRropPosITION 3.5.3. La famille K est un compleze cellulaire.
L’application p : K5 — K est cellulaire.

Démonstration. Montrons d’abord que K vérifie les conditions
de (1.1.1). La premiere découle de (3.5.2). Pour la deuxieéme con-
sidérons ¢ = ¢g X -+ - X ¢, et ¢ = ¢ X -+ x ¢}, deux cubes de K
et montrons que intersection u(c) N p(c') est une face de p(c) (cf.
(3.5.1)). Pour cela il suffit de remarquer Iégalité u(c) N u(c) =
plcoNey X -+ - X ¢;Nch X ¢ipp X -+ X ¢,) o 4 est le plus petit entier
tel que u(c) C K, et p(c) ¢ K;—1. La troisieme est immeédiate.

Finalement, 'application pu est cellulaire par construction (cf.
(3.2.1)). O

On notera 3. le sous-complexe de K constitué par les simplexes
inclus dans X.

4. Cohomologie différentielle. Nous introduisons et étudions
dans cette section le complexe des formes différentielles d’intersection
modérées IT;“(K) qui va calculer la cohomologie d’intersection
modérée IHx(K,Q,). En suivant la philosophie de [3], une forme
différentielle d’intersection w doit étre définie sur la partie réguliere
de K. Ce fait empéche a priori I'intégration de w sur les chaines
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de I C-;(K , @Qq). D’autre part, il n’est pas claire comment donner un
sens a la “modération” de w. C’est pour résoudre ces deux questions
que nous avons introduit la notion d’éclatement.

Une forme différentielle d’intersection w est avant tout une forme
différentielle sur K — ¥ qui se reléeve en une forme différentielle &
de K . La “perversité” de w est lue dans le comportement de &
dans la partie ajoutée dans le passage K + K (i.e. p™Y( (). La
modération de w est interpretée comme la modération de K dans
la cubication de K , ce qui a un sens car K est définie globalement

sur K.

4.1. Formes différentielles. Nous commencons par rappeler la
notion de forme différentielle sur un complexe cellulaire. Ensuite
nous introduisons les notions de forme modérée et de forme d’inter-
section.

4.1.1. Etant donné un complexe cellulaire D, on notera Q*(D) le
complexe des formes différentielles de D. Un élément de Q*(D)
est une famille (w,)sep, 0U chaque w, est une forme différentielle sur
o, vérifiant la condition de compatibilité suivante: w, = w; sur TNo
(plus précisement, tjw, = thw, ol Ly : 0NT —> o et Ly : oNT — T sont
les inclusions). On définit la différentielle d : Q*(D) — Q**1(D)
par: d(wy)eep = (dw,)sep.- Remarquons que si w = (Wy)oep €t
N = (75)sep sont deux formes différentielles sur D, alors le produit
wA N = (We ANg)oep €t la somme w + 1 = (wy, + Ns)sep SONt aussi
deux formes différentielles sur D.

Soit D' un sous-complexe cellulaire de D, considéré comme plongé
dans IRY. Une forme différentielle sur D — D' est une famille
(ws)sep—p OU chaque w, est une forme différentielle sur un ouvert
de IR" contenant ¢ — D’ et vérifiant les mémes conditions de com-
patibilité que précédement. On désigne par Q*(D — D’') la famille
de ces formes, c’est aussi une algebre différentielle.

4.1.2. Complexe de deRham modéré. (cf. [5]). Chaque
monome
itz (doy)T A - A (dag)™,
ou ¢; € {0,1} et v; est un entier non négatif, est une forme différen-
tielle sur [0, 1. L’entier max{e; +v;} est le poids du monéme. On
écrira T5?([0,1}?) le module, sur Panneau Z des entiers, engendré
par tous les monomes w de poids inférieur ou égal & ¢ et de degré
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deg(w) =p=¢1+---+¢;. Les éléments du Q, = Z [%, %, . ,ﬂ_
module

TP9([0, 1)) = T5%([0, 1)) ®2 Q,

sont les formes modérées sur [0, 1) de type (p, q). Le Q,-module
T*9(C) des formes modérées sur le complexe cubique C est une
famille des modules 7*(c) des formes modérées du type (*,q), sur
tous les cubes ¢ de C, vérifiant les conditions de compatibilité.
Les modules T**(C) possédent les propriétés suivantes:
(i) T*9(C) — T*7*(C) est une injection,
(i) TPI(C)RT? ¥ (C) L TP+#'4+7(C) est un produit commutatif;
aAb=(—1)desadegby A g
(i) d: TP9(C) — TP*19(C) est induite par la différentielle sur
chaque cube.
On dira que T**(C) est le complexe des formes modérées de
C. Le complexe T*?(C) est un sous-module différentiel de 2*(C) et
T**(C) = Ug>o T*?(C) est un sous-complexe différentiel de 2*(C).

4.1.3. Formes relevables. Considérons un élément c de la
cubication K de Cenkl-Porter de K . Rappelons que p(c) est une
cellulee de K. Supposons que cette cellule n’est pas incluse dans
5. On dira qu’une forme différentielle w sur p(c) — ¥ est relevable
s’il existe une forme différentielle @ sur c telle que @ = p*w sur
c— p~}(X). La forme p*w est bien définie car u est différentiable.
La forme @, appelée relevé de w, est unique car ¢ — pu~*(Z) est
dense dans c. On remarquera les relations: dw = d, m =w+7n
et w/7\/n =wA1.

Voyons sur un exemple qu’il existe des formes non relevables.
Considérons le simplexe standard A de dimension 2, de sommets
Ag, A1 et Ay. Soit & = {Ap}. L’éclatement de A est P’application:
L [0,1] x [0,1] — A définie par u(t,s) = tAp + (1 — t)sA; + (1 —
t)(1—s)As. Soient wy = i—dt1 et wy = —————dt; deux formes

1— 1 (1—to)2
sur A — {Ao}. La premiére est relevable la deuxiéme ne I’est pas,

car: p*w; = s(—sdt+(1—t)ds) et p*ws = 7 i t(——s dt+ (1—t)ds).

Globalement, nous dirons qu’une forme w = (wy()) € Q* (K -3)
est une forme relevable s’il existe @ = (&) € Q*(K) telle que
chaque &, est le relevé de w,). Remarquons que si ¥ = @ alors
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toute forme sur K = K est relevable.

4.1.4. Formes d’intersection. Le degré de “perversité” d’une
forme relevable w est mesuré par le comportement de @ dans la
partie ajoutée dans le passage K <> éclaté de K: les i-faces de K.
Nous décrivons maintenant cette situation.

Etant donnée une forme différentielle w sur ¢ nous définissons son
i-degré vertical ||w]||; comme étant:

min{j € N / &(vy,...,v;,—) =0

pour toute famille vy, ... ,v; de vecteurs dec tangents aux fibres de
Ja }Cz — Kz}
Par convention on posera ||0||; = —oo. Remarquons les inégalités:

llwr +walli < maz(||willi, |lwalls) et |lwr Awall; < [Jwrlli + [fwelli-
C’est avec cette notion de degré que nous décidons de la “permissi-
bilité” des formes différentielles (cf. [3, pag. 10],[2]).

Nous dirons qu’une forme différentielle w est permise (ou 7-

permise) si pour chaque i € {2,... ,n} on a:
(22) ||w“isn_i_2—pn—i-

La forme w est d’intersection (ou de p-intersection) si les formes
w et dw sont permises.

La permissibilité d'un forme différentielle de ¢ dépend du com-
plexe K de la fagon suivante.

LEMME 4.1.5. Soient Y un sous-complexe stratifié de K, non
inclus dans la partie singuliére de 2, et ¢ un cube de Y. Pour toute
forme différentielle w sur c on a: ~

a) w est p-permise (dans Y) & w est p-permise (dans K), si Y
est transversal, .

b) w est F-permise (dans Y) < w est p-permise (dans K), si

Y = L(K).

Démonstration. a) Posons { = dimY. D’apres (3.3.3) nous avons
(Y ¢ 5): Vi = Kok NV , pourvu que Y ¢ # Yip 1. La
Proposition (3.2.3) permet d’écrire la relation ||w||,—x (dans K) =
l|w||;—x (dans ¥), pour toute forme w de ¥. On a terminé car:
llwlln-k <k =2 —px & ||w|li-x < k=2~ ps.
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b) On procede de la méme fagon, sauf pour le cas ¢ = m — 1

et dim£L(K) = n. Ici nous avons: (m — 1) — face de Z—(F{’S =
KmNL(K), et donc

||"-’Hm=n—(n—m)(dan5 kv) = ““’Hm—lr-n—(n—mﬂ)(dans L(K)).

Le résultat découle de I’équivalence: ||w|lm <n—m -2 —pp_pm &
Hme—l Sn—m—l—rn_m_H. O

4.1.6. Une forme différentielle w = (w.) de ED est permise
(ou p-permise) si chaque w, est une forme permise. La forme w
est d’intersection (ou de p-intersection) si les formes w et dw
sont permises. On désignera par €} gﬁn) le complexe des formes
d’intersection. On remarquera que si la partie singuliére de K est
vide, alors ce complexe coincide avec Q*(K), complexe des formes
modérées de K.

Le complexe des formes différentielles qui va calculer la cohomo-
logie d’intersection modérée de K est:

IT4(K) ={w € Q*(K — ¥)/w relevable et &
modérée et d’intersection},

que nous appellerons le complexe des formes modérées d’inter-
section de K. C’est un sous-complexe différentiel de Q*(K — ¥).

Vu que 'opérateur p* établit un isomorphisme entre les formes
relevables de K — 3 et les formes différentielles de K_ nous identi-
fierons dans la suite de ce travail ces deux complexes. Ainsi,
nous avons: IT;*(K) = {w €T (ED) Jw est d’intersection} =
T (K, ) NI (K,).

Remarquons finalement que si ¥ = (), alors le complexe précédent
coincide avec le complexe des formes modérées de K. Les définitions
précédentes ont encore un sens si K est un complexe filtré.

4.1.7. Illustrons cette notion par ’exemple du tore pincé (cf.
(3.2.1)). Puisque ¥ est réduit & un point, nous avons nécessairement
p = 0. Rappelons que la réalisation géométrique de K est un cylin-
dre. Un cube ¢ de K de dimension 2 ou bien ne rencontre pas le
bord du cylindre, ou bien le rencontre dans une face ¢’ de dimension
1. Dans le premier cas: IT;%(c) = T*9(c). Pour le deuxiéme cas,
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posons ¢ = [0,1] x [0,1] et ¢ = [0,1] x {0}. Une forme w € T%%(c)
est permise si elle est engendrée par monémes du type:

o {15’ avec max{v, 1} < g,

o 127 252dx, avec max{v; + 2,1»} <q,

o r'zy?dr,  avec max{v, s +1} <gq, et
o 'z dx dxs avec max{y, + 1,1+ 1} <q.

Le comportement de ces formes par rapport aux sous-complexes
stratifiés est analogue au comportement des chaines d’intersection
(cf. (2.1.4) et (2.2.2)).

PROPOSITION 4.1.8. La restriction des formes induit les appli-
cations:
a) ITY(K) = IT;%(Y) si Y est un sous-compleze transversal,

et
b) ITI—:”"(K) — ITY(L(K)).

Démonstration. 1l suffit de remarquer que la restriction des formes
conserve la caractere modérée de ces formes et de prendre compte
de (4.1.5). O

4.2. Calcul de H*(IT;*(K, L(K)). Nous montrons dans la suite
comment calculer la cohomologie de K & ’aide de la cohomologie
de L(K) et celle des a x Lo, ou a parcourt la famille des simplexes
de K dont la dimension est le degré minimal.

4.2.1. Désignons par IT3*(K, L(K)) le noyau de la restriction
IT(K) = IT(L(K)) (cf. (4.1.8 b))). D’apres la décomposition
(9) la restriction des formes induit I'isomorphisme de modules diffé-
rentiels

IT]_:"‘I(K,Lj(K))g H ITg’q(a*LaJa*La).
a€ln,

Le but des Lemmes qui suivent est de montrer que ’application
restriction de K dans L£L(K) est surjective, c’est-a-dire, que ’on a la
suite exacte 0 — IT;Y(K, L(K)) — IT34(K) — IT(L(K))
—> 0. Celle-ci induira la suite exacte longue

- = HITYITH(L(K))) = H (T (K, L(K))) —
— H(IT3(K)) = H (IT}(L(K)) = -«
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LEMME 4.2.2. Soit 0 un simpleze de K et ™ : ¢ — cop la
projection sur le premier facteur (cf. (3.1.1)). Pour tout cube c de
G, et toute forme différentielle w définie sur 7(c), la restriction de
m*w auz fibres de p est nulle.

Démonstration. Considérons ’application p : 0 — coy définie par
p(aozo+- + +05%yn) = [To, o). Elle est cellulaire, car en coordonnées
barycentriques elle s’écrit:

P(UO,"‘ y Uy " * V0" " * avln) = (Uo,... 7u1071 - (u0+ +ulo))
| S ——
€00 €Eon
Le résultat découle maintenant de la relation py = . (]

LEMME 4.2.3. Soientc=copXcy XXy et =cpXey X Xy
deuz éléments de la cubication de ED, avec ¢ face de codimension
un de cg. Alors lapplication restriction Q*(c) — Q*(c') posséde une
section S vérifiant:

a) Sw est modérée, si w est modérée,

b) max(||Swl|;, [|[dSwll;) < max(||wll;, , [|dwll:), pouri € {0,...,
n+1},

c) la restriction de Sw d une face c* de c, est nulle si la retriction
de w a cNc* est nulle,

d) la restriction de Sw d la face de c opposée a ' est nulle.

Démonstration. Posons ¢y = ¢ x [0,1] et identifions ¢ avec
co X {0}. On note Pr la projection canonique de c sur ¢’ et s la
variable de [0, 1]. On pose Sw = (1 — s)Pr*w; c’est bien une forme
différentielle sur ¢ qui étend w: Sw|s—¢ = w. Il nous reste & montrer
a), b) c) et d).

a) La forme w ne contenant ni s ni ds, on a: poids(Sw) <
max(1, poids(w)) < gq.

b) Nous avons ’inégalité

max(||Sw|l;, ||dSw|l;) < max(||[Prrwll; , [|d(1 - s)|l + || Priw]]s ,
|| Pr*dwl;).
D’apres le Lemme précédent le i-degré vertical ||d(1 — s)||; est nul.

Il suffira donc de prouver: ||Pr*w||; < ||w||;- Distinguons trois cas
d’apres la relation qu’il y a entre cN/C; et ¢'NIC;. N’oublions pas que
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si ¢ N KC; est non vide, alors ¢ N KC; est une face de ¢ de codimension
0 ou 1, et de méme pour ¢’ N X;.

bl) eNK; = ¢ NK; x [0,1] (ceci est le cas pour cN K, = §,c
ou ¢ NK; # 0 et # ). Sinous prouvons que Pr envoie la (trace
de ¢ sur les fibres au-dessus de K; — K;_;) sur la (trace de ¢’ sur
les fibres au-dessus de K; — K;_;) on aura fini, car ainsi on aura
[[Prrwll; < [lwlfs.

Soit donc x € u(c)N(K; — K;_;), Paffirmation précédente découle
des égalités suivantes, montrées aisément a partir de la définition de
75

p @) Ne={P} x {P} x - x{B} X ciy1 X+ Xy, et
pr@)Ynd ={P} x {P} x - x {P} xciy1 X -+ X ¢

ol z’ = p(Pr(Q)) avec Q € u~*(z) Ne.

b2) ceNK; = ¢. Ieionapu(z)Ne = pt(z)Nc pour tout
z € ule) N (K; — K;—1).

b3) cNK; = ¢ x {1}. Dans ce cas la coordonnée s de ¢ N K, est

1 et donc Sw|.nk, = 0; par conséquent ||Sw||; = ||dSw||; = —oo.
c) Sw|er = 8|ex Werae = 0.
d) Swls:l = O []

LEMME 4.2.4. Soient C un compleze cubique et C' un sous-
compleze cubique de C. Alors lapplication restriction Q*(C) —
Q*(C') posséde une section S vérifiant

a) Sw est modérée, si w est modérée,

b) I}naX(HSWHi, ldSw]l;) < max(||lwll;, |ldwl]s), pouri € {0,...,
n—1}.

Démonstration. Procédons par étapes.

o C =cet (' =cUCd, faces de codimension un de c. L’application
du Lemme précédent assure ’existence d’une forme différentielle w’
sur ¢ vérifiant a)-d) pour ¢’. Considérons 7 = w|s — w'|» forme
différentielle sur ¢” et posons 7' la forme différentielle sur ¢ donnée
par le Lemme précédent pour ¢”. La forme w'+ 7' est dans 2*(c) et
vétifie (1f +w)le = wle , (7 + )]s = wlor ,a) et b).

e C = cet C’ sous-complexe de dimension n—1. Il suffit de réitérer
I’argument précédent.

e Cas général. Nous procédons par récurrence sur n = dimC.
Comme le cas dim C = 0 est trivial, on supposera le résultat montré
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pour les complexes de dimension strictement inférieure & n. Soit
C»=1 la réunion des cubes de C de dimension n — 1, c’est un
sous-complexe cubique de dimension n — 1. Si nous appliquons
I’hypothése de récurrence & (C*~1, ™~ NC’) nous pouvons étendre
w € Q*(C') en une forme sur C' UC™~Y vérifiant a) et b). Main-
tenant on peut appliquer le cas précédent, car pour tout cube de C
de dimension n, la forme w est définie sur le bord de c. O

On est arrivé au Lemme d’extension.

PROPOSITION 4.2.5. L’application restriction
ITI—:""(K) — ITH(L(K))
est surjective.

Démonstration. Soit w € IT;*(L(K)); c’est une forme de p-
intersection dans K (cf. (4.1.5)). D’aprés le Lemme précédent la
forme Sw est 'image de w par la section cherchée. O

4.3. Lemme de Poincaré. Nous montrons dans cette section
comment calculer la cohomologie de IT;*(A * K) (ou A est le sim-
plexe standard de dimension [) & partir de celle de ITY(K). Le
résultat obtenu est analogue a (2.3.3).

Rappelons tout d’abord que la filtration de A * K est:

0 sii<l
A*Ki—l—l sii>1

L’éclatement est ’application pa.x : A/:I/( =cAxK - AxK
définie par/u\A/*K([a:,t],g) =tr+ (1 — t)ux(g) (cf. (3.2.4)). Les
i-faces de A * K sont: ¢A x K;_;_1,sit>1+1, et A x {1} x K, si
¢ = . Dans ce dernier cas ’éclatement pua.x devient la projection
sur le premier facteur.

L’application qui relie la cohomologie des deux complexes est la
projection.

PROPOSITION 4.3.1. La projection canonique sur le deuzieéme
facteur pr : cAx K — K induit les applications pr* : IT2(K) —
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ITﬁ’q(A * K) pour j <n—1—=puys et pr*: ITP'(K) N d~'(0) —
IT)Y(A*K) pour j=n—1—p,_;.

Démonstration. Soit w € I Tz—f’q(K ). La forme pr*w est modérée
par construction. Il reste & montrer que son ¢-degré vertical est
majoré par v — i — 2 —p,_;, pour i € {[,... ,v}.

Soit z = tz + (1 — t)y un point de (A x K); — (A * K);—;. Un
calcul simple montre

[2,t=1x K sii=]I
[z, 8] x pg'(y) sii>1

park(2) = {

Ainsi
J sit=1
[lwl|izi—1 81 @ >1

vl = {

Par hypothese et en utilisant le fait que w est permise nous arrivons
a|lprrwlli <v—i-2-p, O

4.3.2. La procédure que I'on va suivre pour démontrer que cette
fleche induit un isomorphisme en cohomologie, consiste a décomposer
Iéclaté de Ax K en deux sous-complexes (cf. (21)): Ax[0,1]x K et
O, X K, et a étudier chacun d’entre eux, ainsi que leur intersection
Ax{0} xK.

Pour cela, nous considérons d’abord la situation locale. Fixons
un cube ¢ de la cubication de cA et une face ¢’ de codimension un
de ¢. Ainsi ¢ = ¢ x [0,1], on identifiera ¢’ avec ¢ x {0}. Nous
supposerons que c¢ et ¢ satisfont la relation:

(23) cn (A x {1}) = (¢ N (A x {1})) x [0, 1].

Nous étudions dans les Lemmes qui suivent la relation entre la coho-
mologie des formes modérées d’intersection de ¢ x K et celle de
¢ x ED. Les applications utilisées pour y arriver sont: la projectign
canonique Pr. : ¢ — ¢ et les applications Pr : ¢ X ED - x K
et L:c X f(}, — ¢ X ED définies respectivement par Pr(y,z) =
(Pre(y), z) et «(y, z) = (y, ).

Dans la suite on fera I'abus de notation suivant. Pour tout sous-
complexe cubique C de ED ou de (A K)_ on notera I 24(C) le
complexe des formes modérées d’intersection de C.
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LEMME 4.3.3. Les applications
Pr*: IT3* (c’ X ED) — IT;* (c X fu)

et v* 1 IT5"* (c X ﬁn) — IT;? (c’ X ED) sont bien définies.

Démonstration. 1l est évident que la restriction ¢* des formes
est bien définie et que I'opérateur Pr* conserve le caractere modéré
des formes. Soit donc w € IT;" (c X ED), montrons que Pr*w est
d’intersection.

La condition (23) assure, pour i = [, ’égalité

(c X Kj) N (i—face de ED) =(cnN (A x {1})) x KJ
= (¢ N (A x {1})) x K x [0,1]
= ((c’ X I?D) N (z’-face de ED)) x [0, 1].

Pour ¢ > [+ 1 la description des i-faces de (A x K )D, faite au début
de cette section, permet d’arriver a la méme conclusion:

(c X I?D) N (i—face de ED) =c x (Ki)
=c x (Ki)D X [07 1]
= ((c’ X ED) N (z’-face de ED)) x [0, 1].

Nous sommes donc dans les conditions de (4.2.3 b) i)). Le méme
raisonnement que la-bas, montre que ||Pr*w||; < ||w]|; et ||Pr*dw||; <

||dw||;- La forme Pr*w est donc d’intersection. O

La composée +* Pr* est 'identité sur /75 (c’ X ED). Nous allons
construire dans la suite une homotopie entre Pr*.* et I'identité sur
ITy (e x Ky).

Toute forme w de ¢ X ED s’écrit de facon unique sous la forme
a +ds A 8, ol s est la variable de [0,1] et o et # ne contiennent
pas le terme ds. On pose Dw = [;” B A ds ; ceci définit 'opérateur
D:Q (c X Em) — Q! (c X ED).

LEMME 4.3.4. Soit w une forme modérée d’intersection sur
c x K, Alors:
a) Dw est modérée et d’intersection,
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b) dDw + Ddw = w — Pr*/*w.

Démonstration. Nous vérifions les trois faits suivants:
1. Dw est modérée.
La forme w s’écrit comme un somme finie

N

Zs’ (mi +ds Av),

1=0
ou 7; et ; ne contiennent pas les termes s et ds. On aura donc
max (4, poids(n;)) < ¢ sin; #0, et max(i+1,poids(vi)) < g siy #
0. D’autre part, Dw est égale a

N 1 -
sttlq
; ir1>

D’apres les inégalités précédentes nous pouvons écrire

i+ 1 qu si 7i$0a
et poids(Dw) < max(i + 1, poids(y;) / vi #0) < q.
2. dDw + Ddw = w — Pr*/*w.

Par linéarité, il suffira de prouver le résultat pour w = s*(n; +dsA";).
Il découle des égalités suivantes:

Ddw =D (isi_lds An; + s'(dn; — ds A d%-))
= s'n; — PT*L*(Si’I]i) - /ﬁ sdy; N ds
0

=s'n; — Pr*cw—d (/_ 8" A dS) + s'ds Ay
0
=w— Pr*/*w — dDw.

3. Dw est une forme d’intersection.
Supposons montré que ||Dw||; < ||w]||; , pour ¢ > I. La forme Dw
est donc permise. La relation b) montre que dDw est aussi permise.
La forme Dw est donc d’intersection.

Pour prouver 'inégalité ||Dw||; < ||wl;, il suffira de vérifier que

pour tout vecteur v de (c X ED) N (i—face de (KIT()D> tangent
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aux fibres de pasx on a

(24) D) = + /_ w(v).
0
Rappelons que 'on a

(@n(Ax{1}) x[0,1] x K_
sit =1
¢ x K. )N (i-face de (g—;f()D =
( ) ( ) d x [0,1] x (’Ci—l—1)D
stz >

Dans les deux cas, v est un vecteur tangent a la troisieme com-
posante et donc ds(v) = 0. D’ou (24). O

On arrive a la

PROPOSITION 4.3.5. Soit ¢ un cube de la cubication de cA,
lors:
’ C;SSH* (ITI—;"’ (c X Ea)) =~ H* (ITI—;"’ (c' X f(})) , sic=c x[0,1]
vérifie (23),
b) H* (ITy* (e x K,)) = H* (ITy* (K,)) , sien(A x {1}) =0,
et

c)

I (IT (e x K,)) = {Hj (fTr;: (X)) 19<n -1 pu

sic=c"x[0,1] avec cN (A x {1}) =".
Dans les trois cas lisomorphisme de modules est donné par la
projection.

Démonstration. a) Le lemme précédent montre que D est une ho-
motopie entre Pr*c* et I'identité de 175 (c X KD). Par conséquent

la projection Pr induit un isomorphisme entre H* (I TI;,"’ (c x K D))

et H* (ITy* (¢ x Ky)) (cf. (4.3.3)).

b) On pose ¢ = [0,1]* et on applique le résultat précédent a
fois. L’hypothése ¢ N (A x {1}) = @ assure que chaque [0,1]}, i €
{1,...,a}, satisfait (23).
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c) Posons ¢’ = [0,1]%. Pour chaque i € {1,... ,a}, le cube [0, 1]* x
[0,1] avec la face [0,1]*"! x [0,1] vérifient (23). Nous appliquons a)
et nous obtenons un isomorphisme H* (c X KD) = H* ([O, 1] x ED)
induit par la projection. Il reste a calculer le deuxiéme terme, ou
[0, 1] est un cube de la cubication de cA avecf[g_,/l]ﬂ(A x {1}) = {1}.

La trace de [0,1] x Em sur la i-face de A x K est

1) [0, 1} X (’Ci~l—-1)u sit > l,
2) {1}xK, sii=I

et ’ensemble vide ailleurs. Remarquons que le [-degré vertical d’une
forme w de [0, 1] x K, est le degré de la restriction w|,=; (s étant la
variable de [0,1]). Ainsi, pour j < n — 1 — p,41, les conditions qui
font de w une forme d’intersection sont les conditions de 1). C’est
la situation que nous trouvons en a), d’ou la premiére partie du
résultat. . .
Soient j > n — 1 — ppy1 et w un cocycle de IT3* ([O, 1] x KD).
La forme w s’écrit comme une somme « + ds A B, ou « et § ne

contiennent pas le terme ds. Soit Dw la forme / B Ads. La méme
1

démonstration que en (4.3.4) prouve que Dyw vérifie la condition
1). D’autre part, la restriction Djw|s—1 est nulle par construction.
Ainsi, Dyw est un élément de ITg_l’q ([0, 1] x Kj). Toujours d’apreés
(4.3.4), on a la relation: Dijw = w — Pr*w|s=;. Puisque [|w||; <
n—1— p,4+1 nous voyons que w|s;—; est la forme nulle. La restriction
de dD;w = w montre que la classe de w est nulle. Ceci termine la
démonstration. O

Remarquons que ¢, X Kj se trouve dans les conditions de la
Proposition. Une simple généralisation de ce résultat donne

LEMME 4.3.6. Soit C x [0,1] un sous-compleze cubique de la
cubication de cA vérifiant:

(€ x[0,1)n ((A), x {1}) = (¢ ((a), x {1})) x [0,1].
La projection de C x [0, 1] sur C induit l’isomorphisme

(I (e x [0,1] x Ky)) 2 H* (ITy* (€ x K)) -
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Démonstration. Les cubes de C sont de la forme ¢ = ¢ x [0,1]
et ils vérifient (23). On procéde comme dans la partie a) de la
Proposition précédente en étendant les applications Pr, ¢ et D au
complexe C X [0, 1] tout entier. |

Ce résultat permet d’établir la

PRrROPOSITION 4.3.7. La projection pr induit un isomorphisme
de modules

H* (ITy* ((A), x {0} x K,)) = H* (1T (Ky)) -

Démonstration. Soit R une face de A x {0}, on prouve par
récurrence sur la dimension de R que la projection pr induit un
isomorphisme

H* (ITy" (R, x {6} x Kp)) = H (ITy (K,)) -

Comme le résultat est trivial pour dim R = 0, on suppose 1’énoncé
vrai pour toute face de R. Fixons S une face de codimension un
de R. Rappelons que 'on a la décomposition R = ¢S = ¢, U (S x
[0,1]) avec O, N (S x [0,1]) =S x {0}. Considérons le diagramme
commutatif (cf. (4.2.4))

0 0

ker p; LN ker po

L

ITy? (R, x {0} x Ky) —2 IT3 (S, x [0,1] x {0} x Kp,)
P1 P2

T3 (0, x 0} x By) —2 173 (5, x {0} x (0} x )

0 0

ou p. est la restriction des formes.
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Remarquons que p; est I'identité car ¢, N (S x [0,1]) =S x {0}.
Puisque (A x {0}) N (A x {1}) = 0 nous pouvons appliquer les
résultats précédents. Nous obtenons:

e p, induit un isomorphisme en cohomologie, d’apres (4.3.6) et

e s induit un isomorphisme en cohomologie, d’apres (4.3.5 a)).
Le Lemme des cinq montre que p, induit un isomorphisme en coho-
mologie. Puisque pr* commute avec la restriction p., on a le résultat
voulu. O

Pour la deuxiéme partie de la décomposition de cA on obtient la

PROPOSITION 4.3.8. La projection pr induit un isomorphisme
de modules

H (1T (Ag % [0,1] x K,))

N HI (ITI—f’q (ED)) stj<n—1-=pu1,
o sinon.

Démonstration. On procéde de fagon analogue a la proposition
précédente & 1’aide du diagramme commutatif (cf. (4.2.4)):

0 0

ker p L ker p,

i 4
I3 (Ry x 0,1 x K)) —2 IT3 (S, x [0,1] x [0,1] x K,)

P1 P2

Ty (Os ><V[0, 1] x ED) L ITy" (SD X {Oi x [0,1] x ED)

0 0
ou p. est la restriction des formes.
Remarquons que p3 est l'identité car O N (S x [0,1]) =S x {0}.
Puisque (S x[0,1]x[0,1])N(Ax{1}) = Sx[0,1]x {1} = (Sx {0} x
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{1}) x[0,1] = ((S x {0} x [0, 1]) N (A x {1})) x [0, 1], nous pouvons
appliquer (4.3.6) et nous obtenons que p, induit un isomorphisme
en cohomologie. L’hypothése de récurrence et (4.3.5 ¢)) (que l'on
peut appliquer car ($, x [0,1]) N (A x {1}) = &4 x {1}) montrent
que ps induit un isomorphisme en cohomologie. Le Lemme des cing
montre que p; induit un isomorphisme en cohomologie. Puisque pr*
commute avec la restriction p., on a le résultat voulu. g

On arrive finalement a

PRrROPOSITION 4.3.9. La projection pr induit un isomorphisme
de modules

HI (IT3* (K)) sij <n—1=pay,

0 sinon.

H (I3 (A + K)) = {

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif suivant
(cf. (4.2.4)):

+

ker p; VR ker po

IT3" (A x [0,1] x By) +2— IT ((Z??{)D)

P1 921

IT" (AD >< {0} x ’IZD) & I (<>A X Eu)

0 0
ou p. est la restriction des formes.

Remarquons que p3 est l'identité, car ¢, N (A x [0,1]) = A %
{0}. La fleche ps induit un isomorphisme en cohomologie d’apres
(4.3.5 b)) et (4.3.7). Le Lemme des cinq assure que ps induit un
isomorphisme en cohomologie. Il suffit maintenant de tenir compte
de la Proposition précédente et du fait que pr commute avec la
restriction. (]
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5. Théoréme de deRham. A l'aide des calculs réalisés dans
les sections 2 et 4, nous montrons dans cette section que pour un
espace stratifié K, le complexe des formes modérées d’intersection
calcule la cohomologie modérée de K. L’isomorphisme en ques-
tion sera obtenu par l'intégration | des formes sur les simplexes.
Cette intégration n’est pas bien définie a priori. Pour pallier a
cet incovenant, on intégre en fait sur ’éclaté de K. Un point clé
dans I'obtention de cet isomorphisme est la formule de Stokes, elle
provient du fait que les éclatés des formes d’intersection s’annulent
sur les faces ajoutées des éclatés des simplexes permis.

5.1. Intégration. Fixons une forme modérée d’intersection w de
K et un cube c de K avec p(c) élément de K — X. On pose:

[ - o
u(c) intérieur de p(c)

A priori cette intégrale pourrait étre divergente. Or, si nous re-
montons a I’éclaté et si nous tenons compte du fait que la restriction
de p & lintérieur de c est un difféomorphisme, nous trouvons:

(25) / w= w= / w,
u(c) intérieur de p(c) c

qui est un élément de @, (cf. [5]).

Considérons o un simplexe de K —X. On posera [, w = ¥ [, w,
ou la somme s’étend sur les éléments de la cubication de & de di-
mension maximale. D’apres (25) cette intégrale est:

(26) /awzz/ca=/;a;

qui est un nombre de Q.

Pour toute chaine § = 3,/ gioy, avec ¢; € Q4 et 0; € K — X pour
i € I, on posera J; w = ¥;c1 ¢; f,, w, qui appartient & (;. Rappelons
que si € est une chaine permise alors on a la relation:

(27) dim(|¢] N |E]) < dim [§] - 2+ p, < dim [¢] -2,

c’est-a-dire, la chaine € n’a pas de simplexes dans ¥ et nous pouvons
définir [ w. Nous avons ainsi construit 'opérateur:

[ 1mm) — 163(k;Qp) [ w (g - /E w) .
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Cet opérateur est différentiel, comme le prouve la formule de Stokes
suivante.

PROPOSITION 5.1.1. Pour tout simpleze permis o et toute forme
modérée et d’intersection w nous avons:

/wa=/aaw.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que les deux termes
de I'égalité précédente ont un sens car, en procédant comme dans
(27): dim(o N |X]) € dimo — 2. D’aprés (26) nous pouvons écrire
J,dw = [;db et [5,w = [5-&. D’autre part, la formule de Stokes
habituelle dans K établit: f;d& = [;@. On est donc ramené &
montrer que fp, @ = 0 (cf. (3.1.2)). Puisque G0 est inclus dans la
réunion des i-faces de K il suffira de prouver que la restriction de @
a chaque o, N (ICi)D, i €{0,...,n— 1} est nulle.

Fixons un tel ¢ et soit ¢ un cube de o, N (K;), de dimension
maximale dim o — 1. Remarquons que ’intérieur de c est dense dans
¢ — |U;j<: K;| et que p(c) est inclus dans o N |K;|. Si la restriction
de @ a c¢ n’est pas la forme nulle, alors le i-degré vertical de w est
supérieur ou égal a la dimension des fibres de

w : {intérieur de ¢} — {intérieur de u(c)},

c’est-a-dire: ||w||; > dimc¢ — dim p(c) > dimo — 1 — dim(o N |K}]).
Les conditions d’intersection (11) et (22) permettent d’écrire n—1i—
2—ppi > ||w||i > dimo —dim(eN|K;|) =1>n—4—ppy— 1.
Cette contradiction implique la nullité de &|. et donc celle de [, , @.

5.2. Théoréme de deRham. Tous les résultats montrés jusqu’a
présent nous ameénent au Théoréeme de deRham suivant, qui con-
stitue le noyau de cet article.

THEOREME (5.2.1). Pour tout compleze stratifié K l’intégration
des formes induit un isomorphisme de modules entre H* (I (K ))
et TH:(K;Q,).
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Démonstration. Nous procédons par récurrence sur la profondeur
de K. Si cette profondeur est zéro alors IT;(K) = T*9(K_) et
IC5(K;Qq) = C*(K;Qy); le résultat découle de [5].

Supposons maintenant le résultat prouvé pour les espaces strat-
ifiés de profondeur strictement inférieure a celle de K. Considérons
le diagramme commutatif suivant (cf. (2.2.2) et (4.2.5)):

0 0
ITg’q(KJ,L(K)) e ICg(K,El(K);Qq)
IT3(K) e, IC;—’;(I{;Qq)
|
ITH(L(K)) b, IC;(L(K); Q)

}

Par hypothese de récurrence I'intégrale [; induit un isomorphisme
en cohomologie. Il suffira de prouver que l'intégrale [; induit un
isomorphisme en cohomologie.

Puisque

0

ITY(K LK) = ] (a*La,dax L)

aE[mITF*’q
(cf. (4.2.1)) et

IC3(K,L(K);Qq) = ] (axLa,daxLs;Qy)

aEImIC%

(cf. (2.2.4)) on est ramené & montrer que dans le diagramme com-
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mutatif suivant
0 0

J

. J .
IT;(a * Lo, 6a % Ly) —=— ICj(a % Lq,da * La; Q)

S

% f2 *
IT;%(a * Lg) —2, IC3(a x La; Qq)

4

ITF (6 x Ly) —f—3-> IC}(8a x Ly; Qq)

J l

0 0.

la fleche [, induit un isomorphisme en cohomologie. Or, ceci est
le cas car: 1) d’apres (4.3.9), (2.3.3) et I'hypothése de récurrence,
lintégrale [y induit un isomorphisme en cohomologie et 2) d’apres
I’hypothése de récurrence, I’intégrale [; induit un isomorphisme en
cohomologie. (]

5.2.2. Indépendence de la triangulation et de la strati-
fication. Bien que le complexe IT3?(K) des formes différentielles
d’intersection modérées dépende de la triangulation et de la strati-
fication choisies dans K, le Théoréme de deRham que nous venons
de prouver montre que ledit complexe IT;**(K) calcule toujours la
cohomologie d’intersection de K. Mais cette relation qui apparait
au niveau de la cohomologie peut étre réalisée au niveau des formes
différentielles, de la fagcon que nous passons a décrire.

Considérons le cas le plus simple de complexe stratifié: K = cL,
ou L est une variété de dimension n. Le complexe IT;(K) devient

{w €T ((cL)D)
/ max (degré (w|{1}xL) , degré (dwl{l}xL)) < Pn+1} .

En utilisant I’homotopie le long du facteur [0, 1], on prouve que le
sous-compleze {w € T*9(L)/ max(degré(w), degré(dw)) < pnp41} cal-
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cule la méme cohomologie. Cette idée, developpée a I’aide des tech-
niques utilisées tout au long des sections 4 et 5, permette de montrer
que, pour un complexe stratifié K de dimension n, le sous-complexe
de IT;(K) donné par IT;*(K) = {w € TY(C(%,K)) / max
(degré(w|,), degré(dw|y,) < pp—, si o € N(Ky, K)} calcule la méme
cohomologie. Ici, C(K, L) et N(K, L) dénotent respectivement le
complement simplicial et le voisinage simplicial de L dans K (cf.
[14]).

Nous pouvons ainsi calculer la cohomologie d’intersection modérée
de K a l’aide d’un complexe de formes modérées habituelles d’une
variété simpliciale.

Soit K’ une subdivision de K, compatible avec les ), coordonnées.
Puisque ¢(¥', K') se rétracte linéairement sur ¢(X, K), il n’est pas
difficile de vérifier que cette rétraction induit une homotopie entre
IT,—:""(K) et ZT;*(K").

En résumé, le complexe IT;**(K) est indépendent de la triangula-
tion de K choisie, a une suite de quasi-isomorphismes pres. Si main-
tenant on considére un complexe stratifé K provenant d’une pseudo-
variété stratifiée, et sur K une autre stratification, nous savons que
les deux complexes respectifs des chaines d’intersection calculent
la méme cohomologie d’intersection. Par conséquent, le complexe
IT;%(K) est indépendent de la stratification de K choisie, a4 une
suite de quasi-isomorphismes pres.

5.2.3. Dualité de Poincaré. Supposons K compact. Pour
toute forme w de IT;?(K), 'intégrale sur K — ¥ existe car [ _sw =
[z @ et car la forme @ est globalement définie sur le complexe fini
K. Ceci nous permet de définir I'accouplement ( , ): I 7" (K) x
IT; 5P (K) — Qg +4,, OU D et g sont deux perversités quelconques
et (w,n) = [4_sw An. On montre que cet accouplement passe en
cohomologie (formule de Stokes):

(28)  H*(ITy"(K)) x "™ (IT;%(K)) — Qg a5

et que, si P+ § = t est la perversité maximale (cf. [9]), alors il
est non dégénéré. C’est la dualité de Poincaré que nous trouvons
a origine de I’homologie d’intersection (cf. [9]) et dont la version
avec des formes différentielles réelles a été traitée a [3].

5.2.4. Formule de Kiinneth. Considérons K et K’ deux com-
plexes stratifiés. En utilisant la démarche suivie & (1.3.) nous munis-
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sons K x K'| K, et K' avec des triangulations qui font de ces espaces
des complexes stratifiés et pour lesquelles les projections canoniques
pr: KxK' — K et pr': K x K' — K’ sont des applications simpli-
ciales. Ces Iggje/ctions s’éclatent go\ni en deux applications prisma-
tiques pr: K x K' — Ketpr: Kx K' — K' qui sont linéaires sur
chaque prisme. L’application P: H* (I (K )) QH* (I (K ’)) -
H* (ITI—;"’(K x K')), donnée par P([w]® [n]) = [pr*w A (pr')*n), est
donc bien définie. Dans le diagramme commutatif

H* (IT74(K)) ® H* (IT7*(K")) —2— H* (IT;*(K x K"))
foi| f|
TH:(K, Q) ® IH3(K',Q,)) —T— IH:(K x K',Q,))

les fleches verticales sont des isomorphismes (cf.(5.2.)). Si la per-
versité 7 est dans les conditions de [7] (par exemple, si D est la
perversité moitié) il en sera de méme pour P’'. Dans ce cas, nous
avons la formule de Kiinneth

H* (ITy(K)) @ H* (IT;(K')) & H* (IT3(K x K)).

5.2.5. Algebraicité. Ce travail est le premier pas vers la con-
struction d’un modeéle minimal d’intersection de K. Cette démarche
se heurte avec la difficulté suivante: le complexe IT;"*(K) n’est pas
en général une algebre. Par exemple, si les strates de K sont de di-
mension paire le produit de deux formes de IT3"*(K) est un élément
IT3*(K), ol 7 est la perversité moitié (cf. [10]) (voir la relation du
degré vertical avec le produit extérieur de (4.1.4)). Bien entendu,
pour p = 0 le complexe IT;"*(K) est une algébre (voir (28)) qui nous
donne le modéle minimal de K (IH3(K) = H*(K)). Il est peut-étre
intéressant de signaler que, pour la plus part des perversités (celles
qui ne touchent pas 0), la plus petite algébre contenant IT;*(K)-
est précisement le complexe ambient 7™* (f(: ). Dans un prochain
travail nous étudierons le “défaut d’algébraicité” du complexe des
formes d’intersection modérées et la construction du modele mini-
mal d’intersection de K.
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