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1. Introduction

Dans la théorie du potentiel d'ordre @, M. Riesz [5] a démontré a l'aide de
la transformation de Kelvin que, étant donné un ensemble fermé F, on peut
associer a toute masse ponctuelle une mesure balayée sur F. N. Ninomiya [3] a
résolu le probléme du balayage de la maniére suivante: un noyau positive, continu
et symétrique est balayable, pourvu qu’il satisfasse au principe de domination.
Mais il n’a traité que le balayage pour un ensemble compact. Dans ce travail on
va traiter le balayage pour un ensemble fermé (non compact) relatif aux potentiels
pris par rapport au noyau positive, continu et symétrique s’annulant a linfini
et satisfaisant aux principes de domination et du maximum dilaté.

2. Préliminaires

Soit E un espace localement compact tel qu’il soit s-compact. Par un noyau
symétrique sur E on comprend une application @(x, y) de EXE dans (0, +o0),
continue et symétrique en x et y, @(x, x) pouvant étre +. Le potentiel et
I’énergie d’'une mesure # sur E pris par rapport au noyau @ sont définis par

Us() = [0Cx, »dncy)

et
1) = [ [0x, yancydnx)

respectivement. Nous exigeons de @ l'hypothése suivante: il existe une mesure
positive 1550 a support compact S, telle que le potentiel U*(x) soit fini et
continu dans E.
Nous considérons les ensembles suivants,
Er={p; #=0 et I(#)<+o0},
F "={1; A=0, S compact et U (¥) fini et continu }
et
Cr={v;v=0 et U'(x)x+oo}.

Lorsqu'un noyau s’annule 4 l'infini, non seulement toute mesure de masSe totale
finie (naturellement, toute mesure a support compact) appartient & £ * mais
encore il est possible que des mesures de masse totale infinie appartiennent a

<

Z*. On dira désormais qu'une propriété a lieu “a peu prés partout (4 p.p.p.)”,
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si elle ne tombe en défaut qu'aux points d'un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure #€ &,

Ensuite, nous énumérons des divers principes et des résultats importants
relatifs au potentiel pris par rapport au noyau symétrique.

PRINCIPE DE CONTINUITE: Pour toute mesure # a support compact S, le fait
que la réstriction de U*(x) a4 S# soit finie et continue entraine que U"(x) soit
fini et continu dans E.

PRINCIPE DE DOMINATION: Soient # une mesure positive d;énergie finie & sup-
port compact et » une mesure positive quelconque. Si on a

U(0)=U"(x)
sur le support S#, on a la méme inégalité partout dans tout l'espace E.

PRINCIPE DU MAXIMUM A-DILATE (k=1): Soit 1 une mesure positive a support

compact. Si on a

UMx)=1
sur le support Si, on a

UMNx)=k
partout dans tout l'espace E.

PrincIPE DU BALAYAGE : Etant donné un ensemble compact K, on peut associer
a toute mesure positive # au moins une mesure positive 2’ portée par K telle que

U~ (x)=U*(x) 3 p.p.p. sur K,
U (x)=U*(x) partout dans tout U'espace E,

jU”"du =J U*dv" pour toute mesure v€ & 7.

Cette mesure #’ s’appelle une mesure balayée de # sur K.

N. Ninomiya [3] a obtenu les théorémes suivants.

THEOREME A. Pour qu'un noyau @ satisfasse au principe du balayage, il faut
et il suffit qu’il satisfasse au principe de domination.

TueoREME B. Si un noyau O satisfait au principe du maximum k-dilaté ou de
domination, il satisfait au principe de continuité.

M. Kishi [2] a démontré le théoréme suivant.

TaeoreME C. Supposons qu'un noyau @ satisfait & la condition (x): pour
un ensemble compact K et pour un nombre ¢>0, il existe un ensemble compact K.
tel que

O(x, y)<e sur KxX(E—Kg).

Si une suite des mesures positives {I,} de masse totale uniformément bornée converge
vaguement vers une mesure !, on a alors

lim J Urrd) = J U*dj pour toute mesure 2€ F *.

n > 00

Le théoréme suivant relatif 4 la topologie vague est trés important [1].
THEOREME D. Dans I’espace des mesuves sur E, tout ensemble borné H est
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relativement compact pour la topologie vague.
3. Balayage pour un ensemble fermé (non compact).

Comme il est dit dans l'introduction, on va démontrer le théoréme suivant.

THEOREME. Si un noyau @ satisfait a la condition (%) et aux principes de
domination et du maximum k-dilaté, pour un ensemble fermé quelconque F on peut
associer a tr-:te mesure positive € CF au moins une mesure positive 1’ portée par
F telle 1e

U (x)=U"(x) a p.p.p. sur F,
U (x)=U"(x) partout dans tout U'espace E.

Pour démontrer le théoréme, nous préparons trois lemmes.

LeMmME 1. Si un noyau @ satisfait au principe de continuité, la notion de mesure
nulle pour toute mesure 1€ &+ est équivalent & la notion de mesure nulle pour toute
mesure A€ & .

En effet, soit ¢eC E un ensemble universellement mesurable tel que i(e)=0 pour
toute mesure 1€ <7 *. En tenant compte de . &% "C &, on va montrer #(e)=0 pour
toute mesure #€ Z 7. Pour cela, il suffit de le montrer pour toute mesure Z€ & *
de masse totale finie. Etant donné une mesure #€ % %, I'ensemble

N={xe E; U*(x)=+o0}
est #-mesure nulle, parce que le potentiel U*(¥) est nécessairement #-intégrable
(naturellement, #-mesurable). Pour tout nombre ¢>0, il existe un ensemble com-
pact K contenu dans le complémentaire de N tel que
M(K)>/J:(E)—§—.
En appliquant le théoréme de Lusin pour la fonction U*(x), il existe un
ensemble compact K;CK, tel que M(KﬂCKl)é-%, et que la restriction de U*(x)
a K; soit continue. Nous désignons par » la restriction de 2 a K;. U*(x) étant
la somme de deux fonctions positives et semi-continues inférieurement (ie.
Ur=U0"+U""), U (x) et U~7(x) sont tous deux continus comme fonctions sur
K,. D’aprés le principe de continuité, U"(¥) est fini et continu partout dans tout
Tespace E, c’est-a-dire, v€ & ©. D’autre part, on a
sle)=v(e)+(r—rv)(e)=(r—)(e)<u(ENCK;)<e,
puisque I'ensemble ¢CE est de mesure nulle pour toute mesure 2€ & .

LEMME 2. Supposons qu'un noyau @ satisfait au principe de continuité et a la
condition (x). Considérons une suite des potentiels {U*n(x)} telle que
Utn(x) = Utn1(x) a p.p.p. dans E,
Urn(x)sU*(x) partout dans tout U'espace E,
ou ! est une mesure positive de masse totale finie. Le fait que

lim j Utnd) = jUM'dz

n-> o
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pour une mesure positive ! et pour toute mesure A€ F = entraine que
lim U*»(x)=U""(x) & p.p.p. dans E.
n > oo

En effet, par 'hypothése, la fonction U*“(x) est 2-intégrable et il existe une
fonction g(x) telle que

lim U*n(x) = g(x) a p.p.p. dans E.

D’aprés le théoréme de Lebesgue et I'hypothése, on a alors

lim | U*nd} = | lim U"”d/1=JU’“d/1

n->co 7 >0

pour toute mesure 1€ & . 1l sensuit que
lim U*n(x) = U*'(x)
n >0
sur E sauf un ensemble de mesure nulle pour toute mesure A€ & *. Daprés le

lemme 1, il résulte que
HmU*n(x)=U*(x) a4 p.p.p. dans E.

LemME 3. Supposons qu'un noyauw @ satisfait aux principes du balayage et du
maximum k-dilaté. Désignant par 1 une wmesure balayée de toute mesure positive
2 sur un ensemble compact K, on a alors la relation suivante,

w(EY=kt(E).

En effet, d’abord, supposons qu'un ensemble compact K ne porte aucune
mesure positive d’énergie finie. Alors, toute mesure balayée 2’ se réduit a la
mesure identiquement nulle et donc, on a évidemment la relation recherchée. Si
un ensemble compact K porte au moins une mesure positive d’énergie finie, il
existe, comme il est bien connu, une mesure positive 1, telle que

Uro(x)=1 a p.p.p. sur K,
Uro(x)=1 sur le support Si,CK.
En faisant attention qu'une mesure balayée 2’ de # sur K est une limite vague
de la suite des mesures positives d’énergie finie {#,} portées par K telle que
Uri(x) t U (x) a p.p.p. dans E
([3], p. 165. cf. Démonstration du théoréme 5), on a alors

1(E) = (K = [ Uhedi= [ Uida, =/ Urdio= [ Undushe(E)

et donc
ﬂ’(E):}in;ﬂi(E)=kﬂ(E).

Démonstration du théoréme. Si un ensemble fermé donné F ne porte aucune
mesure positive (40) d'énergie finie, toute mesure associée 4 une mesure positive
sur F se réduit a la mesure identiquement nulle. Par suite, soit F un ensemble
fermé qui porte des mesures positives d’énergie finie. Par I’hypothése de la s-com-
pacité, on peut représenter 'espace E de la maniére suivante,
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E=UK,, K.CK.1,
ol K, est un ensemble compact et K, désigne la partie vide. Soit
F,=FNK,.

Supposons qu’une mesure positive donnée # est a support compact. Selon le
théoréme A, on peut associer a la mesure # au moins une mesure balayée x,
portée par F, telle que ’

Urn(x)=U"(x) a p.p.p. sur F,,
D) Utn(x)=U"(x) partout dans tout 'espace E,

J Urndv =I Urdv" (= J U*»dv") pour toute mesure v€ & V.

D’aprés le théoréme A et le lemme 3, on a

2 (E)SkU(E)< + o0,
On en conclut que la famille des mesures {#,} est vaguement bornée et donc, en
vertu du théoréme D, on peut extraire une suite partielle {#,} de {#,} qui con-
verge vers une mesure #’. Cette mesure 2’ est portée par F et positive, parce
que l'ensemble _Z '+ des mesures positives portées par F est complet pour la

structure uniforme déduite de la topologie vague. D’ailleurs, d’aprés le théoréme
C,ona

(2) limJ Urn'd} ={ U~di  pour toute mesure 1€ .Z ™.

De (1) et la monotonicité de F,, il évidemment résulte

Utn(x)=U"»+1(x) a p.p.p. sur F,.4.
Mais cependant, on peut montrer de plus

Urn(x)<=U"»+1(x) 4 p.p.p. dans E.
Pour le prouver, il s’agit de montrer

Urn(x)=Urn+1(x) a p.p.p. dans CF,,q.
Soit

e={x€CF,.1; Utn(x)— Unr1(x)>0}

et supposons qu’on peut trouver une mesure v € % * telle que »(e)>0 et le support
compact SvCe. Lorsqu'on désigne par », et par v,.; les mesures balayées de v
sur F, et sur F,,4 respectivement, on a

U's(x)=U"(x) a p.p.p. sur F,,

U'ni(x)=U"(x) a p.p.p. sur F,.4,
D’autre part, en vertu de »,, v,.1 € &* et la relation de réciprocité dans (1), on a

0< j (Utn— Urn)dy— j U"du,,—jUVdum
= [vrrai,— [vrndity

=J( U’n— U”n+1)dﬂn+f Urrridp, —f Urntsdtt,,y
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— [CUs—Tr)dn,
0

ce qui est évidemment contradictoire. Des relations

A

’

Ut (x)sU*"+1(x) a p.p.p. dans E,

U (x)=U"(x) partout dans tout ’espace E,
(2), le théoréme B et le lemme 2, il résulte

lim U/ (x)=U""(x) a p.p.p. dans E.

n/ >0

Cette mesure 2’ posséde la propriété suivante,

U (x)=U"(%) a p.p.p. sur F,

U (x)=U*(x) partout dans tout 'espace E,
et donc elle est une mesure balayée de # sur F. Ensuite, supposons qu'une mesure
positive donnée #€ & * est a support non compact. Soit #™ la restriction de 2 a
K,— K, 1. On peut associer 2 #™ au moins une mesure positive #™’ portée par
F telle que

U™ ()= U (x) a p.p.p. sur F,

U™ ()= U (x) partout dans tout l'espace E.

On peut démontrer que la famille des mesures {2 2 =1, 2, 3, .- est vague-
n=1

ment bornée. En effet, soit £’ la restriction de 2™’ 4 tout ensemble compact
KCE. On a alors

S U’

n=1

partout dans tout l'espace E. Par I'hypothése de € %, il existe au moins un

@=2U D=L U 0= U@

point x, tel que
Ur(x0) < +oo.

En consequence, on a
m
2 oum)’
Unr=1"% (x)=U"(x0)< +00.
On en conclut
m
S (K)<+oo
n=1

pour tout entier m et pour tout ensemble compact KCE, parce que le noyau
considéré est positive. Ainsi, en vertu du théoréme D, on peut extraire une suite

m/ m

partielle {Zl,u(”)'} de {Zlﬂ(”)l} qui converge vers une mesure x’' € _#}. Cette mesure
n= n=

»' posséde la propriété suivante,

U (x)=U"*(x) a p.p.p. sur F,
U (x)=U*(x)  partout dans tout l'espace E,

et donc, elle est une mesure balayée de # sur F.
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REMARQUE. Nous nous placons dans 'espace euclidien a n dimension R"(n=1).
Soit @(x) une fonction positive, continue, symétrique (@(x)=0(—x)) et sommable
dans tout voisinage de l'origine telle que ¢(0)=1irr%) @(x)=-+oo. Considérons le

x>

potentiel
U ()= [0(x=p)dn(y)

d’'une mesure positive # pris par rapport au noyau @(x). Pour les potentiels de ce
type, M. Ohtsuka ([4], p. 282) a étudie la relation entre les principes de domina-
tion dilaté et du maximum dilaté. Il a obtenu un résultat suivant: Si un noyau
@ (x) satisfait au principe de domination et a la condition,

Jowax

B(0,7)

M] lim——=k (k=1)
e fa)(x)dx
B0, r—p)
pour tout nombre p>0, B(a, ) désignant la boule de rayon 7 centrée en le point
a, il satisfait au principe du maximum k-dilaté. En particulier, N. Ninomiya ([3],
p. 169) a démontré que, si un noyau @(x) satisfaisant au principe de domination
est décroissant de la distance |x|, il satisfait a la condition [M]. Par consequent,
on en conclut que, si un noyau ®@(x) satisfaisant au principe de domination est
décroissant de la distance |x| et s'annule 4 I'infini, on peut associer 4 toute mesure
ME T au moins une mesure balayée sur un ensemble fermé (non compact) dans

Iespace R™.
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