Gourdin, D.
Osaka J. Math,
30 (1993), 349-364

SYSTEMES QUASI LINEAIRES HYPERBOLIQUES
NON SYMETRISABLES

Danie. GOURDIN

(Regu le 17 décembre, 1991)

Introduction

Aprés la théorie de J. Leray sur les systémes quasi linéaires 4 partie princi-
pale diagonale, hyperboliques stricts dans les espaces de Sobolev et hyperboli-
ques non stricts dans des espaces de Gevrey, ([14], [15]), T. Kato a résolu le pro-
bléme de Cauchy local dans les espaces de Sobolev pour les systémes quasi linéai-
res symétrisables ([13]).

Nous résolvons ici le probléme de Cauchy local C* pour un type de systémes
quasi linéaires hyperboliques non symétrisables de trois équations du premier
ordre lorsque les linéarisés ont des rangs et des multiplicités caractéristiques
constants, sous des conditions rappelant les conditions de Mme Choquet-Bruhat
([3]) en utilisant la théorie des systémes hyperboliques linéaires de J. Vaillant
([17], [18]), la théorie de Nash-Moser ([11], [16]) et une méthode utilisée par N.
Iwasaki pour les systémes quasi linéaires effectivement hyperboliques ([12]).

Nous montrons dans une remarque finale qu'un autre type de systémes
quasi linéaires hyperboliques non symétrisables, mais de deux équations du pre-
mier ordre cette fois, peut étre traité de la méme maniére et a un probléme de
Cauchy local C= résoluble sous des conditions analogues sur les linéarisés.

Ce travail a été résumé dans une Note aux Comptes Rendus de 1’Académie
des Sciences ([10]). X=(x, x) est le point courant de R’*!' avec xER et
x=(%,, +**, x,)ER'.

Q est un ouvert contenant l'origine de R"*.

E=(&,, &) est la variable duale, {,€ER et £E=(§,, --+, E,)ER"; 9=(1, 0).

0 g0

6" -
Oux; 0¢;

0<i<r).

L. Hypotheses et énoncés des résultats
1) Hypotheses Considérons les opérateurs notés @ définis par:
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®: C(Q) — C3(Q)

®(y) = 3 H(X, ) 0,y+0(X, 3)

My =104 ) eci@)

H = (H{")1<4,5<:ECR(QAX RY)

0 = (Qh<cs ECR(QAX R?)

ou Hi(X, Y) et O(X, Y) s’écrivent sous forme matricielle
P oHP HP

Ql
H{(X, Y) = (H HY? ) (X, V), O(X, Y) = <92> (X, Y)
His Hi® Hi, o

respectivement dans R® et R®, pour tout X €Q, et tout Y=4Y, Y?, Y})ER®.
Soit U un ouvert de R® contenant l'origine. On suppose que P satisfait aux

hypothéses suivantes:
(I,) Supporty O(X, O)CcQ*=QN([0, +o[X R")

(L) En posant H(X, Y,8) = 3 H(X, Y)§;

(X, Y, 8) =detH(X, Y, {)
onap(X,Y,9NH=1,VXeQ, VYeU.
(L) p(X, Y, D)=[H(X, Y, 5)F, H(X, Y, ) = &—L(X, Y, §),
L(X, Y, &)= 2:] MXYVENVMXeEQ, VYeU VEER ™), ,ECROQXU)
E=1,.-, r)'—.1
(I) En notant H=(H%),<4 p<; €t A la matrice des cofacteurs de H, A est
divisible par H,; B étant la matrice quotient de A4 par H,, B est une matrice

3x3 d’¢léments polynomiaux homogenes de degré 1 en ¢ et de classe C=(Q X U)

en (X, Y); de plus en appelant A5% le cofacteur de H3 H% dans le développement
de

p=det H,on a:
inf {|Bi(X, YV; Ly(X, Y,£),8)|; X€Q, YeU, |£|=1}>0,
inf {| 415X, YV; Ly(X, Y, £),8)|; X€qQ, YEU, |[E|= 1}>0
(Is) Les polynémes en &

iA iA B 1 1 B
P - { oHY 1 0Hj >I;IAB{,+%1,7,,‘3(6131 9B, _ 0B, 0BL))
»B

0Y® 2 aY°© dF, 0Y° 0f, 0Y°
(=0, +++,7r;¢=1,2,3)
00 1 L OH\ p po, 1 174 (0B 0B4Y _9B? 0B} }
= - ByBI+—H —
§{<6YB 2 = ax,.) + 5y B?:;(ag, ox; Ox, ag,.>
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sont divisibles par H,.
(Is) Les polynomes en &.

®i- 5 (B2 +(aBl)3H5} 1

1<4]B<3 1 8Y“1 aY*
et
i 12 IaHiB iB 6B1 }
c = < H
S 15%53 ¥ lay4 i+ oY*
(=0, +++,r; c=1, 2, 3) sont divisibles par H,,.
(I)
A
— 54t (% B+ 3 e 221
j=o Ox;
(1) est divisible par H, et
"Ndi-x (B (B3 22+ 55 (B O222)
B oY4 Ox;
verifie K3(X, V; L(X, Y, £), £)=0 (Y X€Q,V YEU, VE=+0)
ou bien

JACé divisible par H,
(17)2 es
KUX, Y, L(X, Y, £),£)=0 (Y X€Q,V YEU,V £%0)

REMARQUE: (I,) implique que H posséde la forme réduite

(H,)*
as( )
1

’

dans @, anneau localis¢ de R[{] par 'idéal premier engendré par H, en chaque
point (X, Y)eQx U ([17]). (Is), (Is) et (I,) signifient que les linéarisés @’ de &
vérifient les conditions de Levi des systémes 4 caractéristiques de multiplicité 3
lorsque la matrice des cofacteurs s’annule sur la variété caractéristique ([2], [18]).

ExemPLE d’opérateur @ vérifiant les propriétés (I,) a (I,).

D(y) = (80" —MX) 8,5’ +dy(X, y); —(8oy*—M(X) 8, y*)+ (X, y);
00 y'—MX) 8, '+ (X, ) 8, y*+dy(X, y)) avec

AECHQ), p et d,ECHQX R®) (1<i<3) vérifiant u(0, 0)=+0, % = Lo
'y

od ad ] [ad od, ]
t| —2 = 0et —2(0,0)=%0 =0 t 2 (0,0)=%0
e I:ayl ( ) oy — 0 ( )=
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2) Enoncé des résultats

On note
Y= (Y, Y4, Y)ER? Es= {a = (a, -+, a,) EN™; |a| < S},
NS = Card ES) Y% = {Yi}neEsERNs )

Ys=(Y5, Y%, YY) ER¥s, U% un ouvert de R¥s contenant 0 (1<k<3),
Us=U}% x U% x U3 un ouvert de R*¥s contenant 0,

5(Q) = {Y*€CxQ); {0°y (X)}eers€US, YV X EQ}
un voisinage de 0 dans Cx(Q),
Vy(Q) = Vs(Q)XV%(Q)X V¥(Q) un voisinage de O dans

CR(Q)=[CRQT, U=V, V(Q)=V(Q).
Le linéaris¢ &’(x) de @ au point uE Cgs(Q) s’écrit:

® w0 =ZHEEHoy+ 5y (D458 0u).

Soit
Q,, 'ouvert de R"*! defini par
Qe = {X = (%, x) ER™; —Ca<x,<E(a—|x|?)} (a>0,&>0),
C3(Q) = {z=Cx(Q); supp rEQ™}

Considerons O, = Q;z, 7, tel que Q;, 7,CQ. D’apres (I,)
©) @: C3(Oy) = C3(Dy) -
De plus, pour tout u€ V,=V (Q,) associé a U fixé précédemment, en notant

s __ 0%u
Vu - {(axo)%"_(axr)ur} lal=s (SEN) ’

4) @'(u) = ®'(u) (X, u, Vu, D): C3(Qy) = C7(£p) dépend “linéairement”
de Vu. Nous obtenons la proposition suivante:

Proposition 1. Soit U, un voisinage ouvert de O dans R*Nz dont la projec-

tion sur R? est incluse dans U.
Il existe Qg o tel que Qg o CQy et un opérateur différentiel linéaire de la

forme:
(5) b(X, u, Vu, D) = B(X, u, D)+ B¥(X, u, Vu)
(resp. by (X, u, Vu, D) = B(X, u, D)+ B¥(X, u, Vu))

pour tout uE V,y(Qyy ;) tels que
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L(X, u,Vu, Viu, D) = ®'ob, (resp. (X, u, Vu, V’u, D) = byo®') soit

de la forme suivante:
(6) KX,u,Vu,Vu, D)=[hy(X,u, D)PI,~+e(X,u, Vu) hy(X,u, D)+e,( X, u, Vu,V?u)
o B(X, u, D) a pour symbole B(X, Y, ), hy(X, u, D) a pour symbole
H(X,Y,?), B¥(X, Y,) ainsi que B¥(X, Y)), ex(X, Y,) et e(X, Y,) sont des ma-
trices 33 de fonctions de classe C=(Qyy o5 X Uy) st et seulement si on a a la fois:
(1) K =KX, Y1) est divisible par H,
(i) K?= KUX, Y, ) est divisible par H,
(i) K = K} (X, Yy, €) vérifie

K3 (X, Y, & = LyX, Y, £), £) %0 quel que soit XEQy 4, Y, €U, E+0)

(resp. ()" K est divisible par H,
(i) K} est divisible par H,
(i) KI(X, Yy, E = Ly(X, Y, ), E)+0 quel que soit XEQu; 4, Y,E U, £+0)

ou

() K= (X, ¥, 0+ 3] 3 PHX, Y, 1) Yii

®) et = St 313185 Y,

) Ji = i+ 5 3 RE VG

(10) Y& = Yioo 0100 (1 se trouvant au i-éme rang dans a € N™*?)

Les hypotheses (I;), (Ig), (I,) et la proposition 1 conduisent a la deuxiéme
proposition suivante.

Proposition 2.  Sous les hypothéses (1) a (1,), il existe Q, ., tel que Q, . CQ
et un ouvert U, relativement compact de R*z, dont la projection sur R® est incluse
dans U, tels que pour tout uSVyQ,, ,,) associé a U, le probléme de Cauchy pour
®'(u):

(11) D'(u)y =f dans Q,

posséde une solution unique yE C3(Qy, ,,) pour tout f €C7(Q,, ) a support com-
pact dans Q.

De plus, pour tout ouvert Us,, borné de R*Ns+z contenant 0, dont la projection
sur R® est incluse dans U, il existe une constante Cs>>0 indépendante de uc V.,

(4, ¢,) associé a Usg,, telle que

1,21 1,81

1,81

(12) lI2lls-1<Cs ||®’() 2|5

pour tout 2 C3(Q,, .,) 4 support compact et telle que

1,81
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(13) X521 <Cs I flls

pour y solution de (11) avec fECF(Q,, .,) & support compact, o || ||s désigne la
norme dans Uespace de Sobolev W53, «):

llolls = ( 323, 1D"01I% @a,.e) "

Considérons maintenant Q,,,., tel que Q,,z ey e,. Comme Q, , admet
la propriété de S prolongement pour tout S ([1]) on déduit de la proposition

2 l'inégalité:
(14) [13]ls-1 < Cs [|1®"(w) ylls

pour tout _yEC""(Q,,2 e;) €t tout uE Vg, )(Q,
norme de Sobolev de z dans W*2(Q,, .,).

On précise la proposition 2 sous la forme suivante, grace a 'invariance des
propriétés (I,)-(I;) lorsqu’on commute <D,>** et ®'(u).

) associ¢ A Usgy,, ||2]|s étant la

2,82

Proposition 3. Sous les hypothéses (1,) a (I,), le probléeme de Cauchy (11)
est bien posé dans C3(Q,,,,). L'inégalité (14) se précise sous la forme:

(15) 17110 +20-1 < Csor2all|D (1) Yllzarso+ | @l 2ars, 1B (1) lls,)

pour tout yE C3(Qy, q,) 0t a désigne les coefficients de ®'(u), |a|s désigne la norme
holdérienne d’ordre S de a sur O.az ez € Csy 12y est indépendante de uE Vs 14(Qy,,,)
associé a Usy,, ouvert borné de R*Nsy++ contenant 0, dont la projection sur R® est

incluse dans U.
On obtient alors, grace a la théorie de Nash-Moser (cf [9], [11], [16]) le résul-
tat principal survant:

Théoréeme. Sous les hypothéses (1)) a (I,), pour toute f € C3(Q), il existe
Q, ¢ tel que Q, ,CQ et yEC3(Q, ,) unique vérifiant &(y)=f dans Qe

Le détail des démonstrations des trois propositions et du théoréme fait ’objet
du paragraphe suivant.

II. Preuve des propositions et du théoréme
1) Preuve de la proposition 1.

Elle repose sur la définition et les lemmes suivants.

DtrFINITION.  Nous dirons que ®'(X, u, Vu, D)=F vérifie la condition C%(h)
(resp. C&(h)) si il existe by(resp. b,) de la forme (5) tel que hob,(resp. byoh) vérifie
(6)-

Nous avons I’égalité suivante:
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) = B HE 0, y+ 3y (G245 50 0)
En posant

H(X,u, D) = 31 H'(X, u) 0,

H*X, u, Vi) = [Q 8 u 93 g,aH' ]

'061 s:

nous obtenons les lemmes 1 a4 5 suivants:

Lemma 1. % vérifie Ci(h) (resp. Ce2(h)) si et seulement si il existe
B¥(X, u, Vu) (resp. Bf(X, u, Vu)) et A, (resp. A,) tels que:

= 530 9* Ho, B+HB*+H*B— 3\ 8% H, 9, H, I,
a= @=0

(resp. M,= > 8% B, H-+BH*+Bf H— 3\ 6% H, 8, H, I,)
a=0 @=0
soit de la forme H, A,) (resp. Hy A,).

Lemma 2. ([2]) Bi BM,=Bi M, B=KB (modulo un multiple de H,) ou
K est le polynome sous-caractéristique de h exprimé par (7).

Lemma 3. ([2]) Supposons K divisible par H, et considérons N —M, BM,
alors Bt N=N1 B (modulo un multiple de H,). H,

Lemma 4. ([2]) Si K est divisible par H,, alors
AB[BI? N=[413]P K} K:B= 13 Bi Ni B (modulo un multiple de H,) on

(B} H*3 —{-26“’336 HE) A =A% K} et

ISA B<3

AB[H*] Bi+ 33 0% H} 0, Bi]|=A41 K}

ISA B<3

(modulos un multiple de H,).
Lemma 5. Supposons K divisible par H, et posons

C = MB (resp. D = BM, ); alors
H H

0 0
Bl Ci—B} Ci=A4% K1,
AB[BIP CM,=[A%p K} K2 B
Bl Di—B} Di=A} A3,
B[BI} M,D=[A}]P K} K3 B
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(modulos un multiple de H,).

La proposition 1 se démontre alors comme suit:
La nécessité de (i) (ii) (iii) (resp. (1)'(ii)’(ii1)’) résulte des lemmes 1 a 5.

Pour démontrer la suffisance, il suffit d’aprés le lemme 1 de résoudre 1’équa-
tion matricielle:

M,(& = Lo) = 0 (resp. My(E, = L) = 0)
d’inconnue matricielle B¥ =B¥(£,=L,) (resp. B¥=B¥(£,=L,)).

En séparant I'inconnue matricielle en colonnes (resp. en lignes) on constate
que 'on obtient un systéme linéaire de rang m—2=3—2=1 dont les conditions
de compatibilité sont satisfaites si et seulement si (i) (ii) (iii) (resp. (i)’(ii)’(iii)")
sont vérifiées, en vertu des lemmes 2 4 5 (ce qui est le cas d’apreés les hypothéses
(I.2) a (I.7)). La proposition 1 est démontrée.

2) Preuve de la proposttion 2.

On utilise le lemme suivant dont la démonstration est aisée.

Lemma 6. C’hoisissons Qaal’!g et Qa{)”,es” -vérz.'ﬁant Qaé'llcﬂ 1 0 CQ 11 11 C

0 40,%0 40,20
Qo oy SQupyr op CQppr o 8, et une fonction o & C7(R™?) telle que
0<p(X)<1, VXE R
¢)(X) = 1 Si XEﬁag.!g
¢)(X ) =05 XeE R'H\Q,,gl'eiou .

Alors il existe U4 voisinage de 0 dans R*N2 avec Ujc U, tel que l'on ait:

Vi (Qgip) — V(R
v = a(u)

v(X) = u(Xp(X))
et en posant:

h(;(X: v,D) = 0(X¢’) u(Xep), D)

ei(X, v, Vo) = (X, u(Xp), V(X))

es(X, v, Vo, V) = e)(Xop, u(Xp), V(Xp), Viu(Xep))

I'=1(X,v,Vo, V%, D) = [hy(X, v, D)) ;4¢{(X, v, Vo) h{(X, v, D)+
e3(X, v, Vo, Vi)

I' est un opérateur faiblement hyperbolique bien décomposable a coefficients dans
C=(QXV,(R™)) ([5]) oie V(R™?) est associé a U, et Vi(Qyye;) est associé a U}
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vérifiant:
Vlco@agep) = U co@ag, o)

De plus h4(X, v, D) a pour symbole
HY(X, v,t) = &— 3 Mo, w( X)) E;

Désignons par l{(resp. I3) 'opérateur I’ correspondant a [, (resp. k).
Soit p, une borne supérieure de la vitesse de propagation (par rapport a x,)
des ondes relativement 4 [’ sur R"*! et Y € U’=projection de U} sur R®.

po=sup {|2 M(Xp(X), Y) E|; XER™, YEU', |E|=1} et choisissons

a, tel que 0<a,<<&; af.
Alors pour &>0 suffisamment petit et pour Qg ¢ CQ4y e, Cuy e les cones
T(E) de sommet E=(e,, €) de dépendance de !’ vis a vis des données et du second

membre en chaque point E€Q, ,, définis par
(16) T(E) = {XER™; —& ay<<xy<<& ay, |x—e| <po(€s—o)}
sont inclus dans Q, ,.
Considérons 0<a,<<aq, et 0<<& <&, tels que
(17) Fal»'l == {XER’+1; OSxOSSI al’ le <‘\/a_1+P° xo}

soit inclus dans Q, ,,; on obtient le lemme suivant:

Lemme 7. Pour toute f€C3(Q,
de classe C3([—€, ay, & a)) X R") tel que

L&) @ support compact, il existe z unique

(18) I'z=f(VX€[—¢&a, & 4]XR)
De plus supp 2CF, , et Pon a:
(19) [#I@8e® — |[| T s <, IR = ¢, | Fl|

o C, est indépendante de us V., associé a U, ouvert borné de R*Vs+2, dont la
projection sur R® est U’'. Dans ce lemme, on a noté:

el = 53 1D% 5(X) 7] dey.

[0,#30,1xR" LGISS
Preuve du Lemme 7. L’existence et 'unicité de 2€C3([—¢&; ay, & @] X R") véri-
fiant I’ 2=f et le fait que supp 2CF, ,, résultent de [7] et [8]. Démontrons
I’estimation a priori.

Comme dans [10] p. 130, on pose

{ 2(X) = x(X)

/o
hy 2y =2,

1,81

(20)
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L’écriture de I’z=f devient:
(21) ht 2, = —el z1—e} 2 +Hf(X) .
En posant [|DS 2(x,)||; = sup || Di; 2(% *)lli+s-; O ||4||;4,-; est la norme de
0<i<8

Sobolev d’ordre #+s—j relativement a x (i.e. calculée sur R’), on utilise le
lemme suivant.

Lemme 8 ([8]) Il existe une constante Cs>0 indépendante de u pourvu
que u et ses dérivées soient bornées jusqu’a I'ordre S telle que:

(22) 1D z(w)lo=<C% [ " 1D° 5®)1ly 0

pour tout 2, ECT(,, ¢,) G support compact.

D’apres (20) (21) (22) on a:
(23)  ID%s)IL<CE | 11D FO)lo|ID%eis,(6)lo-HID%esz0)]l] 40

Puisque ei=ei(Xp, u(Xp), Vu(Xp)) et e;=es(Xp, u(Xp), Vu(Xep),
Vu(Xe)) sont d’ordre 0, (23) s’écrit:

@) ID%EE<CE | (IS Ol ID=(O)lo+ ID(6) e 40

ot C% est une constante positive indépendante de u quand {u, ---, VS*2 u} est
borné. :
A P’aide de (22) et (24), on déduit comme dans [8] p. 132,

(25) 1D lo=Cs [ " 1D £(O)1ls 46
ot C% est indépendante de « quand {u, -+, V5*? 4} est borné.
D’ou
D%l <Cs || * 22103 £(X)1* duy
Comme

ol <o ™ 1D%3()3 v
Iinégalité (19) est démontrée avec Cs=a(§, a,)** C5.
Le lemme 7 est démontré.
Reprenons la démonstration de la porposition 2. La proposition 1, le lem-
me 7 et le théoréme 4(a) de [2] p. 192 nous donnent I’existence et 'unicité de la
solution y de I’équation (11). En posant
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]| 2 (S | D% (X)) dr)

Qay.e; 1618
puisque

ll2ll5"s <] [ 7R
le lemme 4 nous donne I'inégalité

ll2ll < Cs [ £115

Lorsque les hypotheéses (I,) a (I;) et (I,); sont satisfaites, les assertions
(i) (ii) (iii) de la proposition 1 sont alors vérifiées et en appliquant I'inégalité
précédente a I'=I{ eta ,=®’ob,, on a pour y=bz ou b=b, (X, u, Vu, D) est
d’ordre 1, llyllm <oy ||z||°” 10t C% est indépendant de u puisque {w,--+,V3}
est borné; d’ou les inégalités (12) et (13).

Lorsque les hypothéses (I,) a (Is) et (I,), sont satisfaites, les assertions
i)’ (ii)' (iii)" de la proposition 1 sont alors vérifiées et en appliquant 'inégalité
||z|| 1< Cy Hflln'z 13 l'=1j et a4 [,=b,0®’, on a en remplagant 2 par y et f par

bf:

Iplle < Cs |1, 11575
comme b,=b,(X, u, Vu, D) est d’ordre 1

b, fllg <O || fllGs

S+1

ou C¥’ est indépendant de u puisque {w, -+, V5u)} est borné; a nouveau, nous
obtenons les inégalités (12) et (13).
La proposition 2 est démontrée.

3) Preuve de la proposition 3

On effecture un raisonnement identique a celui utilisé dans la preuve de la
proposition 4 de [9] (pages 39 a 42), la proposition 3 de [9] est remplacée par le
lemme suivant:

Lemme 9. <D, ®'(X,u,Vu, D) y=w(X, 4, V’u, V’u, D) {D,>** y+Ly,
oir <D, ** est Uopérateur de symbole (14 |E|?)*, o(X,u, V’u, V¥u, D) est un
opérateur composé d’un opérateur différentiel linéaire a coefficients dépendant de
X, de u et des dérivées Vu,Vu?,Viu de u avec {D,>**, faiblement hyperbolique
de méme symbole principal que celui de ®'(X, u,Vu, D) dont le polynome sous-
caractéristique sc(@) et les invariants Ki2=K{¥(@), K3' =K} (@) (correspondants
aux invariants K3, K} respectifs de h=®") vérifient les propriétés (i) (ii) (iii) (resp.
(1) (ii)’ (iii)") de la proposition 1 suivant que K, K2, K vérifient (i) (ii) (iii)
(resp. (i)'(ii)’ (iii)’), Ly est une relation bilinéaire des coefficients (notés a(X, u, Vu)
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de @' (X, u,Vu, D) et des dérivées de y [I’ordre de dérivation de a est 2c, celui de
y est 2a-2, Pordre de dérivation total est 2ct+1].

Preuve: Elle résulte de I’égalité.
{D.>** ®'(X, u, Vu, D)=<{D>** ®'(X, u, Vu, D) {D,>"** <D >* .
Posons
& = <D, ** ®'(X, u, Vu, D) <D >~
Le symbole o/(®’) de &’ s’écrit:
o(®') = H(X, u, §)+H*(X, u, Vu) = q

ou H(X, u, §) est la partie homogeéne d’ordre 1 et H*(X, u, Vu) celle d’ordre 0
ent.
Nous avons:

~ & 08(1+ £
=3 D5 q(X,u, Vu, §) -1 1=1
#(8) =35 Dk a(X, w Vi ©) 2R
Soit @ 'opérateur de symbole

o(® g ) w
@) =33,y (D0 LD,

et L Popérateur aux dérivées partlelles linéaire de symbole:

o(L) = E*(D q) 08(1+ €%

18r=3 B

Alors @’ et @ ont méme symbole principal H(X,u,{). Le polynome
sous caractéristique de @ s’écrit:

=) ﬁ 65(1+ |El ) B D1
sc(®@) = JC—}—lSA 3 I‘?l[D ]~—(1+ HEE B2 B
et JC+2a1542353 kz [ xp ] lglz BB B

ou =4+ Z' Ei Pi9; u est le polyndme sous caractéristique de ®'.
Comme SE H% B B, = (H,)* Bi,
1
(D., H$) B} By=(2Hy) (D,, Hy) BI=0

ISA B<3
(modulo un multiple de H,) et sc(w) est divisible par H, en méme temps que K.

De plus:

cK,l — 12JC2+2a 128 BBE[D::I,HB] lflz A{g
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et

12 v,2_ 12 4r2 12 < B Ek A .
Az Ki* = Az 1+2051S‘2’353A13 gl[kaHA] 1+ &2 By;

donc puisque

) By[D, Hi] 4% =0,

1<4,B<3
) AB[D,, HZ]1Bf =0 (modulo H,) d’aprés les relations
1<4,B<3
S HIBt = 3 By Hi=0 (modulo (H))et
1§53Hﬁ i Elg‘;flf% HZ =0 (modulo Hy),

K12 (resp K3Y) a les mémes propriétés que K2 (resp. Kb).
Donc
(@) = o(@®@) (X, 4, Vu, Viu, Vu, §) et o(L) = o (L) (X, u, -+, V?** 4, {)

vérifient le lemme

4) Preuve du théoreme
Elle s’obtient 4 I'aide des propositions 1,2 et 3 et de la théorie de Nash-
Moser de la méme maniére que dans [9] p. 45 a 48.

ITI. REMARQUE. :

Nous obtenons un résultat analogue pour les systémes quasi linéaires faible-
ment hyperboliques non symétrisables de deux équations du premier ordre
définis par les opérateurs ¥ du type suivant.

¥: C3(0) > C3(Q)
V(y) = 31 Gi(X, 5) 0, y+P(X, )
(26) < y = (3", 1?) EC(Q)

G' = (G'$)124,5:ECR(QAX R?)
P = (P),<,5,ECHQ X R?)

ou Gi(X, Y) et P(X, Y) s’écrivent sous forme matricielle:

X, Y) G'YX, Y) P\(X,Y)

. e = (e L)
G¥(X, Y) G'YX, Y) PA(X,Y)
respectivement dans R* et R? pour tout X€Q, Y=4Y*, Y?)eR®.

Soit U un ouvert de R? contenant I’origine; on suppose que ¥ satisfait les
hypothéses suivantes:

Gi(X,Y) = (
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(J,) Supporty P(X, 0)cQ*
GX,Y;¢8) = EG'(X Y)g, onagX,Y;d)=1

WX, Y;5) = det G(X, v,¢) ~(VXEQVYED)
(Ja) 49X, Y;8) = [GyX, YV; )P
Go(X, Y;8) = E—LyX, Y; §)

L(X, Y; £) = 30X, V) § (YX€0,VY €U, VEER')
i=1
A ECHQX U) (1<i<r)
(J) En posant G = 2 G E; = (G8)1<a;: p<2 €t A = (A&)1<5; c<» 12 matrice des

cofacteurs de G, inf {IAI(X, Y;Ly(X, Y;£),8)|; XeQ, YeU, |&|= 1}>0.
(Js) Les polynomes en &

r_ 0G'¢ 1 0G5\ 11 45 4 (0A4F 94, 04} 94f
Zal {) sty o4 )

(J.) En posant

c =

0Y®? 2 9Y° 0F 0Y° 0E, 8Y°
f=0,,r;C=1, Z)et
, ap4 4 (04% 04y 08AY4 8A% )}
g = { _1L 1 pra ( _
1342.352 <8YB 2 :2:; ox; ) +120 2 0f; ox; 0F; ow;

sont divisibles par G, (VX &Q, VY U).
(Signalons que (J,) implique la forme réduite suivante de G dans ¢, anneau
localisé de R[¢] par I'idéal premier engendré par G,, en chaque point (X, Y)&E

QxU:
(Go)* 0
G%( 00 i

EXEMPLE D’OPERATEUR W VERIFIANT LES HYPOTHESES (];) A (J5) AVEC QC R

8 y'—a(y", 5*) 8,y +a(y", *) 8, y* +r(y' ") )
—a(y",5%) 8, 5" 400 Y +a(¥', ) 0, y* +5(3' ")
oi aECH(R?), a(0, 0)=£0, r et s&Cr(R) et r(0)=s(0)=0.

Sous les hypothéses (J,) a (Js), il existe alors Q, . tel que Q, ,CQ et y&

C3(Q4.¢) unique vérifiant ¥(y)=f dans Q, .

La preuve de ce résultat repose sur des considérations analogues a celles
des propositions 2 et 3 précédentes introduites par le lemme suivant remplagant
la Proposition 1.

Y(y) = (

Lemme 10. Soit ¥ (u)(y)—Z‘,G‘(X u) 9, y—l—Zy (—+ 2 au’ 0;u )

le linéarisé de 'V au point u et U, un voisinage de O dans R?N2 dont la projection

sur R? est incluse dans U. II existe Qg o, tel que Qu5 o COy et deux opérateurs

24,20
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différentiels linéaires de la forme:

{ a(X,u, Vu, D) = A(X, u, D)+A¥(X, u, Vu)

27
27) a) X, u, Vu, D) = A(X, u, D)+ A% (X, u, Vu)

tels que ky(X, u, Vu, Viu, D)=W'oa, et ky(X,u, Vu, V'u, D)=a,0 ¥’ soient de la
forme suivante

(28) k(X, u, Vu, V?u, D) = [g(X, u, D)F L+f(X, u, Vu)ogy(X, u, D)
+fo(X, u, Vu, V?u)

oie A(X,u, D) a pour symbole A(X, Y, %), go(X, u, D) a pour symbole Gy(X, Y, {),
A¥X, V) (=1,2), (X, Y), f(X, Y,) sont des matrices 2X2 de fonctions de
classe C=(Qqp o5 X Uy), pour tout u€ Vy(Qyy of)-

0

La démonstration de ce lemme 10 s’obtient a I'aide de [5] et [6] en remar-

quant que le polynéme sous-caractéristique K'=4H'+ é Ez PE 9; u¢ de ¥'(u)
est divisible par G, d’aprés (J;). e

Par la suite on résoud dans C3(Q,
nulles’):

(29) Y(w)y=f

L’existence de la solution y de (29) résulte de lemmes 6 et 7 en remplacant
I par k=k,=W’oq, et I’ par ki (“‘extension de k,”); l'unicité de la solution y de
(29) résulte aussi des lemmes 6 et 7 en remplagant / par k=k,=a,0 ¥’ et I’ par
k; (“‘extension de k,”’). On obtient aussi des estimations du type (12) et (13)
dans lesquelles ®’(u) est remplacé par ¥'(x). On précise ces estimations par
une inégealité du type (15) ot ®’(u) est remplacé par W'(u) et par la théorie de
Nash-Moser comme [9] p. 45 a4 48 on obtient le résultat annoncé dans cette
remarque.

) le probléme de Cauchy (‘“‘a données

1,81
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