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In dieser Note soll die Struktur der Quasinormalteiler angefiihrt werden.
Ore hat schon gezeigt, da3 jeder maximale Quasinormalteiler gleichzeitig ein
Normalteiler in der gegebenen Gruppe wird ([3], Theorem 19). Ein minimaler
Quasinormalteiler darf aber nicht notwendig Normalteiler sein, wie das folgende
Beispiel zeigt. In der Tat hat die p-Gruppe @ mit den Relationen 4?”=B?—1,
BAB '=A"**""" zwar einen Quasinormalteiler (B, der aber kein Normalteiler
von & ist. Dies verneint das Dual vom Oreschen Satz. Doch erhalten wir
den als Umkehrung dazu geltenden

Satz. Sei N jeder minimaler Normalteiler von der endlichen Gruppe .
Dann bleibt N, betrachtet als Quasinormalteiler* von &, auch minimal. Anders
gesagt: N umfapft keinen echten Quasinormalteiler von S.

Bezeichnungen, Definitionen.
N=Herz von N in G= (] ,cgN*=der maximale in N enthaltene Normal-
teiler von ®,
M =maximale Untergruppe von &,
@ (®)="Frattinigruppe von @=Durchschnitt aller maximalen Untergruppen
von @,
Cg(N)="Zentralisator von N in S,
F=Fittinggruppe von @=das Produkt aller nilpotenten Normalteiler von &,

Die Untergruppe N von & heit modular in &, wenn N mit jeder Untergruppe
von & ein modulares Paar von Untergruppen von & bildet ([5], S. 7), d.h. wenn
gilt:

MUR)NBV =Ny NNYV) fiir alle U, B=Smit U<V

und

* DaB schon echte modulare Untergruppe ausreicht, kann man aus R. Schmidt ([4],
Satz 4, S. 374 und [5], Theorem 3, S. 349) wegen Minimalitit von R leicht heranziehen.
Jedoch kann man daraus leider diesen Satz nicht erhalten.
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QUR)NB = WAB)UR  fiir alle U, B<OGmit RV .

Bemerkenswert ist, daB ein Quasinormalteiler immer modular in & ist

([5], Theorem 5, S. 5) und daher &/Cg(N) fiir das im Beweis angegebene N
auflosbar wird ([4], Satz 5).

Beweis vom Satz. Sei ® ein Gegenbeispiel zu Satz von kleinstméglicher
Ordnung. Aus der Wahl von & umfalt 9t einen echten minimalen Quasinor-
malteiler R, von &, dabei N,=E wegen der Minimalitdt von RN gilt. Daraus
folgt, daB R, also auch N eine p-Gruppe ist ([2], Korollar 2, S. 170), da N
von allen zu N, konjugierten Quasinormalteilern von & erzeugt wird. Weiter
ist N wegen seiner Minimalitdt wieder sogar eine elementar abelsche p-Gruppe.
Nun sei B=MN und N,=MNN. Dann haben wir sofort S >N,, da WM>N,
und N abelsch daher N[>N, ist. Wir beachten jetzt N>N,, da sonst uner-
trigliches &= wire. Dies ergibt N,=€ wegen der Minimalitit von R.
Damit bekommen wir @=MI>MN, >IN, entgegen der Maximalitit von I,
Dies erzwingt das gewiinschte ®(@)=MN. Es ist Cx(N)=F=D(O) ([1], 4. 2
Satz, c), e).). Sei zuerst & auflosbar. Dann ist F>D(®) ([1], 4. 2 Satz, c).).
Dagegen sei @ nicht auflésbar. Dann mu3 C(9t)>%F sein, da N, eine modulare
Untergruppe von & ist. In jedem Falle gilt also noch schirferes Cg(J)>
®(G)=N. Daher erhalten wir ein M mit E=WMCxMN) und MN Cx(N)=N.
Aus der Wahl von & kann R keineswegs minimaler Normalteiler von S mehr
bleiben. Dies zeigt schon, daB eine Untergruppe M, mit N>N,>E und
M>N, existieren kann. Offensichtlich gilt Cg(N,)=C(IN)>N>MN, daher
Ce(M)>N;, was gleich >N, liefert. Aber das widerspricht schlieBlich der
Minimalitdt von . Damit beendet der Beweis.

Kose HocuscHULE DER HANDELSMARINE
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