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p d’un Complexe Fini (p Premier Impair)

par Tsunéo YOSHIOKA

1. Introduction

Ce mémoire n’est consacré qu’a démontrer complétement les résultats
énoncés dans [1]. Le produit cyclique d’ordre p (p entier >1) d'un
espace topologique X est, par définition, I'espace quotient du produit X?
de p espaces homéomorphes a4 X par la relation d’équivalence définie
par II, ou II est le groupe cyclique d’ordre p engendré par la permuta-
tion cyclique T des coordonnées de X?:

(1) T(x,, %y oo+, %) = (%, =+, Xy, %), xeX.

Pour le cas ot p=2 et X est un complexe fini, S. K. Stein a établi
une base canonique d’homologie du produit cyclique [2]. Pour géné-
raliser sa méthode pour le cas ol p n’est supposé qu'un nombre premier,
il faut surmonter une petite difficulté. Clest d’obtenir une base canonique
d’homologie spéciale du complexe M(f), qui s’introduira dans 4°. D’autre
part, M. Nakaoka a développé remarquablement la théorie de la coho-
mologie des produits cycliques et il a déterminé les nombres de Betti
et les nombres de torsion du produit cyclique d’ordre p (p premier) des
complexes élémentaires” [3]. Dans cette détermination, il s’est servi
du complexe M, défini et étudié dans 3°, qui jouera un role important
dans ce qui suit. Le mémoire de Stein nous permet d’étudier exclusive-
ment le cas ou p est un nombre premier impair. Donc nous supposerons
que p est premier impair.

2. Préliminaires.

Soit C=(C;, 9) un complexe de chaines, c’est-a-dire un groupe gradué
a dérivation de degré —1. Soit p: C—C un opérateur de C, c’est-a-dire
un endomorphisme de C, compatible avec la structure graduée et
lopérateur bord © de C. Soient C* et C°' I'image et le noyau de

1) D’aprés Nakaoka, un complexe élémentaire est (i) une sephére ou (ii) le complexe
obtenu en faisant attacher, de degré p” (p premier et 7 entier >1), un (n+1)-élément a2 une
n-sphére.
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l'opérateur p. Ils sont des sous-complexes de chaines de C, dont les
groupes d’homologie seront dits les groupes d’homologie spéciale de C par
rapport a p. On dira les éléments de C* et de C*™' p- et p~'-chaines
resp., et encore les cycles de C? et de C*™* p-cycles et p~’-cycles resp.
On a d’abord une suite exacte permise 0 -C°*'—-C—C"—0 et celle-ci
définit, par passage a 1’homologie, la suite exacte de Smith-Richardson :

(2) oo H2(C) 25 HL(C) —2> HEC) —2> HEZH(C) —> - .

Soit T:C— C un opérateur permis de C, périodique d’ordre p.
o=1+T+T?+ -+ +T?* et +=1—T sont aussi des opérateurs permis
de C et ils définissent les groupes -d’homologie spéciale de C. Dans la
suite, lorsqu’il s’agit d'un opérateur périodique 7, désignons par p un
quelconque de ces deux opérateurs o et = et par p 'autre. 1l est évident
que C*CC®'. Ceci entraine une suite exacte permise 0—C’—C" ' —
C*7'/C*—0 et celle-ci définit, par passage a 'homologie, une suite exacte :

(3) oo —> HO) ~2 Hi(C) —> H,(C*/C?) —> HE_,(C) —> .

Un groupe abélien G sur lequel un groupe multiplicatif II opére
sera dit Il-libre, si G admet une famille d’éléments (x))\c, telle que les
éléments (7X)\)acp e fOorment une base du groupe G, considéré comme
groupe abélien libre. Dans ce cas, on dira une telle (x,) II-base
de G. Un complexe de chaines C=(C;, 9) sur lequel II opére com-
patiblement sera dit II-libre, si tout ™ groupe C; de C est Il-libre.

Soit II 'le groupe cyclique d’ordre p engendré par l'opérateur T de
C, périodique d’ordre p. Supposons C Il-libre. Immeédiatement on a

Lemme 1. C*=C"",

Lemme 2. Soit z une chaine de C et t un entier ==0. Si tz est un
p—chaine, z est elle-méme une p-chaine. De plus, si tz est un p—cycle, z
est elle-méme un p—cycle.

En effet, (x,) étant une II-base de C, soit 2=\ >t ar; T x\ (A ;
étant entiers, nuls sauf pour un nombre fini d’indices). La condition :
), =0, ==+ =0, , , pour tout A, est nécessaire et suffisante a la fois
pour que 2z soit une s—chaine et pour que z soit une 7 '-chaine. D’autre
part, la condition: > «, ;=0 pour tout A\, est nécessaire et suffisante
a la fois pour que z soit une 7-chaine et pour que z soit une o *-chaine.

Une famille d’éléments (x,) d’'un groupe abélien G (libre ou non)
sera dite base de G, si (x)) engendre G et si, f, étant l'ordre de x,,
la relation >, a,x\=0 («, étant entiers, nuls sauf pour un nombre fini
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d’indices \) entraine «,=0 mod #, pour tout A. Une famille d’éléments
(%\)aca d'un groupe abélien G (libre ou non) sur lequel opére un groupe
multiplicatif II, sera dite II-base de G, si les éléments (7X\)acpren
forment une base de G dans le sens précédent. Alors on dira II-
décomposable le groupe G admettant une telle II-base.

3. Etude du complexe M.

Dans tout ce qui suit, on supposera que p est un premier impair
et que, sauf mention expresse au contraire, le groupe des coefficients
d’homologie est le groupe additif des entiers Z.

Soit L=(L,;, 9;) un complexe de chaines acyclique, dont les zi*™°
groupes L; réduisent a zéro sauf pour i=n+1 et n, dont les (n+1)i¢me
et n'*™ groupes L,,, et L, sont des groupes cycliques infinis engendrés
par des éléments c,,, et b, resp., et dont l'opérateur bord 9, est défini
par la formule 9.,.,=b,. Soit M=L® --- QL le complexe du p fois
produit tensoriel de L, sur lequel opére 7 comme permutaiton cyclique
des coordonnées :

(4) TxQxQ - @x,) = (—1)dgnlegrt tdegn)y o ... @r @x, .

Désignons par M; les ™ groupes de M et par la méme lettre 9, que
pour L l'opérateur bord de M, qui est défini habituellement :

(5) O(r,® -+ ®x,) = S, (—1)degat Tdegzmy & .. @Ox;® +++ R, .

Le complexe du produit tensoriel de deux complexes de chaines
acycliques est aussi acyclique, donc M est acyclique. Dans la suite
exacte de Smith-Richardson (2), H;(M)=0 donc on voit

Lemme 3. O,: HY(M)—H’_\(M) est un isomorphisme-sur pour tout i.

Sauf pour pn+p>i>>pn, les groupes M,;, M; et M? ™" réduisent 2
zéro en méme temps. Comme p est premier, M; est Il-libre pour
m+p—1>i>pn+1, donc, d’aprés Lem. 1, on a

Lemme 4. 7,: H}(M) — H5 (M) est un isomorphisme-sur pour pn-+
p—2>i>pn+1.

Posons®

2) Les indices en bas, attachés aux chaines, signifient toujours leurs dimensions ou leurs
degrés de graduation.
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{ Cpmip T Cpin@ 0t QCpr,
Conip-1=0,8¢,,® - @Cpiy s
(6) Qpnip-1 = OCppip_1,
Conr1  — €11 ®0,Q - @b,
o —
/\ppn+1 - O-epn—H ’
.ap” :bn® s ®bn

M,,., et M,, sont des groupes cycliques infinis engendrés par e,,., et
a,, resp. Comme p est impair, Te,,.,=¢,,., et Ta,,=a,,. Donc

r sy Mimsp, M, et My, " réduisent a zéro. M,,,,_, et M,,,, admettent
des II-bases formées par un seul élément ¢,,., , et ¢,,., resp. Donc
M;nery M;;-lrp) ;n+p—l:M;;:—p—ly (_rnn+1: ;1—111, M;n et M;;;l sont des
groupes cycliques infinis engendrés par pe,,.,, €sripr @pnip-1> Voniir Dpn
et a,, resp. Comme 94e,, ,=0a,1p-1, Hyup(M) est un groupe cyclique
d’ordre p, engendré par la classe du cycle a,,,, , et H,T,;ip_l(M) réduit a
zéro. Comme O}, .,=pa,,, Hj,(M) réduit a zéro et H, (M) est un
groupe cyclique d’ordre p engendré par la classe du cycle a,,.

H(;m+p(M) :0

A2
N
H;n+p—1(M) = Zp H;m+p-1(M) = H;’-ﬂ-’l’p—l(M)
\os \o-
™ -1 N -1
Hiop (M) = Hi, (M) HS,., (M) = H, (M)
8- ch
N N\
\a" \a'r
N N
H;”+1(M) = Hgnﬂ(M) H;ni—l(M) = H;»H-l(M)
ACE AE
N -1 N -1
' (o) Ho (M) = H5 (M) =0

A Taide du diagramme précédent, on a, grice aux isomorphismes-
sur 9, et 9,

Proposition 1.

(7) - .(M)Z{Zp pour i=2,4, -, p—1,
pnti 0 pour les autrves i;

(8) HE (M) = {Z,, pour i=0,2,4, -, p—3,
pnti 0 pour les autres i :
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-1 Z pour 1=1,3, -+, p—2,
9 Ho (M) =<{""*
(9) i (M) {0 pour les autres i ;
(10) Hp. /(M) = H,,..M) pour tout i.
Notations.
e = (—=1)i( 2 f—
= () () =
l,=1,=0;
ld:[?(lz——‘l) (Z=2,4;".’p—1),
SUAD=1 (=13, p—2);

2lu—n =240,
|
?;—(1,.+1)—1 (i=1,3, -, p—2);
ou <IZ ) signifie le coefficient binomial.

D’aprés le théoréme fondamental de la théorie de I'homologie
[4, 101-1047], prenons, pour chacun des complexes de chaines M, M°,
M™" et M"=M"°"", une base canonique d’homologie, qui nous permettra
de déterminer les homologies ordinaire et spéciales du complexe M (¢)
donné dans le numéro suivant et enfin I'’homologie du produit cyclique.

(a) Pour M?
{a;n+i (k:1,2, "',li; i=0, 1, "',p'—l),

11
( ) ey;m+i (k—_—‘—l, 2: °t%y li—l; Z=1, 2, % P) ’

avec Oy, ;,=ak,,;.,. Remarquons que ces notations n’excluent pas
celles de (6).

(b) Pour M°,
Dlpuip >
Apntp-1>
gl (k=1,2-.17; 1=2,3, -, p—3),
(12) e (k=1,2,-.-,17_1; 1=3,4, -+, p—2),

d)t;m-H' (i=2, 4, '")p—?)))
'\IJ';;H—;‘ (Z:]-’ 3’ '"’p_z))

papn ’
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avec aoe;;»'it—l =a;5i1, ao‘!f‘;mznl = phonr2is ao"{’;rmn = pa,,. Remarquons
que ces notations aussi n’excluent pas celles de (6).

(c) Pour M™' les mémes éléments que pour M7, sauf que pe,,., et
ba,, seraient remplacés par ¢,,., et a,, resp.
(d) Pour M"=M°"",
Uy (R=1,2,--, 1] i=1,2, -+, p—2),
e;;'bk+t (k=1, 27 Tty ‘ir—l; Z:2, 3’ '")p—l)?
4);"'” (l=1, 3, "',p—‘Z),
"P';n+t (i=2: 4, '":p_]-);

avec aoe;'nkn =pyi-1, ao‘[";m+zz=ﬁ(}b;m+21_1 .

(13)

Choisissons, en nous appuyant sur Lem. 1, des chaines

{e;’zft (k:1;2; °ty Ii)—l; i:2;3) "‘717_1)7

/p.k

iy (p=oa pour i=2,4, -, p—3; p=7 pour i =1,
'"71)—2)7
tellement que ey’ ; =pey’;, Pori=pPre.;. La facon de choisir n’est pas

unique, mais prenons-les une fois et considérons-les fixement. De plus,
posons

(14)

(14) a;rzfi = aoe;ﬁ,fiu .

Grace a Lem. 3 et a Prop. 1, on voit aisément :

Lemme 5. 9k, =n’;¢f;+i_1+2k/n§;£/a’,’_,;}ii_l (le premier terme du
membre droit wayant lieuw que pour i pair quand p=oc ou pour i impair
quand p=q), otk 7% et 7’ sont des entiers tels que =0 mod p(p—2>i>2).

Lemme 6. 9,a,% =n%a,,, ou ¢ sont des entiers =0 mod p.

Lemme 7. aoqb;rpnw=8i¢§n+i—1+2k5;,ka§hﬂi—1, ou &; et &, sont des
entiers tels que &==0 mod p (p=oc pour i=2,4, -+, p—3; p= pour
i=3) 5: tty p——z)-

Lemme 8. aoepn+p—1: p—1¢;n+p—2+2k8_/;—1,1ca;nk+p—2; ou &pa et 8;)—1,16
sont des entiers tels que &, ,==0 mod p.

Lemme 9. O,¢,..1=2¢a,,, ou & est un entier ==0 mod p.

Lemme 10. pat, ,=&0*¢0, .+ D EPkabk, (le premier terme du
membre droit wayant liew que pour i pair quand p=o ou pour i impair
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quand p=w), on &Y% et EPE somt des entiers tels que &*=0 mod

plp—2=>i>1). |
En effet, H,, (M)=0 donc py dans la suite exacte de Smith-
Richardson (2) est trivial.

4. Les homologies ordinaire et spéciales du complexe M(Z).

Soit # un entier >1.

Soit M(t) =(L,(f), ©) le complexe de chaines, dont les 7*™ groupes
L;(?) sont égaux aux 7™ groupes L; de L resp., et dont l'opérateur
bord O est défini par l'égalité: 9=¢.-9,. Le complexe M() du p fois
produit tensoriel de L(#) jouit aussi de I'opérateur 7. Les bases canoni-
ques d’homologie des complexes de chaines M, M® et M* ', données
dans le numéro précédent, forment aussi celles des complexes M(t), M*(t)
et M*7'(t) resp., car la différence entre ces deux familles de complexes
n'est que leur opérateur bord. Il en résulte ainsi:

Proposition 2.

Z,+ - +Z(l; fois) pour p—1>i>0,

15) H,, . ,(M@) =
(15)  Hy,s;(M(2)) {0 pour les autres 1;

Z ot pour i = p—1,
Zi+ oo +Z, (I fois)
pour i impair (p—4 >i>3),
16) Hy,.;,(M#) =13 Zu+Z;+ - +Z, (Z;: 1] fois)
pour i pair (p—3>1>2),

Z; pour i =0,

0 pour les autres i;

Z, pour i =p—1,
(7)) Hpi(M@) =3 Z, pour i =0,

H, i (M(2)) pour les autres i;

Zi+ oo +Z, (I; fois)
pour i poir (p—3>i=>2),
(18) H,. ;M) = Zp+Z;+ - +Z, (Z,: I} fois)
pour i impair (p—2>i>1),

0 pour les autres i ;

(19) Hj...(M@#) = H},. (M) pour tout i.
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5. Quelques remarques sur le produit cyclique d’order p d’un
complexe simplical fini connexe (p premier impair).

Soit K un espace topologique, K? le produit de p espaces homéo-
morphes 4 K, T la permutation cyclique des coordounées de. K?, @ le
produit cyclique d’ordre p de K, c’est 4 dire I'espace quotient de K?
par la relation d’équivalence définie par le groupe cyclique II, d’ordre p,
engendré par 7.

Supposons que K est un complexe simplicial fini connexe. K? est
muni d’une structure cellulaire, par rapport a laquelle le groupe de
chaines de K? sera noté par C°(K?) ou C°. A I’aide d’un ordre convenable
pour les sommets de K, on peut munir, sans ajouter de nouveaux
sommets a4 K?, K? d’une structure simpliciale compatible avec 7T, par
rapport a laquelle le groupe de chaines de K? sera noté par C(K?) ou
C. Cette derniére structure, étant, bien entendu, une subdivision de la
premiére, induit canoniquement une structure simpliciale de @, par
rapport a laquelle I'application quotiente K?— @ reste encore simpliciale.
L’opérateur de C canoniquement induit par T est compatible avec
I'opérateur de C° défini par la formule (4), C° considéré comme le p—fois
produit tensoriel du groupe de chaines de K, et avec l'opérateur de
subdivision Sd: C°—C. Tous ces opérateurs seront donc notés par la
méme lettre 7. L’application Sd: C°—C est biunivoque et donc, dans
la suite, toute chaine de C° s’identifiera 4 son image par l’application
Sd. 1l n’y aura aucune ambiguité a craindre.

Remarque 1. Soit # une p~'-chaine de C. Si ses coefficients attachés
aux simplexes diagonaux tous réduisent a zéro, on peut choisir une
chaine w de C tellement que #=pw et que le support de w soit contenu
dans celui de ». Dans un tel cas qui aura lieu dans la suite, on fera
le choix de w toujours comme cela.

Remarque 2. Soient x,, -+, x, p chaines homogénes de K. Soit 7 la
plus petite des dimensions des x;. Alors le support de x,® - @x, ne
contient que des simplexes diagonaux de dimensions <7.

6. Remarques sur la base de Kiinneth.

Le groupe de chaines de K posséde une base canonique d’homologie
formée d’'un nombre fini de cycles de trois types (g}), () et &) et de
chaines de deux types (ch.,) et (¢.%,), qui vérifient 9ct,,=1t*bh(t>1) et
9y, =b;’. Pour simplifier les notations, omettrons les indices en haut,
si cela n’entraine pas de confusion. On peut supposer l'unique g, un
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sommet de K. Le groupe d’homologie de K, Hy(K), admet, pour une
base de groupe abélien dans le sens de 2°, les classes d’homologie des
cycles g, et b,, dont les ordres sont infinis et # resp.

Hy(K?) posséde, pour une base de groupe abélien, les classes des
cycles de quatre types suivants: (i) v,=g,® - ®g,; (i) 2,,—&,Q - R g,
pour chaque cycle g, (n>0); (ii) o, (k=1,2, -, [;,; i=0,1, -+, p—1),
qui correspondent biunivoquement aux cycles a¥,,; donnés dans 3°, pour
chaque couple (c,+,, b,) vérifiant oc, ,=tb, (t>1); (iv) k;, Th;, -+, T*"'h,,
dont les classes engendrent le sous-groupe de H;(K?), II-décomposable
et complémentaire du sous-groupe de H,(K?) engendré par les classes
des cycles de types (i), (ii) et (iii). Les ordres des classes des cycles
v, et 2, sont infinis et celui des aj,,; est £. L’ordre commun des classes
des cycles &;, Th;, ---, T?"*h; sera noté par ¢ (fini ou infini).

7. Définition de trois familles d’éléments de K?2.

Définissons, par récurrence sur la dimension, trois familles d’éléments
de C(K?) en tenant compte de Rem. 1 et de Rem. 2 dans 5°:

(@) Pour chaque cycle g, (#>0) de K,

/ J— —_—

oz =2, =g,® - Qg
’ - oW — 3

TRpp—1 — azrm = 2pn-1>

/ — / —_—
Gzrm—z - azlln—l - zpn—z )

(20) ........................
02, =902 = 2,4, ,
TZhyy = Zpiz =240,
azr:sﬂ = En
(b) Pour chaque couple (c,.., b, telle que £=0 mod p,
Xy =0y =0, QD,,
'Tx;n—l = ax;m = Zzpn—l ’
0Xpp—2 = ax;mq =Lpy2,
(1) L e,
OXnyz = Opyy = Lpys
THniy = Oy = Tpix
My =2

et
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’ _ —
Vpntp = Cpntp — Cpt1® o QCpi1,
1
’ . D _ 3)
Tyﬂn+p~1 - jaepnﬁo aymﬁLp —‘ypn+p—1 ’
’ Dy — &
OV ont+p-2 — ayzm-u:—l = Vpntp-2>
’ Dy — &
(22) Tyz;n+p—3 - aylln+p—2 —‘ypn+p~3 ’
V4 — ’ —
OYVn+s - ayﬂ—H = Vu+s ’
/ —_ / —a
TYn+2 = ayma = Yu+e »

ay;H—z = j;n-H

8. Deétermination des ordres des classes d’homologie ordinaire et
spéciales des cycles.

Au lieu de dire 'ordre de la classe d’homologie ordinaire ou spéciale
d'un cycle de C(K?), on dira, par abus de langage, 'ordre de ce cycle
dans Hy, H{ ou H{™.

Lemme 11. Soient t,, t,, t, les ordres d’'un p-cycle dans Hy, H.™ et
H resp. Alors t,<t,<t,.
Cest évident.

Lemme 12. oh; est un o—cycle, dont Pordre dans Hy, Hy et H. " est
t'. h;, vTh;, -, vT?*h; sont des T—cycles, dont lordre dans Hy et
H;=H;" est aussi t'.

Cest évident.

Lemme 13. z,, est un o—cycle, dont Uordre dans Hy, Hy et H. ' est
infini.

C’est encore évident.

Lemme 14. a,,., , est un o—cycle, dont ordre dans Hy, Hy et Hi '
est t.

En effect, a,,.,-, est d’ordre ¢ dans Hy et ta,,., , est le bord de la
o—chaine e,,.,, donc ce lemme est une immédiate conséquence de Lem. 11.

Lemme 15. Pour p—2>i>1, a3F. est un p—chaine, dont [ordre
dans Hy, Hf et H. " est t.

Grace a Lem. 2, on voit que l'ordre de a5F,; dans Hy est £. Comme
tayrk., est le bord de la p—chaine e ,, ce lemme résulte de Lem. 11.

3) Voir Lem. 16.



Base canonique d'homologie du produit cyclique dordre p d'un complexe fini (p premier impair) 21

Lemme 16. Pour une couple (c,.,, b,) telle que t=0 mod p, y,pip-
est un T—cycle, dont lordre dans Hy et Hi=H, ' est p.

%aoeﬁ,ﬁp——aay;w = 0€yp1p—%pni,=0. Rem. 1

et Rem. 2 montrent que y,,.,, est un 7—cycle. Son ordre dans Hy est
évidemment p. D’autre part, a 'aide de la formule :

En effet, oy,pip1=

@3) p=o—T(25.JT77,
DY pnip1=Cpn1p— DYt p =07 (251 7T ) ¥pns, - On a ainsi ce lemme.

Lemma 17. . Pour p—2>i>1 et pour une couple (c,.,, b,) avec
oC,,=1tb,, Ghur; (=0 pour i pair; p= pour i impair) est d’ordre t
dans Hy et dordre pt ou t dans HJ et H. ‘. De plus, si t==0 mod p,
oni; est d’ordre t dans HE et H .

Grace a Lem. 2, ¢),.; est d'ordre ¢ dans Hy. Donc pt¢),.; e
griace a (23), le bord d'une p—chaine.

En tenant compte de Rem. 1, de Rem. 2 dans 5°, de Lem. 7 et 8
dans 3°, choisissons par récurrence sur la dimension une suite de chaines
Xpuy; POUr p—1 >0 >1.

’ _
o-yer—p - epn+p ’
/ . /7
TXpntp-1 — tepn+p—1—aypn+p ,
’T R

’ _ /
O—xz/m+p 2 8p—1t2¢;;+p—2+a(t Zkep 1, kepn+p—1 x;m+ —1) ’
b

/ 3470 ’ ra, ’
TXpn+p-3 '—Ep 1 8 Y o+ p—3 +a(8p—1t2 Zkgp—z,kep;—}-’;)—z_xpn-l-p—z) ’

(24 (e
PXppri = Ep—l'ej)—z €i+1tp‘i9b/p
+a(8p—-1 - ;+2tp i Zk: i+1, kepn+p+1 x;m+i+1) ’
oxj,,m = Ep—l'e - &8P 1¢’pn+1

+8(5p—1 e G D €l ke Xpp)
En faisant opérer p sur (24), on a
Epoy o EaBTIPh 0 = —Op (o)

Ceci montre que, si £=Z=0 mod p, 'ordre de ¢?,,; dans Hf et H. ' est ¢,
et que, si =0 mod p, I'ordre de ¢,,; dans Hf et H{ ' est pt ou ft,
puisque &,==0 mod p comme on a déja vu dans Lem. 7 et 8. On verra
dans 11° que, si =0 mod p, Pordre de $one; est pt dans HY et HI ',
c.q.f.d.
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Lemme 18. Pour une couple (c,.,, b,) avec Oc,.,=1b,, a,, est un
o—cycle, dont Pordre dans Hy et Hy ' est t quand t==0 mod p et pt ou t
quand t>0 mod p.

En prenant le bord de la derniére égalité de (24), on a (Lem. 9)

/
V0K prr =5 12, _5°

< Etta,,.
Le méme raisonnement que pour Lem. 17 donne la vérification de ce

lemme.

On traitera dans 12° les ordres des cycles Z, Z, , z, x et . Enfin,

Lemme 19. pv, est un o—cycle, dont I'ordre dans Hy est infini. Aussi,
v, est un v '-cycle, dont lordre dans H; ' est infini.
Cest évident.

10. Propositions principales.
Propositions.

(@) Pour p—2>i>1 et pour une couple (c,.., b, telle que t=0 mod
D, Gonrilp=0 pour i pair; p= pour i impair) est d’ordre pt dans H', et
H

(b) Pour une couple (c,..,b,) telle que t=0 mod p, a,, est dordre
pt dans HY et HY .

() Pour 1<i<pn—n—1 et pour un cycle g,(n_>0), les cycles 2z,,_;
définis dans (20) sont des p-cycles, dont Pordre dans HY et HY ' est
blp=0c pour i pair; p== pour i impair). Le cycle z, est un T '-cycle,
dont Pordre dans HY ' est p.

(d) Pour 1<i<pn—n—1 et pour une couple (c,i,, b,) telle que t==0
mod p, les cycles %, ; définis dans (21) sont des p-cycles, dont I'ordre HY

et H,' est plo=o pour i pair; p=r pour i impair). Le cycle x, est un
7 *~cycle, dont Podre dans HY ' est p.

(e) Pour 2<i<pn+p—n—2 et pour ume couple (c,..,b,) telle que
t=0 mod p, les cycles 3,,., ; définis dans (22) sont des p-cycles, dont
Pordre HY, et HY% ' est p (o=o pour i pair; o=t pour i impair). Le
cycle y,., est un v7'~cycle, dont lordre dans H ' est p.

(f) Les classes d’homologie spéciale de v, et de tous les cycles dans
le premier tableau forment une base de HY “(K?, Z).

(g) Les classes d’homologie spéciale de tous les cycles dans le deuxiéme
tableau forment une base de Hy(K*, Z)=H3 (K?, Z).
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(h) Jj,: H}(K? Z)—>H7; (K?, Z) est biunivoque pour tout i.

(i) Soit i>>0. Soit F, le sous-groupe de H; '(K?, Z) engendré par les
classes d’homologie spéciale des cycles z;, x; et y,; G; le sous-groupe de
H;'(K?, Z) engendré par les classes d’homologie spéciale des o—cycles de
dimension i dans le premier tableau, aux cycles zZ;, x; et y; pres. D’apres
(), H; "(K?, Z)=F,;+G,. En suite, sSappuyant sur la suite exacte (3), on
a F,~H,K, Z,)~H; (K?, Z)|j,H](K?, Z). Enfin, on a G;=j,H(K?, Z).

(j) Les classes d’homologie spéciales de pv, et des cycles dans le premier
tableau, aux cycles z,, x, et y,., pres, forment une base de Hy (K?, Z).

La démonstration de ces dix propositions sera faite dans les numéros
suivants, d’aprés le raisonnement par récurrence sur la dimension.
Pour une assez grande dimension, les propositions sont toutes triviales,
car tous les groupes réduisent i zéro. Pour montrer chaque proposition
dans une ceitaine dimension, on supposera que toutes les propositions
aient été verifiées dans la dimension précédente (plus haute).

Dans ce qui va suivre, les petites lettres gréques «, B8, v, 6, 0, o,
éventuellement décolées avec des indices, signifieront des coefficients
entiers.

Avant de nous avancer a la démonstration, voyons que, grice a
Iisomorphisme canonique Hi(K?, Z)~ H(Q, Z), ’homologie du produit
cyclique @ d’ordre p (p premier impair) du complexe fini connexe K sont
déterminée par la derniére proposition (j). Les voici:

Désignons par R;(X) le 7¥™ nombre de Betti d'un complexe X et
par £,(X, ¢") (@ premier et » entier =>1) le nombre des ™ nombres
de torsion de X divisibles par ¢. Les nombres de Betti et les nombres
de torsion du produit cyclique @ seront déterminés par les formules
suivantes, dont les deux premiéres sont bien connues.

1

p R, (K?) pour 1==0 mod p,
(25) R;@ =1 1 1

jRi(KP)+ %Ri,p(K) pour i=0 mod p;
@) Q) =5 tK:, @+ (0P b K 4

1 p—1

b L (K?, p) + ) tio (K, D) +"_+l Eﬁﬁzts(K, b

b4
+ > BK) pour j pair,

i+l oei o

(27) t; (Q, p) = p{;—i: pair
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1, op o 1
) t,(K?, p) + b t(i—j)/p(Ky i +L+_1 _s?g;z t(K, p)
?
+ 21 BJ(K) pour j impair ;
il oogio
?

ps—i: pair

r 1

t(K?, ) + fi}‘ termpeory K, )
pour j=p—1,

ti(pr Pr'H) - "17 t(i—j)/p(Ky Prﬂ) +t(i—j)/p(K7 pr)

b
pour j pair << p—3,

-t

@8 L@ P =) b

T}f L(K?, p) — 1)_;} Lo irs( K, 7
pour j impair;

ou j=i mod p (p—1>j=>0), ¢ premier ==p,  entier positif.

11. Démonstration de (a) et (b).

En rappelant le passage de la démonstration de Lem. 17, il suffit
de montrer que &;,,t¢;,.; ne réduit pas a zéro dans Hi".

[¢=p—2]. Supposons que &, ,t},., ,=%u, ou u est une o '-chaine
de C(K?). Alors, grace a Lem. 8,

.
Ou = € prlPpuip = aepn+p—1_a 2% Ezl;—l,ke;;)k+p—1 .

W=U—Cppi 1+ 21 E 1 10msp-1 €St UNn cycle, donc w peut s’écrire sous
forme :
w= Z aapn+p—1 +Z zk Blchhpn+p—1+aw/)

ou w est une (pn+p)-chaine. En suite,

ow = 2 paapn+p—1 +Z(Zk Bk)ohpn+p—1+agw,

= T 0Cppip1 T T Qppipon s
Donc, pa=—1 mod ¢. Mais cela est impossible, car t=0 mod p.

[pP—8>2>1]. Supposons que &,,td),.,=u, ou u est une p'-
chaine. Alors, griace a Lem. 7,

— P — 2 P,
au - 6i+1t¢pn+i - a(ﬁﬁuﬂ—azk E;+1.kepnk+i+1 .

W=U—P i+ El vk, est un cycle, donc w peut s’écrire sous
forme :
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W =220 Clypyins+ 20 20 BT Ry i+ W,
ol w’ est une (pn+i+2)—chaine. Ensuite, grace a Lem. 10,

pw = 37 270, El pn+z+1+2k s L/apn+l+1) +p20 2% Bkahpn+i+l+aﬁw/

- ¢pn+z+1

Donc, de I'hypothése de récurrence, on a 3, £k =—1 mod £. Mais
cela est impossible, car =0 mod p et £¥,=0 mod p pour tout # (Lem.
10).

12. Démonstration de (c), (d) et (e).

A Taide de la formule (23), les cycles envisagés sont d’ordre p ou
réduisent & zéro dans Hf, et H:'. 1l suffit de montrer qu’ils ne réduisent
pas a zéro.

[2,,..]. Supposons que Z,, ,=%u, ou u est une o '-chaine de
dimension pn. Alors w=u—z,, est un cycle, donc w peut s’écrire sous
forme :

W= 202, + > A, +>3 > BT hy,+ W,
oll w’ est une (pn+1)-chaine.

oW = Epcozl,,,+2 paa,,+23 (X Broh,, +Ocw’

= =02 = — 2.
Donc po=—1, cela est impossible.

[2,,-.]- Supposons que Z,, ,=0u, ol « est une 7 '-chaine de dimen-
sion pn—1. Alors w=u—z,,_, est un cycle, donc w peut s’écrire sous
forme :

w=72) aa,, . +2] ZkBkahpn—-l +ow',
ou w’ est unc prn-chaine.

Tw =723 B.T" hpn \+oTw’

= T2, = —Zppo1-
Cela exclut ’hypothése de récrurence.

Le méme procédé conduit directement 4 la démonstration du reste.
On la laisse au lecteur.
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13. Démonstration de (f) et (g).
[Indépendance pour (f) et pour j pair (p—3>j>2)], oli i=j mod
P (p—1>7>0). Supposons qu’il y a une relation d’homologie spéciale
dans la dimension i :
Ou =2 0dp; +2] 2 a7t + 20 Boh+31 0Z;+ 2] 92 + > 7%,
+20 ¥+ 20 8+ 2] Syi )
ou # est une 7 '-chaine de dimension /+1. En considérant cette rela-
tion comme celle d’homologie ordinaire, on a, d’aprés Lem. 15 et 17,
o=0a,=0 mod ¢,
B8=0 mod #'.

& étant un entier tel que 88,-“59;‘1 mod p, d’aprés Lem. 7, 12, 15 et 17,

on peut récrire la relation sous forme:

Ou' = 3V EOP, +21002  +3) vOxi, +2) Soyiy,

¢t=0 mod p
en prenant une nouvelle 7 *-chaine #’. Remarquons que 9z}, est soit Z;,
soit %z;, etc. Et il n'est pas nécessaire de distinguer 6 de 6, etc.
Maintenant, w=u'— &P, + >\ 02{  + 2 yxi,, + 2\8y{,,) est un cycle,
donc w peut s’écrire sous forme:

w =21 2% Ay + 2 2B T h i +OwW,
ol w’ est une (i +2)—chaine. Puis,
TW =124 ak(£]+1 [ +Zk’§lj:-,{ k’az-l—l) +212% Bi(TF— Tk+1)hi+1+a‘7'w,
- (28¢t+1 +Z 0zi+1 +2 ')’xi+1+2 8yi+1 .

L’hypothése de récurrence (g) montre que

—S_Zka, j+1 mod pt’

0=y=6=0 mod p.

Enfin, comme E,H__O mod p (Lem. 10), on a =0 mod p, donc =0
mod pt, c.q.f.d.

[Engendrement pour (f) et pour j pair (p—3>j>2)]. Soit # un
77'—cycle de dimension 7. #, considéré comme un cycle, peut s’écrire sous
forme :

= Z Zk a,ca’f—l-z EkBkahi +aw )

oll w est une ({ +1)—chaine.
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0= ru = 3\ e, (Cw]ar™) + X S8 (T5— T ) by +Oraw
L’indépendance pour (g) montre que
&y = >300E% =0 mod ¢, pour tout %’;
By=B,=--=p8,, mod #.
Etant o} =tay,
Q = Faya;™ =0 Fyagierl = or Fyageiy .

Considérant e7% comme chaine du complexe M(#), on peut écrire Q sous
forme :
Q =0r 3 aef, .

Posons «a; = a,—1&, et reprenons une (i+1)-chaine w* tellement que
se représente sous forme:

(29) u =21 2hAfai+2] Boh;+w*,
ol =4, mod ?.
T Zkafa’f =T Zkakdf—"’ thakalg = Q—0r Zkake,ic+l =0-0=0.

En considérant >, afa?¥ comme un v '-cycle du complexe M(?), celui peut
s’écrire sous une combinaison linéaire du ¢; et des a7*. D’autre part,

0 = 7y = Orw* .

Tw* est donc un cycle et il peut s’écrire, d’aprés I'hypothése de récurrence,
sous forme:

TW* = 2 (wps+ Zka’ka;’—:—cl) +2 2%:3_-#‘7‘1‘%;“
+ D012+ DTTH e+ 2 OTY i +OTW

ol w est une (+ 2-chaine. @& = w* — (3] (@Pi1 + 2k 0335 +
SYSY 2B Tl + 302, + D %, + D) 0y, +Ow) est une 7 '—chaine.
(30) Ow* = 3\ (0t (E; 1,07 + 20 €417 ") + 2 @ (05 12P7 +

Shonswai ™) + 33 07+ 2+ 285 +%a,

ou Z;, % et y sont éventuellement remplacés par z;, %; et y;. En
remplacant 9w* dans (29 par (30), on voit finalement que « peut s’écrire
sous une somme du bord d’un v '-chaine # et d’une forme linéaire en
%, ai'*, oh;, Z;, Z;, ®;, %;, y; et y;. Cela montre la propostion (f) dans
le cas envisagé. Les autres cas peuvent étre traités plus facilement,
et on laisse la démonstration du reste au lecteur.
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14. Démonstration de (h)

Soit # un o-cycle, qui est le bord d’une v '~chaine w. Montrons que
u est le bord d’'une o—chaine. w peut se représenter, d'une facon unique,
sous somme de sa partie diagonale w, et de sa partie non-diagonale w,.
w, est encore une o—chaine, donc #’ = u—Ow, est aussi une o-chaine
diagonale. Ceci montre que #’ = pu’’ pour une certaine chaine diagonale
u”. Comme " est un v '-cycle, »” peut s’écrire sous forme;

U’ =2 o, i+ 2] Ay o+ P AR Aoy
+ 23 Bohy+ 2 vz, +ow .
(31) ou'’ = pu’ = u—ow, = w,
=2 podpuinit 20 POy, + D) POGALT + 2 paa,,
+ ) pBoh;+ D pyzp,+Ocw’ .
Grace a (f), on a

po=0 mod pt (pour {=0 mod p) ou mod ¢ (pour ==0 mod p),
pa = pa, = pa,=0 mod ¢, p8=0 mod ¢/, et § =0.

Cela montre que le dernier membre de (31) est le bord d’une o—chaine.
Comme w, est aussi une o—chaine, # est le bord d’'une o—chaine, c.q.f.d.

15. Démonstration de (i) et (j).

Soit D le complexe diagonal de K?. D est isomorphe a K, donc
H.K, Z,)~H,D, Z,). Dautre part, C;"(K?)/C{(K*)~C;(D)®Z,. Ceci
montre, a laide de la suite exacte (3), que H; '(K?, Z)/j . H{(K? Z)~
H(C'/CY~H;(D, Z;) ~H;(K, Z)~F;~H;(K?, Z)/G;. Evidemment
G;Cj-(HS(K? Z). Comme F,~H;K,Z; est un groupe fini, on voit
d’aprés Stein [2] que G;=j H{(K? Z). Comme j, est biunivoque,
G, ~Hj(K? Z), c.q.f.d.

(Recu le 5 février, 1958)
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