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Abstract

We consider linear partial differential equations with saVeFuchsian vari-
ables in the sense of M.S. Baouendi and C. Goulaouic [1]. For lantayphic
Fuchsian operator with holomorphic Fuchsian principal ,pag prove existence and
uniqueness of a holomorphic local solution. Our theorem ggizes the results of
([3, 1, 11]), precises the one of [4] and reduces the proofhefrttheorems to the
proof of the fixed-point theorem. For a holomorphic Fuchsiperator with constant
Fuchsian principal part, we establish the existence anduenigss of a holomorphic
global solution. Our aim is to simplify its proof. The methoafsproof are based on
the application of the fixed-point theorem in some Banacltepalefined by majo-
rant functions that are suitable to this kind of equations.

Introduction

Le préesent article concerneéfude deséquations aux &rivees partielles Fuchsi-
ennes dans le sens de M.S. Baouendi et C. Goulaouic [1], quismn extension
naturelle destquations diferentielles ordinaires avec des singusitegulieres en un
point.

Ce type déquations &té consi@éré par Y. Hasegawa [3],ipelle donne une con-
dition nécessaire et suffisante pour que le peoit de Cauchy d’ordree , assea@ un
opérateur de type de Fuchs de poids{ 1), admette une solutalytigpue €elle au
voisinage de l'orine d&R x R".

Les resultats de M.S. Baouendi et C. Goulaouic [1@neralisent ceux de Y. Hase-
gawaa un probéme de Cauchy, asséc des oprateurs difrentiels de type de Fuchs
de poids f2 — k )e N, a donrees initiales poéies par une hypersurface cagaidtique.
lIs utilisent les techniques du é&beme d’Ovsjannikov, pour donner des conditions
nécessaires et suffisantes sur I'existence et I'umiditine solution analytique au voisi-
nage de l'origine deR x R”".

M. Terbeche [11], a repris le€sultas de M.S. Baouendi et C. Goulaouic dans le
cas holomorphe. Il donne [12] une formulatiogagrétrique du prol#me en le trans-
formant d’un ojerateur holomorphe de poids quelconguan ogerateur holomotphe de
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poids Zro. L'auteur utilise une &thode d’approximations successives comme dans le
theoreme d’'Ovsjannikov [5] et, la convergence de soimsh est obtenue en utilisant
la méthode des fonctions majorantes dearpar C. Wagschal [14].

N.S. Madi [4], gréralise les @sultats de ([3, 1, 11]a un probéme de Goursat
assoct a un operateur holomorphe de type de Fuchs, pléségal que ceux consales
dans les travaux predents. A l'aide d'un changement d’inconnue, il transforeom
opérateur holomorphe Fuchsien de poids quelcorsyuem oferateur holomorphe Fuch-
sien de poids &ro. Il dmontre I'existence et I'unidt d'une solutionu f, x ) holomor-
phe au voisinage de l'origine d€ x C". Il utilise la méthode des approximations
successives et pour montrer la convergence de sa solutianilise la technique du
théoeme d’Ovsjannikov.

Dans [9], P. Pongrard étudie uneéquation de Fuchs d'ordr& , non &aire. La
premere partie de cetté€tude est faite au voisinage de l'origine @ x C" sous
deux conditions: la prerare est une condition de Poindarlorsqueq = 1 oun =
1 et la seconde est une condition spectrale. L'auteur mdigréstence et l'unicié
d’'un solution holomorphe locale. Il introduit une nouveftaction majorante constru-
ite a partir de celle de [15] et utilise le @&beme du point fixe. Dans la seconde
partie, il étudie la néme équations au voisinage de l'origine d& x R”, lorsque
les hypotleéses d’holomorphie par rappciitx sont remplages par des hypotses de
régularies Gevrey. L'auteur adapte le formalismevdlop@ par C. Wagshal dans [15]
pour ceduire de la prengre partie une @réralisation dans les espaces de Gevrey.

P. Pongrard et C. Wagschal [7], ont simpéfila demonstrations degsultants de
[6] et [13] sur I'existence et I'unicé globales de la solution du préphe de Cauchy
linéaire non caraétistique, dans la classe de fonctions &mts,a celle du téoreme
du point fixe dans un espace de Banaéfiird par des fonctions majorantes introduites
dans [8].

Dans [10], P. Pongrard étend les conclusions de [ un operateur Fuchsien

d'ordrem et de poidg € [0n ], dont la partie principale Fuchsiemsta coefficients
constants. Il gréralise ainsi lesésultats de H. Yamane [16], ces derniers ne coinci-
dent par avec ceux de [7] lorsque n= . Lettmode de P. Poigard est ba&se sur
I'application du tfeoeme du point fixe dans un espace de Banach construit avec une
fonction majorantea deux variables. Dans une pré&mé étape, il montre I'existence et
l'unicité d'une solutioru «, x ) holomorphe daifsx C”, ol Q est un voisinage ouvert
det =0. Puis, afin de prolonger le domaine de convergence delsi#os a C, x C,
il fait une étude au voisinage du point / = Qual utilise le résultat de [7] pour un
probeme de Cauchy-Kowalevski coefficients holomorphes dafi§ x C”. Finalement,
il déduit son ésultat par un raisonnement utilisant le principe du prpémment analy-
tique.

Dans la pren@ire partie de ce travail, on reprend lesultat de [4]. Onétablit
I'existence et I'unicié d'un solution holomorphe au voisinage de I'origine @ x C”.
Notre but essentiel est de simplifier l&monstration duésultat de N.S. Madi, ainsi
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que ceux de ([3, 1, 11])@a celle du tkoeme du point fixe dans un espace de Banach
qui sera @fini par I'internediaire d’'une fonction majorante.

Dans la seconde partie, drtablit I'existence et l'unic# globales d’'une solution
holomorphe. Afin établir que notre probme est bien p& nous avons cons un
opérateur Fuchsien d'ordre et de poids<m , dont la partie praleifruchsienne
esta coefficients constants. Nos deux objets dans cette @mexpartie, sont la simpli-
fication de la @monstration dorée par P. Poregard dans [10] et, la&géralisation de
son Eesultata un ogerateur diférentiela plusieurs variables Fuchsiennes. L&amérche
suivie est celle de ([7, 9, 10, 15]), qui consisteramener Btude de notre probime
a la recherche d'un point fixe d’'une certaine applicationufNoonstruisons ensuite un
espace de Banach, moyennant une fonction majorafitd'application consiérée est
strictement contractante dans une boule de cet espace.

1. Solution holomorphe au voisinage de I'origine

1.1. Formulation du probleme et ®sultat. Soientn,q deux entiers naturels
non nuls.
e Pour un multi-indicey =%,....,%,) € N4, on notey ! = ¢1)!...(y,)! et on
appelle longueur d¢z  l'entiely| 3 +...+y,. Pour deux multi-indicey, g € N¢,
onécrity < siy; <pB; pourtouti e{ 1...,q} ey <B siy<pB e¢ /8 ). On
posel =(1,...,1)e N4,

e Pourt =¢,...,1,) € C4 on notet” =t*...1;" et D} :D,’f...D,’;" ou D, est
I'opérateur de @rivation par rapporé la variables; et on poseD;, #0x, ..., D,).
e De méme, pour un multi-indicex =of,...,a,) € N* et pourx =f,...,x,) €

C", on noteD¢ =Dgi...D¢" ou Dy, estla @rivee par rapporé la variablex; .
e Soit y € N4. Pour une fonctionf #(x ) holomorphe, la notatigh (") signifie
que f ¢, x Yt¥ est boree lorsquer tend vers 0. Ce qui €sfuivauta dire qu'il existe
une fonctionf* {, x ) holomorphe telle qu¢: r, & Y£f*r, & ).

Soit m = (mi,...,my) € N7, on suppose quil exist¢ € { ,1..,q} tel que
m; > 1. Etant don@é u = (ug, ..., iq) € N9 tel quep < m ; on consigre un orateur
différentiel lireaire @fini par

a(t,x, D)= Z a,(t, x)t" "D}

H=y=m

ou les coefficientsa, #(x ) sont des fonctions holomorphes au nvajs de l'origine
de C! x C.

En faisant un @veleppement de Taylax I'ordre un dea, {,x ) ens(x ) = (0 0),
on écrit:

q n
ay(t.x) = a,(0,0) +Y ;b0 x) + Y " x; 79z, x)
i=1 j=1
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ou b(y") et T;fj) sont des fonctions holomorphes au voisinage de I'origineCfiex C”.
On pose

b(t. D)= Y a,(0.0y" "D/
n=y=m
On associea l'opérateurd {, D, ) le polypme d'incetermiree » = @1,...,2,) € C? a
coefficients constants,éfini par:

PR =Y (00X, 1)
H=y=m
ot on poseC, % )L, C,.(x;) et on cfinit C,,(A;) = ;f;})l(ki —j)siy; #0 et, on
convient queCo(A;) = 1.
On obtient la relation

t“b(t, D)= Y a,(0.0y" D] =P(tD,).

U<y<m

Nous ferons I'hypothse suivante:
(1) decg > 0; VA € N, x>, |'P()»)| > ¢o max(l |)\||m| )

Pour tout multi-indicey € N9, on notev =v § ) = max{ — y — 1, 0) ol on convient
de noter

maxu —y — 1,0) = (max@:1 —y1—1,0), ..., maxy, —y, — 1 0))

On consi@re le probkdme de Goursat:

)
a(ta X, D,)M(t, .X) = Zy<m Z|(x|§|m|—|y\ tv+]l+yiuay,0t(tv X)nyDg”(tv )C) + f(tv -x)a
u(t, x) — w(t, x) = O(t*)

ou les coefficientsy, , #(x ) sont des fonctions holomorphes au waige de I'origine
de C! x C".
On a alors le thoeme suivant:

Théoreme 1.1. Si P satisfaita la condition (1); alors pour toutes fonctiong
et w holomorphes au voisinage de l'origine @ x C”, le probleme(2) admet une
unique solution holomorphe au voisinage de I'origine @ x C”.

1.2. Reduction du probleme. On cherche une solution du prébhe (2) sous la
forme w ¢, x) +t#u ¢, x ) et on utilise la relation

t*b(t, D,)(t"u) = P(¢ D) (t"u) = t*P(¢ D, + p)u,
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le probEme de Goursat (2) est alogguivalenta la seuleéquation

q n
PaDyu=— Y | D ubQx)+ > x; T, x) | 17 # D] (t"u)
3) usy=m | i=1 J=1
+Y Y gy, (6, x) DY (4 DY) + v

y<m |a|<|m|—|y|

ou les coefficientﬂyg), Tym eta, , ne changent pas, est une fonction holomorphe au
voisinage de l'origine deC{ x C” et P est un poly@me de dedgr m tel euq, d'apgs
(2), il vérifie:

(4) IP(A)| > comax(L [A|™!)  pour touth € N¢.
On rappelle le lemma 1.2 de [9]:

Lemme 1.2 ([9]). Soit D un polydisque ouvert ceit@a I'origine de C/ x C”.
L'opérateur P(t D,) est un automorphisme de I'espace vectoriel des fonctiotentu-
phes dansD et, son inverge ! est fini par

t* DFu(0, x)

©) P60 =Y

keN4

Preuve. Soitx une fonction holomorphe dabs
Sachant quetD; "Y* #%¥t* pour todt y € NY, on ceduit que

(PD)u)(t. x)= > /i—l:P(k)Dfu(O, x)
keNe

dansD , ce qui montre qUB(zD,) est injectif carP(k) # 0 d'ap@és (4).
Son inverse est doinpar la &rie formelle

)3 DfD*u(0, O)th“

(P~ Xw))(r, x) = k! ol P(k)

(k.o)eNa x N

qui est comme la&rie de Taylor dex ent{x )= (0 0), absolument convergente pour
tout (¢, x) e D, puisque| 1P(k)| < 1/co. O

En remplacant:  paP~1(u); I équation (3) seé&duit a I'équation

(6) u=Lu+v
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ou Lu = Au + Bu + Fu et les oprateursA, B, F  sont &finis respectivement par:

Au=— 3" [i t,-bg)(t,x):| YR DY (" P (w)),

n<y<m L i=1

Bu=— Z ijT;Sj)(t, x) [ 774D (P H(w)),

u=<y=m | j=1

Fu=Y " Y " g, (6, x)D] (1" DYP™ ).

y<mla|<|m|—|y|

Le Theoeme 1.1 esulte de la proposition suivante;

Proposition 1.3. Si P satisfait a la condition (4), alors pour toute fonctiorw
holomorphe au voisinage de l'origine d&/ x C”; I'équation (6) admet une unique
solution holomorphe au voisinage de I'origine @ x C”.

La résolution de Equation (6) reviena la recherche des points fixes de I'applica-
tion u > Lu +v. Ceci nous em@ne a introduire un espace de Banach ass@ciune
certaine fonction majorante,lioon établira que cette application est strictement con-
tractante dans une boule de cet espace, afin d’appliqueeteethe du point fixe de
Banach.

1.3. Espaces de Banach.Si ® € R.{t,x} est une érie entere convergente
a coefficients positifs ou unls, donc une fonction majoramggpelons [15] que le
sons-espace vectoriel fonctions holomorphes au voisidagkorigine deC; x C”:

{ueCf{t,x}; 3¢ >0, u K cd}
est un espace de Banach pour la norme
min{c > 0, u K c®}.

En s’inspirant desé&ies formelles introduites dans [10], ou corsil la €rie formelle
Dr(o, &) € Rifo, &} définie par

+00

Dp(o, &) = Zap

p=0

D ¢r(£)
(sp)t

ou s est un entie= 2n| ¢ ®+...+1,, £ =x1+...+x,, R > 0 etgr est la fonction
majorante é@finie par:

1

——; R=>0.
R—-§

or(&) =
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La <erie @y (0, &) converge, d'ag@s les ikgalies de Cauchy, pouw| < r* @€f| <
R —r pour toutr € ]Q R [, soit pourio|** +|£| < R. Cette &rie est donc convergente
et il s’agit bien d'une fonction majorante. I'espace et lame qui lui sont assoées
seront noés respectivement paly, et| |.
Note. On noterac toute constante qui népgnd pas d&R

On rappelle la proposition 3.1 de [14]:

Lemme 1.4. Pour toutR > 0 et touti, j e N on &

D'pr(§) < R/ D™ g (£).
(@ J)
Preuve. Ona X R/ K—¢& ), dib
D'gr(§) < —D ‘pr(£) = D’*1¢R(é) O

—-§

On rappelle le Lemme 1.5 et le Lemme 1.7 de [10] aéspt la fonction majo-
rante &y ¢, & ):

Lemme 1.5. Pour toutO< R <1,0n a

1. nR/(MR — (0 +&))Pr(0,&) < n/n— L)Pr @, &) pour toutn > 1.
2. IJR—- (0 +£) <K Prl0,&)

Preuve. 1. En posa =& HR/ nR— . () et B‘¢r/k !, la majoration
demanée sécrit Y 7 Ocasp—sx < 1/(n — 1)a,. On remarque qu_ r_Orasp—s <K
>l Oasp—sk. D'aprés le Lemma 1.4 (pour sp —sk et = HK)e N car
s > 2|m| > |m| > 1), on obtient:D*? ¥ ¢/ p — sk Y& ROIK(DP*¢pp/(sp — k)Y).

Vu que RE~D% < 1 pour 0< R < 1; on @duit quea,, o < a,,—x €t par colguent
on aZ/[;:o Gkaw,sk < Zi’;oeka.vpfk-

On rappelle (proposition 6.1 de [2]), que gic R.{&} vérifie 0« R —EYE),
alors on a

nR n
"R — §¢ < n—1
En cerivant cette formulex I'ordre (p), on trouve bien l'iagali€ voulue.
2. Ona

¢, pour toutny > 1

1 _ &K DPgg(®)
e R DT
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On utilise le Lemma 1.4, (pour # et = [A) ), on obtient

D’¢r o1y DVéx _ D7x

o < R ool oo car R~ <1 pour 0< R < 1
Do, I/ R — (@ +£)) < Y. ;%07 (D" ¢r/(sp)!) = Pr(o, §). 0

Pour toutR > 0, on noterdy le polydisque ouvert ceritrl'origine deC/ x C"
@) DR={(t,x)E(C,qx(CZ; max |f;| < R, max|xj|<R}.
1<i<q 1<j<n

Soit n > 1 fixé:
Fixons Ry € ]0, 1] tel que les fonctionsi:(y"), Ty(") et a,, soient holomorphes et
borrées, dans le polydisqub,,, respectivement par:
= @] - - ] -
Mi(n, Ro) = max guRpiby |: Ma(n, Ro) max guRp|Ty |;
l<i<q " 1<j<n 770
Ma(’), RO) = IJL%% Supay.a|-

lae|<|m|—|y| PrRo

D'aprés les igalies de Cauchy, on a pour tout<OR < Ry;

nR
(8) pour v <m,le| < |m|—|y]); "ay.q < QR)"Ms(n, Ro)————,
’ nR — (o +&)
. R
9 our w<y<m,1<j<n); b « My(n, Rg)—— 1,
(9 pourw=y=m,l<j=n) Yy K Ma(n O)UR—(UHE)
. . () nR
(10) pour w=<y <m,1<j=<n); T, <<M2(”’R°)7;;R—(o+g)‘

On contdle maintenant la norme déu dans I'espace de Banadl§, .

Proposition 1.6. L'opérateur £ induit un endomorphisme continu de I'espace de
Banach(Cg, dont la norme est igrieure ouégalea cR pour toutR € 0, Ro[, ol ¢
est une constante positive igkendante deR

Preuve. SoitR € [0Ro[ et soitu € Cg .
On a d'apés (5),

D® D*u(0, x)

PP

DY (¢ DYP W), x) = Y

keN4

Donc,

D2 D¥u(0, x)

(11) D] ¢ DEPHN 0 = 3 S

keNa

CV(H’ +k)tk’
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ol Cp(u +k)=( +k)/(u+k—y) sip+k>y etC, @ +k) =0 sinon.
Or, u < ||u||®r (o, &), donc

D% DFu(0, x) < |ull D Df g (0, €)li=o0

et comme
Dokl g (£)
a k n = b
DXD[(I)R(U,%_Nr—O |k| (S |k||) ’
alors
Dslk\+IaI¢R(§)
ok -
En reportant (12) dans (11), on obtient pqur k * y
et Do g (£)
13) DY " DPt T O
(13) 1 V@ DEP M)t x) < llull Pk &! y(n+k) (s |k)!

keN4

—Majoration de la norme de I'oprateur F:

Soienty € N7 et € N" tels quey <m etla| < |m| —|y| .

On ala| < |m| < 2m| <s <sq, on applique le Lemma 1.4, (pour s#/| |ot
et j =sq — |a|), on obtient

sq—lal (s k] + a])!
[s(g + [k])]!

Vu que |k| +¢ =|k +1|, alors en reportant la degre majoration dans (13), on obtient

DIlgp(8) < R DD g).

1" D! (1" DYPHu))(t, x)

sa—tal = TR (s 1L+ [a)!Cy (1 + k) D3I (£)
Il R Y e T P® Ok IO

keNd¢

Comme pourn >y i€, & * ) Ty [T/ (i + ki — j) < (ul +1k))7" alors, en
utilisant (4) et sachant quir| < |m| — |y| ; il existe gm(, || =) O tel que

(s k| +Ja)! Cp (1 + k)
(s [K)! P&l

(el + 1KY

< (s k| + m[)* ———— <.
comax(d [k["")

On céduit que

% k|t DUk D (&)

DY DYPTHw)(E x) < e flufl RS — [s(lke+ 1Dt

keN4
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En posant\, qu = t*7"# D} (t* D*P~1(u)), on obtient

1 k]! DT ()
k' [s(lk+ 1))

Noyapu)(t, ) < ¢ ull RN
keN4
k s(lk+1])
= c uf R 1k — 1|t DX pp (&)
clul RS T T G

keNd k<1

Etant doné quek Vk'! < |k /|k’|! pour tourk,k’ € N7 tels quek > k' ; alors en
particulier on a

(14) k — 1! < Ik our tourk > 1
G- -~k P -
dou,
ko DSKpR(E)
sq—la| — —_—
Ny o x) < e llull RO 5 0 el =
keNd, k<1
B D*P g (&) t*
_ sq—lo| - -
Sclul RO p—2S D o
p=q keN¢, [k|=p
Or,
v AL o
keN4, [k=p K P 4
d’ou,

Ny.ayu)(t, x) < clu] R ZG”

r=q

<L clul R Py (o, &).

(sp)!

En combinant cette majoration avec (8) et en utilisant le mendl.5-1, on obtient

lv]+1

n _
t"(ay.a Ny ), x) < ¢ M3(n, Ro) llull RV*7741d (o, £).

n—1

Ainsi, il existe une condtante > 0 iBgendante d&® telle que, pour toutOR <
Ro < 1;

F0)=Y Y Ny au).x)
y<m|a|<|m|—|y|
[v|+1

, 1 M301 Ro) lul RMBT @ p(or, ).

Lc
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Donc, l'operateurF  induit bien une application &aire continue d€g dansCg et

Ivl+sg—Im|
I ”a(cz;R,ch) =c¢ =c¢

puisque O< R < 1y > Oetg >s> | > |m|
—Majoration des normes des émteursA etB:
Soit y € N7 tel quey < m . D’apes la majoration (13)o{ =0), on a

* k|1 Cy (u + k) DM pp(§)

(15) DY P x) < lull Y — P (s k]!

keNa

D’une part, en appliqguant le Lemma 1.4, (paur s k| jet s = ), on olbtie

DM () D UKD (8)
AT G

Vu (4) et commely| < |m| , alors il existe &[], |u] 3 O tel que:

Cu+k) _ (Il + kDY

(16) PO~ comax(@ k™)~

ainsi, d'apés (15) onécrit

k Dski+1)
DL (P @) x) L cllul R D t— Ik "[(Tﬁ)(]?)

kePM
(Xfan)” D Dge(£)
=clul R Y A=Epl
T [s(p+1)]!

- s D g (&)
=C ”I/l” R ZUVW.

peN

En combinant cette majoration avec (9), on obtient pour @&t R < Ry < 1;

q
[Z 600, x):| (DY P w))(¢, x)

i=1
S ) D (€)
ol (Z;t> o Ko = +s)z T+l
i S 1 D Dge(e)
= eMa(on, Ro) Jull R ( ; é)% OOl
< M0, R) lull R % g(o,8)

nR — (o +§)
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et d'apes le Lemma 1.5-1, il existe une constante Oéjmehdante d®  telle que

q
(Au)(t,x)=— > [Ztibg)(t,x)] 7Dt PTHu))(t, x)

#<y<m i=1

e 1 M1(n. Ro) lull R*®(o, &).
Donc, l'opérateurA induit bien un endomorphisme continu de I'espzige et

A <cR* <cR
140 g (e, ) = R <

puisque O< R < lek> 2n| > O.
D’autre part, en reportant (16) dans (15), on obtient:

o o DK ()
D] P ), x)<<cllullk€ZNq—' e
=clul ) o (d)];.@)
peN
= clull @x(o. ).

En combinant cette majoration avec (10) et en utilisant lento@ 1.5-1, on obtient
pour toutR € ]Q Rol;

ijT(/)(t x) | 774 D) (t*PHw))(t, x)

<L cllulln(nR)M>(n, RO)#IZ‘*S)CDR(U’ £)
2

1M2('7, Ro) lull R®g(0, §).

n

Lc 1

n—

Ainsi, il existe une constante> 0 iggdendante d&® telle que

(Bu)t,x)=— Y | DT, x) | 7D (1" P w))(t, x)

pu=y=m | j=1

< c Mz(n, Ro) llull R®x (o, §).

Donc, B est un oprateur liaire et continu d€g  dansCg , de norme< cR .
CommefL = A+ B +F, on ceduit le ésultat voulu. O
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1.4. Preuve de la Proposition 1.3. Supposons que la fonctiom est holomor-
phe et borée dansDg,. D'aprés les igalies de Cauchy, on a pour tout<OR < Ry;

VRS ol ¢ =suplv|.

R
C———F >
R—(0+§) D,

D’aprés le Lemma 1.5-2, on obtient pour toRte , R[; v < cR®g(o, &) et donc
veCy,.

On cEfinit I'application H: u — Lu +v, on poseb = 3v| etonnot8 (B ) la
boule fernée de centre 0 et de raydn dg ; B(0,b) ={u €Cg ; llul <b}.

D'aprés la Proposition 1.6H{u € Cg_ pour toutu € Cg et

IHull < cR llull + v,
Yu,u' € Cg,, ||Hu — Hu’” <cR ||u — u’” .

Pour tout 0< R < Ry < 1 suffisemment petit pour queR < /1 2, on a pour tout
u € B(0, b);

Hull < 3h+ 2b=b
et
1
VYu,u' € B(0, b); ||'Hu — Hu’” < > “u — u’” .

Donc, pour tout 0< R < Rg < 1 suffisemment petitH(B(0,b)) c B(0,b) et’H
est une contraction stricte de la boute ,#0 ) @g, . D'aprés le tieoeme du point
fixed de Banach# admet un unique point fixe day , qui est donc une solution de
I’équation (6) dang’y . Cette solution est donc holomorphe au voisinage de l'ogigi
de C/ x C", d’ou le theoreme d’existence.

On a également l'unici, en effet: siu et’ sont deux fonctions holomorphes
au voisinage de l'origine d€/ x C" et solutions de Bquation (6), alors d’aps les
inégaliés de Cauchy et le Lemma 1.5-2, (en raisonnant comme poumtdida v ),
on obtientiu {, x )< c1RPr(c,&) et u'(t,x) K c2RDg(0, &), pour toutR > 0 suff-
isemment petit, (0 c1, c, sont des constantes positives). En particulier, on peusicho
R €]0, Ro[ tel quec;R <b (pouri =1 2) et tel queR < /1 2, pour qée soit une
contraction stricte de la boul8 (B ) d& .« etu’ sont donc deux points fixes de
‘H et ceci prouve quee #

On ceduit alors I'existence et I'unidit d’'une solution holomorphe au voisinage de
l'origine de C} x C”. O
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2. Solution holomorphe globale

2.1. Formulation du probleme et esultat. Dans cette partie, on congict les
mémes notations de la Section 1.1 et on suppose quérbtgur diferentiela ¢, x, D, )
esta coefficients constants, on note

a(t, D,) = Z a,t’ "D/
u<ysm

ou a,, pouru <y < m, sont des nombres complexes awgc/ m0. pet sont tou-
jours deux multi-indices dé&? donrés tels que: il existé € { ,1..,q} avea; > 1,
(donc|m| > 1) etu <m .

On consi@re le probkdme de Goursat:

a(t, Du(t,x)=> " > """ 7a, (¢, x)D] Du(t, x) + £(t, x),
17) y <m |a|<|m|—ly|

u(t, x) — w(t, x) = O(t")

ou (r,x)e Cf x C.
a(t, D,) est donc une partie principale Fuchsienne d’'order et ddspo.
On suppose que les coefficients, érifient I'hypottése suivante:

e pourl|y| +|la| < |m|;a,, estune fonction holomorphe da@$ x C”

(18) Je pour |y| +|a| =|m|;a,, estun polypme enx de degr< ||, dont les
coefficients sont des fonctions holomorphes dafis

On associeh I'opérateura {, D, ) son poly@me caradristique

PO = > aCy().

uZy<m

De meéme en notantD, ={D,,...,t,D, ), on obtient la relation

t*a(t, D)= Y a,t’ D] =P(tD).

p=y=m

Nous ferons I'hypothse suivante:
(19) Jcg > 0; VaeNI, 1> p, |P(A)| = comax(d |a|™I*),
on obtient alors le tho®me suivant:

Théoreme 2.7. Pour toutes fonctionsf et  holomorphes da@$ x C”; le
probléeme de Gourst§17) admet une unique solution holomorphe déaifsx C”.
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2.2. Reduction du probleme. On pro&de de la rame margére que dans le
paragraphe 1.2, en cherchant une solution du probl (17) sous la forme ¢,(x )+
t*u(z, x) et en utilisant la relationt*a t(D, Wu ) ZP(@D,)(t"u) = t*P@D; + w)u;
alors le probtme (17) seéduit a la seuleéquation

(20) PaDyu=Y " Y Va6, x)D] (t Diu) + v,

y<m|a|<|m|—|y|

ou les coefficientsa, , ne changent pas étifient toujours I'hypothse (18),v est
une fonction holomorphe darts! x C" et, P(tD,) est une partie principale Fuchsienne
d’ordre m et de poids nul quiérifie d’apgés (19):

(21) IP(A)| = comax(L [|"™*)  pour tour A e N,

On peutétendre la preuve de Lemme 12la classe de fonctions holomorphes
dansC/ x C”, on obtient

Lemme 2.8. L'opérateur P(¢D;) est un automorphisme de I'espace vectoriel des
fonctions holomorphes daris! x C". Son inverseP 1 est cfini par (5).

En remplacantu parP~(u) dans lequation (20), elle seraiequivalencea
I' équation eduite:

(22) u=Fu=Hu+v
ou H est l'operateur lirgaire @fini par

(23) Hu=Y" > """ Fa, (1, x)D] (t" DIP~Hw)).

y<m |a|<|m|—|y|

Le theoeme 2.7 écoule de la proposition suivante:

Proposition 2.9. Pour toute fonctionv holomorphe da§ xC”; I’ équation(22)
admet une unique solutiom holomorphe ddfsx C”.

Comme dans la preraie partie, la preuve de cette proposition repose suréeme
du point fixe dans un espace de Banach agsadine fonction majorante.

2.3. Espaces de Banach.Etant don@ R > 0, on considre une fonction majo-
rante de la formed, ,g o, & ) © P, ,r(0,&) € Ri{o,&}, p est un paragire > 0,
o =t +...+1 eté =x+...+x, Etant doné toujours l'entiers > 2m| et
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s'=s—1> 0, on pose:

+00 D .
(24) @ =@, 0.6) =) (00) (pRY T 2L,
2 )

ol ¢, est la fonction majorante introduite dans [7],

= ot
¢pR(E) e OR — %_ .
La <trie formelle®, ,x &, & ) converge, d'aps les igaliés de Cauchy, pow o] <
r*/(pR)" et p|&| < pR—r pour tourr € ]0pR [. Soit pourdR *Y* £lo|¥*)+p €| <
pR, donc pourR*/* |o|¥s +|&| < R, (cars’ =s — 1).
La srie formelle (24) est donc bien de la forme voulue et cettgesentere est
convergente. On lui associe I'espace de Banach (voir [T}

CZ),R(DR) ={ueCit,x};3c >0, u K cP, or},

ol D est le polydisque ouvert d&f x C" défini par (7). La plus petite constante
¢ > 0 telle queu < c¢®,,r est une norme de I'espace de BangtR(Dg) qu'on
note| | .

Une fonctionu qui appartiena I'espaceCy x(Dr) est donc holomorphe dan3g

NoTte. On noterac toute constante qui népgnd pas des par&tmesR etp .

On rappelle le Lemma 1.4, le Lemma 1.5 et le Lemma 1.7 de [10¢emdaptant
a la fonction majorantey,z i la €rie formelle®, ¢ :

Lemme 2.10. Pour toutR, p > 0,0n a

Di¢,r < D¢ g, pour touti, j € N,

Dig,r < i!/(i +j)(oR) D¢, pour touti, j € N,

noR/(mpR — (0.0 +p.£))®, prl0, )< /(1 — 1))}, ,r 0, &), pour toutn > 1,
1/(:0R - (PU +p.§ )) < cIDp‘pR (U, & )

PowbhpR

Quant au second membie , nous utiliserons le

Lemme 2.11. Soit v une fonction holomorphe dar® x C*; alors pour tout
R >0 fixe etp > 0, 0n av € Cy x(Dr) et|v]| < pRM,(R), oU M,(R) = sup,, [v].

Preuve. SoitR > O fig. Soientv une fonction holomorphe dafi¥ x C" et
o > 0. D'apiés les ikgalies de Cauchy, on a:
R

R
U(t, x) < MU(R)ER——E
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= my(r) PR PR
PR —p.c pR—p&
PR
KMR)——7F—F=
( )pR —(p.o +p.§)
1
= (pR)My(R)———F————.
(oR)M, )pR—(p-o +p.§)
En appliquant le Lemme 2.10-4, orédbLit quev {,x ) € HR M, R P, ,r §.& ).
Donc, v € C¢ ¢(Dr) et [[vll < (oR)M, (R). =

On contble maintenant la norme déu dans I'espace de Banaclf ;(Dr).

SoientR > 1 ety > 1 fiks:

Consicronsp > 1 et soit¥, @ ¥ N7 x N".
e Pour|y| +la| =|m|, d'apes (18) onécrit a,q({,x) = X 51 dy.ap X’ @i
ay «,p €st holomorphe dang?. On noteAg :{t eCl, maXi<i<, Iti| < R} et on pose:
K (1. R) = maXy,o pjce SUDL,, [ay.0p] » Q1

E={(y,a,B) e N x N" x N"; |y|+|al =|m|, y <m, |B] <|al}.

D’aprés les iegalies de Cauchy, on a

R R
.y < K(1, R)——— = K (7, R)——"

nR noR — p.o
et
B bi__NPR
x < (nR) .
npR —p.§
On obtient donc
t"a, o = Z ' ay . 5(t)xP
18I <l
(25) R
<KmR) | 3 @RV e

_ + ’
el noR — (p.o +p.§)

e Pour|y| +la| < |m|, on poseM 1 R ) = M&X+ja|<|m| SUPp, , |ay,a| . D'apés les
y<m
inégalies de Cauchy, on obtient

npR
noR — (p.o +p.§)

(26) tuay.a < (ﬁR)lle(ﬂ, R)

Proposition 2.12. L'opérateur H, défini par (23), induit un endomorphisme con-
tinu de I'espace de Banadff) x(Dr) dont la norme est majée parcp~tL(n, R)R"*9,
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ol ¢ est une constante positive gmkendante deR et dg ,eL(n, R) est une con-
stante qui ne @pend que des bornes $ujeures des fonctions, , et g, respec-
tivent dansD,r etA,r.

Preuve. Soitu € Cy (D). On a, (formule (11)),

D% DFu(0, x)

A +hrt

7D} (" DYP W), x) = Y
keN«

et la majoration
D Dfu(0, x) < |lull DY D@, pr (0, €)lio.

Comme on peugcrire la &rie (24) sous la forme

Z p!P.1P Ry D* Pl r(p-£)

CI> i (O’,é): |ﬂ|'(p ’
P BeN4,|B|=p B! (S |'B|)I
alors
o DG (0 8)
o _ kil e s
DYD;®, sr(0,&)li=0=p IkI'(pR) (s 1&])! |
on déduit que

Dl p(p.£)

D Dju(0.x) < lull pH (o R M =

et donc, pourn ® >y :

177D (e DYPTHu))(r, x)

(27) w 5 A Kl gy K Er (BT K) DMl g (p.£)
< llull p kZN o ke R) 0 AL

—1*" cas |y| +|a| = |m|.
On applique le Lemme 2.10-1, (poir s$k| | £t =1), on obtient

D5|k|+|0l|¢pR < DS|k|+IOt\+1¢pR.

Onalal =lm|l—1lyl < Im|l < 2dm| <s < sq, dar sqg — (| +1) € N, alors en
appliquant le Lemme 2.10-2, (pour s3k| |¢| +1 gt s&— |a|( +1)), on obtient

(s 1kl + af +1)!

e 2o

Ds|k|+\o¢|+1¢pR < (pR)sqflotlfl
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Sachant qudk| 4 =k |, alors en combinant ces deux deémss majorations on
obtient:

DD g o

s k| +|e| sq—|a|—1
P <O R e

Ainsi, en posant\{, gu = t***=* D (t* D*P~*(u)), on obtient

(My.a)u)(tv x)
<& Jull o™
Pt K11 R) e Wissa—al—n G K+l + DIC, G + k1) D¢ r(p )
= T (s kD) [P (k)] [s(lk+1])]!

En utilisant (21) et commeéx| fy| #n| ; alors il existe cdm(, || =) O tel que

(s [k| + | + 1)1 Cy (1 + k) wer (el + 1k])Y!
k 1 _— ,
(s [k1)! 1P (k)| < (s Ikl mi+ 1) comax(d [k|™*1) =¢

d’ou,

k| sk+1 s(lk+1])
o't ks —lal—1) P Por(0-£)
i)t ] kI o R)©'IKI+sg—lal=1) d
WNyaptt)(t, x) < ¢ [lull o' — Ik|(0R) GOkr L))

keNe k!

Commes — s’ =1, alors
s' |kl +sq =s'(kl +q) + (s — s")g =s"(k +1]) +¢,
on en eduit que

't k+1 , Ds(|k+]l|) .
Wiyt ) < ull p R4 3 P oy D un05)

& [s(k+ DI

En faisant un changement de variables et en utilisant (I#)pkgient

Z (p-t)*" |k||(pR)s'|k+nlw
k! '

[s(lk + 1])]!

keN4

- (P-t)k . s'|k| Dslk|¢pR(P~§)
L Gy MR

(p-1)* w1 DM r(p-5)
k|l(pR)S W =—— L2205 7
<<keNqZ,;;Zn e MR
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et comme)", e =, (01 /K = (p. 21, )" /p! = (p.0)?/ p!, on déduit que

(:0 )k+ S |k+1] D +1l|)¢ (,0 é)
o 2 R
< Z(P-U)F(PR)S,P%I;(IIO.%‘) L D, k(0. 8).
p=q ’
Donc,

(-A/(y,ot)u)(ta x) Lc ”u” piquilalilq)p,pR(aa g)

En combinant cette majoration avec (25) et en utilisant lenioe 2.10-3, on obtient

> ey, (DY DYP W), x)

y<m |a|=|m|—l|y|

v|+|m|+1
,7\ [+]m|

< cp K(n, R) lull | Y RPHATAID ) @ k(o ).

(v.a.p)e€

CommeR > 1, il existe une constante> O épétndante d@ et dB telle que

oY ey o DY (" DEPTHw))(t x)
y<m|a|=lm|—|y|
[v[+|m|+1

et KO RR ] @) (0, 6).

(29)

—28Me cas |y |+ |o| < |m].

On appliqgue le Lemme 2.10-1, (pour s=k| |a| ¢t |m|— |y |4 )), on
obtient

DsIkI+IaI¢pR < DSIkI+(ImI—IyI)¢pR_

On alm|—|y| <|m| < 2m| < s < sq, alorssq — || — |y| )¢ N. En appliquant
le Lemme 2.10-2, (pouir =|k| | —|y| ) et sg— |®|—]|y| )), on obtient

sq—(Iml—1y) (s [k] + (Im| — [y ))!

DsIk*(ml=1y]) R D@k
Poi < () [sCa + D] oo
on en aduit que
o D* (lk+ I)¢
DM o < (s k| + (Im] — |y ) (pR) W=D =Pk,

[s(lk+ 1]
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En reportant cette majoration dans (27), on obtient

(-/\[(%ot)“)(tv x)

& Jull
pHett kg (ml_tyy (8 kL (m] = [y D)ICy (e + k) DS £ (0.£)
k(o R)©/IkI+sg—(ml—Iy1) 4 o
x 2 g WeR) G D! P [5Ck + 1]
Comme pourly| +a| < |m| , on a
(s 1kl + (Im] — Iy ) Cy(n +k) (] + [k])!

< (ml=1y)
(s kD! e = K I ) =

alors

Nyt %)
L cllull p170 Y " ——

keN¢

P|k|+q e wsg—(ni—ty) P VD,r(0.8)

(s"1k
KR [+ 1D

Sachant que’ [k|] #g ¥ |k #|)+g, on obtient

(My,a)u)(t’ x)

K+l , DU+ g o (p.£)
=il ga—Cni=) 5 OOy ey D7 bpr(0:6)
Lcllullp 2 [ [KIHeR) [s(lk + u])]!

keN4

et en utilisant (28), on obtient
(/\/(y.a)u)(l, x) < ¢ lull plal—(\ml—\yl) R[/_(llnl_lyl)Qp’pR(o-’ £).
Commel|y| Ha| < |m| etp > 1, alorgpl®=(m-I¥D) < =1 et puisquer > 1, alors
Ny.u)(t, x) L cllull p ' RI®, ,r (0, §).

En combinant cette majoration avec (26) et en utilisant lenfioe 2.10-3, on @duit
gu'il existe une constante > 0 iBgendante d@ et d® telle que

> TRy o DY (1 DEPTH ), x)
y<mla|<|m|=|y|
|v|+1

< er g PTMO RIRT ] @4,0(0 ).

(30)

En consi@rantL ¢, R ) = maxk §, R )M £, R )), degquations (29) et (30), onéduit
le résultat voulu. U
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2.4. Preuve de la Proposition 2.9. Soit R > 1. D'apés la Proposition 2.12,
Hu € C3 r(Dr) pour toutu € C; x(Dr). On choisitp > 1 tel que la norme d dans
lespaceL(C}; x(Dr), C;) r(Dr)) soit < 1/ 2.

D'aprés le Lemme 2.11, on a € Cy »(Dr) et vl < pRM,(R). Vu (22), on a
Fu € C; x(Dr) pour toutu € Cy (Dg).

On posebg = 2||v|| et on noteB (Db ) la boule ferse de centre 0 et de raydn
de I'espaceCy z(Dr), 0l b > bo; B(0,b) = {u € C3 p(Dr); llull < b}. On a alors pour
toutu,u’ € B(O,b):

[[ul

[Full < [Hull + vl = —=+5 <D

I
2
et

/ 1 /
| 7u—Fu'l| < 5 Ju—w]

Donc, F(B(0, b)) c B(0,b) et F est une contraction stricte de la bouke ,£0 ) de
C, »(Dg) pour touthb > bo. D'aprés le tieoreme du point fixe /7 admet un unique
point fixe dansCy (Dg), qui est une solution dedguation (22) dansy .(Dg). Cette
solution est donc holomorphe dam; . Quantunicite, siu etu’ sont deux fonc-
tions holomorphes dan®; et solutions degliation (22); des @galieés de Cauchy
et du Lemme 2.11, on obtiemt »*  appartiennard;’ (D,) pour tout O<r < R . Soit
b > maxo, llull, |lu'll); alorsu,u’ € B(Qb)C C;,(D,) pour tout O< r < R . Donc,
pour p > 1 assez grand pour qu soit une contraction stricte de la boue , 50 ) de
Cy,(D;) pour tout O<r < R ;u et seront deux points fixes #edansC;,(D,). On
déduit queu =u’ dansD, , pour tout@ r < R . Comnig est connexe, alors par
prolongement analytique oréduit quex =1’ danr . Ainsi, #quation (22) admet
une unique solutiom holomorphe dafg , pour t&ut 1.

Si u = uj3, u est donc l'unique solution ded8fuation (22) holomorphe dan3;.
Soit R > 1, la fonctionuyz est holomorphe damg et donc danset par unicié
de la solution de Bquation (22), on ené&lluit quex =ur pour toutr > 1. Dong
est holomorphe danPr et par suite est I'unique solution hotphe de léquation
(22) dansC{ x C. O
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