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Abstract
We consider linear partial differential equations with several Fuchsian vari-

ables in the sense of M.S. Baouendi and C. Goulaouic [1]. For a holomorphic
Fuchsian operator with holomorphic Fuchsian principal part, we prove existence and
uniqueness of a holomorphic local solution. Our theorem generalizes the results of
([3, 1, 11]), precises the one of [4] and reduces the proof of their theorems to the
proof of the fixed-point theorem. For a holomorphic Fuchsianoperator with constant
Fuchsian principal part, we establish the existence and uniqueness of a holomorphic
global solution. Our aim is to simplify its proof. The methodsof proof are based on
the application of the fixed-point theorem in some Banach spaces defined by majo-
rant functions that are suitable to this kind of equations.

Introduction

Le pŕesent article concerne l’étude deséquations aux d́erivées partielles Fuchsi-
ennes dans le sens de M.S. Baouendi et C. Goulaouic [1], qui sont une extension
naturelle deśequations diff́erentielles ordinaires avec des singularités ŕegulìeres en un
point.

Ce type d’́equations áet́e consid́eŕe par Y. Hasegawa [3], où elle donne une con-
dition nécessaire et suffisante pour que le problème de Cauchy d’ordre , associé à un
opérateur de type de Fuchs de poids ( 1), admette une solution analytique ŕeelle au
voisinage de l’orine deR R .

Les ŕesultats de M.S. Baouendi et C. Goulaouic [1], géńeralisent ceux de Y. Hase-
gawaà un probl̀eme de Cauchy, associé à des oṕerateurs diff́erentiels de type de Fuchs
de poids ( ) N, à donńees initiales port́ees par une hypersurface caractéristique.
Ils utilisent les techniques du théor̀eme d’Ovsjannikov, pour donner des conditions
nécessaires et suffisantes sur l’existence et l’unicité d’une solution analytique au voisi-
nage de l’origine deR R .

M. Terbeche [11], a repris les résultas de M.S. Baouendi et C. Goulaouic dans le
cas holomorphe. Il donne [12] une formulation géoḿetrique du probl̀eme en le trans-
formant d’un oṕerateur holomorphe de poids quelconqueà un oṕerateur holomotphe de
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poids źero. L’auteur utilise une ḿethode d’approximations successives comme dans le
théor̀eme d’Ovsjannikov [5] et, la convergence de son shéma est obtenue en utilisant
la méthode des fonctions majorantes donnée par C. Wagschal [14].

N.S. Madi [4], ǵeńeralise les ŕesultats de ([3, 1, 11])̀a un probl̀eme de Goursat
assocíe à un oṕerateur holomorphe de type de Fuchs, plus géńeral que ceux considéŕes
dans les travaux préćedents. A l’aide d’un changement d’inconnue, il transformeson
opérateur holomorphe Fuchsien de poids quelconqueà un oṕerateur holomorphe Fuch-
sien de poids źero. Il d́emontre l’existence et l’unicité d’une solution ( ) holomor-
phe au voisinage de l’origine deC C . Il utilise la méthode des approximations
successives et pour montrer la convergence de sa solution, il utilise la technique du
théor̀eme d’Ovsjannikov.

Dans [9], P. Ponǵerard étudie uneéquation de Fuchs d’ordre , non linéaire. La
premìere partie de cettéetude est faite au voisinage de l’origine deC C sous
deux conditions: la première est une condition de Poincarré lorsque = 1 ou =
1 et la seconde est une condition spectrale. L’auteur montrel’existence et l’unicit́e
d’un solution holomorphe locale. Il introduit une nouvellefonction majorante constru-
ite à partir de celle de [15] et utilise le théor̀eme du point fixe. Dans la seconde
partie, il étudie la m̂eme équations au voisinage de l’origine deC R , lorsque
les hypoth̀eses d’holomorphie par rapportà sont remplaḉees par des hypothèses de
régularit́es Gevrey. L’auteur adapte le formalisme dévelopṕe par C. Wagshal dans [15]
pour d́eduire de la première partie une ǵeńeralisation dans les espaces de Gevrey.

P. Ponǵerard et C. Wagschal [7], ont simplifié la demonstrations des résultants de
[6] et [13] sur l’existence et l’unicit́e globales de la solution du problème de Cauchy
linéaire non caractéristique, dans la classe de fonctions entières, à celle du th́eor̀eme
du point fixe dans un espace de Banach défini par des fonctions majorantes introduites
dans [8].

Dans [10], P. Ponǵerard étend les conclusions de [7]̀a un oṕerateur Fuchsien
d’ordre et de poids [0 ], dont la partie principale Fuchsienne està coefficients
constants. Il ǵeńeralise ainsi les ŕesultats de H. Yamane [16], ces derniers ne coinci-
dent par avec ceux de [7] lorsque = . La méthode de P. Pongérard est baśee sur
l’application du th́eor̀eme du point fixe dans un espace de Banach construit avec une
fonction majorantèa deux variables. Dans une première étape, il montre l’existence et
l’unicit é d’une solution ( ) holomorphe dans C , où est un voisinage ouvert
de = 0. Puis, afin de prolonger le domaine de convergence de sa solution à C C ,
il fait une étude au voisinage du point = 0 où il utilise le ŕesultat de [7] pour un
probl̀eme de Cauchy-Kowalevskià coefficients holomorphes dansC C . Finalement,
il déduit son ŕesultat par un raisonnement utilisant le principe du prolongement analy-
tique.

Dans la premìere partie de ce travail, on reprend le résultat de [4]. Onétablit
l’existence et l’unicit́e d’un solution holomorphe au voisinage de l’origine deC C .
Notre but essentiel est de simplifier la démonstration du ŕesultat de N.S. Madi, ainsi



SOLUTIONS HOLOMORPHESLOCALE et GLOBALE 655

que ceux de ([3, 1, 11]),̀a celle du th́eor̀eme du point fixe dans un espace de Banach
qui sera d́efini par l’interḿediaire d’une fonction majorante.

Dans la seconde partie, ońetablit l’existence et l’unicit́e globales d’une solution
holomorphe. Afin d́etablir que notre problème est bien posé, nous avons considéŕe un
opérateur Fuchsien d’ordre et de poids , dont la partie principale Fuchsienne
est à coefficients constants. Nos deux objets dans cette deuxième partie, sont la simpli-
fication de la d́emonstration donńee par P. Ponǵerard dans [10] et, la géńeralisation de
son ŕesultatà un oṕerateur diff́erentiel à plusieurs variables Fuchsiennes. La démarche
suivie est celle de ([7, 9, 10, 15]), qui consisteà ramener l’́etude de notre problème
à la recherche d’un point fixe d’une certaine application. Nous construisons ensuite un
espace de Banach, moyennant une fonction majorante, où l’application consid́eŕee est
strictement contractante dans une boule de cet espace.

1. Solution holomorphe au voisinage de l’origine

1.1. Formulation du problème et ŕesultat. Soient deux entiers naturels
non nuls.
• Pour un multi-indice = (1 ) N , on note ! = ( 1)! ( )! et on
appelle longueur de l’entier =1 + + . Pour deux multi-indices N ,
on écrit si pour tout 1 et si ( et = ). On
pose1 = (1 1) N .
• Pour = (1 ) C , on note = 1

1 et = 1

1
où est

l’opérateur de d́erivation par rapport̀a la variable et on pose = (1 1 ).
• De même, pour un multi-indice = (1 ) N et pour = ( 1 )
C , on note = 1

1
où est la d́erivée par rapport̀a la variable .

• Soit N . Pour une fonction ( ) holomorphe, la notation =O( ) signifie
que ( ) est borńee lorsque tend vers 0. Ce qui estéquivautà dire qu’il existe
une fonction ( ) holomorphe telle que: ( ) = ( ).

Soit = ( 1 ) N , on suppose qu’il existe 1 tel que
1. Étant donńe = ( 1 ) N tel que ; on consid̀ere un oṕerateur

diff érentiel lińeaire d́efini par

( ) = ( )

où les coefficients ( ) sont des fonctions holomorphes au voisinage de l’origine
de C C .

En faisant un d́eveleppement de Taylor̀a l’ordre un de ( ) en ( ) = (0 0),
on écrit:

( ) = (0 0) +
=1

( )( ) +
=1

( )( )
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où ( ) et ( ) sont des fonctions holomorphes au voisinage de l’origine deC C .
On pose

( ) = (0 0)

On associèa l’opérateur ( ) le polyn̂ome d’ind́etermińee = ( 1 ) C à
coefficients constants, défini par:

P( ) = (0 0) ( )

où on pose ( ) = =1 ( ) et on d́efinit ( ) = 1
=0 ( ) si = 0 et, on

convient que 0( ) = 1.
On obtient la relation

( ) = (0 0) =P( )

Nous ferons l’hypoth̀ese suivante:

(1) 0 0; N P( ) 0 max(1 )

Pour tout multi-indice N , on note = ( ) = max( 1 0) où on convient
de noter

max( 1 0) = (max( 1 1 1 0) max( 1 0))

On consid̀ere le probl̀eme de Goursat:
(2)

( ) ( ) = +1+ ( ) ( ) + ( )

( ) ( ) = O( )

où les coefficients ( ) sont des fonctions holomorphes au voisonage de l’origine
de C C .

On a alors le th́eor̀eme suivant:

Théorème 1.1. Si P satisfait à la condition (1); alors pour toutes fonctions
et holomorphes au voisinage de l’origine deC C , le probl̀eme (2) admet une
unique solution holomorphe au voisinage de l’origine deC C .

1.2. Ŕeduction du problème. On cherche une solution du problème (2) sous la
forme ( ) + ( ) et on utilise la relation

( )( ) = P( )( ) = P( + )
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le probl̀eme de Goursat (2) est alorséquivalentà la seuleéquation

P( ) =
=1

( )( ) +
=1

( )( ) ( )

+ +1+ ( ) ( ) +

(3)

où les coefficients ( ) ( ) et ne changent pas, est une fonction holomorphe au
voisinage de l’origine deC C et P est un polyn̂ome de degŕe tel euq, d’apŕes
(1), il vérifie:

(4) P( ) 0 max(1 ) pour tout N

On rappelle le lemma 1.2 de [9]:

Lemme 1.2 ([9]). Soit un polydisque ouvert centré à l’origine de C C .
L’opérateurP( ) est un automorphisme de l’espace vectoriel des fonctions holomor-
phes dans et, son inverseP 1 est d́efini par:

(5) (P 1 )( ) =
N

!

(0 )

P( )

Preuve. Soit une fonction holomorphe dans .
Sachant que ( ) = pour tout N , on d́eduit que

(P( ) )( ) =
N

!
P( ) (0 )

dans , ce qui montre queP( ) est injectif carP( ) = 0 d’apŕes (4).
Son inverse est donné par la śerie formelle

(P 1( ))( ) =
( ) N N

(0 0)

! !P( )

qui est comme la śerie de Taylor de en ( ) = (0 0), absolument convergente pour
tout ( ) , puisque 1P( ) 1 0.

En remplaçant parP 1( ); l’ équation (3) se réduit à l’équation

(6) = L +
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où L = + + et les oṕerateurs sont d́efinis respectivement par:

=
=1

( )( ) ( P 1( ))

=
=1

( )( ) ( P 1( ))

= +1+ ( ) ( P 1( ))

Le Théor̀eme 1.1 ŕesulte de la proposition suivante:

Proposition 1.3. Si P satisfait à la condition (4), alors pour toute fonction
holomorphe au voisinage de l’origine deC C ; l’ équation (6) admet une unique
solution holomorphe au voisinage de l’origine deC C .

La résolution de l’́equation (6) revient̀a la recherche des points fixes de l’applica-
tion L + . Ceci nous emm̀ene à introduire un espace de Banach associé à une
certaine fonction majorante, oú on établira que cette application est strictement con-
tractante dans une boule de cet espace, afin d’appliquer le théor̀eme du point fixe de
Banach.

1.3. Espaces de Banach.Si R+ est une śerie entìere convergente
à coefficients positifs ou unls, donc une fonction majorante; rappelons [15] que le
sons-espace vectoriel fonctions holomorphes au voisinagede l’origine deC C :

C ; 0

est un espace de Banach pour la norme

min 0

En s’inspirant des śeries formelles introduites dans [10], ou considère la śerie formelle
( ) R+ définie par

( ) =
+

=0

( )

( )!

où est un entier 2 , =1+ + , = 1+ + , 0 et est la fonction
majorante d́efinie par:

( ) =
1

; 0
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La śerie ( ) converge, d’aprés les iǹegalit̀es de Cauchy, pour et
pour tout ]0 [, soit pour 1 + . Cette śerie est donc convergente

et il s’agit bien d’une fonction majorante. l’espace et la norme qui lui sont associés
seront not́es respectivement parC et .

NOTE. On notera toute constante qui ne dépend pas de .

On rappelle la proposition 3.1 de [14]:

Lemme 1.4. Pour tout 0 et tout N on a:

( )
!

( + )!
+ ( )

Preuve. On a 1 ( ), d’òu

( ) ( ) =
+ 1

+1 ( )

On rappelle le Lemme 1.5 et le Lemme 1.7 de [10] adaptés à la fonction majo-
rante ( ):

Lemme 1.5. Pour tout 0 1, on a:
1. ( ( + )) ( ) ( 1) ( ), pour tout 1.
2. 1 ( ( + )) ( ).

Preuve. 1. En posant = (1 !)( ( ( ))) et = !, la majoration
demand́ee s’́ecrit =0 ( 1) . On remarque que =0

=0 . D’aprés le Lemma 1.4 (pour = et = ( 1) N car
2 1), on obtient: ( )! ( 1) ( ( )!).

Vu que ( 1) 1 pour 0 1; on d́eduit que et par conséquent
on a =0 =0 .

On rappelle (proposition 6.1 de [2]), que si R+ vérifie 0 ( ) ( ),
alors on a

1
pour tout 1

En d́erivant cette formulèa l’ordre ( ), on trouve bien l’ińegalit́e voulue.
2. On a

1

( + )
= ( + ) =

+

=0

( )

!
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On utilise le Lemma 1.4, (pour = et = ( 1) ), on obtient

!
( 1)

( )! ( )!
car ( 1) 1 pour 0 1

D’où, 1 ( ( + )) +
=0 ( ( )!) = ( ).

Pour tout 0, on notera le polydisque ouvert centré à l’origine deC C

(7) = ( ) C C ; max
1

max
1

Soit 1 fixé:
Fixons 0 ]0 1] tel que les fonctions ( ) ( ) et soient holomorphes et

borńees, dans le polydisque 0, respectivement par:

1( 0) = max
1

sup
0

( ) ; 2( 0) = max
1

sup
0

( ) ;

3( 0) = max sup
0

D’aprés les iǹegalit̀es de Cauchy, on a pour tout 0 0;

pour ( , ) ; ( ) 3( 0)
( + )

(8)

pour ( , 1 ) ; ( )
1( 0)

( + )
(9)

pour ( , 1 ) ; ( )
2( 0)

( + )
(10)

On contr̂ole maintenant la norme deL dans l’espace de BanachC .

Proposition 1.6. L’opérateurL induit un endomorphisme continu de l’espace de
BanachC dont la norme est inférieure ouégale à pour tout ]0 0[, où
est une constante positive indépendante de .

Preuve. Soit ]0 0[ et soit C .
On a d’apŕes (5),

( P 1( ))( ) =
N

(0 )

P( ) !
( + )

Donc,

(11) ( P 1( ))( ) =
N

(0 )

P( ) !
( + )
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où ( + ) = ( + )! ( + )! si + et ( + ) = 0 sinon.
Or, ( ), donc

(0 ) ( ) =0

et comme

( ) =0 = !
+ ( )

( !)

alors

(12) (0 ) !
+ ( )

( !)

En reportant (12) dans (11), on obtient pour + :

(13) ( P 1( ))( )
N

!

P( ) !
( + )

+ ( )

( )!

—Majoration de la norme de l’oṕerateur :
Soient N et N tels que et .
On a 2 , on applique le Lemma 1.4, (pour = +

et = ), on obtient

+ ( )
( + )!

[ ( + )]!
( + ) ( )

Vu que + = +1 , alors en reportant la dernière majoration dans (13), on obtient

( P 1( ))( )

N

!

!

( + )! ( + )

( )! P( )

( +1 ) ( )

[ ( + 1 )]!

Comme pour + ; ( + ) = =1
1

=0 ( + ) ( + ) alors, en
utilisant (4) et sachant que ; il existe = ( ) 0 tel que

( + )!

( )!

( + )

P( )
( + )

( + )

0 max(1 )

On d́eduit que

( P 1( ))( )
N

!

!

( +1 ) ( )

[ ( + 1 )]!
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En posantN( ) = 1+ ( P 1( )), on obtient

(N( ) )( )
N

+1 !

!

( +1 ) ( )

[ ( + 1 )]!

=
N 1

1 !

( 1)!

( +1 ) ( )

( )!

Étant donńe que ! ! ! ! pour tour N tels que ; alors en
particulier on a

(14)
1 !

( 1)!

!

!
pour tour 1,

d’où,

(N( ) )( )
N 1

!
!

( )

( )!

= !
( )

( )!
N =

!

Or,

N =
!

= =1

!
=

!

d’où,

(N( ) )( )
( )

( )!

( )

En combinant cette majoration avec (8) et en utilisant le Lemma 1.5-1, on obtient

( (N( ) ))( )
+1

1
3( 0) + ( )

Ainsi, il existe une condtante 0 indépendante de telle que, pour tout 0

0 1;

( )( ) = ( (N( ) ))( )

+1

1
3( 0) + ( )
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Donc, l’oṕerateur induit bien une application linéaire continue deC dansC et

L C C

+

puisque 0 1, 0 et 2 .
—Majoration des normes des opérateurs et :

Soit N tel que . D’apŕes la majoration (13) ( = 0), on a

(15) ( P 1( ))( )
N

!

!

( + )

P( )

( )

( )!

D’une part, en appliquant le Lemma 1.4, (pour = et = ), on obtient

( )

( )!

( +1) ( )

[ ( + 1)]!

Vu (4) et comme , alors il existe = ( ) 0 tel que:

(16)
( + )

P( )

( + )

0 max(1 )

ainsi, d’apŕes (15) onécrit

( P 1( ))( )
N

!
!

( +1) ( )

[ ( + 1)]!

=
N =

=1

!
!

( +1) ( )

[ ( + 1)]!

=
N

( +1) ( )

[ ( + 1)]!

En combinant cette majoration avec (9), on obtient pour tout0 0 1;

=1

( )( ) ( P 1( ))( )

=1

1( 0)
( + )

N

( +1) ( )

[ ( + 1)]!

= 1( 0)
( + )

N

+1
( +1) ( )

[ ( + 1)]!

1( 0)
( + )

( )
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et d’apŕes le Lemma 1.5-1, il existe une constante 0 indépendante de telle que

( )( ) =
=1

( )( ) ( P 1( ))( )

1
1( 0) ( )

Donc, l’oṕerateur induit bien un endomorphisme continu de l’espaceC et

L C C

puisque 0 1 et 2 0.
D’autre part, en reportant (16) dans (15), on obtient:

( P 1( ))( )
N

!
!

( )

( )!

=
N

( )

( )!

= ( )

En combinant cette majoration avec (10) et en utilisant le Lemma 1.5-1, on obtient
pour tout ]0 0[;

=1

( )( ) ( P 1( ))( )

( ) 2( 0)
( + )

( )

2

1
2( 0) ( )

Ainsi, il existe une constante 0 indépendante de telle que

( )( ) =
=1

( )( ) ( P 1( ))( )

2

1
2( 0) ( )

Donc, est un oṕerateur lińeaire et continu deC dansC , de norme .
CommeL = + + , on d́eduit le ŕesultat voulu.
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1.4. Preuve de la Proposition 1.3. Supposons que la fonction est holomor-
phe et borńee dans 0. D’aprés les ińegalit́es de Cauchy, on a pour tout 0 0;

( + )
oú = sup

0

D’aprés le Lemma 1.5-2, on obtient pour tout ]00[; ( ) et donc
C .
On d́efinit l’application H : L + , on pose = 2 et on note (0 ) la

boule ferḿee de centre 0 et de rayon deC ; (0 ) = C ; .
D’aprés la Proposition 1.6,H C pour tout C et

H +

C H H

Pour tout 0 0 1 suffisemment petit pour que 1 2, on a pour tout
(0 );

H
1

2
+

1

2
=

et

(0 ); H H
1

2

Donc, pour tout 0 0 1 suffisemment petit;H( (0 )) (0 ) et H
est une contraction stricte de la boule (0 ) deC . D’aprés le th́eor̀eme du point
fixed de Banach;H admet un unique point fixe dansC , qui est donc une solution de
l’ équation (6) dansC . Cette solution est donc holomorphe au voisinage de l’origine
de C C , d’où le th́eor̀eme d’existence.

On a également l’unicit́e, en effet: si et sont deux fonctions holomorphes
au voisinage de l’origine deC C et solutions de l’́equation (6), alors d’aprés les
inégalit́es de Cauchy et le Lemma 1.5-2, (en raisonnant comme pour la fonction ),
on obtient: ( ) 1 ( ) et ( ) 2 ( ), pour tout 0 suff-
isemment petit, (òu 1 2 sont des constantes positives). En particulier, on peut choisir

]0 0[ tel que (pour = 1 2) et tel que 1 2, pour queH soit une
contraction stricte de la boule (0 ) deC . et sont donc deux points fixes de
H et ceci prouve que = .

On d́eduit alors l’existence et l’unicité d’une solution holomorphe au voisinage de
l’origine de C C .
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2. Solution holomorphe globale

2.1. Formulation du problème et ŕesultat. Dans cette partie, on considère les
mêmes notations de la Section 1.1 et on suppose que l’opérateur diff́erentiel ( )
est à coefficients constants, on note

( ) =

où , pour , sont des nombres complexes avec = 0. et sont tou-
jours deux multi-indices deN donńes tels que: il existe 1 avec 1,
(donc 1) et .

On consid̀ere le probl̀eme de Goursat:

(17)
( ) ( ) = +1+ ( ) ( ) + ( )

( ) ( ) = O( )

où ( ) C C .
( ) est donc une partie principale Fuchsienne d’order et de poids .

On suppose que les coefficients vérifient l’hypoth̀ese suivante:

(18)
• pour + ; est une fonction holomorphe dansC C

• pour + = ; est un polyn̂ome en de degrè , dont les
coefficients sont des fonctions holomorphes dansC .

On associèa l’opérateur ( ) son polyn̂ome caract́eristique

P( ) = ( )

De même en notant = (1 1 ), on obtient la relation

( ) = = P( )

Nous ferons l’hypoth̀ese suivante:

(19) 0 0; N P( ) 0 max(1 +1)

on obtient alors le th́eor̀eme suivant:

Théorème 2.7. Pour toutes fonctions et holomorphes dansC C ; le
problème de Goursta(17) admet une unique solution holomorphe dansC C .
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2.2. Ŕeduction du problème. On proc̀ede de la m̂eme manìere que dans le
paragraphe 1.2, en cherchant une solution du problème (17) sous la forme ( ) +

( ) et en utilisant la relation: ( )( ) =P( )( ) = P( + ) ;
alors le probl̀eme (17) se ŕeduit à la seuleéquation

(20) P( ) = +1+ ( ) ( ) +

où les coefficients ne changent pas et vérifient toujours l’hypoth̀ese (18), est
une fonction holomorphe dansC C et, P( ) est une partie principale Fuchsienne
d’ordre et de poids nul qui v́erifie d’apŕes (19):

(21) P( ) 0 max(1 +1) pour tour N

On peut étendre la preuve de Lemme 1.2à la classe de fonctions holomorphes
dansC C , on obtient

Lemme 2.8. L’opérateurP( ) est un automorphisme de l’espace vectoriel des
fonctions holomorphes dansC C . Son inverseP 1 est d́efini par (5).

En remplaçant parP 1( ) dans l’́equation (20), elle serait́equivalenceà
l’ équation ŕeduite:

(22) =F = H +

où H est l’oṕerateur lińeaire d́efini par

(23) H = +1+ ( ) ( P 1( ))

Le théor̀eme 2.7 d́ecoule de la proposition suivante:

Proposition 2.9. Pour toute fonction holomorphe dansC C ; l’ équation(22)
admet une unique solution holomorphe dansC C .

Comme dans la première partie, la preuve de cette proposition repose sur le théor̀eme
du point fixe dans un espace de Banach associé à une fonction majorante.

2.3. Espaces de Banach.Étant donńe 0, on consid̀ere une fonction majo-
rante de la forme ( ) òu ( ) R+ , est un param̀etre 0,

= 1 + + et = 1 + + . Étant donńe toujours l’entier 2 et
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= 1 0, on pose:

(24) = ( ) =
+

=0

( ) ( )
( )

( )!

où est la fonction majorante introduite dans [7],

( ) =
1

La śerie formelle ( ) converge, d’aprés les ińegalit́es de Cauchy, pour
( ) et pour tour ]0 [. Soit pour ( ) ( 1 )+
, donc pour 1 + , (car = 1).
La śerie formelle (24) est donc bien de la forme voulue et cette série entìere est

convergente. On lui associe l’espace de Banach (voir [15]),not́e

C ( ) = C ; 0

où est le polydisque ouvert deC C défini par (7). La plus petite constante
0 telle que est une norme de l’espace de BanachC ( ) qu’on

note .
Une fonction qui appartient̀a l’espaceC ( ) est donc holomorphe dans .

NOTE. On notera toute constante qui ne dépend pas des paramètres et .

On rappelle le Lemma 1.4, le Lemma 1.5 et le Lemma 1.7 de [10] enles adaptant
à la fonction majorante et̀a la śerie formelle :

Lemme 2.10. Pour tout 0, on a:
1. + , pour tout N,
2. ! ( + )!( ) + , pour tout N,
3. ( ( + )) ( ) ( ( 1)) ( ), pour tout 1,
4. 1 ( ( + )) ( ).

Quant au second membre , nous utiliserons le

Lemme 2.11. Soit une fonction holomorphe dansC C ; alors pour tout
0 fixé et 0, on a C ( ) et ( ), où ( ) = sup .

Preuve. Soit 0 fix́e. Soient une fonction holomorphe dansC C et
0. D’apŕes les iǹegalit̀es de Cauchy, on a:

( ) ( )
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= ( )

( )
( + )

= ( ) ( )
1

( + )

En appliquant le Lemme 2.10-4, on déduit que ( ) ( ) ( ) ( ).
Donc, C ( ) et ( ) ( ).

On contr̂ole maintenant la norme deF dans l’espace de BanachC ( ).
Soient 1 et 1 fix́es:
Consid̀erons 1 et soit ( ) N N .

• Pour + = , d’apŕes (18) onécrit ( ) = ( ) , òu
est holomorphe dansC . On note = C ; max1 et on pose:

( ) = max( ) E sup , òu

E = ( ) N N N ; + =

D’aprés les ińegalit́es de Cauchy, on a

( ) = ( )

et

( )

On obtient donc

= ( )

( ) ( ) +

( + )

(25)

• Pour + , on pose: ( ) = max+ sup . D’apŕes les

inégalit́es de Cauchy, on obtient

(26) ( ) ( )
( + )

Proposition 2.12. L’opérateurH, défini par (23), induit un endomorphisme con-
tinu de l’espace de BanachC ( ) dont la norme est majorée par 1 ( ) + ,
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où est une constante positive indépendante de et de et, ( ) est une con-
stante qui ne d́epend que des bornes supérieures des fonctions et , respec-
tivent dans et .

Preuve. Soit C ( ). On a, (formule (11)),

( P 1( ))( ) =
N

(0 )

P( ) !
( + )

et la majoration

(0 ) ( ) =0

Comme on peut́ecrire la śerie (24) sous la forme

( ) =
N =

!
!( )

( )

( )!

alors

( ) =0 = + !( )
+ ( )

( )!

on d́eduit que

(0 ) + !( )
+ ( )

( )!

et donc, pour + :

( P 1( ))( )

N
!

!( )
( + )

P( )

+ ( )

( )!

(27)

—1er cas: + = .

On applique le Lemme 2.10-1, (pour = + et = 1), on obtient

+ + +1

On a = 2 , d’òu ( + 1) N, alors en
appliquant le Lemme 2.10-2, (pour = + + 1 et = ( + 1)), on obtient

+ +1 ( ) 1 ( + + 1)!

[ ( + )]!
( + )
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Sachant que + = +1 , alors en combinant ces deux dernières majorations on
obtient:

+ ( + + 1)!( ) 1
( +1 )

[ ( + 1 )]!

Ainsi, en posantN( ) = 1+ ( P 1( )), on obtient

(N( ) )( )

N

+1

!
!( )( + 1) ( + + 1)! ( + )

( )! P( )

( +1 ) ( )

[ ( + 1 )]!

En utilisant (21) et comme + = ; alors il existe = ( ) 0 tel que

( + + 1)!

( )!

( + )

P( )
( + + 1) +1 ( + )

0 max(1 +1)

d’où,

(N( ) )( )
N

+1

!
!( )( + 1)

( +1 ) ( )

[ ( + 1 )]!

Comme = 1, alors

+ = ( + ) + ( ) = ( +1 ) +

on en d́eduit que

(N( ) )( ) 1 1

N

( ) +1

!
!( ) +1

( +1 ) ( )

[ ( + 1 )]!

En faisant un changement de variables et en utilisant (14), on obtient

N

( ) +1

!
!( ) +1

( +1 ) ( )

[ ( + 1 )]!

=
N 1

( )

( 1)!
1 !( )

( )

( )!

N 1

( )

!
!( )

( )

( )!
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et comme
N = ( ) ! = =1 ! = ( ) !, on déduit que

N

( ) +1

!
!( ) +1

( +1 ) ( )

[ ( + 1 )]!

( ) ( )
( )

( )!
( )

(28)

Donc,

(N( ) )( ) 1 1 ( )

En combinant cette majoration avec (25) et en utilisant le Lemme 2.10-3, on obtient

=

+1+ ( ( P 1( ))( )

1 ( )
+ +1

1
( ) E

( + + 1) ( )

Comme 1, il existe une constante 0 indépendante de et de telle que

=

+1+ ( ( P 1( ))( )

+ +1

1
1 ( ) + ( )

(29)

—2éme cas: + .

On applique le Lemme 2.10-1, (pour = + et = ( + )), on
obtient

+ +( )

On a 2 , alors ( ) N. En appliquant
le Lemme 2.10-2, (pour = + ( ) et = ( )), on obtient

+( ) ( ) ( ) ( + ( ))!

[ ( + )]!
( + )

on en d́eduit que

+ ( + ( ))!( ) ( )
( +1 )

[ ( + 1 )]!
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En reportant cette majoration dans (27), on obtient

(N( ) )( )

N

+1

!
!( )( + ( )) ( + ( ))! ( + )

( )! P( )

( +1 ) ( )

[ ( + 1 )]!

Comme pour + , on a

( + ( ))!

( )!

( + )

P( )
( + )( ) ( + )

0 max(1 +1)

alors

(N( ) )( )

N

+ +1

!
!( )( + ( ))

( +1 ) ( )

[ ( + 1 )]!

Sachant que + = ( +1 ) + , on obtient

(N( ) )( )

( ) ( )

N

( ) +1

!
!( )( ( +1 ))

( +1 ) ( )

[ ( + 1 )]!

et en utilisant (28), on obtient

(N( ) )( ) ( ) ( ) ( )

Comme + et 1, alors ( ) 1 et puisque 1, alors

(N( ) )( ) 1 ( )

En combinant cette majoration avec (26) et en utilisant le Lemme 2.10-3, on d́eduit
qu’il existe une constante 0 indépendante de et de telle que

+1+ ( ( P 1( )))( )

+1

1
1 ( ) + ( )

(30)

En consid̀erant ( ) = max( ( ) ( )), deśequations (29) et (30), on déduit
le résultat voulu.
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2.4. Preuve de la Proposition 2.9. Soit 1. D’apŕes la Proposition 2.12,
H C ( ) pour tout C ( ). On choisit 1 tel que la norme deH dans
l’espaceL(C ( ) C ( )) soit 1 2.

D’aprés le Lemme 2.11, on a C ( ) et ( ). Vu (22), on a
F C ( ) pour tout C ( ).

On pose 0 = 2 et on note (0 ) la boule ferḿee de centre 0 et de rayon
de l’espaceC ( ), où 0; (0 ) = C ( ) ; . On a alors pour
tout (0 ):

F H +
2

+
2

et

F F
1

2

Donc, F( (0 )) (0 ) et F est une contraction stricte de la boule (0 ) de
C ( ) pour tout 0. D’aprés le th́eor̀eme du point fixe,F admet un unique
point fixe dansC ( ), qui est une solution de l’équation (22) dansC ( ). Cette
solution est donc holomorphe dans . Quantà l’unicité, si et sont deux fonc-
tions holomorphes dans et solutions de l’équation (22); des ińegalit́es de Cauchy
et du Lemme 2.11, on obtient appartiennentà C ( ) pour tout 0 . Soit

max( 0 ); alors (0 ) C ( ) pour tout 0 . Donc,
pour 1 assez grand pour queF soit une contraction stricte de la boule (0 ) de
C ( ) pour tout 0 ; et seront deux points fixes deF dansC ( ). On
déduit que = dans , pour tout 0 . Comme est connexe, alors par
prolongement analytique on déduit que = dans . Ainsi, l’équation (22) admet
une unique solution holomorphe dans , pour tout 1.

Si = 1, est donc l’unique solution de l’équation (22) holomorphe dans1.
Soit 1, la fonction est holomorphe dans et donc dans1 et par unicit́e
de la solution de l’́equation (22), on en déduit que = pour tout 1. Donc,
est holomorphe dans et par suite est l’unique solution holomorphe de l’́equation
(22) dansC C .
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