
UBER DEN BIZYKLISCHEN BIQUADRATISCHEN

ZAHLKORPER

TOMIO KUBOTA

Unter einem bizyklischen biquadratischen Zahlkorper verstehen wir einen

absolut abelschen Zahlkorper vierten Grades, der von zwei verschiedenen quad-

ratischen Zahlkorpern zusammengesetzt wird. Wir behandeln im folgenden

die Einheiten- und Idealklassengruppe dieses Korpers, indem wir die Ergebnisse

von [6] und [7] weiterfϋhren.

Es sei K ein bizyklischer biquadratischer Zahlkorper mit den drei quadra-

tischen Teilkorpern kίt k> und ks. Als die Struktur der Einheitengruppe vom

reellen K sind dann nach [7] die sieben Typen moglich. 1st namlich e/ die

Grundeinheit von ki (i - 1, 2 und 3), so besitzt K als ein System der Grundein-

heiten irgendeines aus den folgenden: i) ei, e2, e3 ii) Vei, e2, ε3 iii) Vei,

Vε2, ε.3 iv) Vεi£2, ε2, ε3 \ v) Veiε2, Vε3, ε2 vi) Vεiε2, Vε2£3, S^-ι\ vii) Vei^εβ,

e2, ε3. Wir stellen in § 3 fest, zusammen mit dem entsprechenden Resultate

fiir den imaginaren if, dass es unendlich viele zu jedem genannten Typus

gehorende K gibt.

Nun sei α, ein Ideal von ki, ί)/ die Idealklassengruppe von fc und ξ> die

Idealklassengruppe von ϋC. Bezeichnet; man dann mit α! x α2 x α3 ein Element

des direkten Produktes der drei Idealgruppen von ku fe und fe, so entsteht

aus der Zuordnung π.ιXQ2xo3->αiθ2α3 ein Homomorphismus von ϊ)iXί)2Xί)3 auf

eine Untergruppe ξ>o von §. Wahrend wir in § 4 den Kern ί)0 dieses Homo-

morphismus und die Faktorgruppe £>/©o bestimmen, erkennt man insbesondere,

dass die beiden Gruppen f)0, §/§o Gruppen vom Typus (2, 2,. . . ) sind, und

dass ihre Ordnungen explizite ausgedrϋckt werden konnen, Dadurch erhalt

man sogleich einen klassenkorpertheoretischen Beweis des von Herglotz ver-

allgemeinerten Dirichletschen Satzes, der einmal in [6] zuerst erbracht worden

ist.

Beilaufig ermoglichen unsere Resultate die Klassenzahl und ein System der
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Grundeinheiten von K ganz leicht aus denen von ki zu berechnen, was in §5

durch einige Beispiele erklart wird.

Im folgenden wird der rationale Zahlkδrper mit P und die absolute

Norm NQ/P bzw. die absolute Spur SQ/P mit JVu bzw. SΩ bezeichnet. Uberdies

nehmen wir die Hassesche vereinfachte Bezeichnungsart von Gruppen an, die

ein allgemeines Element einer Gruppe gleichzeitig die Gruppe selbst darstellen

lasst.

§1. Hilfssatze

HILFSSATZ 1. Eine Einheit -η eines quadratischen Zahlk'όrpers k hat dann

und nur dann eine Darstellung y — — (pG^, r ε P ) , wenn NkV = 1 ist. Dabei

ist notwendig (p) ein ambiges Hauptideal von k/P.

Beweis. Ist NkV = 1, so -gilt nach Hubert -η = pι~s mit p £ ^ , wo s der von

1 verschiedene Automorphismus von k/P ist. Also ist -η - -^— Umgekehrt

folgt aus "η-^— ersichtlich Nuri-l. Dass dabei (p) ein ambiges Hauptideal

von k/P ist, ergibt sich sofort aus (p) 2 = (r). Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Wir setzen hier die folgenden Bezeichnungen fest.

K

Oi

Si

bizyklischer biquadratischer Zahlkδrper.

quadratischer Teilkorper von K {i—l, 2 oder 3).

der Automorphismus Φ1 von K/ki.

der Automorphismus =¥ 1 von ki/ P.

die Grundeinheit von ki, wenn nur ki reel! ist.

die Einheitengruppe von ki.

die Gruppe aller η G e/ mit Nkrη = 1.

die Einheitengruppe von K.

Andererseits definieren wir die Zahl κ(K) durch

ί l, wenn K reell und Nkxε\ = Λ^2e2 = Nk$ε3 = - 1 ist.

0, sonst.

Falls weiter K reell ist, so bezeichnen wir mit e* die Gruppe, welche aus

alien totalpositiven und totalnegativen Elementen von eie2e3 besteht.. Falls

dagegen K imaginar ist, so setzen wir e* = efeίe?.

Aus diesen Deίinitionen folgt ohne weiteres der
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HILFSSATZ 2. 1st κ(ϋΓ)=0, so ist e* = efe2

+e*. Ist dagegen « ( ϋ θ = l , so

e* aus efefef und εiε2ε3 erzeugt. Ferner gilt immer

(e 1e 2e 3:e*)=2-* (* )Π(e ί :ef).

HILFSSATZ 3. Es set K reell und κ(K) - 1. Setzt man dann -η = εiε2ε3, so

ist Pi^Jv )lP eine abelsche Erweiterung vom Typus (2, 2,. . . ) . Ist ferner k(

ein beliebiger Zahlkorper mit den Eigenschaften K Γ\ k1 = P und V^G K1 = Kkf,

so ist NκΊk'jy~ = - 1.

Beweis. Da

alle Konjugierte von 77 sind, hat jedes Konjugierte von yj-η entweder die Form

± >l'η oder die Form ± -7= (ί = l, 2 oder 3). Andererseits ist K ersichtlich in

P( VT? ) enthalten, und ein durch V?? -> ± T ^ bestimmter Automorphismus von

induziert in ϋC den Automorphismus ai. Also ist P(V ?̂ )/P galoissch,

und jeder Automorphismus ( # 1 ) von Pisly )/P hat die Ordnung 2. Darnit ist

die erste Behauptung bewiesen. Betreffs der zweiten Behauptung, bedeute

aι (/ = 1, 2 und 3) der Automorphismus von K'/kf, welcher a"1'= aa* fur jede

cc&L K erf iillt. Ist dann

VP*' = ( - lY^-f VP 2 ' - ( - 1 ) V 2 ^ U , 2̂ ganz rational),

so ist

V ^ = v f σi'σϊ' = ( - D V i — ( - i ) V 2 ^ = ( - i r i + V 2 + 1~r
εi ε 2 V̂ ?

Also ist

w.z.b.w.

HILFSSATZ 4. ϋ?/n£ Einheit -η von K hat dann und nur dann eine Darstel-
2

lung η = -~- ( ρ £ i Γ , r £ P ) , eί g/ί/i 77 z^ e* gehort. Insbesondere gilt e* D ± e2.

Es sei 7? - -p- (p e iΓ, r G P). Da dann (p)σ*' - (p) (t = 1, 2 und 3)
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ist, gehort -ηi = — κ l k i ( ) zu e, , und, falls K imaginar und fc reell ist, so ist

NkiVi = 1. Ferner gilt -η = y}iy)2fifs\ und fiir reellen A ist ?? der Form nach

entweder totalpositiv oder totalnegativ. Daher ist rj e e*. Es sei umgekehrt
2

Ί] G e*. Dann folgt aus Hilfssatz 1, dass η sicher eine Darstellung η = —

(p e /C r1 G P) hat, wenn nur T? G efeίe* ist. Fur die Vollendung des Beweises

ist mithin hinreichend nur noch zu bestatigen, dass, im Falle von /r(2D=l,
2

auch εiε2ε3 sich in der Form -• — ipE:K, r e P) darstellen lasst. Nun sei

7? = eiε2ε3, Nk£i = Nk&-Nk&~ - 1, und T? sei in /ί" keine Quadratzahl. Dann

folgt aus Hilfssatz 3, dass es eine r E P mit K(y/η ) -K(\lr ) gibt. Da dann
2

p = y/rv zu A' gehort, ist η = -----, w.z.b.w.

HiLFssATz 5. ^ 5 s^/ |0 eine Zahl von K. Gilt dann --•-

r'Ez.P, r/jEief, -η EΞ e, so ##£ p — pip2pzyjt wo pϊ£zki eine erzeugende Zahl eines

ambigen Hauptideals von kjP ist. Gilt umgekehrt p-p\Q2pzf} (τ?€Ξe)

zsί (|0,) «'w anώiges Hauptideal von ki/P, so gilt -— =-τίί7j'ir^η2 mit ΎELP, 7?/G=eΓ.

2 2

Beweis. Aus -—-yiwfoy2 (r/ι ε e f ) folgt nach Hilfssatz 1, dass •--=

.PλPs.Pλ.γf ( r ' G P , p'i&ki) gilt, wobei (pj) ein ambiges Hauptideal von fe/P
T - - IT

ist. Da dann —,- in A" eine Quadratzahl ist, gehort l/ -^ zu irgendeinem fe.

Daraus folgt die erste Behauptung1'. Ist umgekehrt p = βipzβsv und (p/) ein

ambiges Hauptideal von kjP, so ist ΊH — -^ί-- — eine Einheit von ef. Daraus

ergibt sich die zweite Behauptung.

HILFSSATZ 6. Es bedeute p eine Zahl von K, fur die ( p ) 2 = (r) irE: P) gilt.

Ferner bedeute pQ eine Zahl mit plEΞ P von K und pi eine Zahl von kit ivelche

ein ambiges Hauptideal (pi) von hiP erzeugt. Dann entsteht aus der Zuord-

nung p-> ^ der ΐsornorphismus

Hierbei wird die Untergruppe ipi) (pi) (p3) der Gruppe e*e*e*e 2 zugeordnet.

1 1 W i e m a n l e i c h t n a c h N o r m b i l d u n g in b e z u g auf K/kι e i n s e h e n k a n n , f o l g t d i e

A m b i g k e i t v o n (n,) n o t w e n d i g a u s ( p ) 2 = ( r ) , (p) = (pi) {02)
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Beiveis. 1st •-—= ±τf (τ?€Ξe), so ist (?-)= ±r. Also ist (p) = (po) mit

Po = V±/. Folglich ergeben sich alle Behauptungen aus Hilfssatz 4 und Hilfs-

satz 5.

HILFSSATZ 7. /si 77 £/?2£ Einheit von K, so gehδrt rf dann und nur dann

zu eΐeΐeΐ, ivenn Nκy = 1 wί. /si insbesondere ιc(K)=0, so ist Nisi — l fur

jede Einheit η von K.

Beweis. Da -η2 - Nκ/kLψNκfk2 q (Nκik3 η)~Sa ist, folgt / e ei*e2*e3

+ aus Nκη - 1.

Ist umgekehrt rf = 7?i7?2>73 (τ?ί £ ef), so ist wie oben ηiη£ηz = Nκikfl Nκik{ηΛNK!k{ηYs'.

Nach Normbildung in bezug auf K/ki ist also yl ^(NK/ktf)2, namlich

= 1.

§ 2. Bemerkungen iiber den quadratischen Zahlkorper

Es sei k ein quadratischen Zahlkorper und 7? eine Einheit von k mit iV&>7 = 1.

Dann ist nach Hubert 'q — pι~s (ρ€Ξ&), wo s der von 1 verschiedene Automor-

phismus von k/P ist.2; Diese Zahl p kδnnen wir dadurch eindeutig normieren,

dass p ganz ist und durch keine rationale Primzahl teilbar ist. Die Norm Nup

der so normierten Zahl p wird im folgenden mit δkiy) bezeichnet.

Wir setzen hier noch die folgenden Bezeichnungen fest.

Es sei Ω ein Zahlkorper und es seien ay b Zahlen von Ω. Dann driicken

wir mit

aus, dass -~- in Ω eine ra-te Potenz ist. Ist speziell Ω = P, so schreiben wir

einfach

Dann gilt ersichtlich der

HILFSSATZ 8. Es sei k ein quadratischer Zahlkorper und -η eine Einheit

von k mitNky-l. Dann ist δkiy) eine fur -η eindeutig bestimmtc quadratfreie

game rationale Zahl, die die Norm in bezug auf k/P einer ganzen Zahl von

2) Vgl. den Beweis von Hilfssatz 1.
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k ist, und die in der Diskriminante von k anfgeht.3) Ferner ist ηψ

und fur ztvei Einheiten η, rf von k gilt δk(yy') = δk(y)δk(y').

HILFSSATZ 9. Es sei Δ eine quadrat/reie positive ganze rationale Zahl und

k^ P{\!~Δ) ein reeller quadratischer Zahlkόrper. Wenn dann Nkε = l fur die

Grundeinheit ε von k gilt, so ist δk(ε) we der mit 1 noch mit Δ identisch.

Beiυeis. Ware δk(e) = Δ, so gabe es eine ganze Zahl p von k mit Nkp = Δ,

so dass η = ----- eine Einheit von k mif Nwη = - 1 sein wίirde, was unmoglich

ist. Ware andererseits δk(ε) = 1, so gehδrte zu k eine Einheit -η mit e =• r}X~s = η2

{s der Automorphismus = 1̂ von k/P), was wieder unmoglich ist.

HILFSSATZ 10. k sei ein reeller quadratischer Zahlkorper mit der Grund-

einheit ε, und ε* bedeute ε older ε2, je nachdem Nkε — 1 oder — 1 ist. Ferner

seien

Xy Xi, X2 Primzahlen = 1 (mod. 4),

y> yι* yi Primzahlen = - 1 (mod. 4).

Setzt mann dann δ = δk(ε*), so erhalten wir die folgenden Resultate:

i) 3-1 (*) fur k = P(^Y), fur P(V^) und fur

ii) δψ2 (k) fur k = P(y/J) und fur P(yJΎy).

in) δψyi (k) fur k =

iv) δ = x fur k = PUxy) mit(

v) δ~2 x (k) fur k = P(>Jxy) mit (^~) = (—) = - 1 .
^ \ X / ^ X '

vi) δ=yiy2 fur k = PUxyΓyϊ) mit (^-) = (^-)= - 1 .

Beweis. Bekanntlich ist Nkε= — 1 im Falle i), und in alien anderen Fallen

ist Nkε = 1. Sogar gilt im Falle iv)

/ 2, xy \ = (y±xj\ = / 2_?,__̂ \ = /_2^_J^\ = I xy, xy \ = (2x_y2jcy_\ = _ 1

im Falle v)

/ %_χ_y\ = / y, ^ ^ λ = / ̂ > xy \ = / Λrjv,. ^ Λ = (Ά_^i__ίZΛ = _ {

3> Vgl. Hilfssatz 1.
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und im Falle vi)

fχ,xyLy2\ = ί yu xyφ \ = (y^ χy^2)

= /xyu χyiy*\ = (χjj^χj±yi) = (χyΦ>._χΣΦ) = _ ι

Aus diesen und aus den in Hilfssatz 8 und Hilfssatz 9 ausgesprochenen Eigen-

schaften von δ folgen nun alle Behauptungen.

Es sei -η eine Einheit mit Nkv - 1 eines quadratischen Zahlkorpers k. Dann

wird δkiy) als der quadratfreie Kern von JVjΛ̂  + l) leicht aus -η berechnet.

Unterstehend ist die Tafel von δ = δk(e) (ε die Grundeinheit von k) fur alle

W mit Me = 1, 0<J<100.

Δ 3, 6, 7, 11, 14, 15, 19, 21, 22, 23, 30

6 ! 6, 3, 2, 22, 2, 10, 38, 7, 11, 2, 6
I

A j 31, 33, 34, 35, 38, 39, 42, 43, 46, 47, 51

ό 2, 3, 2, 14, 19, 13, 7, 86, 2, 2, 102

J I 55, 57, 59, 62, 66, 67, 69, 70, 71, 77, 78

ό I 5, 19, 118, 2, 33, 134, 3, 14, 2, 11, 3

J 79, 83, 86, 87, 91, 93, 94, 95

ό 2, 166, 43, 58, 14, 31, 2. 5

§ 3. Einheiten des bizyklischen biquadratischen Zahlkropers.

HILFSSATZ ll. ^5 sei K ein bizyklischer biquadratischer Zahlkorper und rn

eine Einheit in e/ U = l, 2 oder 3). Dann gehorί ^ = ̂ ^2^3 dann und nur

dann zu e2, wenn

7? gehόrt dann und nur dann zu elelel, wenn zudem

gilt

Beweis. Nach Hilfssatz 8 ist ^(^1)^3(72)^3(^3) = 1 (K) gleichbedeutend

mit 7; 6 e2. Ist nun rj - rji-q-zyz G e?e]eL so ergibt sich nach Normbildung in

bezug auf K/ki, dass rti e -e] und folglich δkt{ ηi) = ± 1 (fc) ist. Nimmt man
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umgekehrt δkι(yi)δki(y2)δki(y3) ψl (K) und δki(vi)ψ=tl (ki) an, so ist nach

Hilfssatz 8 ^, G ± e/ und daher r / = τ f i ^ G ieie^eL Da nach der Annahme

s'η G K ist, muss es notwendig η e e?ele3 sein, w.z.b.w.

Es sei wieder ^, EΞ ef U = l, 2 und 3). Dann bildet die Gesamtheit

aller Beziehungen ^ d j i l ^ ^ t ^ l ^ f c Λ s l ^ ϊ l (ϋθ (w ganz rational) eine

Gruppe, wenn man die Beziehung fo^i)7"1^1 & 2(^)m 2 + m 2 ^ 3 ( ^ ) m 3 f m 3 γ l (K)

als das Produkt zweier Beziehungen fo^i)"11^!^)^^!^)^!! (K) und

^ ^ l l ^ y ^ l ^ f c Λ s l ^ f l (#) ansieht. Diese Gruppe wird im folgenden

mit Ό(r/U -η2i 7/3) bezeichnet. Die Zahl δki(y}i)mi U = l , 2 und 3) heisst "trivial,"

wenn δki(vi)miγ ± 1 (ki) ist, und die Beziehung δkL(vi)miδk2(V2)m2δk3(v^)m3 f 1 (Λ")

selbst heisst "trivial," wenn jede δki(ηi)mi "trivial" ist. Die Gesamtheit aller

"trivialer" Beziehungen bildet dann eine Untergruppe von D(τ?i, η2i τ?3), die im

folgenden mit D0(^i, τ)2, yz) bezeichnet wird.

SATZ 1.4> ES sei K ein reeller bizykUscher biquadratischer Zahlkόrper mit

den drei quadratischen Teilk'όrpern ku k2 und kz. Ist dayin ε* die Grundeinheit

von ki, so besitzt K als ein System der Grundeinheiten irgendeines aus den

folgenden:

ί ) 6i, ε2, ε3

i i) Vsi, ε2, ε3

iii) V'ei, VεjΓ, ε3

Fur jede in Wurzelzeichen auftretende ε, ist

NkiSi — 1.

i v ) Vεiε2 , ε2, e?.

v ) Vei£2, Vεa, ε2

vi) Veiε2, \le2ε3t

viii) Veie^s, e2, ε3

Vεiε 2 e 3 , ε2, ε3 mit Nkfr = Nk2ε2 = Nk& = — 1.

uberdies unendlich viele zu jedem Typus gehδrende K.

Beweis. Es sei &, = P(V^ί ) mit einer quadratfreien ganzen rationalen Zahl

J, U = l, 2 oder 3), ef bedeute ε* oder e/, je nachdem AΓ̂ εz = l oder - 1 ist,

und es sei & = tffc(ef). 1st dann erstens JC(HQ=O, so folgt aus Kilfssatz 2,

Hilfssatz 4 und Hilfssatz 11, dass die Zuordnung

4 ) Vgl. [7], Satz 11.
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einen Isomorphismus

e/eie2e3^D(e?\ ε2*, ε.?)/D0(εf, ε2*, ε3*)

liefert. In diesem Falle ist aber das gleichzeitige Bestehen der nicht "trivialen"

Beziehungen

δι τ 1 (K)y δ2 Ί 1 (K), δ* = 1 (K)

unmδglich. Ware namlich dies der Fall, so kame, nach Hilfssatz 8 und Hilfs-

satz 9, [2, Δ{] I [2, Δj] fίir jedes i, j (i, j = 1,2 oder 3) vor, wo durch die eckige

Klammer das kleinste gemeinsame Vielfache gemeint wird. Folglich ergabe

sich Δi I 2 fur jedes /, was fur rellen K unmδglich ist.5) Als das Vertreter-

system von D(e*, £2̂ , e3*)/D0(ef, ε2*, ε3*) wird also irgendeines aus den folgenden

angenommen.

i)

ii)

iii)

iv)

v)

vi)

viii)

6)

keine

$1 y

δiΊ

διδ2

δ,δ2

δ,δ2

δiδ2

1

1

=

^3

nicht-" triviale " Beziehung.

(K)

(K), δ2 ~ 1
1 ( Tf\1 V J\ )

l (K), δs τ

1 ( i f) , <?2S3

l (if)

(ΛΓ)

•1 (K)

¥ 1 (if)

In jeder Beziehung ist jedes auftre-

tende δi nicht "trivial."

Der im Satz ausgesprochene Typus der Einheiten von K wird dann eindeutig

durch die entsprechende Beziehung zwischen δi bestimmt. Dass es unendlich

viele zu jedem Typus gehδrende K gibt, erkennt man sogleich folgenderweise,

indem man Hilfssatz 10 gebraucht.

2 γ 2 # 2 (fe),

V X I \ X I X2 I \X2) \ X2

ii) Δi = xy, Δ2 = 3̂ , J 3 = ΛT

5 ) Vgl. [ 7 ] , S. 397.
6 ) Zwei Beziehungen, die voneinander nur durch eine Permutation der Indices i ver-

schieden sind, sind hierbei als gleich an^useheπ.
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iii) Jι=y, Δo = 2y, J 3 = 2

δί = 2 (Ai), δ2 r 2 (A2), <53 ¥ 1 (fa)

iv) Jι = xy9 A-y, J 3 = ΛΓ

ίi =f= 2 * (AI), fey2 (A2), A T 1 (A3),

V) A=JVl, ^ 2 = ^ 2 , ^3 =^3^2

5i = 2 ( * t ) , 5 2 = 2 (A 2 ), <53 = :Vi (A3)

Vl) Jl=>Ί^2, ^2=^2^3, ^3=^3^1

A f ^ l (*1>> &==^2 (A2), 5 3 = > (A3)

viii) Ji = ^^1^2, A =yu Δ* - xy2

fe = 2 (fe), δ3-2ΛΓ (A8),

x, Xi, Xi Primzahlen = 1 (mod. <

y, yι, yi Primzahlen = - 1 (mod. <

Ist zweitens κ(K) = 1, so folgt aus Hilfssatz 2 und Hilfssatz 4, dass entweder

εi» £2, εs oder Vεie2ε3, ε2, ε3 ein System der Grundeinheiten von if ist. Nach

Hilfssatz 6 gehδrt nun y/eie2s3 dann und nur dann zu K, wenn es keine Zahl

P&LK gibt, die zwar ( p ) 2 = ( r ) ( r £ P ) , aber nimmer (p) = (pA) (p2) (̂ 3) (p/eA)

erflillt. Es sei J I = ΛΓI, J 2 = ΛΓ2, Δ% —X\%Ί mit (—~J = —1 (xi, X2 Primzahlen = 1

(mod. 4)). Dann ist bekanntlich /c(jfiΓ) = 1 und es gibt keine p mit den frag-

lichen Eigenschaften. Daraus ergibt sich die Existenz unendlich vieler zum

Typus vii2) gehorender Korper K. Der Satz ist somit vollstandig bewiesen.

SATZ 2.7) Es sei K ein imaginάrer bizyklischer biquadratischer Zahlkόrper

mit dem reellen quadratischen Teilkόrper kι und mit den imaginάren quadra-

tischen Teilkϋrpern k2 und fa. Bezeichnet man dann mit εi die Grundeinheit

von Ai, so ist entweder εi oder Vc Vή eine Grundeinheit von K, wo C eine

Einheitswurzel mit der Eigenschaft Vc $ K von K ist. Es gibt uberdies

unendlich viele zu jedem Typus gehorende K.

Beweis. Es sei ki^Pi^Δi ), di = 8kl(e*), wie beim Beweis von Satz 1, und

C, {i — 2 oder 3) bedeute eine erzeugende Einheitswurzel von ef. Setzt man

71 Vgl. [7], Satz 12.
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dann ^2 = ^,(C2), 53 = fe3(C3), so liefert, nach Hilfssatz 2, Hilfssatz 4 und Hilfs"

satz 11, die Zuordnung

± VεF^f 2 Φ—> δ?1 of2 δψ3 = 1 (K)

einen Isomorphismus

e/eie.es^Dίβ!*, C2, C,)/Do(εf, c2, C3),

und ±y/ε*miCT2ζ™* ist dann und nur dann von der Form ζ'r/' (C Einheitswurzel

von K, ^ G e i ) , wenn tff1 "trivial" ist. Ferner ist in diesem Falle das Besteh-

en der nicht-"trivialen" Beziehung δι = 1 (K) unmoglich. Denn ware dies

der Fall, so hatte K notwendig reell zu sein. Als die nicht-"trivial" δι enthal-

tenden Beziehungen zwischen oy sind daher nur folgende zwei mδglich.6)

i) keine nicht-" triviale" Beziehung.

n) διδ2~l (K) (δi nicht-"trivial").

Vom Typus i) sind nach Hilfssatz 10 die Korper K mit

Δ\ = x, ix Primzahl = 1 (mod. 4)),

und vom Typus ii) sind die Korper mit

4L=JVI>>2, J 2 = -yι> Δ%~ -y-2 ( V - l &K)

oder mit

Δi=y, Δ2= ~ 1, Δs - -y (V-T G iί)

(y> JVi, J;2 Primzahlen ~ —1 (mod. 4)).

Damit ist der Satz bewiesen.

Gelegendlich fίigen wir hier noch den folgenden Satz zu.

SATZ 3. Es gibt unendlich viele reelle bizyklische biquadratische Zahlkδrper

K mit der Eigenschaft Nκθ = 1 fur jede Einheit y von Ky und es gibt auch

unendlich viele K mit der Eigenschaft Nκτ) = — 1 fur passende Einheit -η von

K.

Betυeis. Fur K mit κ(K) = 0 ist nach Hilfssatz 7 Nκe = 1. Fur K mit den

Eigenschaften κ(K) = 1 und Vε7ε7ε7 e K ist nach Hilfssatz 3 NK^ie2^ ^ - 1.

Dadurch erhalt man die Behauptungen, wenn man Satz 1 berϋcksichtigt.
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§ 4. Idealklassengruppe des bizyklischen biquadratischen Zahlkόrpers.

Wir setzen hier noch einmal die folgenden Bezeichnungen fest.S)

p: rationale Primzahl

e(p): die Verzweigungsordnung in K von p.

Nun heben wir vorlaufig eine in Klassenkorper- und Normenresttheorie

wohlbekannte Tatsache als Hilfssatz hervor.

HILFSSATZ 12. Es set S der grδsste ύber P abelsche Teilkδrper des absoluten

Klassenkorpers von K. Dann ist S/P vom Typus (2, 2,. . .) und

~iy Π e(p), wenn K reell und —1 kein Normenrest

von K/P mod. irgendeine p ist.

Π e(p), sonst.

HILFSSATZ 13. Es set ξ>o die Gruppe derjenigen Ideaϊklassen, die durch

Ideale von der Form Oiθ2o3 vertreten werden, wo α, ein Ideal von ki bedeutet

U = l, 2 oder 3). Dann ist der Klassenkorper iiber £>o der grδsste iiber P

abelsche Teilkδrper S des absoluten Klassenkorpers von K.

Beweis. Der Klassenkorper iiber £>0 sei S'. Dann gilt Q1"σi = Nκ/k2a

•(NK/k3a)~Ss fur jedes Ideal α von K. Daher ist Sf iiber kι, also symmetrisch

auch iiber k* und k3y abelsch. Ist nun σ' ein Automorphismus von S'/Pf so

ist, fur irgendeines ί, a1 = (—-.--)> wo α, ein Ideal von ki ist. Daraus folgt

so dass Sf/P eine abelsche Erweiterung vom Typus (2, 2, . . .) ist. Also ist

S2>S'. Da aber nach Hilfssatz 12 S/P vom Typus (2, 2, . . .) ist, ist

notwendig

(S/K\_(S/kj\2__.
\ α, / ~ \ α, / ""

fiir jedes Ideal Q, von jedem ki, was S C S ' ergibt.

HILFSSATZ 14. Damit es ein Hauptideal (a) mit Nκcc < 0 {a E: K) von K

8) Die bisherigen Festsetzungen bleiben wirklich.
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gibt, welches sich in der Forrή (a) =OiQ2o3 mit Idealen αt von fa darstellen lάsst,

ist notwendig und hinreichend} dass — 1 Normenrest von K/P mod. jede p ist,

Beweis. Ist (a) = α^cta, Nκ<x < 0, so ist ersichtlich Nκa = - c2 mit β £ P .

Daraus folgt, dass - 1 Normenrest von fe/P (ι = l, 2 und 3) und daher von

K/P mod. jede p ist. Ist umgekehrt dies der Fall, so gibt es p\ e &, ft e fe mit

Nklβi = Nk2β2= - 1 . Da dann Nκ/k34r = 1 ist, ist nach Hubert 4 ι = ̂ "°3 mit
P2 P2

αei f . 9 ) Also folgt aus a1'0* ^ NκlkiaΛNκlkla)'s\ dass ^ J ^ ^
Pll

a2
G P ist, und dass daher Nκa = - a2 mit o £ P gilt. Mithin ist, fur ein Pri-

mideal p ersten Grades von K, die Summe der Exponenten von (a) fiir die Kon-

jugierten von p notwendig gerade, so dass, wegen p2 = NK/hP'NK/hP'UVK/ksP)"83,

das Ideal (α) sich in der Form (a) = αiα2α3 mit Idealen α, von fc darstellen lasst,

w.z.b.w.

HILFSSATZ 15. Es set Qί βiw /J^β/ z cw ^/ wwJ ^5 5 ι̂ OiCfeαa = (or) ( α G Z ) f̂w

Hauptideal in K. Dann gehort jedes α, notwendig zu einer ambigen Idealklasse

von kilP. Wenn K reell und tc(K) = 0 ist, so hάngt das Vorzeichen von NKOC

nicht von der speziellen Auswahl des Erzeugenden a ab. Falls dabei Nκoc > 0

istf so gibt es fiir jedes i eine Zahl pi €Ξ ki mit

Falls aber Nk<x<0 ist, so gibt es solch eine pi nur fiir i mit N^i~ — 1. Wenn

dagegen entweder K imaginάr ist, oder κ(K) = 1 ist, so kann jedes a)~Si von

einer Zahl pi e fa mit NkiPi = 1 erzeugt werden.

Beweis. Alle Behauptungen sind ohne weiteres klar nach Hilfssatz 7 und

nach

ax-s{

HILFSSATZ 16. r, bedeute ein ambiges Ideal von fa und p eine Zahl von K

mit {pΫ = (r), r e P.

[^(eie*), ΛΓ reell,
(rir 2 r 3 : (p)) = \ fur

\2t'z (e : e*), K imaginάr,

Vgl. [2], S. 449.
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wobei t die Anzahl der in K/P sich verzweigenden Primzahlen ist.

Beweis. Es ist ersichtlich r i r 2 r 3 D (p) und

(rir 2 r 3 : ( l ) ) = 2 ί.

Nun bedeute po eine Zahl mit p2, G P von ϋf. Dann ist

(2, ween K^yf^Λ ist.
((po) : ( D ) = 2

(22, sόnst.

Ferner ist nach Hilfssatz

Andererseits ist

6

((

( e :

P) : ( p o ) ) = (<

e*)(e*: ±e 2

23,
r>2

.2,

wenn iC

wenn i£

sonst.

3*: ± e 2 ) .

) = ( e : ±e2)

reell ist.

3 V - 1 ist.

Daraus folgt die Behauptung, denn es ist

(rir2r3 : (1))
( r i r 2 r 3 : ( p ) ) = -

( ( P ) : ( p o ) ) ((Po): ( D )

2*(e : e*)
: ( l ) ) ( e : ± e 2 ) "

SATZ 4. us 5̂ ί /f ^m bizyklischer biquadratischer Zahlk'όrper mit den drei

quadratischen Teilkόrpern kίt k2 und fe. ξ) bzw. % set die Idealklassengruppe

von K bzw. ki ( / = 1 , 2 o<î r 3), w^J e άzte;. e, set die Einheitengruppe von K

bzw. ki. Es bedeute ί)i, o die Gruppe der ambigen Idealklassen von kiJP, und

es bedeute ϊjί, o die Gruppe derjenigen Idealklassen von ki, welche ambige Ideale

von ki/P enthalten. Man bezeichne mit e(p) die Verzweigungsordnung in

K/P einer rationalen Primzahl p, und man bezeichne mit ξ>0 bzw. fy> das Bild

bzw. der Kern des Homomorphismus von f)ι x % x 3̂ in O» der aus der natύrlichen

Zuordnung αi x α2xαa-* αiα2α3 entsteht, wo o x xα 2 xα 3 ein Element des direkten

Produktes der drei Idealgruppen von ki, ki und k3 bedeutet. Schliesslich setze

man
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Dann sind £>/£>o, f)o Gruppen vom Typus (2, 2, . . . ), und es ist:

1

(1)

(2)

9 3 Π e(p)y wenn K reell und — 1 kein Normenrest

von K/P mod. irgendeine rationale Prim-

zahl p ist.

τy> IΊ e(p), sonst.

f 2, wenn K reell und - 1 Normenrest von K/P mod.

jede rationale Primzahl p ist, und wenn zudem

(ϊj0 : ί)J) = \ mindestens ein ki keine Einheit in mil NUCQI = — 1

enthάlt.

1. sonst.

Ueip)
V

(3)

(e : eie2e3)

τie(p)
V

. 2(e : eie2e3)

wenn K reell isty und ivenn zudem

jeder kt eine Einheit in mit Nktfi = — 1

enthάlt.

sonst.

Beweis. Dass ξ>/€>0 und fy> vom Typus (2, 2, . . .) sind, folgt, zusammen

mit (1), unmίttelbar aus Hilfssatz 12, Hilfssatz 13 und Hilfssatz 15, und (2) folgt

aus Hilfssatz 14 und Hilfssatz 15. Nun sei t bzw. U die Anzahl der Primzahlen,

die in der Diskriminante von K/P bzw. kilP aufgehen. Dann ist bekanntlich

2/<"2(e, : ef)

2ti'1 (e/ : e?) = 2trl
fur

hi reell.

ki imaginar.

Also ist nach Hilfssatz 16

ΠCK ,o:l)
(e : e*)

__ _ P

2(e : e*)

wo r, , p die gleichen Bedeutungen wie bei Hilfssatz 16 haben.

Hilfssatz 2

Nun folgt aus

1Ot Hierbei bedeutet 1 das Eins^lement der Idealklassengruppe.
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(e : β*) =2~κiK) (e : e i e 2 e 3 ) Π(e, : e*).
t

Daher ist

Π e(p)

was nichts anderes als (3) ist.

SATZ 5. Es set K ein bizyklischer biquadratischer Zahlkδrper mit den drei

quadratischen Teilkδrpern ku k2 und fa, e bzw. e, (*' = 1, 2 oder 3) die Ein-

heitengruppe von K bzw. hi und h bzw. hi die Klassenzahl von K bzw. ki.

Setzt man dann Q = (e : eie2e3), so gilt

1 ^ t. t r. ^ r ^ / / β

fur
~^-Qhιh2hz K imagindr.

Beweis. Mit Bezeichnungen von Satz 4 ist

Man setze jetzt

1, wenn A" reell ist.
f =

0, sonst.

j 1, wenn ϋΓ reell und - 1 Normenrest von K/P mod. jede p ist.

I 0, sonst.

Dann ist nach Satz 4

Πe(p)

Also ist

/ Λ ' Λ ^ _ 2-2-£(l-λ)-ίλ(l-κ)+l-ιtφ

(ί)o:
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denn K = 1 liefert cλ = 1. Damit ist der Satz bewiesen.

Anschliessend beweisen wir noch den folgenden

SATZ 6. Es sei K ein bizyklischer biquadratischer Zahlkδrper mit den drei

quadratischen Teilkorpern k\, hi und fe, und es sei α, ein Ideal von kι. Man

seize ferner υoraus, dass Qiα >α3 ein Hauptideal von K ist. Dann hat αiα2α.3 dann

und nur dann eine Darstellung axa2cϊ^ = (aι)(a ι)(az) (αr/G ki), wenn αiθ2α3 durcJi

eim Zahϊ a G K mit Nκa > 0 erzeugl wird. Damit es ein Ideal αiθ2α3 ohne

fragliche Darstellung gibt, ist notwendig und hinreichend, dass zwar - 1 Nor-

menrest von K/P mod. jede rationale Primzahl p ist, aber es keine Einheit rj

mit NKV = — 1 von K gibt.

Beiveis. Ist 0^203= (aι)(a2)(a?) - (0:1^2^3), so gilt iVA-α:>0 fur a =

Ist umgekehrt aia2a3 = (αr), NKa>0, so ist natϋrlich Nκa = a2 (a&P), also ist

= 1 (ί = l, 2 und 3). Daher ist nach Hubert
a

x'i E k) und

a2 =

Da dann ~^~Ί~'J^'~-~Γ~^Γ'T in K eine Quadratzahl ist, hat a sicher eine

Darstellung 0:̂ 0:10:20:3 (αvG β, ).n> Damit ist die erste Behauptung bewiesen.12)

Die zweite Behauptung folgt ohne weiteres aus der ersten Behauptung und

Hilfssatz 14.

§ 5. Zusatze und Beispiele.

Zusatz 1. Es sei K reell und es sei η eine Einheit mit η = 7/1̂ 2̂ 3 von K, wo

r/, G e , , fii ̂  1 und Nkjii = Nk^2 = Nutf* = g ( # = ±1) ist. Setzt man dann

U ) Vgl. den Beweis von Hilfssatz 5.
12^ Diese Tatsache ergibt sich auch wie folgendes. Es bedeute u ein ambiges Ideal

von ki. Ist dann erstens κ{K) = 0 und τmr3 = (pKpeK), so ist nach Hilfssatz 2 und Hilfs-
satz 6 (p) = {fn)(p2)(p3) (pi^ki). Nach Hilfssatz 15 ist daher notwendig Λ^α<0, wenn
αiα203 = (α) ist und keinesweges (a) = (αi) (α2) («) {*%*=&) gilt. Ist zweίtens κ(K)~l,

= (p) und nie {p) = {pi) (p2) (^3), so gilt nach Hilfssatz 2 und Hilfssatz 6 ^2/r ==eie£e3//>i

77 Einheit von X), und r ist in X keine Quadratzahl. Also ist nach Hilfssatz 3
Nκ/kP<0.
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?0 = ^ 1 ^ 3 + Vl + 7?2

£l - 771772̂ 3 - M l — ̂ 2

SκZj = Cj (j = 0, 1, 2 ίί/ii 3),

so ί'sf

Uberdies gehort yjy dann und nur dann zu K, wenn irgendein Cj (j = 0, 1, 2

oder 3) in K eine Quadratzahl ist.

Beτυeis. Leicht zu sehen ist zunachst

l / ? o + ft + «_ +

*-/ - 4

und

— = CJ fur jedes j .
y J

Im Falle von g=l ist es klar, dass ξj ^ 0 fίir jedes j ist. Dies ergibt sich

auch im Falle von g = - 1 in der Tat daraus, dass fur jede Einheit yι > 1 von

ki^P(yj5) sogar yi>2 und fur jede Einheit y\ > 1 von k; = P(>/5) sogar

W > ~̂ - gilt. Damit ist die erste Behauptung bewiesen. Ist nun V̂  ^ K> so

gehort jede yjcj ersichtlich zu K. Ist umgekehrt y/y φ K> ist namlich K1 = K(y/y )

ĉ- K, so ist SKΊK^IV — 0. Daher ist fur jedes j notwendig yjcj ΐ ϋί, was die

zweite Behauptung ergibt.

Aus Zusatz 1 folgt ohne weiteres der

Zusatz 2. £s set y eine Einheit mit Nky = l eines quadratischen Zahlkor-

pers k. Dann istm

^ - 2

Mittels der bisher erhaltenen Resultate und Zusatze kδnnen wir-die Klas-

senzahl und ein System der Grundeinheiten eines bizyklischen biquadratischen

Vgl. [7], S. 395. Hierbei ist ja Sk(v + 1 ) - Nk{η + 1), Sκ (y - 1) = -Nk(η - 1),
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Zahlkδrpers K sehr leicht nurnerisch aus denen der quadratischen Teilkorper

von K berechnen.

Beispiel 1. ϋΓ=P(V6, V?' )

A, = 6, J2 = 7, J 3 = 42

7?i = 1, ft2 = 1, h = 2

ε i = 5 + 2>/6, 62 = 8 + 3V7", e3 = 13

Oi = 3, 02= = 2, 03 — 7

Beziehungen zwischen 0/ : dιδ2 = 1 (X), o;> = 1 (ϋθ

Grundeinheiten von /ί : V î-2, V̂ 3> £2, Q - 4

Kassenzahl von ϋC: Λ = -~ 4 l l 2 = 2

Nach Zusatz 2 ist

also ist

y — 6 + 3V6 4-2V7 +V42"

Beispiel 2. ϋΓ=P(V5", Vl7

Hi == 1

1 + V5"
2

h

d = Sί(

C, = SA (

C3 = Sκ(

2 = 17,

2 = 1 )

' + 1,

. e i e s e 3 + Sl

£i £:ί £3 ~h £1

, £1 ζo £3 "-" £l

ε ι £ 2 £ 3 ~ £1

J.3 - 85

/2α = 2

9 + V85
2

+ £2-£3) = 121

- £ 2 + £3) = 125

+ £ 2 + £ 3 ) = 153

- £ 2 - £ 3 ) = 8 5

Da V̂ o £ A r ist, gehδrt Vsi^ee nach Zusatz 1 zu A .̂14

Grundeinheiten von /ί": Vsi£2£3, £2, £.3, 0

Klassenzahl von K - h = 4 e 2 1 1 2 = 1

Vgl. den Beweis von Satz 1. Daraus folgt auch v/£i£2£3
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Ferner ist

Beispiel 3. K=K(y/70, V ^ ί )

Ji = 70, J 2 = - 14, J 8 = - 5

Ai = 2, A2 = 4, A3 = 2

£J = 251 + 30V70 , C2 = - 1, C3 = - 1

5i = 14, &> = 14, ds = 5

Beziehung zwischen 5, : <5i<52 == 1 (ϋC)

Grundeinheit von K : ^ — ει, Q = 2

Klassenzahl von ϋΓ : /z = γ 2 2 4 β 2 = 16

Nach Zusatz 2 ist Vϊ" = 3\/Ϊ4 -f 5V5~, also ist V 1 1 ^ = 3V : Γ Ϊ4 + 5 V ^ .

Beispiel 4. JK = P ( V 2 " , V ^ ϊ )

J I = 2, J 2 = - 1 , J 3 = ~ 2

Ai = 1, A2 = 1, A3 = 1

e i = l + V2", C2 = V : : T , C 8= - 1

Oi = Z, O2 = Z, 03 = Δ.

Da δi "trivial" ist, ist ei eine Grundeinheit von K, D(e*, C2, C3)/D0(ei*, C2, C3)

wird durch einzige Beziehung ft* = 1 (ϋΓ) vertreten, und daher V ~ T G ^ Γ ,

(? = 2.

Klassenzahl von if .β A = -s- 2 l l l = l.
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