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PROBLEMES ^INTERPOLATION DANS DES ESPACES

D'ULTRADISTRIBUTIONS DE TYPE ROUMIEU

ALEX MERIL

Introduction

Nous avons etudie en [12] des problemes d'interpolation dans des
espaces de functions holomorphes sur un cone ouvert convexe de sommet
Γorigine dans Cn, la croissance de ces fonctions etant contrόlee a Γinfini.
Nous nous interessons maintenant a un espace plus petit en imposant en
outre un contrόle de croissance a Γorigine dans le cas oύ le cone est
strict.

Comme il est classique (cf. [1], [2], [11], [12], [19]) afin de resoudre nos
problemes d'interpolation, il est necessaire d'utiliser des resultats de L2-
Estimation et de resolution du d. Les theoremes usuels de Hόrmander
([6], [8]) ne suffisent pas car les espaces "de type L2" qu'on doit considerer
sont ici F.S* (ce sont des limites projectives avec fleches faiblement com-
pactes d'espaces V usuels). Des theoremes de resolution du 5 dans des
espaces du type F.S* existent depuis quelques annees (cf. Kawai [9] et de
Roever [16]). Le theoreme de de Roever ([16] theoreme 7.3) qui nous
interesse ici est de preuve manifestement incomplete. Recemment des
preuves completes ont ete fournies par Y. Saburi [17] et Γauteur [11].
II nous parut interessant de presenter les divers enonces de resolution du
d dans ce type d'espace. L'idee de leur demonstration est simple: Comme
ces espaces sont des limites projectives, on applique les resultats de U-
Estimation et de resolution du 5 de Hδrmander ([6], [8]) a chaque terme
des limites projectives, on doit done prouver qu'une limite projective de
suites exactes est encore exacte, ce qu'on fait en passant au dual et en
utilisant des resultats de Serre-Komatsu et de Hδrmander.

Soient Γ un cone ouvert convexe de sommet Γorigine de Cn, <$/ une
fonction convexe positivement homogene d'ordre un sur Γ et M une
fonction convexe decroissante sur ]0, +co[ telle que M(0) = oo et M(<χ>) =
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0. Le couple (Γ, stf) determine de maniere biunivoque un convexe ferme
ne contenant pas de droite reelle de Cn qu'on note Ω(Γ, sf). Nous etudions
Γespace des fonctions holomorphe sur Γ contrόlees en exp (stf(z)) a Γinfini
et en Exγ>(M(k\z\)) a Γorigine dans le cas oύ Γ est strict. Cet espace de
fonctions holomorphes est isomorphe par la transformation de Fourier a
un espace de germes de fonctions holomorphes dans des voisinages speciaux
de Ω(Γ, s/), ces fonctions holomorphes sont a croissance contrόlee a Γinfini.
Si Γ = Rn + iC oύ C est un cone ouvert convexe de Rn, les fonctions
precedentes ont pour valeur au bord des ultradistributions de type Roumieu
(cf. [16]).

Nous etudions dans ces espaces des systemes d'equation de convolution
comme en [1], [2], [3], [11], [12] et [19] afin d'etendre le principe funda-
mental de Ehrenpreis-Palamodov a ces divers espaces dans le cas d'oper-
ateurs plus generaux que des operateurs aux derivees partielles. Signalons
que Γetude de systeme dΈ.D.P. dans ces espaces est faite dans [16].

Nous caracterisons les generateurs de ces espaces de fonctions holomor-
phes et etudions des problemes de prolongement de solution d'equations
de convolution.

Nous tenons a remercier le professeur C.A. Berenstein pour avoir
attire notre attention sur ce probleme et pour les nombreux conseils qu'il
nous a prodigues. Nous remercions le professeur R. Gay pour son aide,
son encouragement et ses conseils nombreux et utiles.

§0. Rappels et definitions elementaires

Soit U un ouvert de Cn, Jf(t7) designe Γanneau des fonctions holomor-
phes dans U. Si P est un poids, sur U (i.e. une fonction continue a
valeurs reelles) alors Jf(U; P) designera Γespace de Banach suivant:

) = {fe #{U); sup|/(z)| exp(-P(*)) < +00}
zeu

Dans toute la suite, (et sauf mention explicite du contraire) un cone
Γ sera toujours un cone ouvert convexe de Cn de sommet Γorigine, dif-
ferent de Cn

y et si sera une fonction convexe positivement homogene de
degre un sur Γ, une telle fonction sera dite une fonction d'appui sur Γ.
Si Γ est un cone, nous noterons prΓ la projection de Γ sur la sphere
unite S2"-1 de Cn = R2n (i.e. prΓ = ΓnS2*"1).

Le resultat suivant est bien connu

0.1 LEMME ([15]). A tout convexe ferme Ω, non compact de Cn ne
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contenant aucune droίte reelle, correspond un cone Γ de Cn et une fonction

d'appuί stf sur Γ de telle sorte que

Ω = Ω(Γ, s/) = {z e Cnl - Im <z, ξ) < s/(z), VzeΓ}.

(avec <2, ξ> = zxξx + + znξn). Rέciproquement, tout cone Γ et toute

fonction d'appui $4 sur Γ determinent par la formule precedente, un convexe

ferme non borne de Cn, ne contenant aucune droite reelle.

On dit, dans ce cas, que Ω et (T, J / ) sont en dualite.

Si Γ est un cone et Γ' un sous-cone de Γ, on dit que Γr est un

sous-cone relativement compact de Γ et on note Γ' dd Γ si p r Γ c c

prΓ. Une famille (Γk)k^ de sous-cones de Γ sera dite une exhaustion

de Γ, si Γk ac:rk+ιc:<zΓ et si Γ = \JtΓt.
Pour (Γ, si) donne, si (Γk)k est une exhaustion de Γ, les ensembles

suivants sont des voisinages "coniques" de Ω(Γ, s/)

Soit M une fonction continue, croissante sur R+ telle que M(0) = 0

et M(oo) = oo. Nous supposerons de plus que Mest derivable sur ]0, +oo[,

que M/ (fonction derivee de M) est strictement croissante, que la fonction

x -> xM'(x) croisse et tende vers Γinίini avec x et aussi que les deux con-

ditions suivantes sont verifiees.

X2

il existe τ > 1 et K > 0 tels que

( 2) 2M(x) < M(τx) + K pour tout x > 0 .

Sous ces conditions, on definit la fonction conjuguee M de M (cf.
[14]) par

M(y) = sup (M(x) — yx).

On sait (cf. [16]) que M est une fonction convexe decroissante que

M(co) = 0, M(0) = oo et que M s'obtient a partir de M par la formule

M(x) = inf {M(y) + yx}.
y>o

EXEMPLE. Si M(x) = xa avec 0 < a < 1 alors M(y) = cte y/(«-»>. Re-
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marquons que la condition (2) implique qu'il existe τ' > 1/2 et K > 0 tels

que

( 3) 2M{τ'y) < M(y) + K pour tout y > 0 .

Dans toute la suite M sera une fonction continue croissante verifiant

toutes les proprietes precedentes et M sera sa fonction conjuguee.

Nous allons definir les espaces Expα [Γ,s/;M] et Jf a(Ω(Γ, <stf) M) qui

nous seront utiles pour la suite. Nous aurons

/);M)~ Expα [Γ, d\M\.

Les espaces J^a(Ω(Γ, <stf); M) sont des espaces de germes de functions

holomorphes au voisinage de Ω(Γ, <$/) a croissance controlee a Γinfini.

Nous prendrons a — ε ou c. L'indice ε voulant dire qu'on prend des s-

voisinages de Ω} l'indice c sera pour des voisinages coniques.

0.2 DEFINITION ([16]). Soient Γ un cone de Cn,<χ? une fonction (Γappui

sur Γ et (Γk)k une exhaustion de Γ. Pour a = ε ou c et z0 fixe sur pr Γ,

les espaces suivants sont ίndependants du point z0 choisi sur prΓ7 ainsi

que de Γexhaustion (Γk)k de Γ:

Expα [Γ, j * ; M] = lim Ar\, ^k

a(z) + \-z, + M(k\z'\))

et

)\ M) =

avec Γl = Γk, Γk

ε = Γk U {(l/k)z0 + Γ}, s/*e(z) = s/(z) et

pour z 6 0-lk)z0 + Γ (on prolonge s/k en une fonction convexe sur Γ),

et enfin βfc,ε = Ω(Γ,s/(z)

Les espaces ExpΛ [Γ, J/ , M] (pour α = ε ou c) sont du type F.N. On

munit Jfα(β(Γ, J / ) ; M) de sa topologie naturelle de limite inductive.

Remarquons que pour z e Γ, la fonction £ -> exp (ί(z, ξ}) = ez(ξ) est

element de Jfa(Ω(Γ, <stf); M), de sorte que pour μ e Jί?a(Ω(Γ, sί)\ M) on peut
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definir la transformee de Fourier ^(μ) de μ par tF(μ){z) = (μ9ez}. II est

evident que ^(μ) est element de Expα [Γ, s/ M] et on obtient le

0.3 THEOREME ([16]). La transformation de Fourier έtablit un ίso-

morphisme topologique entre tf"a{Ω{Γ, <$/); M) et Expα [Γ9 s/; M] pour a — ε

ou c.

Nous nous interessons par la suite uniquement au cas oύ a = c, des

resultats analogues peuvent s'etablir dans le cas ε. Nous ne le ferons

pas.

0.4 DEFINITION ET THEOREME ([15], [16]). Soίent Γ un cone de Cn

et stf une fonction d'appuί sur Γ. Soient (Γk)k une exhaustion de Γ, on

note Γ(k) = Γk Π{ξ e Cn\\ξ\ > I/A}. On note Expc (Γ, sί) Γespace de Frechet

nucleaire suiυant

Expc (Γ, s/) = lim Mr(k), s/(z) - 4-\AV
TIT \ k )

Et

La transformation de Fourier etablit un isomorphisme topologique entre

ί)) et Expc (Γ, s/).

Remarques. On a Expc (Γ, s/; M) C Expc (Γ, s/)9 cela vient du fait que

M est borne sur [1, + oo [.

Si / e Expc [Γ, ^ M] alors (dfldzj) e Expc [Γ, s/\ M] pour 1 < j < n: il

suffit par dualite de voir que Γespace J4?C(Ω(Γ, <stf) M) est un module sur

Γanneau des functions polynomials en n variables, ce qui est evident

compte tenu du fait que la fonction x -> xM'(x) tend vers Γinfini en cro-

issant avec x.

Si / e Jf(Γ) est tel que pour m e TV* fixe, on ait pour tout ε > 0, tout

keN*, il existe une constante positive C(k, m, ε) tel que

1/(2)1 < C(k, m, ε) exp (ε\z\ + mM(k\z\)) pour tout z e Γk

alors f eΈxpc(Γ,0; M). En effet quitte a augmenter m, on peut supposer

que m = 2P et Γappartenance de / a Expc(.Γ, O M) pro vient du fait qu'il

existe τ > 1/2 et K > 0 tel que pour tout p on ait
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2pM(τpy) < M(y) + (2P - ΐ)K.

§1. Functions moyenne-periodiques de J^C(Γ*;M)

Nous noterons Γ* le cone dual de Γ i.e. Γ* = Ω(Γ, 0). Remarquons

que la croissance de M et la condition (3) entraϊne que Γespace

Expc(Γ, O M) est une algebre. En effet, puisque M est croissante, quitte

a augmenter τ dans Γinegalite (2), on peut supposer que τ est un entier

pair > 4 done que τf intervenant dans Γinegalite (3) est un entier >2.

Soient done / et g deux elements de Expc(Γ,0; M) alors pour tout

p, il existe Ap > 0 tel que pour tout z e Γp, on ait

et

Prenons τr entier >2, et pour k fixe posons p = kτf alors pour ze

Γfc, on a

\f(z)g(z)\ < Bk exp (A|0| + M(k\zή

avec Bfc = A2

P exp

Puisque Expc(Γ, 0; M) est une algebre, ^ ( Γ * , M ) est une algebre de

convolution, done pour μeJtf"e(Γ*;M) et feJ^c(Γ*;M)9 on peut definir

Γelement /ι*/ de ^ C ( Γ * ; M ) .

Remarquons que pour f voisin de Γ*, Γelement μ*f de J^C(Γ*,M) se

definit aussi par

μ */(f) = <i", ̂ (/)> oύ τe(/): «->/(« + f) (cf. [11]) .

On dit que la fonction / e ^ c ( Γ * ; M ) est moyenne periodique s'il existe

μ e J#"e(Γ* M)\{0} tel que μ *f = 0.

L'etude des fonctions moyenne-periodiques de Jfc(Γ* M) se ramenant

a celle des ideaux fermes de Expc [Γ, 0, M], pour examiner les ideaux, nous

aurons besoin de la notion de m-uplet de fonctions doucement decrois-

santes au sens de Berenstein-Taylor.

Soit p = (pl9 , pi), un Z-uplet de fonctions de Expc [Γ, 0; M], Pour
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ε > 0, a > 0 et k 6 N* on notera

S(p; k, ε, a) = {ze Γt\\p(z)\ < ε exp (~M(k\z\) - a\z\)}

wee \p{z)f = Σ>3\Pj{z)l

Regardons d'abord le cas d'un /-uplet p = (ρu , pt) de fonctions de

Expc [Γ, 0; M] avec I quelconque si n = 1 et I = ra si ra > 2.

1.1 DEFINITION. So/ί <o = d^, , pL) un l-uplet de fonctions de

Έxpc[Γ,0; M]. Nous dirons que p est doucement decroίssant s'il exίste

une exhaustion (ΓK)^ de Γ, un nombre reel posίtif A et quatre suites de

nombres reels positίfs (ek)k, (ak)k, (Bk)k et (Kk)k (ek > 0, Vk, ak \ 0 etek\) tels

que Γensemble S(p; k, εky ak) ait toutes ses composantes connexes relatίvement

compactes, de plus si z et z' sont dans la meme composante connexe, on a

( 4 ) M{k\z\)<M{k\z'\) + Kk

(5) \z\<A\z'\ + Bk.

Lorsque la condition (5) est remplacee par la condition *Ίes compos-

antes connexes de S(p;k,εk,ak) sont de diametres uniformement majores",

nous dirons que le Z-uplet de fonctions p = (pί9 , pt) est faiblement

doucement decroissant.

Pour un /-uplet p = (pu '' ,pt) de fonctions de Expc [Γ,O M] nous

noterons I(p) Γideal engendre dans Expc [Γ,O M] et IlQC(p) Γideal local

engendre qui est ferme. Rappelons que Iioc(p) set Γensemble des fonctions

/ de Exρc [Γ, O M] telles que pour tout zeΓ, il existe un ouvert U con-

tenant z et I fonctions holomorphes dans U, gu -, gt tels que

I

1.2 PROPOSITION. Si I = n = 1, on a Iloc(p) = I(p).

Preuυe. Soit fe Expc [Γ, 0; M] telle que h = flpe 3V{Γ). Pour k fixe,

considerons p > k (p sera precise dans la suite), Comme fe Expc [Γ, 0; M],

il existe Cp > 0 telle que pour ze Γp on ait

P

done pour z sur la frontiere de S(p;p,εp9ap), on a
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\h(z)\ < ^ exp (2M(p\z\) + (ap + A
εp \ p

Soit Ω une composante connexe de S(p;p,εp,ap), par le principe du
maximum, on a pour ξ e Ω

\h(ξ)\ < A sup exp (2M(p\z\) + (ap + λ) \z\)
εp zedΩ \ \ p / /

d'oύ

- ^ exp (2M(p\ξ|) +
εp \

avec σp = Cp exp
Quitte a augmenter la constante τr de (3), on peut prendre p — kτ de

sorte que:

2M(p\ξ\) < M(k\ξ\) + K

et

d'oύ

pour

f e S(p;p, εp, ap) Γ)Γk

Ce meme type d'inegalite etant evident sur Γk\S(ρ; k, εk,ak) on a done
TieExpJΓ, O M]. •

Nous voulons etendre le resultat precedent, toujours dans le cas dis-
cret lorsque n > 2. Pour cela il faut reprendre la preuve originelle de
[2] (voir aussi [18]), en utilisant la formule d'interpolation de Jacobi, ce
qui est toujours possible. II faut aussi etudier la resolution du 3 pour
des courants a coefficients dans S*J?2,M defini par

^zAΓ U WΓ) = {/e j?2Λoχn\vk eiv*,

on a
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exp {(s/(z) - λ\z\ - M(k\zήdλ(z) < +00}

oύ λ designe la mesure de Lebesgue sur C\ Une telle resolution est

faite dans le theoreme 7.3 de [16] dont la preuve est quelque peu incom-

plete. Des preuves completes existent depuis voir [11] et [17].

Pour la commodite du lecteur, il nous est paru interessant de rappeler

avec nos notations ces divers theoremes. Nous renvoyons aux auteurs

concernes pour les preuves.

Nous commenςons par le theoreme 7.3 de [16]. Soit Ω un ouvert

pseudo-convexe de Cn tel que Ω — \Ji=xΩk avec Ωk = {zeΩ\σ(z) < k)} oύ

a est une fonction plurisousharmonique dans Ω. Soit Φ — (Φk)k une suite

decroissante de fonctions plurisousharmoniques dans Ω telle que pour tout

k, tout p > k et tout me TV*, il existe C(k,p, m)eR et une fonction <pkiP

holomorphe dans Ω telle que

Re <pktP(z) < —m{Φk(z) — Φp(z)} + C(k, p, m) pour tout zeΩ.

Notons pour j — 1, 2

U«+'-ιψ™ 2Φfc + 2(2 - j) log (1 + |z|2))

Γespace des (p, q + j — l)-formes a coefficients dans

L2(Ωm, 2Φk + 2(2 - j) Log (1 + |z|2))

= ίfe L2Λoc(Ωm) f \f{z)f exp (-2Φk(z)
I JΩm

- 2(2 - j) Log (1 + \zf))dλ(z) < + 00}

(en suivant les notations de Hδrmander ([6], [8])) et

L T + ' - m Φ) = tim L?^ j~\Ωk, 2Φk + 2(2 - ) log (1 + |^|2))
k

c'est un espace du type F.S*. On a alors le

1.3 THEOREME ([16]). Pourtout geLψq+\Ω,Φ) tel que 3g = 0 (3 est

defini au sens des distributions), il existe feLpq(Ω,Φ) tel que df — g.

Notons D2n le compactifie spherique de Cn obtenu par adjonction

d'une sphere S^"1 a Γinfini:
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et D2n = Cn W S2^1 (union disjointe). La topologie de D2n est la suivante:

i) Un systeme fondamental de voisinages d'un point [/«, e S2"'1 est

constitue des ensembles de la forme (z + Γ) JJ (pr Γ)^ oύ z e Cn, Γ est un

cone de Cn tel que t/^eίpr/X (i.e. £7eprΓ).

ii) Un systeme fondamental de voisinages d'un point xeCn est forme

des boules ouvertes contenant x.

De sorte que D2n est homeomorphe a la boule unite fermee de Cn.

Soit Ko un convexe compact de Cn contenant Γorigine, et soit si =

HKo sa fonction d'appui i.e.

HKQ(Z) = sup - Im (z, £>.
ί€ΛΓo

Nous choisissons iί0 de sorte que si soit de classe ^ dans Cπ\{0}.

Lorsque Ω est un ouvert de D2n, on note κ°^pq(Ω) Γespace des (p, ^)-formes

differentielles a coefficients dans Ko^2(Ω) oύ

ί
Jίrnc

= {fe L2,loc(β Π Cn) IViΓ c c fl, Vε > 0

(z)|2 exp {(-s/(z) - ε\z\)dλ(z) < + oo}.

Plus generalement et en suivant [16], lorsque ψ est une fonction pluri-

sousharmonique sur ΩΓϊCn, on note ψ^\Λ{β) Γespace obtenu en remplaς-

ant s/(z) par φ(z) dans la definition de Ko^pq(Ω).

Soit U un ouvert de Cn, on dit que U possede la propriete (P) s'il

est connexe et s'il existe une fonction holomorphe φ dans U telle que pour

tout O O on ait

sup (-Re φ(z) + δ\z\) < +cx>.

zeu

Avec ces notions, on a le

1.4 THEOREME ([11]). Soient Ω un ouvert de D2n\\0}, σ une fonction

strictement plurίsousharmonίque de classe tf2 dans Ω Π Cn. Soient L3 =

{zeΩΓ)Cn\σ(z) < j) et Kj Γadherence de Lό dans D2n de telle sorte que

KjOC" = Lj. On suppose que le bord de Lj9 dL5 = \z 6 Ω Π Cn\σ(z) = j) est

de classe tf2, que la famille (K^ forme une exhaustion de Ω et que Ωf)Cn

verίfient la propriete (P). La suite

κ^ψ\Ω) -?-> K«^\Ω) -ίU d-+ κ»seι\Ω) —> o

est exacte.



ESPACES D'ULTRADISTRIBUTIONS 139

Nous allons voir que ce theoreme permet d'obtenir une resolution
d'un faisceau sur D2n "prolongeant" le faisceau des fonctions holomorphes.

Notons pour Ω ouvert de D2n,

K°Θ(Ω) = {fe M?(Ω n Cn)| VfΓ c c β

Vε > 0 sup \f(z) exp (-s*(z) - e\z\)\ < +00} ,
eKc*

de meme si φ est une fonctions sur Cn, nous noterons ΨΘ(Ω) Γespace
obtenue en remplaςant srf(z) par ψ{z) dans la definition de K°Θ(Ω). Remar-
quons que KoΘ definit un faisceau sur D2n dont la restriction a Cn est le
faisceau usuel des germes de fonctions holomorphes sur Cn, il en est de
meme (avec une definition evidente) si φ est une fonction plurisoushar-
monique car une fonction semi-continue superieurement est bornee sur
tout compact.

Si on note κ°jfp'q le faisceau defini par

de meme pour ψ^fp'q. Ces faisceaux etant mous, on a le

1.5 CoROLLAiRE ([11]). Les faisceaux κ°j^p>q forment une resolution
de "Dolbeault" de K°ΘP>° i.e.

est une suite exacte de faisceaux.

Pour enoncer Γanalogue de [17] des theoremes 1.3 et 1.4 nous aurons
besoin de rappeler que: un ouvert Ω de D2n est dit aigu s'il existe A > 0
tel que

(6) sup Jϊm

ί

Z}Δ <1.
zeΩnc* |Re z\ + A

En suivant [17], nous dirons qu'un ouvert V de D2n est 0inc-pseudo-
convexe s'il est aigu et s'il existe une fonction strictement plurisous-
harmonique p Ή™ sur V Π Cn telle que

i) {ze y n c n | p ( ^ ) < c } c c y Vcei?
ii) sup p(z) < + 00 vKa c V.

1.6 THEOREME ([17)]. Soίt V un ouvert de D2n, d)mc'pseudθ'Convexe,
une fonction plurisousharmonique sur Vf]Cn alors la suite



140 ALEX MERIL

^ ^ d • 0

est exacte.

Disons qu'une fonction φ sur Cn est a variation lineaire s'il existe
une constante A > 0 telle que

\ψ(z) — φ(z')\ < A pour z et zr e Cn tels que \z — zr\ < 1.

EXEMPLE. ^(2) = HKQ(Z) oύ i£o est un convexe compact de Cn.

1.7 CoROLLAiRE ([17]). Soit φ une fonction plurisousharmonίque a
variation lineaire sur Cn. On a une resolution molle des faisceaux ΨΘP\

9 9
0 > φΘp > φJfpΛ > - - > ψjfp>n > 0 .

Remarques. Les theoremes 1.3, 1.4 et 1.6 sont de preuves assez an-
alogues. On doit resoudre un operateur d dans une limite projective, on
utilise les theoremes de resolution du 5 de Hδrmander dans chaque terme
de la limite projective et il faut ensuite prouver qu'une limite projective
de suite exacte est encore exacte. Ce qu'on fait en passant au dual et
en utilisant des resultats de Komatsu, Serre-Komatsu et de Hόrmander.
II faut aussi prouver que Γoperateur qu'on trouve en passant a la limite
inductive dans Γespace dual est le transpose de Γoperateur 3 qu'on avait
dans la limite projective. Cette derniere partie n'etait pas effectuee dans

[16].
La condition VΠCn aigu intervenant dans le theoreme 1.6 est due

uniquement au fait que si VΓ)Cn est aigu, il veriίie alors la propriete (P).
Nous sommes done amener a dire qu'un ouvert Ω de D2n est D2?z-pseudo-

convexe si Ωf)Cn verifie la propriete (P) et s'il existe une fonction stricte-
ment plurisousharmonique p de classe °̂° sur Ω Π Cn telle que

i) {zeΩΠCn\p(z)<c} daΩ VceR
ii) sup p(z) < oo VK a a Ω.

Pour repondre a une question de [17], on a le:

1.8 THEOREME. Soit Ω un ouvert D2n-pseudo-convexe, ψ une fonction
plurisousharmonique sur Ωf]Cn alors la suite

0
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est exacte.

Preuve. C'est la meme que celle de [17], voir aussi [11].

Pour revenir a notre probleme, nous allons prouver que lorsque Γ et

M sont convenablement choisis, les hypotheses du theoreme 1.3 sont

verifiees.

Prenons M(y) = y~r avec 0 < ϊ < +oo.

Nous nous interessons uniquement au cas oύ n — 1, dans le cas oύ

n > 2, il suffit comme en [11] de prendre un produit cartesien.

Si 0 < ϊ < 1 on prend pour Γ un secteur angulaire ouvert d'ouverture

< 77/2, si ϊ > 1 on prend un secteur d'ouverture Π/2Y.

Dans ce cas la suite de fonctions plurisousharmoniques

Φk(z) = hz\ + M(k\z\)
k

verifie les conditions du theoreme 1.3 (voir [11] et [15]).

Nous allons maintenant prouver que Iιoc(ρ) = I(ρ) lorsque n > 2 et

p = (pu - -, pn) est doucement decroissant. Nous supposerons done pour

la suite que Γ et la suite de fonctions plurisousharmoniques

Φk(z) = hz\ + M(k\z\)

verifie les conditions du theoreme 1.3.

1.9 THEOREME. (n > 2). Soit p = (pu , pn) un n-uplet de fonctions

de Expc [J7, O M] doucement decroissant et tel que la condition (4) de 1.1

soit remplacee par la suίvante: il exίste (iζ£)fc suite de reels posίtifs tεls que

si z et ζ sont dans la meme composante connexe de S(p; k, εk, ak) et te [0, 1],

on a

( 7) M(k\(l - t)ζ + tz\) < M(k((l - t)\ζ\ + ί|*D) + Kk.

sous ces conditions, on a Iιoc(p) = I(ρ).

Preuve. Les conditions de 1.1 impliquent que la variete des zeros de

py V(p) = {z e Γ\pj(z) = 0,1 < j < n} est discrete.

Soit λ 6 Iioc(jθ), le theoreme B de Cartan assure Γexistence de n fonc-

tions (fj)ι<j^n holomorphes dans Γ et telles qu'on ait λ = Σ%ifjPj> ^

nous faut maintenant modifier les fonctions f} pour obtenir la bonne
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croissance tout en conservant Γegalite precedente.

Puisque λ 6 Exρc [Γ, 0; M], pour tout k > 1, il existe une constante

Cfc telle que pour ze Γk, on ait

\λ(z)\ < Ck exp (λ\z\ + M(k\zή.

L'inegalite (5) prouve que si Ω est une composante connexe de S(ρ;

k, εh, ak) et z e Ω, il existe des constantes positives Ck et Dk telles que

(8) Jjdfc Λ . . . Λ dfn| < Cfc exp (Dk\z\)

oύ Γ est le bord distingue de Ω (cf [2] dont nous suivons les notations).

Pour la preuve de (8), nous renvoyons a [12].

II faut ensuite appliquer la proposition 1.3 de [2] done il faut trouver

des fonctions Qί,/ζ, z) (oύ (ζ, z) e Γ2) ay ant des maj orations convenables et

telles que

ft(C) - Piiz) = Σ QM(C *)(C, - Zs) (l<ί<n)

Nous prendrons

remarquons que, puisque Expc [Γ, 0; M] est stable par action des deriva-

tions partielles d/dζj et que Γ est convexe, la fonction QUj est bien definie

et est holomorphe dans Γ X Γ et a la bonne croissance. En effet comme

(dpι/dζj) e Expc [Γ, 0; M], pour tout k, il existe Cfc > 0 tel que pour ξ e Γk9

on ait

Soit Ω une composante connexe de S(ρ; k, εk, ak), pour ζ et z e Ω, on

aura

|Q4,/ζ, z)| < C* exp [ l ( | ζ | + |«|)]£exp(M(A|(l - t)ζ + tz\)dt

< Ck exp [ l ( | ζ | + |2 |) + M(fe|ζ|) + M{k\z\) +
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a cause de Γinegalite (7) et de la convexite de M. (Remarquons que

Γinegalite (4) sufRt dans le cas oύ la composante connexe Ω de S(p; k, εk,

ak) est convexe). Le reste de la preuve de Γegalite IΊoc(p) — I(p) est ex-

actement celle de la preuve du theoreme 1.4 de [12], en utilisant des

resultats de [2] et de [10] et en remplagant le theoreme 2.2.5 de [11] par

le theoreme 1.3. •

Dans le cas non discret (n > 2), nous allons definir une notion de

fonctions doucement decroissantes.

Soient p = O^X^̂ m (1 < m < ή) un m-uplet de fonctinos de Expc [Γ,

0; M] et £g une famille de sous-espaces affines de Cn de dimension m

telle que

\z e Γ: Pl(z) = . . . = pjz) = 0} c U (LΠΓ).
ley

1.10 DEFINITION. Soίt p = (pu , pm) un m-uplet de fonctions de

Expc [Γ, 0; M]. Nous dirons que p est doucement dέcroίssant s'il existe:

une famille <£ de sous-espaces affines de dimension m comme precedemment,

des suites de nombres reels (εfc)fc>i, (ak)k^u {Bk)k^ et (Kk)k^ et un reel A

(comme en 1.1) tels que pour tout Le 3? et tout k, Γensemble relativement

ouvert:

S(p; L, k, ek, ak) = {z eLf]Γk\\p(z)\ < εk exp (-ak\z\ ~ M(k\z\))}

ait toutes ses composantes connexes relativement compactes dans Lf]Γk et

si, z et ζ sont dans la meme composante connexe, on ait

\z\<A\ζ\ + B,

et pour tout t e [0,1]

M(k\(l - t)ζ + t\z\) < M(k[(l - t)\ζ\ + t\z\]) + Kk.

Nous allons prouver que, sous ces conditions et des conditions sup-

plementaires portant sur la famille J?, on a Iloc(p) = I(p).

Soit Ω un ouvert de Γk, nous dirons que Ω est un "bon" ouvert (par

rapport a p et Jδf) s'il existe une composante connexe G de S(p; L, k, εk, ah)

telle que

(9) Ω - {zeΓk: 3ζ e G tel que \z - ζ| < εlexp(-al\z\ - M(k\z\))}

avec a\ > 0.
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Quand εkyak, ε\ et a\ sont fixes, la famille c€]i de tous les Ω verifiant

(9) forme ce qu'on appelle une bonne famille. Si, dans la definition de

(9), on diminue εfc et on augmente ak, e\ etant diminue et a\ augmente, on

obtient une autre bonne famille ^ qui est un raffinement de %>k.

Nous dirons que la famille S£ est presque parallele si, pour tout k,

etant donne une bonne famille #£, il existe un (bon) raffinement ^k de

^fc tel que pour Ωo et Ω1 elements de ^ fc si

(10) ΩoΠΩ^φ alors ΩoU^c r(Ω0)Πr(Ωι)

oύ r designe Γapplication de raffinement.

Nous dirons qu'une famille j£? de sous-espaces affines de dimension m

est analytique, si pour tout k, il existe une bonne famille associee a j£?

telle que:

Soient L e ££ et Ω e^k (associee a L). II existe des coordonnees

locales (s, t) sur Ω telles que

et si c est une constante, il existe Lc e ££ telle que

ΩΠ{(8,t): t = c] = ΩΓ)LC.

On a alors le

1.11 THEOREME. Soit p = (pί9 , pm) un m-uplet de fonctions de

Expc [Γf 0, M] doucement decroίssant par rapport a une famille 3? de sous-

espaces affines de dimension m, analytiques et presque paralleles. On a

alors Iloc(p) = I(p).

Preuυe. Analogue a celles de [2], [3] voir aussi [12]. Pour finir,

nous allons etudier les generateurs de Expc [Γ, 0; M], Tout d'abord, en

utilisant le theoreme 1.3 et exactement comme Hormander ([7]) on a le

1.12 THEOREME. Soient fu -,fN N fonctions de Expc [Γ, 0; M]. Ces

fonctions engendrent Expc [Γ, O M] si et seulement si pour tout ε > 0 et

tout k>l, il existe Afc,e > 0 tel que pour tout zeΓk on ait

Σ l//z)l > Att. exp (-e|*| - M(k\z\)).

1.13 THEOREME. Soit Γ un secteur ouvert conυexe de C de sommet
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Vorigine. Uespace J^C(Γ°; M) est sans synthese spectrale (i.e. il exίste un

sous-espace invariant ferme non trivial et sans exponentίelles monδmes non

nulles).

Preuve. Comme en [12], nous allons supposer que Γ — (ze C\\Arg z\ <

77/4) et nous considerons p(z) = exp(—22), comme peExpc(Γ, 0) et que p

est une fonction entiere alors p e Expc [Γ, 0; M] et p'1 e Expc [Γ, 0; M]. Et

le fait que Iloc(p) Φ ϊ(p) evient du fait que Expc [Γ, 0; M] C Expc (Γ, 0) et

que si une suite converge dans Expc [Γ, 0; M] elle converge aussi dans

Expc(Γ, 0) et de la preuve du theoreme 1.13 de [12].

Dans le cas oύ si est quelconque une etude assez analogue peut etre

faite nous renvoyons a [12] pour cela.
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