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Abstract: In this work, we establish new regularity properties for Gribov’s opera-
tor: H = pud*A,ild*(A + A*)4; (u, A) € R?, where 4* and A are the creation and
annihilation operators. Particularly, we prove that for all ¢ > 0, H~! is in the class
of Carleman’s operator /.

1. Introduction

Soit E un espace de Hilbert sur € muni d’un produit scalaire (, ) et de la norme
Il et K un opérateur linéaire compact.
Définition 1. Un opérateur compact K est dit de classe I, de Carleman si la série:
Z:il[sn(\/K*K)]P converge ou s,(vVK*K),n = 1,2,... désigne la suite des valeurs
propres de I’opérateur compact hermitien positif vK*K.
Remarque 1.

1) Pour une étude des espaces ,, on pourra consulter le livre de Gohberg—Krein
[6].

2) La théorie des champs de reggeons a été inventée par Gribov [5] en 1967
afin de décrire le comportement a haute énergie des sections efficaces de colli-
sions de particules élémentaires. Elle est caractérisée par I’opérateur de Gribov H)

s’exprimant en fonction des opérateurs de création et d’annihilation usuels et agis-
sant sur I’espace de Bargmann [4]:

E = {¢: C" — C analytiques ; fe”'zlzlw(z)lzdzdz' < 0o et ¢(0) =0} .
o
L’opérateur non auto-adjoint H; est défini par:

n n n n—1
Hj =Y A743 + WO AT+ DA+ ADA + 0 (A d] 450 4)
J=1 = = j=
ou A7 et 4; désignent respectivement les opérateurs de création et d’annihilation,
(A, u, A, ) sont des paramétres réels et i = —1.
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Une étude spectrale compléte de H; est donnée dans [3,7,8 et 9] et pour
A %0, la densité du systtme de ses vecteurs propres généralisés est donnée dans
[1 ou 2]. Pour A/ =0, la question de la densité du systtme des vecteurs pro-
pres généralisés de H; dans I’espace de Bargmann est encore ouverte. On donne
néanmoins dans ce travail quelques propriétés de régularité (n = 1) de cet opérateur
limite.

A un site, I’opérateur de Gribov se présente sous la forme H = pHy + ilH;;

2 =—1, ow:

Hy = A*A est oscillateur harmonique.

Hy = A*(A + A*)A est I’opérateur cubique de la théorie des champs de reggeons
u est 'intercept de Pomeron.

A est le triple coupling de Pomeron.

Dans la représentation de Bargmann les opérateurs 4* et 4 ne sont autres que
la multiplication par z et la dérivation par rapport a z. H s’écrit ainsi:

L&, d
H—H(,u,/l)—z/lz@ +(l).2 +#Z)E
L’adjoint formel de H est donné par:

H' =H(u ) =H(u, 1) et (HH =H .

Remarque 2.
1) e(z) = —Z\/%;k =1,2,... est une base orthonormée de E.
ii) D(A) = {¢ € E;A¢p € E} s’injecte de fagon compacte dans E.
iii) Soit 2 I’ensemble des polyndmes qui s’annulent & I’origine, & est dense
dans E.
iv) L’opérateur H de domaine les polynomes & est fermable.

Lemme 1 (A. Intissar [7]).
1) llell = 14|l pour tout ¢ dans D(4).

/ /
il) ¢ appartient a E si et seulement si Papplication z — M;—"’@ appartient
a kE

iii) Si ¢ € E, lintégrale [

2
oIl

mko’ (2)|*dxdy est convergente.

2
iv) Si g € E, les intégrales [ e o(x + iy)|Ady et [ %KD/(X +iy)[*dy
sont convergentes pour tout x.

Dans toute la suite, on pose Hyax(i,A)@ = Hp pour ¢ € Dy = D(H) =
{p € E;Hp € E} et on définit:

* L’extension minimale de H par:
Huyin = Hypin(pt, ) = pAd*A + id4*(4 + 4™)A4 de domaine:
Dyin ={@ €E;Ip, € P et W €E; limp, = ¢ et
lim Hp, = ¥ = Hpin¢ quand n — oo},

H,;n ainsi défini, est la fermeture de la restriction de H a #. Par conséquent & est
le “coeur” de Hy,;, c’est-a-dire: I’ensemble des ¢léments ( p, Hin p) avec p € 2 est
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dense dans G(Hyn) oi G(Hpin) désigne le graphe de Hyp.

% Huae = Hnax(1,4), (H min = Hmin($, =) et (H max = Hona(t, = 4) -
Alors on a:

(Hpmax (11, M), p) = (Ho, p) = (@, HT p) pour tout p € P (ensemble des polyndmes),
ce qui est équivalent & (Hpax (1, £4)@,q) = (@, Hnin(, FA4)g) pour tout g € Dy, et
@ € Dax, ‘

11 en résulte que

Hiin (1, £4)° = Hpax (14, FA) 00 Hgin(p, £2)* est 'adjoint de Hpyn(u, £4).

Théoréme 1. Pour u > 0. Alors

1) L’opérateur Hpq(p, A) est injectif pour tout 1 € R.

2) L’opérateur Hpyin(p, A) est bijectif pour tout A € R.

3) Huax(i, A) = Humin(pt, A) pour tout A € R.

Démonstration.

1) Soit @ € D(H) vérifiant Hp = 0 alors iAzg"(z) + (idz? + uz)@'(z) = 0 et
Q' (z)=c Exp(‘Tz2 +i4z) ou ¢ est une constante. En appliquant par exemple la
propriété (iv) du Lemme 1, on vérifie que ¢ n’appartient pas a l’espace de
Bargmann E.

2) La démonstration de cette propriété repose sur le lemme précédent. En effet,
pour u > 0, Re(Hnin®, @) = ul|Ae||* d’ou ’on déduit, en appliquant (i) du lemme,
que o] = iIIHmin(pH pour tout ¢ € Dyy. 1l en résulte que Hyn est injectif et
d’image fermée. D’autre part, 1’orthogonal de 'image de Hpin est {0}. En effet
(Y, Hmin(1, A)p) = 0 pour tout ¢ € Dy, est équivalent a (Y, Hp) =0 pour tout
p € P donc Huyax(tt, — AW = Huin(i, )" = 0, il résulte de la propriété (1) que
Y =0.
3) Soit @ € Dpay, comme Hpyi, est bijectif, alors il existe g € Dy, tel que
Hpax® = Hying. Comme Dyin C Dyax, on en déduit que Hpmax(@ —¢)=0. Il en
résulte (en appliquant injectivité de Hpax) que @ = g € Dyin.

Corollaire.
1) L’inverse de H est compact.
2) Pour tout A€ R et u>0ona:|H Y| < ﬁ[ll//“ pour tout y € E.

Démonstration.

1) II suffit de remarquer d’une part que ’ensemble résolvant de Hy,, est non
vide et d’autre part que D(H) s’injecte dans D(4) de fagon continue or ce dernier
s’injecte dans E de fagon compacte.

2) Comme pour tout 1 € R et ¢ > 0 on a ul|g|| < ||He|| pour tout ¢ € D(H),
il en résulte que [[H~"y|| < L[y pour tout Y € E.

2. La Subordination de I’Oscillateur Harmonique a ’Opérateur de Gribov

Définition 2. Soit S et B deux opérateurs linéaires de domaine respectif D(S) et
D(B). On dit que B est p-subordonné (0 £ p < 1) a S si:

a) D(S) C D(B).
b) Il existe C > 0 tel que ||Bo|| £ C||So||?||@||'~? pour tout ¢ dans D(S).
Pour p =1, on dit que B est subordonné a S.
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Soit Hy = A*A [loscillateur harmonique de domaine D(Hy) = {¢ € E; A*
Ap € E}
Lemme 2 (Quelques inégalités a priori).

1) Pour (12) € R, [Re(HH; ' p, p)| = pl plP* — 2] - (A p, p)|  Vpe.

2) ||4H; ' pll < |lpl| VP E 2.
3) el = [IHooll*ll0ll'? Yo € D(Hp).
4)Pour,u>0£>0eti=|=00na

a) (u — o)|Hooll < [[Holl + 2L o]l Yo € D(E),
b) (- e)l|HoH Y|l < (1+ %)nv/n VY € E.

Démonstration.
1) Soit p € 2, en remarquant que HO'I,@ =P = Hy?, on peut écrire:

HHy'p = pup +ild* (A + A*)AH; ' p
=pup+ilA*A’Hy ' p + ilA**AH ' p
= up + iA[A4* — [1AH; ' p + idd* p
=up+ilMA+A4A%)p—ildH; 'p.
Il en résulte que Re (HH; ' p, p) = u||p||> — AIm| p||* — AIm{(4H; " p, p) et donc
IRe(HH; ' p, p)| 2 ullpll2 |4] - |Im(4H; ' p, p >|~
2) Comme AHo—lp ZakAH‘ ( ) Z (m>, on en déduit que:

l4Hg " plI? < lIpl? .

3) Comme [|Ag|l? = (4*Ap, ¢) = (Hog, @) < |[Hogl - ol on a:
l4oll < IHool"llell"? Vo € D(Ho) .
4) a) En appliquant (1) de ce lemme on déduit que:
IHHy 'qlllgll = wllall® — |21 - [|4Hy gl - llqll -

Et d’aprés (3) de ce lemme on a:

- _ € Ay,
4ty gl < Nl 1 gl < Slal+ 1A gl slors

|HH ql) 2 (1~ o)llgll — B |Hy gl est-a-dire:
(=gl = 18 gl + Lot g vg ez
Comme H; '? = 2, on obtient:

A 2
(u—o)lHopl < [Hpl+ 2 p) vpeo.
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De la densité¢ des polyndmes & dans I’espace de Bargmann E et de 1’égalité du
domaine minimal de H et de son domaine maximal, on déduit que:

12
(u—o)lHooll < |Holl + 2o lloll v € Du)

b) 1l suffit de combiner cette derniére inégalité et 1’inégalité du corollaire pour
obtenir:

12p

— &) HoH Y| <
= oltott ) s (141

)nwlv¢eE.

Ces inégalités a priori nous permettent d’obtenir:

Théoréme 2.
1) A4 est %-subordonné a H,.
2) Le domaine de H est inclus dans celui de Hy : D(H) C D(Hy).
3) Hy est subordonné a H.

3. Régularité de I’Opérateur de Gribov

Théoréme 3. Ve > 0, on a H~! € I,

2
Démonstration. De I’inégalité a priori §||Hoo|| < ||[Hol| + ';—LII(pH VYo € D(H)

(Lemme 2 avec ¢=£), on déduit que I'opérateur B = HoH “l € L(E) ou L(E)
désigne 1’espace de tous les opérateurs linéaires bornés de E dans lui méme. Par
conséquent:

H'= HO"IB et comme HO"1 € I)4, on en déduit que ' € 14, .

Continuité de H~! par rapport au paramétre A

Proposition. Posons f(A) = H™' = (uHy + iAH,)~! pour A € R. Alors la fonction
f IR — L(E) est continue.

Démonstration. Pour 19+0, on a:
(uHo + iAHy )™ — (uHo + idoH1) ™ = i(Ao — A)(uHo + iZHy) ™!
x Hy(uHy + iloH) ™",

en appliquant le corollaire on en déduit que:
. - . _ 1 . -
(|(uHo +i2H) )~ = (uHo +idoH) ) ™' || < ;||H1(/1Ho+1/10H1) "I+ 140 — 2] et comme

1

|\ H1(uHo + idoH1) ™! =
|40l

l(uHo + idoHy — pHo )(uHo + iZoHy ) ™|

1
< 31+l (uy + 20t
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En appliquant I'inégalité &||[Hop|| < ||Hell + [ -lloll Vo € D(H) (Lemme 2 avec
e =£), on obtient:

(1+””H0(,uH0+l/10H1) 1“) < |1 (3_,_%) ]

Il Aol

Par conséquent, on a:

1 Jol?
(uHo + iAHy) ™" — (uHo + idoHy) 7' < |/1 ' (3"‘%) |20 — 4.

Pour 1o =0, on a:

1 1
“(#Ho )Y - ;HJIY’” < Gy + i35 ||*P - Lty + A ?’l]

pour tout H; 'Y € D(H), c’est-a-dire pour tout ¥ € Ho[D(H)]. En appliquant a
nouveau le corollaire on en déduit que:

. _ |
|(uHo + iAH;) I‘P—EHO 'y < 14 I||H,H 7|

qui tend vers 0 lorsque A tend vers 0 pour tout ¥ € Hy[D(H )]. Comme Ho[D(H)]
est dense dans F on en déduit la continuité de la fonction f(1) a I’origine.
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