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Abstract. This paper is devoted to the Schrόdinger operator P ~ — h2Δx — Δy

+ V(x, y) on Rn

x x R? in the Born-Oppenheimer limit h -»0. We study the case
where resonances appear due to a well of the second electronic level, so that there
can exist transition points only in the complex domain. We then prove that the
widths of these resonances are exponentially small as h tends to zero.

0. Introduction

On s'interesse a nouveau ici a la situation deja envisagee dans [Ma2], et dans
laquelle apparaissent des resonances pour Γoperateur

P = - h2Δx -Δy + V(x, y}=- h2Δx + β(x),

L2(R" x R£). Tres brievement, les resonances qui nous interessent proviennent
d'une localisation des noyaux due a Γexistence d'un puits de potentiel pour le
deuxieme niveau electronique λ2(x) (i.e. la deuxieme valeur propre de Q(x)). Le
premier niveau electronique λ^x) est suppose rester en-dessous de ce puits, et
verifier une hypothese de viriel.

Sous une condition d'analyticite en x du potentiel 7, on peut alors definir les
resonances de P d'une maniere analogue a celle de [Ag-Co] comme etant les
valeurs propres d'un dilate complexe (en x) Pθ de P. On a montre dans [Ma2]
Γexistence de resonances pour P pres du niveau du fond du puits de λ2(x\ ainsi
que Γexistence pour ces resonances de developpements asymptotiques reels en
puissances de /z1 / 2 lorsque h tend vers zero. En particulier, la largeur de ces
resonances est 0(h™}.

On se propose ici d'ameliorer ce dernier resultat, en etablissant que ces
resonances ont en fait une partie imaginaire 0(e~cllί) avec c >0. II s'agit la d'un
resultat bien connu des physiciens, mais dont a notre connaissance aucune preuve
rigoureuse n'avait ete donnέe.
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La difficulte provient du fait que, les niveaux electroniques λ^(x) et λ2(x) ne se
rencontrant pas dans le reel, leur interaction met necessairement en jeu des valeurs
complexes de x, eventuellement tres eloignees du reel. Bien entendu, il parait
raisonnable de penser que ce sont precisement les valeurs complexes de x verifϊant
λ1(x) = λ2(x) qui vont donner-via une integrate d'action-le meilleur taux de
decroissance pour la largeur des resonances (voir a ce propos [La-Li] Sect. 52).
Neanmoins, leur eloignement du reel les rend, au moins sur le plan mathematique,
assez difficiles d'acces (pour n ̂  2). Aussi on n'a pas cherche dans cet article a
obtenir le taux de decroissance optimal, mais plutόt a trouver un taux relativement
facilement calculable a partir du potentiel et de λ^(x\ λ2(x).

Sans doute, une demonstration alternative aurait ete de montrer que les
constructions formelles de [Ma2] peuvent en fait se faire dans la categorie
analytique, et conduisent done a des erreurs exponentiellement petites. Neanmoins,
le taux de decroissance ainsi obtenu aurait certainement ete difflcilement reliable
a des quantites simples attachees a F, λί9 et λ2.

Bien que ce soit des inegalites de type Agmon qui jouent ici un role primordial,
on n'echappe cependant pas au calcul pseudo-differentiel analytique: il nous permet,
a partir de la decroissance exponentielle des fonctions propres de Pθ sur le reel,
d'obtenir aussi une telle decroissance dans le complexe (localement en x). Ceci
donne en particulier une decroissance exponentielle pour les etats resonnants de
P (i.e. les solutions de Pu = pu oύ p est la resonance), et permet de conclure.

Dans [Ma2], on a applique la methode des projections de Feshbach pour
etudier Γoperateur dilate Pθ. Cette methode permet de se ramener a Γetude d'une
matrice 2 x 2 d'operateurs (non auto-adjointe) sur L2(R"), notee Fθ

λ, et dont le
terme principal est le dilate de la matrice diagonale diag( — h2Δ -f λl9 —h2Δ + λ2).
La strategic adoptee ici est alors, dans un premier temps, d'obtenir des estimations
a poids exponentiel de type Agmon sur Fθ

λ, ceci etant rendu possible notamment
par le fait que le dilate complexe de —h2A + λl possede une partie imaginaire
elliptique (de Γordre de |0|). Ces estimations conduisent ensuite a une decroissance
exponentielle des fonctions propres de Fθ

λ, qui induit a son tour une telle
decroissance pour les fonctions propres normalisees de Pθ, du type e~χ2/h et limitee
ici a |x |« |0 | (en prenant comme origine le puits de λ2). Comme il est dit plus
haut, cette decroissance peut se prolonger un peu dans le complexe par un calcul
pseudo-differentiel, et donne done aussi (du fait que la dilatation laisse fixe Γorigine)
un comportement au plus gaussien pres de 0 pour les etats resonnants de P. En
fait, la technique utilisee pour obtenir ce prolongement (et qui consiste essentielle-
ment en une formule de representation Fourier-integrate a phase complexe) permet
aussi de minorer la norme L2 de ces etats resonnants pour x proche de 0 et j elRΛ
On obtient ainsi un resultat de concentration facilement exploitable.

Au paragraphe 1, on rappelle les resultats de [Ma2], et on enonce le theoreme.
La paragraphe 2 est consacre aux inegalites de type Agmon, qui donnent la
decroissance exponentielles des fonctions propres de Pθ en dehors du puits. Cette
decroissance est ensuite etendue au domaine complexe dans le paragraphe 3. La
preuve du theoreme est ensuite facilement terminee au paragraphe 4.

1. Hypotheses et resultats

On s'interesse a Γoperateur de Schrodinger

P = - h2Δx -Δy + F(x, y)=- h2Δx + Q(x)
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sur L2(R" x 1R£), lorsque /z->0, dans la situation deja decrite dans [Ma2] et que
Γon rappelle ici: pour weC°(]Rp; [1, + oo]) et δ > 0, on note A(<5, m) Γespace des
functions holomorphes et bornees dans Dδ = {xE<C"||Imx <2^<Rex>} et a
valeurs dans mL°° = {m/|/eL°°(R^}. (Ici, on a note <Rex> = (1 + |Rex|2)1/2).

On suppose que V est reel sur IR" + 1 et que:

(HI) // existe meC0(Ί&p; [1; + oo[), <50 > 0, J^eA^o, 1), F2eA((50, m)etC>0 tels
que V=Vl + V2

1 et \VyV2\m(yΓ1 ^C (p.p. sur R>).
C-

On deduit de (HI) que les operateurs P et Q(x) de domaines respectifs:

sont auto-adjoints sur L2(ΊRn+p) (resp. L2(RP)).

(H2)

En notant λ^x) et λ2(x) les deux premieres valeurs propres de Q(x\ on suppose
aussi:

(H3) Sup/I1(x)<0, λ2^0, lim A2(x)>0, λ2

l((S) = {ϋ],
Rn l^|-*oo

Inf dist(A2(x), σ(Q(x))\{λ2(x)})> 0.
Rn

Grace a (H3), et au fait que, grace a (HI), β(.) est analytique, on voit que λ1 et
λ2 dependent analytiquement de x. On suppose, en outre que le puits de λ2 est
non degenere et que λ1 verifie une condition de Viriel:

(H4) λ'2(Q) > 0, sup (2λ1(x) + x Vλ^x)) < 0.
Rn

En notant Uθ Γoperateur de dilatation en x:

On a montre dans [Ma2] que Pθ=UθPUθ~
i se prolonge a θ complexe

(|Im θ\ < δ0), et que, pour Im θ > 0, les valeurs propre de Pθ (i.e. les resonances de
P) dans [0, C0/ι] + [ — ε, 0] (C0>0 arbitraire, ε>0 assez petit) admettent des
developpements asymptotiques lorsque /ι->0 du type:

Pj(h)~ejh+ Σ αM/ι1 + f c/2

k^ 1

avec α j fce]R (cf. [Ma2] Theoreme 1.1).
En particulier, Im pj(h) — O(/ι°°). On se propose de montrer ici que Γon a en fait

lmpj(h) = O(e~c/h) avec c>0. La constante c>0 intervenant ici (mais qui n'est
certainement pas optimale) s'estime a partir de V de la maniere suivante:

Comme dans [Ma2], notons Uj(x,y) une fonction propre normalisee de Q(x)
associee a la valeur propre λj(x) (j = 1, 2), ainsi que u] = uj(xeθ, y\ λθj(x) = λj(xeθ),
et Πθ le projecteur sur L2(1R" + P) defini par:

πθu = <M, u\ yΎu\ + (u,uθ

2 yγu
θ

2
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oύ <., .>y designe le produit scalaire dans L2(R£).
On pose aussi Πθ = 1 — Πθ.

On suppose des lors que 0ez]0, δ0[ verifie:

(H5) 3Ci > 0 et 0 < μί < δz, tels que pour tout ueC™(Rn + p):

et

(H6) 3C2 > 0 et <53 > 0 ίe/ que pour tout xeR":

'
, Ree±2θλ1(xe±θ}< - δ3.

£2

(H7) δ4\x\2 ^ Re e2θλθ

2(x) ^ 2δ4\x\2 pour \x\ ̂  \θ\9 avec δ4 > 0, et

δ, = Inf dist((A2

±β(x), σ(Q(xe}θ))\{λ}9(x)}) > 0.
Rn

Remarque. D'apres [Ma2], (H5) a (H7) sont verifiees pour θ assez petit. Posons
Mo-Suplra^Γ1 7(x?y)|;j;6lRp,xeC", |Imx| ^(3/2)(50<Rex>}.Pardesinegalites
de Cauchy, on aura en particulier que pour tout αeN", Sup{m(j;)~1 <x)'a'|5aF(x,^)|;
yeJR.p, xe<Cn, |Imx| ̂  ̂ 0 <Rex>} est majore par une constante ne dependant que
de M0,α et <50.
Notre resultat est alors:

Theoreme 1.1. Sous les hypotheses (HI) a (H4), et pour tout 0ei]0, <50[ verifiant
(H5) d (H7), zϊ existe une constante K0 >Q ne dependant que de n, M0, μ l 5 C1? C2,
eί δj (O^j ^4), telle que les resonances Pι(h),...,pNO(h) de P dans [0, C0/z] H-
i[-ε,0] υerifient: 3X^0,

uniformement pour h > 0 αssez peίiί.

Remarque 1.2. En fait, C1? μ t et ^2 peuvent etre choisis explicitement a partir de
MO, (50 et δ±. Le choix de 0 verifiant (H5) a (H7) peut alors etre pris en fonction
uniquement de M0, C2, 50, <51 ? <53 et (34 (cf. [Ma2], preuve du Lemme 2.1).

Remarque 1.3. Bien que Γon ne precise pas dans Γenonce du theoreme de quelle
maniere K0 depend de n, M0, μ1? C l 5 C2 et ,̂ il est possible de tirer, de la preuve
que Γon en donne, un choix explicite pour K0.

2. Estimations d'Agmon

Pour θ verifiant (H5) et (H7), on a montre dans [Ma2] que Γetude de Pθ se ramene
a celle de la famille d'operateurs de Feshbach:

sur L2(1R")ΘL2(R"),

oύ λeC (I A I assez petit), Gθ = Gθ(λ) = Pθ- PΘ(P'Θ- λ}~lΠθPθ (oύ P'θ designe la
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restriction de ΠΘPΘ a [ueL2\Πθu = u}) et <.,.> y est le produit scalaire dans
L2(R£)).

Plus precisement, on a alors:

λeσ(Pθ)oλeσ(Fe

λ). (2.1)

Soit alors p une resonance de P dans [0, C0/z] + f[ — ε, 0], et wθ une fonction
propre normalisee de Pθ associee a p. Grace a (2.1), on peut alors associer a vvθ

une fonction a<[ 0α2eL2(R")® L2(R") normalisee, telle que:

= 0 (2.2)

Si Γon pose alors

*β= Σ (1 -(P;-p)-^Λ)(αX), (2.3)
j = ι

il est facile de montrer a partir des resultats de [Ma2] Sect .3 (et notamment du
fait que

Xθ(p) = (P'θ-p)-1Πe est O(/ι"1)deHs(lR",L2(Rp) dans HS+1(RW,L2(RP))

pour tout s) que Γon a:

comme de plus Pθwθ = pwθ, on peut en fait prendre:

wβ = c(Λ)wβ, (2.4)
oύ c(/ι) = 1 + O(/z) est une constante

On se propose maintenant d'etablir une estimation d'Agmon sur α? et oP29 ce
qui permettra ensuite (via (2.3) et (2.4)) d'en deduire une estimation analogue pour
HV

Dans toute la suite, on se donne une fonction φ reelle et lipschitzienne sur R".

Lemma 2.1. VseR, 3C > 0 m dependant que de M0, <50, δl9 δ2, s et n tel que:

uniformement pour h>0 assez petit.

Preuve. [77θ, Ax~] est une somme de termes du type <( α), βyγy ou <3Xk( α
avec α, j8, 7 dans (u7

θ, MJ, δ^uj, dXku] (l^k^n^^j^ 2)}.
Or il resulte du Lemme 2.1 de [Ma2] et de sa preuve que ces functions sont

bornees dans L2(R") uniformement en x, et admettent des bornes ne dependant
que de M0, δ0, δί9 δ2. #

Posons comme precedemment Xθ = (P'θ — p)~1Πθ

Lemme 2.2. VseR, // existe C > 0 ne dependant que de n, s, M0, δθ9 δl9 δ2, C1? et
μl tel que:

\\pφ(x)jhγ -φ(x)jh\\ < f
\\e Λθe IIL(HS(]R";L2(1RP))= U

uniformement pour h > 0 assez petit et \\ Vφ \\L«> ^ — .
V_/
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Preuve. Du fait que \_Πβ, e

±φ(x}lh'] = 0, on a:

θ - p)Πθe-φ/hu, 77β«>

, Vxe
φlhΠ5Πeuy + <(β(xe") - p)Πβu,

= h2e-2θ(VxΠθu,VxΠsΠβuy-e-2\Πe(Vφ)2Πθu,Πθuy

+ ((Q(xeθ)-p)Πeu,Πeuy,

et done, grace a (H5):

oύ

avec C>0

ne dependant que de M0 et δl9 δ2, δ0.
DΌύ le resultat pour s = 0, puis pour 5 quelconque en reprenant la preuve de

[Ma2] Lemma 3.2. #

On en deduit aussi en utilisant Γellipticite du laplacien que

-L(^Hs+2}< avec = s , M 0 , 0 1 , 2 , C l 9 μ 1 > .

Reprenant les notations de [Ma2], on note maintenant

ffi«0 = (-h2e~2θΔx + λ^xe6)) ®(-h2e-2ΘΔx + λ2(xeθ))

etRΘ = Fθ

p-^Θ

0.
On a alors:

Proposition 2.3. VselR, il existe C > 0 ne dependant que de n, 5, M0, δ0, δl9 δ2, Cί

et μv tel que:

avec

0 R12et R2 = \ } avecR21

uniformement pour h>0 assez petit et || Vφ ||L» ̂  — .

Preuve. D'apres les Lemmes 2.1 et 2.2, et la forme explicite de Rθ (cf. [Ma2] Sect. 3),

il ne reste plus qu'a etudier les operateurs Ajιk = eφlh{Pβe~φlh( ue

j], uθ

kyγ avec
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j,ke{l,2},kϊj. On a:

et de meme pour A2l, d'oύ comme precedemment le resultat voulu. #

On s'interesse maintenant a eφ/h^θ

Όe~φ/h

9 et on note P]= - h2e~2θΔx + λj(xeθ)
(7 = 1 ou2).

Lemme2.4. VweC£(Rπ)

Ree2\eφ/hPθ

2e-φlhu,uyL2 = h2\\Vxu\\2 + $[Ree2θλθ

2-(Vφ

Preuve. On ecrit:

dy + e2\λθ

2u,uy. #

Lemme 2.5. // existe C > 0 ne dependant que de n, M0, δQ, C2, δ3 tel que pour tout
), on a:

- \ θ \ ( \ \ h V x u \ \ 2 + \\u\\2)

Preuve. Posons υ = ΛV X M, α - α(x) = l(Vφ)2 - He(e2θλί(xeθ))']112 et

β = β(x) = \θ\-ll2(-Ime2θλί(xeθ))1/2.

En particulier, on a grace a (H6):

et j8(x)^C2-
1 / 2.

On a aussi α(x) ̂  M oύ M est une constante ne dependant que de M0 et <50.
D'autre part, on peut ecrire:

2

le resultat s'en deduit, du fait que le carre du premier terme se minore par:

1 \ I θ\2 \θ\2

i /Ί i 2 \ ιι i i 4- >•> i i .. i i 2 i i n 2 \ I I n .. n 4 ι ' I l l .

{e-φlhu,uy = \\v\\2- \\au\\2 -i\θ\ \\βu\\

d'oύ

2MVC2

#
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Pour ui9u2,vl9 v2<EL2(ΊR"), on note:

En combinant les resultats de la Proposition 2.3 et des Lemmes 2.4 et 2.5, on
a fmalement montre:

Proposition 2.6. // existe une constante C3 > 0 ne dependant que de n, M0, δ0, δl7

<52, δ3, C1? C2, et μ1 telle que, pour tout u1,u2EC£(Rn) on a:

+ J [Re e2θλθ

2 - (Vφ)2 - C3/z2 - C3/z || Vφ | |Lco] u2 \
2 dx dy

unίformement pour \\ Vφ \\L*> ^ — et h > 0 αssez peίzf.

I θ\
En particulier, pour | |V</>| | L °o ^ , on obtient une inegalite que Γon peut

2C3

exploiter de la meme maniere que dans [He-Sj] Sect. 1 et 2. Pour cela, notons dθ

la distance d'Agmon associee a la metrique degeneree Ree 2 θA 2(x)dx 2, et
considerons φθeC°°(IR") telle que:

\θ\2

θx -2 βx, si ee 2x = ̂

φθ(x) est constante dans \ Ree2θλ2(x)^—- >, et | |Vφ| | L «> ̂  -— (2.5)

partout.
(Ceci est possible grace a (H7)). Alors, la Proposition (2.6) appliquee avec φ =
(ί-ε)φθ et M 1 0 M 2 = ̂ w/h(a?®a5) donne comme dans [He-Sj] Sect. 2:

Vε>0, \\eφβ(x)lh(c

d'oύ Γon deduit, a Γaide de (2.3), (2.4) et des Lemmes 2.1 et 2.2:

Vε > 0, || eφθ(x)/hwθ | |Hι (]R«,L2(iRp)) = °ε(^) (2 6)

C'est cette estimation qui va nous permettre, dans la section suivante, d'obtenir
une decroissance exponentielle de wθ sure~θΊR.n (pres de 0), et done une decroissance
exponentielle de la fonction resonnante de P: U^θwθ.

Remarquons aussi, pour terminer cette section, que φθ est analytique pres de
0 (cf. par exemple [He-Sj] Sect. 3). Dans la suite, on notera encore φθ un
prolongement holomorphe de φθ pres de 0.

3. Estimations dans le complexe

Si Ω est un ouvert borne de C", et φ est une fonction continue et reelle sur Ω, on
notera-par analogic avec les espace Hφ de Sjόstrand (cf. [Sj])-/ίφ(β,L2(Rp))
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Γespace des fonctions w(x, h) qui sont holomorphes en x dans un voisinage de Ω
(pour tout h > 0 assez petit), a valeurs dans L2(RP), et verifiant:

Vε>0, 3C ε>0 telque || w(x, Λ)| |L 2 ( RP) ̂  Cεe
(φM + ε}/h

pour tout h > 0 assez petit et pour tout xeΩ. (3.1)

Le resultat principal de cette section est alors:

Proposition 3.1. // existe une constante C4 > 0 ne dependant que de n, M0, C2, C3,
(54, telle que:

wθεH_Reφθ(Ωθ,L
2(W))

avec

Pour demontrer cette proposition, on part de la formule bien connue suivante
(cf. par exemple [Sj] ou [Le]):

eί(χ-χ')ξ-W(χ-χt)2l2a(x-x'9ξ)u(x')dxfdξ9 (3.2)

avec

Notons φ(x9 x', τ) = (x — x')τ + -(x — x')2 pour x, x'

En appliquant la formule (3.2) avec u(x) = χ(x)<wθ, ψyγ oύ χeC^(R"), χ = 1 pres
de 0, wθ = β^ f f(Λ:)/Λwθ, et ψεL2(Kp) quelconque, on obtient done pour x assez voisin
deO:

<wθ(x, ), ιA>y = (2πΓ" f e'Ί^<* *' *>"«l>fl(x-^^ (3.3)
]R3n

Commenςons par montrer:

Lemme 3.2. 3C>0 ne dependant que de n, M0, C2, C3, ̂ 4 tel que pour tout ε > 0,
i/ exί'sίe Cε > 0 verifiant: Vi/'eL^lR/), || ι/^ ||L2 = 1 on peut trouver un symbole:

1
x,x',τ, - ,\ξ }~ Σ bλ x>x'>τ> - >\ξ\

h\ξ\ '

dependant analytiquement de x, x', τ, - dans ί2 x /2R x 5" ~ x x 0,-
h\ξ\ J ε j

ί2= < we(CMx| < — > et ΩJR = ΩnΊRn J, a valeurs dans 2Q, et verifiant:

ou

(i) l l^l l L , ( R p)^Ci + 1 /. | f l r j ' Pour tout j^O.
(ii) \ξ\-2h-2e-ί^φ(^'>τ]-φθ(x'}lh(Pθ(x\
(oύ 1PΘ desίgne le transpose de Pθ)9 avec \\ r ||L2(RP) ̂  ̂ ~ ε / | θ | |ξ| (̂  = ε'(ε) > 0 independant
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de ι//) unίformement pour h assez petit, et I x', x', τ, - ) dans Ω x Ω^ x Sn ~~ 1 x
h\ξ\

e

Preuve. On adapte celle du cas scalaire (cf. par exemple [Ro]). On ecrit:

= -\ξ\-2e-2βΔ*-i\ξ\-1e-2β(Δ3,φ-iΔ*φβ/h\ξ\)

-2Q(x'ee). (3.4)

Considerant | ξ \ comme un grand parametre, et x, τ, - comme des parametres
h\ξ\

supplementaires, le terme principal de cet operateur est donne par:

σ0 = e~2θ(Vx,φ - ίVx,φe/h\ξ\)2 + h-2\ξ\ ~2Q(x'eβ)

et done, du fait que Vx.φ = —τ + i(x' — x), on obtient pour xei3,x'6i3Ret - ̂ -:
h\ξ\ ε

avec s = (x' — x)2 — 2iτ(x' — x), et done || s \\ L(L2(IRP)) ̂  ̂ ^ ( en imposant ^ 1 I.
C \ C /

Pour montrer que σ0 est uniformement inversible, notons pour weL2(]Rp)
Π\u = <X wf θyγu

θ

ΐ,Π
θ

l = 1 — 77^, et commenςons par examiner:

avec sί = Re(s-2ih~1\ξ\~1VX'φVx.φθ) et done, grace a (H7) ( et si

cf.(2.5)Y

C 2 ~ 4 C 2 '

Grace a (H5), il est facile de voir que Γon a aussi:

Re<(e2*β(xVVV*'Φθ)^

et done, pour xeΩ:

/7>|2. (3.5)

Examinons maintenant:
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+ 2h ~ 1 \ξ I - Him x - τ)(Vx, φβ)Π{u \\ 2

527

\θ\ \θ\

C2h
2\ξ\2 C3h\ξ\\ Cj Cj

\u,ιι\uyγ

0 ,. II 2

2C2D'oΰ, pour > —-, et C assez grand devant C,, Cv
h\ξ\~ C 3 ' 8

(3.6)

1 2C
D'autre part, pour ^ —-, on a:

V^?«>r£lltf !«ll 2- 2 M0 4C
\ Π° uΘ1t || 2

c3 c3c c
"

/2C \ 2 / |0 | 2 \ 1
Quitte a augmenter C3 pour que ί — - 1 I M0 H -- - 1 ^ -, on en deduit en prenant

V C$ / V 4C3/ 3
C assez grand devant C2, C3 (et avec (3.6)):

(3-7)

uniformement pour xeί2,x/6ί2R, e 0,- ,/ι>0 assez petit, d'oύ fmalement,
h\ξ\ J ε j

avec (3.5), et quitte a augmenter encore un peu C:

On a done le resultat essentiel:

uniformement pour xeΩ.x'eΩ^ e 0,- L/i assez petit.
h\ξ\ J ε j

(3.8)

Remarquant aussi que — — - p = O ( - - ) est d'ordre - 1, il est alors classique
h2\ξ\2 \h\ξ\2J

de construire terme a terme le symbole analytique b (en commenςant par
b0 = σ-ί(aψ)).

Le fait que les bj verifient les estimations (i) se voit par recurrence sur
j, et en utilisant la fomule de Leibniz pour estimer | |δ^fe. | | y ,αeIN n par~

(On utilise aussi le fait que σ0 est analytique en x', et verifie: \\(d^,σ0)σ~1 ||L(L2) ̂
C α.j.
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On ressomme ensuite ce symbole formel en posant:

avec C>0 assez grand, ce qui donne aussi Γestimation sur IMI^^ (cf. [S/]
Sect. 1).

Pour terminer la preuve de la Proposition 3.1, on ecrit (3.3) sous la forme:

<wβ(x, ),^>y= J + J =/ !+/ 2 .
\ ξ \ ^ ε f h \ξ\^ε/h

Pour estimer 72, on utilise le Lemme 3.2 qui donne, du fait que (Pθ — p}wθ = 0:

I2 = (2πΓ" f e

ilξlφ-—-r( x,x',—, , | ξ | , ) > }wβ(x^)χ(x^x'd<!;d);
2 V / J ι2\z\2 \ > \ F \ l,\P\ I 'S'λ^ ' ^ s

\ξ\^ε/h n I C I \ I C I Λ | ς | /

1
+ (2π)~" f e ί l « l9» + ̂ *')/Λ_ -b[Pθ,χ]wθdx'dξdy (3.9)

^ L 2 I ε [ 2
| ξ | ^ ε / Λ ^ I SI

et done, en utilisant (2.6) ainsi que Γestimation sur || r || y et le fait que Im φ ̂  —
\^s

avec C > 0 sur le support de [P, χ], on obtient:

avec ε0 > 0, uniformement pour xeί2, h > 0 assez petit, et ^eL2(]Rp), || ̂  || γ = 1.
g

D'autre part, sur |ξ | ̂  - on a pour xeί2:
h

f | = - ^ I m ^

I /9I
avec C = 1 H -- , et done, en utilisant a nouveau Γestimation (2.6):

2C

uniformement pour xeί2, /ί > 0 assez petit, || ψ \\ γ = 1
Prenant ensuite le Sup sur tous les ι/ΈL2(IR/), ||^|| = 1, on obtient done

finalement pour tout ε > 0:

||wθ(x, ) | |y^Cχ/ Λ (3.10)

uniformement pour h > 0 assez petit et xeΩ.
Ceci est bien Γestimation demandee, et le fait que wθ (done aussi wθ) est

holomorphe dans Ω a valeurs dans L2(RP) se voit de meme, en remarquant que
les integrales / x et I2 (mise sous la forme (3.9)) sont absolument convergentes, et
que les integrandes sont holomorphes en x.

4. Fin de preuve du theoreme

D'apres Γestimation (2.6), et avec W = < xeRn,|x| ^ — 7- >. On a:
( 2C4J

l l w β l l i . x R ^ l - X i e - ' 1 ' * (4-1)
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pour h > 0 assez petit, avec K1 > 0 et ε1 = - Inf Re φθ(x) > 0.
2]R«\ΪF

D'autre part, si Γon pose:

w= U_θwθ = wθ(xe~θ,y)

on a alors (P — p)w = 0 partout, et d'apres la Proposition 3.1, w est holomorphe
en x dans Ωθ a valeurs dans L2(IR/).

On peut done ecrire, en utilisant le caractere formellement auto-adjoint de P
et la formule de Green:

I m p | | w | | £ 2 ( W r x R p ) = Im<Pw,w> l f r x R p= -h2 f w~-ds (4.2)
dW x Rp 0V

oύ v designe la normale unitaire exterieure de dW9 et ds sa mesure de surface.
A Γaide de la Proposition 3.1 (avec ε assez petit), on en deduit:

| Imp|^ | |w | |^ 2

x R p χ 2 β -βι/fc (4.3)

oύ K2 > 0.
II reste done a estimer || w || ̂ \ RP. Pour cela, on ecrit (avec ^eL2(IR/), || ψ \\ = 1,

et ε > 0 arbitraire):

<Wθ(x),l/Oy

- (2π)~n f eKx-x'K-Wx-x'Wafr - x', ξ)( wθ(x'l ψyγχ(x')dx' dξ + re(x, h\
\ξ\^lh

(4.4)

oύ, pour la meme raison que dans la preuve de la Proposition 3.1, on a:

xeΩβ

avec εf > 0, et uniformement par rapport a ψ et h > 0 assez petit.
Maintenant, dans Γintegrale qui apparait dans le membre de droite de (4.4),

on fait le changement de contour en xf suivant:

l
oύ χθεC%\x'\ < - X θ ( χ > ) = 1 pour |x'| <

\ ^4/ ^^4

(On suppose aussi que la fonction χ apparaissant dans (4.4) est telle que
Suppχ θcι{χ-l}).

D'apres la Proposition 3.1, la region de troncature de χθ est alors incluse dans
la zone de decroissance exponentielle de wβ, et on obtient a Γaide de ce nouveau
contour

<wθ(x),

-<w(x/)^>ydx/dξ + r;(x,Λ) (4.5)

avec | Γ g | ^e"ε"^(ε" >0) uniformement par rapport a xeί2θ,/z>0 assez petit,

l l ^ l l y = l .
En prenant le Sup sur ψ dans (4.5), on obtient done pour xeΩθ, et pour
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tout ε > 0:

avec Cε > 0 et ε"(ε) > 0.
A Γaide de (4.1), on en deduit:

V ε > 0 , 3 C ε > O t e l q u e || W | | ^ X R P £— έΓe>*.

^ε

Cette derniere estimation ainsi que (4.3) permettent finalement de conclure, en
remarquant aussi que:

dW C

oύ C ne depend que de C4 et δ4.
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