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Abstract. Cet article est consacre a Γetude de Γinfluence du champ magnetique
sur la premiere valeur propre de Γequation de Schrodinger. On se propose
d'exploiter quantitativement une remarque d'un article de Lavine O'Carroll
par des methodes semi-classiques. La comparaison de la distance d'Agmon du
puits au support du champ magnetique et de la longueur minimale (d'Agmon)
des chemins contournant le support joue un role essentiel dans les phenomenes
mis en evidence.

1. Introduction

Soit Ve C00^") un potentiel electrique t q

V^C et F ^ ^ - α ) (1.1)

et soit A = (Λ1, ...,Λn) un potentiel magnetique dans C°°(iΓ, JR"). On notera

ωA = £ Λj dXj la 1 -forme associee et (1.2)
j

σB = dωA= X BjkdxjΛdxk (1.3)
j<k

la 2-forme champ magnetique.
L'operateur de Schrodinger avec champ magnetique est alors defini par:

PA,VW= Σ {hDx-Af+V9 (1.4)

et on designera dans la suite par P£v(h) la realisation de Dirichlet dans un ouvert
Ω, connexe, eventuellement non borne, mais de frontiere δΩ reguliere et bornee (cf.
[RE-SI]). L'hypothese (1.1) assure que P^γih) est a resolvente compacte et le point
de depart de notre travail etait d'exploiter quantitativement une remarque
heuristique d'un article de Lavine-O'Carroll.
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Rappelons d'abord qu'il est maintenant classique, comme consequence de
l'inegalite de Kato, (cf. [C-F-K-S]), que:

oύ λΩ

 AV(h) est la premiere valeur propre de PAtV(h).
On montrera dans la Sect. 2, la proposition suivante (due essentiellement a

Lavine-O'Carroll):

Proposition 1.1. Soit h>0 fixe.
Soit Ω un ouvert connexe, regulier a frontier e (eventuellement vide) bornέe.

Alors sous les hypotheses prέcέdentes (1.1), (1.2), les proprietέs suivantes sont
equivalentes

(i) λΩ

 A v(h) = λΩ o v(h\

(ii) PAfV(h) et PΩ

 v(h) sont unitairement equivalents (par changement dejauge)

Γ(a) σB = 0 dans Ω

\(b) pour tout chemin fermέ γ dans Ω, (2πh)~ι \ωAeZ.
y

On s'interesse done dans cet article a mesurer, par des methodes semi-
classiques (developpees dans [HE-SJ]3), la difference λΩ

AV(h) — λΩQtV(h) lorsque
la condition (iii) n'est pas satisfaite. Au Sect. 3, on montrera que, sous des
hypotheses convenable sur V [V a un minimum non degenere en dehors de Ω et V
fait barriere autour de dΩ oύ Ω = ,R2\(disque de rayon (5)], un potentiel magnetique
ωA tel que:

- — ί ωAφZ, et t. qσB = 0, (oύ y2δ designe le cercle de rayon 2δ)
2πh y2δ

cree un ecart (λΩ

tAfV(h) — ?$fOtV(h)) que Γon peut mesurer asymptotiquement et oύ
apparait explicitement le terme

1-cosί- J ωA

Ceci nous semble donner un eclairage nouveau, sur un probleme different, des
discussions concernant Γeffet d'Aharonov-Bohm [AH-BO], (cf. [PE, BE] et les
references de cet article).

Les resultats presentes ici sont en partie annonces dans [HE] (avec quelques
erreurs mineures corrigees ici).

Enfm dans la Sect. 5, nous donnons comme corollaire de notre etude une
variante du contre-exemple du a Avron et Simon [AV-SI] d'une conjecture de
Hogreve-Schrader-Seiler [H-S-S] appelee conjecture paramagnetique.

2. Demonstration de la proposition 1.1

Tout s'appuie sur Γidentite suivante oύ u0 est la premiere fonction propre de PΩ(h)
attachee a la valeur propre λΩ(h):

Vu0"

(2.1)
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Une premiere consequence, grace au principe du minimax, est que:

Φ)^Φ). (2.2)

Montrons maintenant que: (i) => (iii).
De XQ

A = X^, on deduit de (2.1) Γexistence d'une suite minimisante φneC£(Ω)
pour la forme qAV associee a la realisation de Dirichlet telle que:

dans L\Ω) (2.3)

φn-^uA dans L2(Ω)

oύ uA est une premiere fonction propre normalisee de PA(h). On obtient alors:

hVuA-iΛuA-h—-'UA = 0 dans Θ\Ω). (2.4)

On reecrit (2.4) en utilisant la notation: φA = — sous la forme:

hdφA = ίφA ωA. (2.5)

Remarquons maintenant que:

dans Ω. (2.6)

Supposons en effet que φA{y0) = 0 pour un y0 e Ω. On deduit de (2.5) dans une boule
contenue (B(y0, r0)) contenu dans Ω que:

\VψA\ύC\φA\. (2.7)

Dans cette boule, on peut έcrire:

1 d

<PA(X) = PΛj'o) + ί Ύf ίψ(yo + t{x - yom dt. (2.8)
out

On deduit alors de (2.7) et (2.8) que pour tout 0 < r ^ r 0 ,

sup \φA\^Cr sup \φA\.
xeB(yo,r) xeB(yo,r)

On en deduit que φA serait nulle dans B(y0,1/C). φA

 1(0) est done ouvert et ferme; Ω
etant connexe, on obtient que si φA s'annule en un point, on a φA = 0 ce qui est une
contradiction avec \\uA\\ = 1. On a done bien demontre (2.6).

Differentiant (2.5), on obtient immediatement: φA-dωA = 0 et done, compte-
tenu de (2.6), dωA = σB = 0 [soit (iii)a]. Dans le cas simplement connexe, on en
deduit que ωA = d0 pour une fonction C00 dans Ω et on a bien entendu (iii)b avec

Pour obtenir (iii)b dans un cas non necessairement simplement connexe, on repart
de (2.5) qu'on peut ecrire localement:

hd(LogφA) = iωA pour une determination du logarithme. (2.9)
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On deduit de (2.9) que \φA\ est localement constant (done constant) φA etant
univalue, on en deduit bien la condition (iii)b, (iii) => (ii) et (ii) => (i) se montrent
facilement.

3. Calculs semi-classiques pour le modele sur R2\B(0, δ)

Considerons done: Ω = R2\B(0,δ), oύ δ verifie 0<(5<l et B(0, δ) est le disque de
centre 0 et de rayon δ. On fait sur V et A les hypotheses suivantes:

AeC^iΩ R2), FeC°°(ί5), (3.1)

-

dx1 dx2

F a u n unique minimum non degenere dans Ω
un point y = (1,0) et V(y) = 0, (3.4)

V(xux2)=V(xu-x2). (3.5)

On s'interesse done a estimer λ2ttΛtV(h) — λQiOtV(h) pour te [0,1], lorsque h^O.
On notera plus simplement λt(h) — λ0(h). On definit Φ par:

Φ=\ωA (3.6)

oύyδ = δB(0,δ).
La proposition (1.1) nous a dit que λt(h) — λo(h)>0 si et seulement si:

Soit d κ la distance d'Agmon sur Ω associee a la metrique V dx2; on introduit

S0 = dv(y,dΩ). (3.7)

Soit maintenant Γ Γensemble des ehemins fermes dans Ω passant par y qui ne sont
pas homotopes dans Ω au chemin reduit a y. On note pour un chemin 7, l(y) la
longueur pour la metrique d'Agmon du chemin y. On introduit alors:

S^inf/ft). (3.8)
yeΓ

L'hypothese fondamentale est:

(3.9)

C'est cette hypothese qui assure Γexistence de Γeffet Bohm-Aharonov. Elle dit en
fait que V cree une barriere entre y et δΩ.

On fait de plus, cette fois-ci pour simplifier, l'hypothese que:

Le minimum S1 est atteint le long d'un unique chemin y. (3.10)

Le minimum est non-degenere. (3.11)

Les hypotheses (3.10) et (3.11) sont des hypotheses apparaissant dans [HE-SJ] x.
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Pour bien les comprendre, on va se placer dans le revetement ΩR de Ω qu'on va
decrire en coordonnees polaires.

Ω* = {(ρ,0),ρe]<5,oo[,0eR}.

Ω\({x2 = 0}) est alors identifie aux points x t. q

x = ρcos0 avec 0 E ] — π, π[, ρ>δ.

On identifie yeΩ avec le point y{0) dans ΩR avec ρ = 1, $ = 0. On note pour j e Z, j / 0 )

le point de coordonnees ρ = 1, 0 = 2π/. Sur Ώ κ , on a une distance d'Agmon associee
au potentiel VR(x) = V(π(x)) oύ π est la projection canonique de ΩR sur Ω. (3.10) dit
alors que:

II existe une unique geodesique minimale y entre y(0) et )/(1)

dans ί2κ pour la distance dFκ [on a bien entendu π(y) = 7] , (3.10)'

et dans cette correspondance (3.11) dit que:

y est un geodesique minimale non degenere au sens

de[HE-SJ] ! . (3.11)'

Si on note z ( 1 ) le point de ΩR defini comme le point de y tel que z = π(z(1)) a comme
coordonnees x2 = 0, xx <0, la condition (3.11)' dit que:

La fonction dVR(x, y{0)) + dvR(x, y{1))

restreinte a (ρ = 1, 0 = π) s'annule exactement

aΓordre 2 en z ( 1 ).

(3.1 \)"

Fig. 1

On va demontrer le theoreme suivant:

Theoreme 3.1. Sous les hypotheses (3.1) a (3.11), on a:

+ O(exp(-(S1+ε0)/Λ)), (3.12)

oύ ε o > 0 , 0 est uniforme par rapport άte[0,1], a(h) est une realisation du symbole

a hJ\ avec a0 > 0.
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Demonstration. Elle est tres voisine de celle de Outassourt [OU], elle-meme
inspiree de celle de [HE-SJ] γ. On va comparer pour tout tλt(h) a la premiere valeur
propre d'un probleme de reference X0(h). Ce probleme de reference est un probleme
de Dirichlet dans ΩR. Profitant de (3.5), on peut definir pour tout ε{ >0, Ωει par:

Ωεi = {xeΩR,x = ρeιθ avec ρe]<5,+oo[,0e] —2π + ε l J 2π —ε t [}. (3.13)

Le probleme de reference est alors la realisation de Dirichlet P^yR{h) associee a
Γoperateur:

j

qu'on notera dans la suite P0{h).
On defmit alors X0(h) par:

λo(h) est la premiere valeur propre de PQ"1 (h) (3.15)

Ce probleme etait Γobjet de Γetude faite dans [HE-SJ] 1 pour le probleme a un puit.
Rappelons sans demonstration les proprietes qui vont nous servir:

Si ύo(h) designe la premiere fonction propre normalisee, positive associee X0{h),
on a:

uo(x) = Oε(exp((-(1 - c) dvR(x, yi0)) + ε)\ft)), Vε > 0 . (3.16)

Dans un voisinage de π~1(y)nΩRu0 admet une approximation BKW de la forme:

_e~idvR{jc'yi0))/h\ ou a(x,h

avec ao(x)>0 c'est a dire que:

pres de π~1(y)nΩR. (3.17)

Ici intervient le fait qu'on est au voisinage d'une geodesique minimale entre y{0)

et y (1) ou d'une geodesique minimale entre y 0 ) et / ~ 1 } et que la distance d'Agmon a
y{0)y est C00 dans un voisinage de 7\({y(1)}) (ou Γanalogue entre y{0) et j/" 1 *). On
notera dans la suite y{1) (resp. y(~l)) cette geodesique minimale entre y(0) et y(ι)

(resp. y~ 1 } ). On remarque maintenant que, si φR(x) est la solution dans ΩR de

φR(y<0)) = 0, VφR = A(π(x)) dans ΩR, (3.18)

Γoperateur P^h vR(h) est unitairement equivalent a P^c\rR(h) par le change-
.tφR

ment de jauge: u->e h u.
JφR

En particulier utA(x,h) = e h uo(x,h) est une fonction propre associee a la
premiere valeur propre λtA = λ0(h) de P?A

ckiVR(h).
L'idee est maintenant de construire a partir de ύtA une fonction propre

approchee du probleme de Dirichlet dans Ω.
Si ueC$(ΩR\ on defmit (π^w) dans C?(Ω) par

M M = Σ u(x). (3.19)
π(x) = x
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Soit maintenant χR une fonction C00 a support dans Ω3ε / 2 et egale a 1 sur

La fonction propre approchee du probleme de Dirichlet est alors donnee par

ύtA(h)dMπ*(χRutA). (3.20)

II est clair que ύtA(h) est C00 et dans le domaine de P?AiV(h).
Calculons maintenant: P?A,vύtA.
On a:

Soit:

PtAύtA = XoιίM + π,(exp(ίίφ*//z) [P o , χ*] fi0). (3.21)

On deduit d'abord de (3.16) et du choix de χR que pour tout η>0(η<Sι) on
peut trouver ε1 > 0 assez petit de telle sorte que:

(PtΛ ~ XOMA = O(exp( - [Sx + η]βh). (3.22)

On deduit alors de (3.22) Γexistence d'une valeur propre λfA v = λt{h) pour

C,#)t q:

λih)-λ^ = On{exV{-ίSx+η-\l2hl \lη<S1 (3.23)

pour εί assez petit fonction de η et /ie]0, /z0].
Une etude fond de puits du type faite dans [HE-SJ] l 5 montre que c'est la seule

dans B(λε

o

ι(h),Ch) pour C > 0 assez petit et qu'elle est simple. Remarquons
cependant que (3.23) donne seulement:

λt(h)-λo(h) = O ε(exp-(S x -ε)/Λ), Vc>0. (3.24)

Pour obtenir un resultat plus precis, on doit repartir de la formule (3.21). Comme
dans [HE-SJJi (theoreme 1.1) (cf. aussi Outassourt [OU]), on montre, en utilisant
(3.16) et la meme inegalite pour une fonction propre utA normalisee associee a λt(h):

utA(x) = Oε(exp(( - (1 - ε) dv(x, y) + ε)/h)) (3.25)

dont la demonstration est donnee dans [HE-SJ]3, que:

λ,(h)-Uh)= ( ( / > M ~ y ^ +O(exp-(2S 1 -^) (3.26)
{UtA/UtA)

pour un choix de εx convenable.
Calcul de (ύtA/ύtA).

(ύtJύtA) = ί {π*(XRutA)/π*(χRutA))dx

Ω

On note r } Γapplication de relevement defini de Ω\{xx < — δ, x2 = 0} dans ΩR defini
par

rj(ρeiθ) = ρeί{θ + 2πj) pour 0 e ] - π , π [ .
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On a alors

π*(χRutA)= Σ ( Λ > ^
j = - 1 a + 1

et:

(ύtA/ύtA)= j \χRu
Ω

= J \ύ0\
2dx

soit

^ ( S l - ε ) / Λ ) (3.27)

compte-tenu du choix de χR et des proprietes de decroissance de w0.
Calculde((PM-X0)fiM/«'M).
Compte-tenu de (3.21), et de la propriete:

j ; = 1 , - 1 , (3.28)

pour

{ρ>δ

On obtient:

\

Ω

t

((PtΛ - λo)ύtA/ύtA) = e'τ \ ([P o, χ R ] fio(ri W)) (z^o) (r0W) dx
Ω

$ ([P o,χΛ]w 0

 o^-1W)Xnfioί'ΌW)^
ΩΩ

M - Xo) ύJύtA) = 2 cos y ρ(ft) + O(β " ( S ̂ + * / h ) , (3.29)

oύ

Q(h) = f
Ω \ (3.30)

La derniere egalite est evidente si on choisit χR symetrique par rapport a x2 = 0.
L'integrale defimssant ρ(h) est du type de celle etudiee dans [HE-SJ] ί (Sect. 2 et
Sect. 6) et en appliquant une formule de Stokes et (3.17), on voit que modulo
O(e~{Sl+εo)/h) avec £0>0, elle peut s'estimer comme une integrale sur x2 = 0 au
voisinage du point z et la condition (3.11)" permet alors d'appliquer le theoreme de
la phase stationnaire qui donne:

(h)~s

avec 0 uniforme par rapport a t. On obtient ainsi le theoreme 3.1.
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4. Effet d'une puce magnetique sur le spectre de Pequation de Schrodinger

4.0. Introduction

On se place dans R2 et on prend les hypotheses suivantes:

2 2 R2), (4.0.1)

supp^C £(0, <5), (4.0.2)

^ " m ^ ^ (4-0.3)

F a u n unique minimum non degenere dans R2 au point

y=(U0), (4-0.4)

= (3.5) (pour simplifier). (4.0.5)

On introduit So et Sx comme dans la Sect. 3. On distinguera dans ce
paragraphe deux cas de nature opposee:

Cas 1: effet d'Aharonov-Bohm pour un etat borne.

On suppose

Sί<2S0. (4.0.6)

On montrera qu'on a le meme phenomene qu'au Sect. 3.

Cas 2: effet direct de B.

On suppose au contraire en posant S0 = dv[y, suppβ] que:

Bdv(y, So) est simplement connexe. (4.0.7)

Dans le cas oύ suppβ = β(0,δ), (4.0.7) correspond a la condition: Si>2S0. On
montrera dans ce cas qu'il y a un effet quantique de Γordre de O(exp( — 2S0/h)) qui
rfest pas du a un effet d'Aharonov-Bohm mais a Γinteraction directe de la particule
avec le champ magnetique.

4.1. Effet d'Aharonov-Bohm pour un etat borne

On se place done sous les hypotheses (4.0.1) a (4.0.6). On designe par λt(h) la
premiere valeur propre de PtAtV(h) realise comme operateur non borne autoad-
joint dans l3(Rn). On va montrer le:

Theoreme 4.1.1. Sous les hypotheses (4.0.1) a (4.0.6), (3.6)—(3.11), ou

λt(h) - λo(h) - h 1/2(1 - cos tΦ/h) a(h) exp( - SJh)

+ O(pxp{-S1/h-ε0/h), (4.1.1)

oύ ^ 0 > 0 , 0 est uniforme par rapport a ίe[0,1], a(h) est celui introduit au
theoreme 3.2.1.

Demonstration. On se refere aux resultats du theoreme 3.2.1. II s'agit done juste de
comparer λt(h) et λ?(h) avec les techniques de [HE-SJ]1 et [HE-SJ]3. Pour
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appliquer les resultats de [HE-SJ] 1? on rappelle que la distance d'Agmon dγ ou dy11

permet de contrόler la decroissance des functions propres normalisees relative a la
premiere valeur propre λt(h) ou λ?(h) uniformement en t et pour /ze]0, /Ϊ 0 ] c'est a
dire qu'on a le contrόle suivant:

A)u?A = Oε(exp(-(l-ε)d°(x,y)/h + ε/h)) dans L\Ω) (4.1.2)

et la meme chose pour uf2
Ceci est demontre dans [HE-SJ] 3 (lemme 1.4). Les techniques de [HE-SJ] ί

(corollaire 2.1.4) montrent alors que:

λf\h)-λf{h) = Oε(exp(-2{S0 - ε)/h) Vε > 0 . (4.1.3)

La perturbation est en effet de Γordre du carre de la taille de la fonction propre la
ou on perturbe (cf. egalement [HE-SJ]2) Sous la condition 2S0>Sl9 on voit que
cette variation est strictement plus petite (asymptotiquement) que celle observee
entre λ?(h) et λ%(h) d'oύ le resultat grace au theoreme (3.1).

4.2. Effet direct de B - La puce magnέtique

Le terme «puce magnetique» est en reference a Γeffet appele «The flea of the
elephant)) par B. Simon [SI] 4 . Cet effet du a une petite perturbation de V dans un
probleme de double puits a ete observe pour la premiere fois dans Particle de Jona-
Lasinio, Scoppola, Martinelli [J-M-S] puis etudie plus systematiquement dans
[HE-SJ] 2 (cf. egalement [SI]3).

On se place sous les hypotheses (4.0.1) a (4.0.5) et (4.0.7), on travaille dans Rn et
on va montrer dans un premier temps la:

Proposition 4.2.1. Sous les hypotheses (4.0.1) a (4.0.5) et (4.0.7), on a:

0^λt{h)-λ0(h)^Oε{e-{2{s°-εm). (4.2.1)

Notre resultat (4.2.1) etant invariant par changement de jauge et ε > 0 etant
donne, il resulte de Phypothese (4.0.7) que Pon peut supposer apres changement de
jauge que:

SuppAnBdv(0, S0 - ε/2) = 0. (4.2.2)

On remarque alors que PtA(h) et P0(h) coincide sur Bdv(0, So — ε/2) ce qui conduit
comme dans la demonstration de la Sect. 4.1 a (4.2.1).

On s'interesse maintenant a demontrer que Peffet observe est effectivement de
cet ordre, c'est a dire qu'on cherche a voir sous queues conditions on a
effectivement:

λt(h) - λo(h) ̂  Cβ t f(exp( -

pour tout ε>0, avec C ε ί > 0 pour ί > 0 . (4.2.3)

Les effets d'Aharonov-Bohm (dans le cas 2) lies au flux de B etant de l'ordre de
O(Qxp{ — 2(S1—ε)/h)) ou S1 est introduit en (4.1.2), ils apparaitront comme plus
petits car Phypothese (4.0.7) dit que 2S0<Sι.
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Pour obtenir la minoration (4.2.3) (sous des hypotheses techniques sans doute
trop fortes), on part de Γidentite de Lavine-O'Carroll [LA-O'CA] utilisee en (2.1).

hV-itA-h — ^ )φ =qtΛ Jφ,ψ)-λJh). (4.2.4)
u0 )

Si utA designe une fonction propre normalisee correspondant a λtA(h) [qu'on peut
choisir telle que utΛ(h) — u0(h) est tres petit], on deduit de (4.2.4) Γestimation
suivante pour tout ouvert ω dans BdV(y, S)

AXA
L2(ω)

(4.2.5)

On est done amene a trouver un ouvert ω dans lequel on a une bonne
minoration de:

u0
L2(ω)

(4.2.6)

Si x est un point tel que dv(x, y) = So, xeSuppB, on cherchera ω dans une boule
ωo = Bdv(x9εo). On sait que utA y est O(exp( — (S0 — ε0)/h)) et la diffϊculte est
d'obtenir une minoration.

On est done naturellement conduit a essayer d'approcher utA par une
approximation BKW ufA

w dans un ouvert ω C ω 0 . Ce probleme a ete etudie dans
[HE-SJ]3. On y demontre Γexistence de solutions BKW pour | ί | < ί 0 dans des
voisinages ouverts de geodesiques mais sous des hypotheses d'analyticite sur A ou
B qui sont exclues dans notre cas puisque B est a support compact. Toutefois
quand on se restreint a des t verifant:

(4.2.7)

on a montre Γexistence d'une solution BKW de la forme:

uff™ = h~n/4at(x, h)exp - Ψt(x)/h (4.2.8)

telle que:

«M - "Sfw = °(hc°) e x P - R e ψχ(x)/h ( 4 2 9 )

dans des ouverts ω tels que tout point de ω est relie a y par une unique geodesique
minimale pour la metrique d'Agmon. Comme dans [HE-SJ]2 (Sect. 5.4), on
montre que:

Dans toute boule ωε

0 = Bdv(x, ε) avec ε0 > ε > 0, il existel

un ouvert ωε tel que (4.2.9) soit verifiee et B Φ 0. j

Rappelons que Ψt(x) est definie dans [HE-SJ] 3 comme la realisation d'une serie
formelle en t:

(4.2.11)

(4.2.10)

ou Ψx verifie (cf. [HE-SJ]3, (2.26))

2{Vd + A)VΨι=0. (4.2.12)

Le symbole principal a%(x) est egalement defini comme la realisation d'une serie
formelle:
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oύ αo(x) est Γamplitude trouvee dans le cas sans champ magnetique. Compte-tenu
de (4.2.9), on commence par calculer:

dans L2(ω).
On trouve

On en deduit que:

dans ωε donne en (4.2.10).
Quitte a restreindre ωε en ω'ε, on peut supposer que (VΨ1 — A) est different de

zero, car sinon on aurait A = VΨ1 dans ωε et done B = 0 dans ωε. On sait que pour h
assez petit ύφς/^ + O et on a montre fmalement Γexistence dans toute boule
Bdv(x, ε) d'une boule ω'ε telle que

^ C(\t\ + O(h*))2 exp( - 2(S0 + η(ε))/ft)
L2(ω^)

oύ ?/(ε)->0 lorsque ε^O et pour |ί| satisfaisant (4.2.7) et /ZG]0,/zo]/zo assez petit.
On a done finalement demontre compte tenu de (4.2.5) le:

Theoreme 4.2.2. Sous les hypotheses (4.0.1) a (4.0.7), on a: Vε>0, ViV, VC0, 3/z0 >0,

^^|ί |^C 0 (-/zlog/z) 1 / 2 ,/ze]0,/z 0 ] (4.2.13)

-λ o (h) ^ Cγ\t\2 exp Γ - 2 ( ^ + β) j . (4.2.14)

Remarque 4.23. L'hypothese (4.2.13) semble technique. On pourrait Γaffaiblir si
on avait par exemple un resultat a priori de monotonie par rapport a t.

5. Remarques sur le paramagnetisme

5.0. Introduction

Comme application de la Sect. 4, on va etudier la non validite ou la validite de la
conjecture paramagnetique formulee par Hogreve-Schrader-Seiler dans [HO-
SCH-SE]. On se limitera a une discussion du cas n = 2 et on donnera un eclairage
nouveau au contre-exemple de Avron et Simon [A-SI] en prenant le point de vue
semi-classique.
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Considerons Γoperateur de Dirac dans R2 (avec champ magnέtique):

D{A)(h) = Σ σj(hDXj-Aj), (5.1)

oΰ Gj sont les matrices de Pauli:

0 l\ / 0 i

l oh σ2=\-i o
σ , = [ Λ Λ I, σ2 =

qui est un operateur autoadjoint dans L2(R2)®C2.
Classiquement, on a:

(D(Λ) (h))2 = (Σ (hDXj -Aj)2y + h(^ ° 5 ) , (5.2)

ou B(x) — (dX2A1 — dXίA2).
On prend un potentiel V verifiant (1.1) et on s'interroge sur la validite de

Γinegalite paramagnetique:

infSpectre((i)(v4)(/ί))2+ F /) ̂ inf Spectre (-ft2 Zl2 + V). (5.3)

Compte-tenu de (5.2), il s'agit de montrer que si on designe par λ°(h) la premiere
valeur propre de (— h2ή 2 + V) et si on designe par X°; ψ (h) la premiere valeur propre

de (Σ(hDXj-Aj)2±hB+V), on a
\j 1

mϊ(λ^y{h\ λ°A v(h))^λ^ y(h). (5.4)

Cette inegalite est dans le sens oppose de celle observee dans les paragraphes
precedents a savoir:

λ% v(h) ̂  λ^ v(h) (cf. 2.3). (5.5)

On va donner 2 exemples opposes. Le premier, dans Γesprit d'un theoreme de Lieb
(dont la demonstration est donnee dans [A-H-S] J, est un cas oύ cette inegalite est
verifiee pour h assez petit. Mentionnons egalement d'autres exemples donnes dans
[A-SE].

Le deuxieme, dans Γesprit du contre-exemple de Avron-Simon [A-SI], va
mettre en jeu Γeffet d'Aharonov-Bohm, comme Γavaient d'ailleurs souligne ces
auteurs.

5.1. Une inegalite paramagnέtίque: le theoreme de Lieb revisite

On va demontrer le theoreme suivant:

Theoreme 5.1.1. On suppose que, dans R2, on a:

VΊΪ^<V,\B{X)\^C{\V{X)-C\), (5.1.1)

V admet un unique minimum non degenerέ en 0, (5.1.2)

β(0)>0. (5.1.3)
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Λlors il existe h0 tel que pour /ze]O,/z0], on a:

λ%y{h)^λ°y{h). (5.1.4)

Demonstration. Elle est immediate en utilisant Γapproximation par un oscillateur
harmonique avec champ magnetique constant egal a B(ϋ) (cf. [SI] l 5 [HE-SJ] l 5

[HE-SJ]3).

5.2. Inέgalitέ paramagnέtίque et effet d'Λharonov-Bohm

On se place maintenant dans le cadre des hypotheses de la Sect. 4.1 oύ on a montre
en (4.1.1) que:

+ O(exp(-S1/Λ-β0/Λ)).

On remarque alors que les operateurs

Σ(hDXj-AJ)
2 + V

j

different de

J

par une perturbation hB(x) a support dans B(0,δ) ce qui conduit a une
modification de la premiere valeur propre de Γordre de

Oε(exp ( - 2dv{y, supp B)/h + ε/h)) c'est a dire Oε(exp ( - 2(S0 - ε)/h)).

Compte-tenu de Γinegalite Sί <2S 0 , on a done le

Theoreme 5.2.1. Sous les hypotheses du thέoreme (4.1.1), on a:

+ O±(exp-((S 1+ε 0)(Λ)) (5.2.2)

avec a(h) = a0 + O(h\ a0 > 0, ε0 > 0, 0 uniforme par rapport a t.

II est clair que (5.2.2) contredit Γinegalite paramagnetique des que (1 - cos tΦ/h)
>ε1>0.

Bibliographie

[AH-BO] Aharonov, Y., Bohm, D.: Significance of electromagnetic potentials in the quantum
theory. Phys. Rev. 115, 485^91 (1959)

[A-H-S] Avron, J., Herbst, I., Simon, B.: [1] Schrόdinger operators with magnetic fields. I.
General interactions. Duke Math. J. 45, 847-884 (1978)
[2] Schrόdinger operators with magnetic fields. II. Separation of the center of mass
in homogeneous magnetic fields. Ann. Phys. 114, 431—451 (1978)
[3] Schrodinger operators with magnetic fields. III. Atoms in homogeneous
magnetic fields. Commun. Math. Phys. 79, 529-572 (1981)



Effet d'Aharonov Bohm sur un etat borne de Schrόdinger equation 329

[A-SE] Avron, J., Seiler, R.: Paramagnetism for non-relativistic electrons and euclidean
massless Dirac particles. Phys. Rev. Lett. 42, 931-934 (1979)

[A-SI] Avron, J., Simon, B.: A counter-example to the paramagnetic conjecture. Phys. Lett.
75 A, 41-42(1979)

[BE] Berry, M.: The Aharonov-Bohm effect is real physics not ideal physics. In:
Fundamental aspects of quantum theory. New York: Plenum Press 1986, Nato ASI
Series 144: 319-320

[C-F-K-S] Cycon, H.L., Froese, R.G., Kirsch, W., Simon, B.: Schrόdinger operators with
applications to quantum mechanics and global geometry. Texts and monographs in
Physics. Berlin, Heidelberg, New York: Springer 1987

[G-G-J] Graffi, S., Grecchi, V., Jona-Lasinio, G.: Tunneling instability vis perturbation
theory. J. Phys. A: Math. Gen. 17, 2935-2944 (1984)

[HE] Helffer, B.: Sur I'equation de Schrόdinger avec champ magnetique. Expose n° 10 au
seminaire EDP de Γecole Polytechnique, pp. 86-87

[HE-SJ] Helffer, B., Sjostrand, J.: [1] Multiple wells in the semi-classical limit. I. Commun.
PDE 9 (4), 337-408 (1984) (annonce aux actes du colloque de saint Jean de Monts en
Juin 1983)
[2] Puits multiples en limite semi-classique. II. Interaction moleculaire-Symetries-
Perturbations, Ann. de Γlnst. Henr. Poincare (section Physique theorique) 42,
127-212 (1985)
[3] Effet tunnel pour Γequation de Schrόdinger avec champ magnetique. A paraίtre
Annales de 1ΈNS de Pise 88

[H-S-S] Hogreve, H., Schrader, R., Seiler, R.: A conjecture on the spinor functional
determinant. Nucl. Phys. B 142, 525 (1978)

[HU] Hunziker, W.: Schrόdinger operators with electric or magnetic fields. Proc. Int. Conf.
in Math. Phys., Lausanne, Lecture Notes in Physics, Vol. 116. Berlin, Heidelberg,
New York: Springer 1980

[J-M-S] Jona-Lasinio, G., Martinelli, F., Scoppola, E.: New approach to the semi-classical
limit of quantum mechanics. I. Multiple tunneling in one dimension. Commun.
Math. Phys. 80, 223 (1981)

[KA] Kato, T.: Israel J. Math. 13, 125-174 (1972)
[LA-O'CA] La vine, R., O'Carroll, M.: Ground state properties and lower bounds on energy

levels of a particle in a uniform magnetic field and external potential. J. Math. Phys.
18, 1908-1912 (1977)

[OU] Outassourt, A.: Analyse semiclassique pour des operateurs de Schrodinger avec
potential periodique. J. Funct. Anal. 72, 65-94 (1987)

[PE] Peshkin, M.: Aharonov-Bohm effect in bound states. Phys. Rev. A 23, 360 (1981)
[RE-SI] Reed, M., Simon, B.: Methods of modern mathematical physics, Vol. IV. New York:

Academic Press 1978
[SI] Simon, B.: [1] Semi-classical analysis of low lying eigenvalues. I. Non-degenerate

minima: asymptotic expansions. Ann. Inst. H. Poincare 38, 295-307 (1983)
[2] Semi-classical analysis of low lying eigenvalues. II. Tunneling. Ann. Math. 120,
89-118(1984)
[3] Semi-classical analysis of low lying eigenvalues. III. Width of the ground state
band in strongly coupled solids. Ann. Phys. 158, 415-420 (1984)
[4] Semi-classical analysis of low lying eigenvalues. IV. The flea of the elephant. J.
Funct. Anal. 63, 123-136 (1985)

Communicated by B. Simon

Reςu le 8 mars 1988; revise le 3 mai 1988






