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Abstract. Cet article est consacré a I’¢tude de I'influence du champ magnétique
sur la premiére valeur propre de I’équation de Schrodinger. On se propose
d’exploiter quantitativement une remarque dun article de Lavine O’Carroll
par des méthodes semi-classiques. La comparaison de la distance d’Agmon du
puits au support du champ magnétique et de la longueur minimale (d’Agmon)
des chemins contournant le support joue un rdle essentiel dans les phénoménes
mis en ¢vidence.

1. Introduction
Soit Ve C*(R") un potentiel électrique t - g

et soit A=(4,,..., 4,) un potentiel magnétique dans C*(R", R"). On notera
w,=) A;dx; lal-forme associée et (1.2)
j
op=dw,= Y Bjdx;Adx, (1.3)
j<k

la 2-forme champ magnétique.
L’opérateur de Schrodinger avec champ magnétique est alors défini par:

P, v(h)= > (hDXJ—Aj)2+ V, (1.4)

15j=n
et on désignera dans la suite par P{(h) la réalisation de Dirichlet dans un ouvert
Q, connexe, ¢éventuellement non borné, mais de frontiére 0Q2 réguliére et bornée (cf.
[RE-SI]). L’hypothése (1.1) assure que P{y(h) est & résolvente compacte et le point

de départ de notre travail était d’exploiter quantitativement une remarque
heuristique d’un article de Lavine-O’Carroll.
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Rappelons d’abord qu’il est maintenant classique, comme conséquence de
I'inégalité de Kato, (cf. [C-F-K-S]), que:

A5 4 () 225 o, v(h),

ou A§ 4 y(h) est la premiére valeur propre de Py, (h).
On montrera dans la Sect. 2, la proposition suivante (due essentiellement a
Lavine-O’Carroll):

Proposition 1.1. Soit h>0 fixé.

Soit Q un ouvert connexe, régulier a frontiére (éventuellement vide) bornée.
Alors sous les hypothéses précédentes (1.1), (1.2), les propriétés suivantes sont
équivalentes

(i) 25 4 1) =15 o, y(h),
(ii) P{(h) et P§ ,(h) sont unitairement équivalents (par changement de jauge)
.. ((a) ag=0dans Q
g {(b) pour tout chemin fermé y dans Q, 2nh)™' [w, e Z.
v

On s’intéresse donc dans cet article a mesurer, par des méthodes semi-
classiques (développées dans [HE-SJ]3), la différence 2§ , ,(h)— 4 o.y(h) lorsque
la condition (iii) n’est pas satisfaite. Au Sect. 3, on montrera que, sous des
hypothéses convenable sur V [V a un minimum non dégénéré en dehors de Qet V
fait barriére autour de 0Q ol Q = R*\(disque de rayon d)], un potentiel magnétique
4 tel que:

1 .
Sk [ wy¢Z, et t qoz=0,(ou y,; désigne le cercle de rayon 24)
T 9,56
crée un écart (4§ 4 y(h)— 2§ ,.,(h)) que l'on peut mesurer asymptotiquement et ou
apparait explicitement le terme

(i)

Ceci nous semble donner un éclairage nouveau, sur un probléme différent, des
discussions concernant 'effet d’Aharonov-Bohm [AH-BO], (cf. [PE, BE] et les
références de cet article).

Les résultats présentés ici sont en partie annoncés dans [HE] (avec quelques
erreurs mineures corrigées ici).

Enfin dans la Sect. 5, nous donnons comme corollaire de notre étude une
variante du contre-exemple du a Avron et Simon [AV-SI] d’une conjecture de
Hogreve-Schrader-Seiler [H-S-S] appelée conjecture paramagnétique.

2. Démonstration de la proposition 1.1

Tout s’appuie sur I'identité suivante ou u, est la premiére fonction propre de P$(h)
attachée a la valeur propre A§(h):

<hV—iA—h@>(p

Uy

2

=P =) o/0>

YoeCo(Q).

2.1)
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Une premiére conséquence, grace au principe du minimax, est que:
24 Z 78 (h). (2.2)

Montrons maintenant que: (i) = (iii).
De 12=]2, on déduit de (2.1) I'existence d’une suite minimisante ¢, € CZ(Q)
pour la forme ¢, associée a la réalisation de Dirichlet telle que:
qﬁ, W Pns (Pn)_’ig, AVv= ig, 0,v

Vuo

(hV—iA—h >(/),,—>0 dans I2(Q) [, (2.3)

U
P,y dans Q)
ou u, est une premiére fonction propre normalisée de P{(h). On obtient alors:

%
WV, —iAu, — h7“9 u,=0 dans 2(9Q). (2.4)
0

Uy

On réécrit (2.4) en utilisant la notation: ¢, = ( > sous la forme:
u

0
hde ,=ip,-wy. (2.5)
Remarquons maintenant que:
¢,.#+0 dans Q. (2.6)

Supposons en effet que ¢ 4(y,) =0 pour un y, € Q. On déduit de (2.5) dans une boule
contenue (B(y,,r,)) contenu dans 2 que:

Vo =Cloyl. (2.7)

Dans cette boule, on peut écrire:
)
P AX)=04(yo) + g i LPWo+tx—=yo)]dr. (2.8)

On déduit alors de (2.7) et (2.8) que pour tout 0<r=r,,

sup |p =Cr sup [p,].

xeB(yo,r) xeB(yo,r)

On en déduit que ¢ 4, serait nulle dans B(y,, 1/C). ¢ ; }(0) est donc ouvert et fermé; Q
¢tant connexe, on obtient que si ¢, s’annule en un point, on a ¢ , =0 ce qui est une
contradiction avec |lu,||=1. On a donc bien démontre (2.6).

Différentiant (2.5), on obtient immédiatement: ¢, - dw,=0 et donc, compte-
tenu de (2.6), dw, =0,=0 [soit (iii),]. Dans le cas simplement connexe, on en
déduit que w,=d0 pour une fonction C* dans Q et on a bien entendu (iii), avec

fw,=[do=0.

v v
Pour obtenir (iii), dans un cas non nécessairement simplement connexe, on repart
de (2.5) qu’on peut écrire localement:

hd(Logg )=iw, pour une détermination du logarithme. (2.9)
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On déduit de (2.9) que | 4| est localement constant (donc constant) ¢, étant
univalué, on en déduit bien la condition (iii),, (iii) = (ii) et (ii) = (i) se montrent
facilement.

3. Calculs semi-classiques pour le modéle sur R?\B(0, §)

Considérons donc: Q=R*\B(0, ), ou ¢ vérifie 0<d<1 et B(0,9) est le disque de
centre 0 et de rayon J. On fait sur V et 4 les hypothéses suivantes:

AeC”(Q;R?), Ve C™(Q), (3.1)
04, 04, ~
B= ——1]=0 d Q .
<6x1 6x2> 0 dans , (3.2)
V a un unique minimum non dégénéré dans Q
un point y=(1,0) et V(y)=0, (3.4)
Vixy, x2)=V(xy, —x3). 3.5)

On s'intéresse donc a estimer 4§ 4 1(h)— 2§, o, y(h) pour ¢ € [0, 1], lorsque h—0.
On notera plus simplement A,(h)— 4,(h). On définit @ par:

b= |, (3.6)

V6

ou y;=0B(0,9).
La proposition (1.1) nous a dit que ZA(h)—A,(h)>0 si et seulement si:

tP
—¢2I1Z.
2nh ¢ B
Soit dy, 1a distance d’Agmon sur Q associée a la métrique V- dx?; on introduit
So=dy(y,09). (3.7)

Soit maintenant I 'ensemble des chemins fermés dans Q passant par y qui ne sont
pas homotopes dans € au chemin réduit a y. On note pour un chemin 7y, () la
longueur pour la métrique d’Agmon du chemin y. On introduit alors:

S, = infl(y). (3.8)
vell
L’hypothése fondamentale est:
S, <2S,. (3.9)

C’est cette hypothése qui assure 'existence de I'effet Bohm-Aharonov. Elle dit en
fait que V crée une barriére entre y et 0Q.
On fait de plus, cette fois-ci pour simplifier, 'hypothése que:

Le minimum S, est atteint le long d’un unique chemin y. (3.10)
Le minimum est non-dégénér¢. (3.11)

Les hypothéses (3.10) et (3.11) sont des hypothéses apparaissant dans [HE-SJ],.
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Pour bien les comprendre, on va se placer dans le revétement QX de Q qu’on va
décrire en coordonnées polaires.

Q%={(0,0),0€10,0[,0€R}.
Q\({x,=0}) est alors identifi¢ aux points x t. ¢
x=gcosf avec Oe]—mn[,0>0.

On identifie y € Q avec le point ' dans Q% avec ¢ =1, 0=0. On note pourje Z, y
le point de coordonnées ¢ =1, 0 = 2xj. Sur QF, on a une distance d’Agmon associée
au potentiel VX(x)= V(n(x)) ou 7 est la projection canonique de Q% sur Q. (3.10) dit
alors que:

(0) (1)

11 existe une unique géodésique minimale j entre y'” et y

dans QF pour la distance dy= [on a bien entendu n(})=7], (3.10y
et dans cette correspondance (3.11) dit que:
7 est un géodésique minimale non dégénéré au sens
de [HE-SJ], . (3.11y

Si on note z!) e point de Q% défini comme le point de 7 tel que z=7(z'") a comme
coordonnées x, =0, x, <0, la condition (3.11)" dit que:

La fonction dy&(X, y'?) + dy =(, y'V)
restreinte a (¢ =1, 0 =r) s’annule exactement 3.11)”

alordre 2 en (V).

X2

Fig. 1

On va démontrer le théoréme suivant:
Théoréme 3.1. Sous les hypotheses (3.1) a (3.11), on a:
td
28 (W)= 28 y(h)=h'"? <1 —cos 7) a(h) (exp(—S,/h))

+O0(exp(—(S; +¢0)/h), (3.12)

ot £,>0, 0 est uniforme par rapport a te[0,1], a(h) est une réalisation du symbole
<Z ajhj> avec ay>0.
j
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Démonstration. Elle est trés voisine de celle de Outassourt [OU], elle-méme
inspirée de celle de [HE-SJ],. On va comparer pour tout t4,(h) a la premiére valeur
propre d’un probléme de référence Z,(h). Ce probléme de référence est un probléme
de Dirichlet dans Q. Profitant de (3.5), on peut définir pour tout ¢, >0, Q,, par:

Q, ={xe QR x=0e" avec g€]d, + o[,0e]—2n+e;,2n—¢,[}. (3.13)

Le probleme de référence est alors la réalisation de Dirichlet ng;‘m(h) associée a
Popérateur:

Poyr(h)=} (hDy)* + VE(x) (3.14)

qu'on notera dans la suite Py(h).
On définit alors Ay(h) par:

Zo(h) est 1a premiére valeur propre de Pf"' (h). (3.15)

Ce probleme était 'objet de I’¢tude faite dans [HE-SJ], pour le probléme a un puit.
Rappelons sans démonstration les propriétés qui vont nous servir:

Si diy(h) désigne la premiére fonction propre normalisée, positive associée Aq(h),
on a:

fio(X)=0,(exp((—(1 —&)dyr(x, YY)+ £)\h)), Ve>0. (3.16)

Dans un voisinage de 7~ !(y)nQ®i, admet une approximation BKW de la forme:

WBEV(X)=h~12a[X, h]e” @ &YW oy g(%, h)~< Y oa j(x)hf>
jz0

avec ay(X)>0 cest a dire que:

fio(%, h)— ABKW(x, h) = O(h*)e @ =y presde 77 '(»)nQR.  (3.17)
Iciintervient le fait qu’on est au voisinage d’une géodésique minimale entre y©
et y ou d’une géodésique minimale entre y® et y~ Vet que la distance d’Agmon a
¥y est C* dans un voisinage de y\({y'"}) (ou I'analogue entre y® et y~ ). On
notera dans la suite y* (resp. 7~ V) cette géodésique minimale entre y©@ et y*
(resp. ¥~ ). On remarque maintenant que, si p*(x) est la solution dans QF de

PR =0, VoR=A(n(x)) dans Q, (3.18)

l'opérateur Pg;}lz’yn(h) est unitairement équivalent a ng{m(h) par le change-
jfof
h

. i
ment de jauge: u—e " u

tpR
En particulier #,,(X, h)=elTﬁo(x, h) est une fonction propre associ¢e a la
premiére valeur propre 7, .= Zo(h) de Pitk yr(h).
L’idée est maintenant de construire a partir de &, une fonction propre
approchée du probléme de Dirichlet dans €.
Si ue CJ(QR), on définit (r,u) dans CF(Q) par

(meu)(x)= Y u(x). (3.19)

n(X)=x
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Soit maintenant y® une fonction C* a support dans Qs 12 et égale a 1 sur
9281 mB(y(O): Sl)
La fonction propre approchée du probléme de Dirichlet est alors donnée par

tiga(h) € 7, (11, ). (3.20)

11 est clair que #, 4(h) est C* et dans le domaine de PZ, (h).
Calculons maintenant: P i, ..

On a:
Pyl g=P 0 T[*(XRatA)
=Ty 0 ptA(XRﬁrA)
. =, exp(itp®/h) Po(y ).
Soit:

PtAatA = /TOI'ZtA + n*(exp(itqu/h) [FO> XR] aO) . (321)

On déduit d’abord de (3.16) et du choix de ¥® que pour tout >0 (y<S,) on
peut trouver ¢, >0 assez petit de telle sorte que:

(Poy— o)t 4 = Olexp(—[S, +11/2h). (3.22)
On déduit alors de (3.22) l'existence d’une valeur propre A% ,=A,(h) pour
Q2 .
Py v(h) tq:
A =75 = O, (exp(—[S, +n]/2h), Vn<S, (3.23)

pour ¢, assez petit fonction de y et he 0, hg].

Une étude fond de puits du type faite dans [HE-SJ],, montre que c’est la seule
dans B(Z:(h), Ch) pour C>0 assez petit et qu'elle est simple. Remarquons
cependant que (3.23) donne seulement:

()= Ag(h) =0 (exp— (S, —e)/h), Ve>0. (3.24)

Pour obtenir un résultat plus précis, on doit repartir de la formule (3.21). Comme
dans [HE-SJ], (théoréme 1.1) (cf. aussi Outassourt [OU]), on montre, en utilisant
(3.16) et la méme inégalité pour une fonction propre u, , normalisée associée a 4,(h):

U 4(X) = O (exp((— (1 — &) dy(x, y) +¢)/h)) (3.25)
dont la démonstration est donnée dans [HE-SJ];, que:
((PtA_ ZO)IIIA/I’IIA)
U]

pour un choix de ¢, convenable.
Calcul de (4, /1, ).

A h)—Zo(h) = +0(exp— (28, —n)/h) (3.26)

(atA/th) = !J;(n*(XRazA)/n*(XRazA)) dx.

On note r; I'application de relévement défini de Q\{x, < — 9, x, =0} dans Q défini
par

i(0+2nj)

ri0e)=ge pour Oe]—m,x[.
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On a alors
n*(XRatA) = Z (XRatA) or;
j=—la+1
et:
(th 4/t )= | iRiig o rol> dx +0,(e” 179" Ve>0
Q
= | |fio|* dx + Os(e—(sl “9h Vg0
(PR3
soit
(U afti ) =140 (e 17 (3.27)

compte-tenu du choix de %R et des propriétés de décroissance de i,
Calcul de (P, ,— o), 4/t 4)-
Compte-tenu de (3.21), et de la propriété:

PRor)—pReorx)=(—1y®, j=1,-1, (3.28)
pour
) 0€(—1j,0)
— i0
X=ge {Q> 5 .
On obtient:
g
(Poa—Zo)tiy 4t ) =€ " 552 (LPoy 1" dig(r () (1" dio) (ro(x)) dx
S )
e F ([P0, "1y o 1) Lilolro(x)) dx
+ O(e_(s‘ +n)/h)
T Vi /il tP —(Sy1+n)/h
((PIA—/’»o)utA/um)=2COS~h—Q(h)+0(€ Gy, (3:29)
ou

o(h)= J ([Po, 1" Viiolry (x))) (x"fho) (ro(x)) dx

= o (3.30)

= ;)([POJC Jito(r - () (x ") (ro(x)) dx .
La derniére égalité est évidente si on choisit y® symétrique par rapport a x,=0.
L’intégrale définissant g(h) est du type de celle étudiée dans [HE-SJ]; (Sect. 2 et
Sect. 6) et en appliquant une formule de Stokes et (3.17), on voit que modulo
O(e~ S+t avec ¢,>0, elle peut sestimer comme une intégrale sur x, =0 au
voisinage du point z et la condition (3.11)” permet alors d’appliquer le théoréme de
la phase stationnaire qui donne:

A{h)y=h'1* cost% a(h)ye™ 51" O(e S1Heollhy

avec 0 uniforme par rapport a t. On obtient ainsi le théoréme 3.1.
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4. Effet d’une puce magnétique sur le spectre de ’équation de Schrodinger

4.0. Introduction

On se place dans R? et on prend les hypothéses suivantes:

AeC=(R2%;R?), Ve C*(R?), (4.0.1)
suppBC B0,9), 4.0.2)

V a un unique minimum non dégénéré dans R* au point
y=(1,0), (4.0.4)
=(3.5) (pour simplifier). (4.0.5)

On introduit S, et S; comme dans la Sect.3. On distinguera dans ce
paragraphe deux cas de nature opposée:

Cas 1: effet d’Aharonov-Bohm pour un état borné.

On suppose
S;<28,. (4.0.6)

On montrera qu’on a le méme phénomeéne qu’au Sect. 3.
Cas 2: effet direct de B.
On suppose au contraire en posant §,=d,[y,suppB] que:
B,,(y,5,) est simplement connexe. (4.0.7)

Dans le cas ou suppB=B(0,9), (4.0.7) correspond a la condition: S, >2S,. On
montrera dans ce cas qu’il y a un effet quantique de 'ordre de O(exp(—25,/h)) qui
nest pas du a un effet d’Aharonov-Bohm mais a I'interaction directe de la particule
avec le champ magnétique.

4.1. Effet d Aharonov-Bohm pour un état borné
On se place donc sous les hypothéses (4.0.1) a (4.0.6). On désigne par A(h) la

premiére valeur propre de P, y(h) réalis¢ comme opérateur non borné autoad-
joint dans I2(R"). On va montrer le:
Théoréme 4.1.1. Sous les hypothéses (4.0.1) a (4.0.6), (3.6)—(3.11), ou
A(h)— Ao(h)=h'?*(1—cost®/h) a(h)exp(—S,/h)
+0(exp(—S,;/h—¢gy/h), (4.1.1)

ot £,>0, O est uniforme par rapport a te[0,1], a(h) est celui introduit au
théoréme 3.2.1.

Démonstration. On se réfere aux résultats du théoréme 3.2.1. Il s’agit donc juste de
comparer A,(h) et A2(h) avec les techniques de [HE-SJ], et [HE-SJ];. Pour
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appliquer les résultats de [HE-SJ],, on rappelle que la distance ’Agmon dj; ou dy"
permet de contrdler la décroissance des fonctions propres normalisées relative a la
premicére valeur propre A,(h) ou 4%(h) uniformément en t et pour he 0, hy] Cest a
dire qu’on a le contréle suivant:

ul, (W +itA)u?, = 0 (exp(— (1 —e) dii(x, y)/h+¢/h)) dans I*Q) (4.1.2)

et la méme chose pour uf;.
Ceci est démontré dans [HE-SJ]; (lemme 1.4). Les techniques de [HE-SJ],
(corollaire 2.1.4) montrent alors que:

AR (h)— A2(h) = O (exp(— 2(So — &)/h) Ye>0. (4.1.3)

La perturbation est en effet de 'ordre du carré de la taille de la fonction propre la
ou on perturbe (cf. également [HE-SJ],). Sous la condition 2S,> S, on voit que
cette variation est strictement plus petite (asymptotiquement) que celle observée
entre A2(h) et A§(h) d’ou le résultat grice au théoréme (3.1).

4.2. Effet direct de B — La puce magnétique

Le terme «puce magnétique» est en référence a leffet appelé «The flea of the
elephant» par B. Simon [SI],. Cet effet du a une petite perturbation de V dans un
probléeme de double puits a été observé pour la premiére fois dans I’article de Jona-
Lasinio, Scoppola, Martinelli [J-M-S] puis étudi¢ plus systématiquement dans
[HE-SJ], (cf. également [SI];).

On se place sous les hypothéses (4.0.1) a (4.0.5) et (4.0.7), on travaille dans R" et
on va montrer dans un premier temps la:

Proposition 4.2.1. Sous les hypothéses (4.0.1) a (4.0.5) et (4.0.7), on a:
0= Ah)—Ao(h) < O (e S0~ 9/M). (42.1)

Notre résultat (4.2.1) étant invariant par changement de jauge et ¢>0 étant
donné, il résulte de ’hypothése (4.0.7) que 'on peut supposer aprés changement de
jauge que:

Supp AnBy, (0,5, —¢/2)=0. (4.2.2)
On remarque alors que P, 4(h) et P,(h) coincide sur B,v(0, S, —¢/2) ce qui conduit
comme dans la démonstration de la Sect. 4.1 a (4.2.1).

On s’intéresse maintenant a démontrer que Ueffet observé est effectivement de
cet ordre, c’est a dire qu'on cherche a voir sous quelles conditions on a
effectivement:

A —2o(h) = C,, (exp(—2[S,+¢]/h)
pour tout ¢>0, avec C,,>0 pour t>0. (4.2.3)

Les effets d:Aharonov—Bclhm (dans le cas 2) liés au flux de B étant de I'ordre de
O(exp(—2(S; —¢)/h)) ou S, est introduit en (4.1.2), ils apparaitront comme plus
petits car hypothése (4.0.7) dit que 2S,<S;.
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Pour obtenir la minoration (4.2.3) (sous des hypothéses techniques sans doute
trop fortes), on part de I'identité de Lavine-O’Carroll [LA-O’CA] utilisée en (2.1).

, Vuo\ |
hV—ltA—hT Ol =deavl@, 9)—Ao(h). (4.2.4)
0

Si u,, désigne une fonction propre normalisée correspondant a 4, ,(h) [qu’on peut
choisir telle que u,4(h)—uy(h) est trés petit], on déduit de (4.2.4) I'estimation
suivante pour tout ouvert @ dans B,,(y,S)

<hV—itA—h@> Uy g

Ug

2

A(h)— Ao(h) = +0(e™ 25, (4.2.5)

L%(w)

On est donc amené a trouver un ouvert w dans lequel on a une bonne

minoration de:
vV
“(hV— itA— hﬂ> ",
Up

Si x est un point tel que dy(x, y)=S,, x e Supp B, on cherchera » dans une boule
wo= By, (x,&,). On sait que u,, y est O(exp(—(So—¢&o)/h) et la difficulté est
d’obtenir une minoration.

On est donc naturellement conduit a essayer d’approcher u,, par une
approximation BKW uPX¥ dans un ouvert w Cw,. Ce probléme a été étudié dans
[HE-SJ];. On y démontre 'existence de solutions BKW pour [f|<t, dans des
voisinages ouverts de géodésiques mais sous des hypothéses d’analyticité sur A ou
B qui sont exclues dans notre cas puisque B est a support compact. Toutefois

quand on se restreint a des ¢ vérifant:

2

(4.2.6)

L:(w)

[t| <C(—hLogh)'/? 4.2.7)
on a montré I'existence d’une solution BKW de la forme:
uBkW — p="%q(x, h)exp — P (x)/h (4.2.8)
telle que:
U, — UKWV =0(h*)exp —Re ¥, (x)/h 4.2.9)

dans des ouverts w tels que tout point de w est reli¢ & y par une unique géodésique
minimale pour la métrique d’Agmon. Comme dans [HE-SJ], (Sect. 5.4), on

montre que:
Dans toute boule wf = B,,(x, &) avec ¢, >¢>0, il existe} (42.10)
un ouvert w, tel que (4.2.9) soit vérifice et B=0. o
Rappelons que ¥ ,(x) est définie dans [HE-SJ]; comme la réalisation d’une série
formelle en ¢:

¥ (x)=dy(x, y) + it P! (x)+ O(2), 4.2.11)
ou ¥, vérifie (cf. [HE-SJTs, (2.26))
AVd+ A)WVPL=0. 4.2.12)

Le symbole principal a’(x) est également défini comme la réalisation d’une série

formelle:
a;(x) = ag(x) + 0(?)
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ou ad(x) est amplitude trouvée dans le cas sans champ magnétique. Compte-tenu
de (4.2.9), on commence par calculer:

VuBKW
o(t,x, h)= <hl7 —itA—h ugiw > uBkw

dans [*(w).
On trouve
—n/4 t . Va' ‘7(10
ot x. y=h"""exp(= ¥ (/m d' x| (P, —itA=V¥o)+h| - = —5
a

o(t, x, hy=th™"*exp(— P (x)/h) d'(x, ) [i(V ¥, — A)+ O(h)+ O(t)] .
On en déduit que:
(hV—itA—h%> Uy
U
=h""*e =¥ gt (x h) [t[i(V¥, — A)+ O(h)+ O(t)] + O(h™)]
dans w, donné en (4.2.10).

Quitte a restreindre w, en w}, on peut supposer que (VP! — A) est différent de
zéro, car sinon on aurait A =V ¥ dans w, et donc B=0dans w,. On sait que pour h
assez petit a'(x,h)+0 et on a montré finalement I’existence dans toute boule
B, (x,¢) d’'une boule w; telle que

“(hV-uA—hV“O> ey

Up

> C(It|+0(h™))* exp(—2(So +n(e))/h)

L2(wy)

ou #(e)—0 lorsque ¢—0 et pour |t] satisfaisant (4.2.7) et he ]0, hy]h, assez petit.
On a donc finalement démontré compte tenu de (4.2.5) le:

Théoréme 4.2.2. Sous les hypothéses (4.0.1) a (4.0.7), on a: Ye>0,YN, VC,, 3h,>0,
3C, tel que si

WY < [1] < Co( — hlogh)V2, he 10, ho] 4.2.13)
on a:
W) — dg(h)= C, 1 exp [ _ W} . (4.2.14)

Remarque 4.2.3. L’hypothese (4.2.13) semble technique. On pourrait Iaffaiblir si
on avait par exemple un résultat a priori de monotonie par rapport a t.

5. Remarques sur le paramagnétisme
5.0. Introduction

Comme application de la Sect. 4, on va étudier la non validité ou la validité de la
conjecture paramagnétique formulée par Hogreve-Schrader-Seiler dans [HO-
SCH-SE]. On se limitera a une discussion du cas n=2 et on donnera un éclairage
nouveau au contre-exemple de Avron et Simon [A-SI] en prenant le point de vue
semi-classique.
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Considérons lopérateur de Dirac dans R? (avec champ magnétique):

{(hD
1 7

H.M o

D(A)(h)= A4, (5.1

x;
J

ou ¢; sont les matrices de Pauli:

0 1 0 i
1=\ o) 2T i o

qui est un opérateur autoadjoint dans L*(R*)® C?.
Classiquement, on a:

(D(A) (h)?

@ (hD,,— Aj)2> I+h <g —OB> , (5.2)

ou B(x)=(0x,A, —0x,A,).

On prend un potentiel V' vérifiant (1.1) et on s’interroge sur la validité de
I'inégalité paramagnétique:

inf Spectre((D(A) (h))* + V- I)<inf Spectre(—h?4> 4+ V). (5.3)

Compte-tenu de (5.2), il S’agit de montrer que si on désigne par 1°(h) la premiére
valeur propre de (—h>4% + V) et si on désigne par £ ;(h) la premiére valeur propre
de <Z(th,‘“Aj)2 +hB+ V>, on a

j

inf(Z3: 5 (), A9 y(h) < 25 y(h). (5:4)

Cette inégalité est dans le sens opposé de celle observée dans les paragraphes
précédents a savoir:

A9 ()28 () (cf. 2.3). (5.5)

On va donner 2 exemples opposés. Le premier, dans ’esprit d’un théoréme de Lieb
(dont la démonstration est donnée dans [A-H-S],), est un cas ot cette inégalité est
verifiée pour h assez petit. Mentionnons ¢galement d’autres exemples donnés dans
[A-SE].

Le deuxiéme, dans I'esprit du contre-exemple de Avron-Simon [A-SI], va
mettre en jeu leffet d’Aharonov-Bohm, comme I'avaient d’ailleurs souligné ces
auteurs.

5.1. Une inégalité paramagnétique: le théoréme de Lieb revisité

On va démontrer le théoréme suivant:

Théoréme 5.1.1. On suppose que, dans R?, on a:

Vxim= 0, [Bx)[= C(IV(x) - C)), (5.1.1)
V admet un unique minimum non dégénéré en 0, (5.1.2)

B(0)>0. (5.1.3)
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Alors il existe hy tel que pour he]0,h,], on a:
2xv (W= A0(h). (5.1.4)

Démonstration. Elle est immeédiate en utilisant 'approximation par un oscillateur
harmonique avec champ magnétique constant égal a B(0) (cf. [SI],, [HE-SJ],,
[HE-SJ],).

5.2. Inégalité paramagnétique et effet d’ Aharonov-Bohm

On se place maintenant dans le cadre des hypothéses de la Sect. 4.1 ou on a montre
en (4.1.1) que:

a0 =h (105 % by exp(—5.

+O0(exp(—S,/h—¢gy/h)). (5.2.1)
On remarque alors que les opérateurs

Y.(hD,,— A)* + V(x) £ hB(x)
7
différent de

Y (hD,, — A+ V(x)

par une perturbation hB(x) a support dans B(0,0) ce qui conduit & une
modification de la premiére valeur propre de I'ordre de

0. (exp(—2dy(y,suppB)/h+¢/h)) cestadire O, exp(—2(S,—e)/h).

Compte-tenu de I'inégalité S; <2S,, on a donc le

Théoréme 5.2.1. Sous les hypothéses du théoréme (4.1.1), on a:

Aia, ()= 2o y(H)=h'/ <1 —cos %) a(h)exp(—S,/h)

+ 0, (exp —((S; + &) (M) (5.2.2)
avec a(h)=aq+ O(h), a, >0, &, >0, 0 uniforme par rapport a t.

Ilest clair que (5.2.2) contredit I'inégalité paramagnétique dés que (1 —cost®/h)
>g,>0.
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