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Abstract. We show that cyclic cohomology of an algebra A is obtained from
traces with suitable domains on the algebra g4 of the second author. When A4 is
a C* algebra so is g4 and the notion of positive trace makes sense. We hence get
a notion of positivity for cyclic cocycles. We prove that a positive trace on gA
defines a type I or II Fredholm module on A.

Introduction

La construction de [2] associe a tout module de Fredholm p-sommable pair
(#, F, &) sur une algebre o7 et tout entier pair n= p— 1, un n-cocycle cyclique sur </,
le caractére de Chern de (4, F, ¢). Soit q.o7 ’algébre universelle introduite dans [6].
Il résulte facilement de [6] qu'un module de Fredholm p-sommable pair est un
homomorphisme de g/ dans 'algébre #?(47), idéal de Schatten des opérateurs
p-sommables dans 4" ={{e 4, ¢£=¢}. De maniére équivalente c’est un quasi-
homomorphisme de .o/ dans J=.2%7(#"). La construction de [2] se prolonge
facilement a tout homomorphisme de .o/ dans une algébre J munie d’une trace de
domaine J". Notre but est de montrer que réciproquement tout n-cocycle cyclique
sur <7 est obtenu par cette construction. Nous abordons ensuite, quand .7 (et donc
q</) est une algébre involutive sur €, le probléme de I'existence d’une trace positive
sur g/ de caractére de Chern donné. Cela nous conduit a la notion de cocycle
positif e KerbnKer B, dont nous donnons de nombreux exemples.

I. Les algébres Q.7 et g/

Soient k un corps de caractéristique nulle et .o/ une k-algeébre. Rappelons (cf. [6])
que g/ désigne I'idéal engendré dans le produit libre .of = .o par les éléments de la

forme: -
q(x)zl(x)_l(x)a xeo/ s
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ou i,isont les deux inclusions naturelles de o7 dans .o * .o/. On a, pour tous x, y € &/
et en identifiant o/ avec (/) C.of * of I'égalité:
q(xy)=q(x)y +xq(y) —q(x) q(y)- (1)

On peut de manicére équivalente définir o7 *.o/ comme lalgébre universelle
engendrée par les symboles, x, g(x), x € o/ avec pour présentation la relation (1).
L’idéal g.of est formé par les combinaisons linéaires d’¢léments de la forme
x%q(x") ... q(x™), et g(x')... q(x") avec x'e o, n=1.

De méme, soit Q.of I'algébre différentielle universelle associée a <7 [1, 8, 2],
engendrée par les symboles x, dx, x € o/ avec pour présentation la relation

dixy)=d(x)y+xd(y) Vx,yed. (2)

Par construction Q.7 est 'algébre graduée associée a la filtration de ./ * o par les
ideaux (qof)". Les relations entre Q.of et qof sont précisées par les résultats
suivants:

e o)
Proposition 1. Soit Q= P Q" une k algébre différentielle graduée,
0
a) Pour tout tek légalité suivante définit un produit associatif et bilinéaire
sur §: , ;
Wy W, =ww, si degw, est pair,
Wy - W, =00, +tw,dw, si degw, estimpair.

b) Soit Q,, algébre construite dans a), sa classe d’isomorphie ne dépend pas de t
sit#0. "

¢) Lalgébre graduée associée d la filtration de Q,, par les ideaux Q) = @ Q* est
Palgebre Q. P

Les vérifications de a), b), ¢) sont immédiates.

Proposition 2. 1) Lalgébre </ x o/ est canoniquement isomorphe a (Q2s/),, par
Pisomorphisme ., n(a)=a, n(q(a))=da, Yae /. On a n(qf)=(QsL)1)
- a 0 0 —qa

2) Légalité o(a)= , o(da)=

) Degalité ola)=| g~ | eda=|
phisme de Qo dans M (o * o). On a 9(Q"A)CM,(qf) Vn=1.
Démonstration. 1) Soit 7 la bijection linéaire de o7 * o/ sur Q telle que

n(a®q(a?) ... q(a"))=a’da’ ...da", n(q(a')...q(a")=da'...da" Va'es.

Pour montrer que 7 est un homomorphisme de o/ * o dans Q,,, il suffit de vérifier
que 7(qa) n(b)=7n((qa)b) Va,be.s/. On a

n(qa)(b)=da-b=(da)b+dadb,
n((qa)b)=n(q(ab) — aq(b) + q(a) q(b)) =d(ab)—a db +da db .

définit un homomor-

est un homomorphisme de .« dans

0 —4g
q@ 0

a 0

0 a—g(a)
M ,(sf * of) et application a—d(a)= [
M,(« * o), d’ou le résultat. []

2) L’application a—»[

:| est une dérivation de o7 dans
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On peut donc considérer g.«/ comme une quantification de I'algébre Q".o7 des
formes différenticlles universelles sur .« de degré > 1. La famille Q().o/ d’algebres
est une déformation de I'algébre QW.o7.

II. Traces paires et impaires sur g./

Gardons les notations de 1. Soit J" I'ideal (qo/)" de o/ * .o/, ie. le sous-espace
engendré par les éléments x%g(x?) ... g(x™), et q(x') ... g(x™) avec x' € .o/, m=n. Par
définition une trace de domaine J" est une forme linéaire T sur J" telle que:

T(@pf)=T(Bo) Vael* el k+l=n. (3)
(ou I'on pose JO=.of * o).

Proposition 3. Soit T une trace de domaine J"*', n pair, légalité ©(x°...,x")
=T(q(x°) ... g(x")) définit un n-cocycle cyclique t sur /.

Démonstration. Onat(x°,...,x")=T,((x°dx' ... dx") ou T, est la trace graduée sur

M ,(q.+7)" définie par T, ([Zl ! Zl 2 > =T(a,,)— T(a,,)ce qui montre que 7 définit
21 22
un n-cocycle de Hochschild, 1€ Z"(«Z, o/*). La cyclicité de 7 est évidente. []

On notera Ch,(T) le cocycle cyclique ainsi obtenu.

Lemme 4. Légalité o(x°q(x")...q(x")=(—1)"(x°—q(x°) g(x")... q(x"), o(g(x")...
q(x")=(—1)"q(x")...q(x") Vx'e o/ définit un automorphisme involutif de .o/ * /.
On a o(J")=J" Vn.

Démonstration. C'est 'automorphisme qui échange les deux copies de .«/. [

Nous dirons qu’une forme linéaire T sur J" est paire (resp. impaire)ssi Toog=T
(resp. To o= — T). Toute forme linaire T sur J” s’écrit de maniére unique sous la
forme T=T,+ T_ avec T, paire et T_ impaire.

Soit T une forme linéaire sur J", pour tout m=n on pose

TM(xO xY, ..., x™=T(x(x") ... q(x™) Vx'e.
Légalité q(x°) ... g(x™) = (—(—1)"a(x)) ot a=xg(x")... g(x™) montre que:

T (g(x°) ... q(x™)=2T™(x° ....,x™) m impair

=0 m pair, 4)
T_(q(x° ... q(x™)=2T")x° ...,x™) m pair
=0 m impair . (5)

Il en résulte que toute forme linéaire impaire (resp. paire) sur J" est déterminée
par les formes multilinéaires T™ m>n et la forme T_(g(x!) ... g(x")) si n est impair

[resp. T, (g(x) ... q(x") si n est pair].

Proposition 5. Soient T, et T_ des formes linéaires paires et impaires sur J", n entier
impair et soient T™ les formes multilinéaires associées sur o/, m=n. Posons:
T D=0 et

TO (!, ., x")=3T_(q(x")...q(x") Vx'e..
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1) T, est une trace si et seulement si bT{™ =T+ D et (1 + ) T{™ =0 pour tout
entier m impair, m=n'.

2) T est une trace si et seulement si T" ™ est un cocycle cyclique et bT™
=T D (1 =) T™=2b,T™ V) pour tout entier m impair m=n"'.

Démonstration. Pour m impair, on a
X0X14(X2) .- G(Xp - 1) =X0q(X1X2) 4(X3) ... (Xp + 1) — X0q(X1) G(X2X3) ... q(Xp 4 1) + -
+x0g(X1) - q(X X+ 1) = X0q(X1) - G(Xp) Xy 4 1 +X0G(X 1) -+ (X1 1) -
Il en résulte que si T est une trace on a:
bT™=TM™*Y  VYm impair, m>n. (6)
L’égalité (4) ci-dessus montre que si T, est une trace on a, avec m impair,
TM(x0, ..., x™=TM(x!, ..., x™" x% ie. TM=_—AT™,

La proposition 3 montre que si T_ est une trace on a T" VeZzZ3i™ 1
De plus, Pégalité x%g(x!)...q(x™)+q(x°) x1q(x?) ... g(x™) = q(x°x") q(x?) ... q(x™)
+q(x°) g(x?) ... g(x™) avec m impair, montre que si T_ est une trace on a (1 —4) T™
=2b, T~ Ven utilisant (5). Ainsi les conditions 1) et 2) sont nécessaires. Montrons
qu’elles sont suffisantes. Pour montrer que T est une trace, il suffit de montrer que
T(aw)= T(wa) et T((qa)w)= T(wqa) pour tout ae o et tout w e J* (resp. J*~*). Par
hypothése on a bT™ =0 pour m pair et bT™ =T™*1 pour m impair, ce qui
montre que T(aw)= T(wa) pour tout o de la forme w=x%(x!)... g(x™). On a:

q(xh) ... q(x™x°= i(— D™ gxt) ... qleixitY) ... q(x0)

+(=1)"x1q(x?) ... ¢(x°) +ag(x") ... g(x™) q(x°), ™

oua=1simestimpair et o =0 si mest pair. Avec w =q(x") ... g(x™), I'égalité T(x°w)
= T(wx?) signifie donc:
Pour m impair et T=T, que:

T(x0, ..., x")= —TM(x!, ..., x™, xO) +2TM(x?, ..., x™, x°)
ce qui résulte de (1+4) T =0.
Pour m pair et T=T, que:
TM(xO, ..., x™)=—2b'T" V) (x4, ..., x™ x%)+ T™M(x!, ..., x%
ce qui résulte de Iégalité Db=b'D (cf. [2]) appliquée a T{"~ V2,
Pour m impair et T=T_, que:
TM(x°, ..., x™)=2("T"" " V) (x, ..., x™, x°) — T"(x!, ..., x™ x°)

ce qui résulte de I'hypothése: (1 —A) T™ =2b, T~V et de 'égalité hT™ V=0 de
sorte que b'T™" V=p, T~ 1,

1On  pose  Ap(x° ..., xM=(—1)"p(x"x°%...,x""Y)  Vx'esd et (bop)(x%...,x™*")
=(=D"p(x"*x%x!, ..., x™
2 On pose (cf. [2]), ¥’ =b+by, D=1—1
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Pour m pair et T=T_, que:
TM(xO, ..., x")=T"™(x,...,x" x°), (8)

ie.que DT =0. Or pour m=n—1 ceci fait partie de I’hypothése et pour m>n on
aTM=pT™" D DTM™W=DbT™" V=p'DT" V=p"20'T" 2 =0.

11 reste a vérifier que T((qa)w)= T(w(qa)) pour tout ac.o/ et weJ" . Si
w=q(a')...qa™ cela résulte des égalités (4), (5) et (1+A)T™ =0, m impair,
(1—=A)T™=0, m pair.

On a:

g™ ) x%q(x?) ... q(x™)=q(x" " 'x%) g(x") ... q(x™)
—x"1g(x%) g(x") ... q(x™) +q(x™ ") g(x°) q(x) ... g(x™). O
Légalité T(q(x™" " w)= T(wq(x™* ")) avec w=x(x?)... g(x™) signifie donc:
Pour m pair et T=T,, que:

To(x0 o, Xx™ )+ T (™, x0, L, x™) =2T, (x™ 1, x%, ..., x™)
ce qui résulte de 'hypothése (1+ )TV =0.
Pour m impair et T=T,, que:
TMmD(x0, . x™ ) T D (xm+ 1 x™)=2T™(x"1x°, ..., x™),
ie. que (b+Ab) T = —2b,T\™ ce qui résulte de I'égalité Ab=bA—by(1— 1) et de
I’hypothése T = — AT{™. [L’égalité Ab=>b—by(1— 1) est une reformulation de

Db=b'D.]
Pour m pair et T=T_ que:

T D0, . xm )4 T+ D(xm* 1 x™=2T™(x™*1x0 ... x™)
ce qui résulte de (1 —A) T+ D =2b,T™,
Pour m impair et T=T_, que:
T D(x0 . XM T O(em+ 1 ™) = 2T D(xm+1 X0  x™)
ce qui résulte de I'égalité (8) ci-dessus. []

Il résulte directement de la proposition 5 1) qu’il existe toujours une abondance
de traces paires sur J". Il suffit en effet de choisir pour tout entier impair m = n, une
forme m+ 1 linéaire f,, sur .« telle que:

flx™ x, . xm Y= £,(x0xY, .. x™) Vxieo/

et de poser T\ = f,, Vm impair, T =bf,_, Vm pair.

II1. Traces impaires sur ¢/ et cohomologie cyclique

L’égalit¢ by=b'—b montre que l'on peut reformuler la condition 2) de la
proposition 5 sous la forme:

a) TV est un cocycle cyclique

b) bT™=T"*Y pour m impair

¢) DT™=2b"T™" Y pour m impair.
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Soit alors € le bicomplexe (cf. [3, 9]) obtenu en posant C""=C"(o/, o/ *) et:
dy=D:C""—>C"*b™ i n estpair,
di=A:C*"->C"*b™ i n estimpair,
dy=b:C*"—>C"™*! si n estpair,

d,=b:C*">C"™*! si n estimpair.

L’existence, étant donné un cocycle cyclique ¢ € Z§~Y)(o7) d’une trace impaire T
sur J” (n impair) telle que T~V = ¢ résulte facilement de 'exactitude des lignes
dans le bicomplexe ci-dessus. Plus précisément considérons l'opérateur

—1
A CoA, A*)>C(oA, A*), A o= m(l +224+32%+...+(n+1)A") ¢, on a:

Proposition 6. Soit ¢ € Z§~ (/) un cocycle cyclique. La trace impaire T_ la plus
générale sur J" telle que T~ V= est de la forme T_=T,+ T, ou:

1) T, est déterminé de maniére unique par les égalités: T" V=¢, T™
=24'0'T{"™ Y, m impair, T =bT{" =V m pair.

2) T, est déterminé par une suite arbitraire ¢,,€ Cy(of), m impair, m=n, par les
égalités:

TZ(n_l):O’ TZ("):(pn’ TZ(M):b(pm—ls m pair, TZ(M):QDm_'_K(pm—-Z’
2(m+3)

m impair, oi  Kp=2A4'b'bop—aSe, a= Sinm+ 1)’ Voe(y.

Démonstration. L’égalité DA'=1— ) A montre que les égalités 1) déterminent
n

une trace impaire T; telle que T{"~ " =¢. On peut donc supposer que ¢ =0. On a
alors DT{"=0 et on peut choisir pour T{” n’importe quel élément de C%. Pour
conclure il suffit de vérifier que pour tout m impair et ye C7 les égalités T® =0,
k=n—1,n,....m—1, T™M=¥, T *D=pyp TW*A=KY TO=0 Vg>m+2,
déterminent une trace impaire, i.e. vérifient a), b), c). Cela revient 4 montrer que
bKY¥ =0 et que DKV =2b'b¥, ce qui résulte de [2, p. 322, Lemma 11b]. [

Corollaire 7. Soit p un entier pair:
1) Lapplication T—T® induit un isomorphisme du quotient {Traces sur
JP Y { Traces sur JP~ 1 avec T?~2 =0} avec HY(<).

2) Lapplication ci-dessus induit un isomorphisme du quotient: {Traces sur
JPH U [ Traces sur JP~ '} avec H5(.o/)/SHE ™ (o).

3) On a un isomorphisme H®(of)= li;’n{Traces sur JP* 1} /{ Traces sur J avec

T =0},

Cela montre que la cohomologie cyclique de dimension paire s’introduit de
fagon naturelle a partir des traces sur g.o/. Considérons maintenant le cas de la
cohomologie cyclique de dimension impaire. Le groupe de Kasparov KK (.«, %)
se décrit d’aprés [11] comme I'ensemble [e.o/, #Q %] des classes d’homotopie
d’homomorphismes de </ dans #® %, e/ est le produit crois¢ q.of x ,Z/2 de q.o
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par automorphisme ¢. Par analogie avec ce qui a été dit plus haut on s’intéresse
donc aux traces sur les ideaux J" = (e.27)" de e.7. Le domaine naturel d’une trace est
J"*1 avec n impair. Soit ¢ automorphisme de &</ dual de o. Les traces ¢
invariantes sur J"* ! sont exactement les traces duales T de traces o invariantes sur
J"*1 et sont donc décrites par la proposition 5 1).

Les traces T sur J*** telles que Tod= —T correspondent exactement aux
o-traces sur J"*!, c’est-a-dire aux formes linéaires T’ sur J"*! telles que:

T'(ap)=T'(fo(x)) VaeJ?, feJl,p+qg=n+1.

En décrivant I’élément général de e.of sous la forme x=a+bF ou F>=1 et FbF
=g(b) on a:

T(a+bF)=T'(b) VabeJ'*!.
Etant donné une o-trace T sur J"*' on pose
T(n)(x07 IS xn) = T(qxoqx1 e qxn) :

La démonstration de la proposition suivante est strictement analogue a celle de
la proposition 5.

Proposition 8. Pour quune forme linéaire T sur J"*' soit une a-trace il faut et il
suffit que a) T™ e Z%(</), b) DT™ =2b'T™ "V m pair, ¢) T™ =bT" ™ m impair.

On obtient alors une réciproque a la proposition 7.4 de [2] part L.

IV. Traces positives sur ¢g.oZ et cocycles positifs

Pour I'étude des traces positives sur g.o/ dans le cas ou <7 est une algebre involutive
nous commengons par reformuler la caractérisation (proposition 5) des traces sur
q.</ en utilisant I'algébre .7 obtenue en adjoignant une unité a .«/. Formons le
produit libre .7 x 7 relativement & Punité, c’est un quotient de .o7 * <7 et I'image de

q.</ dans ce quotient est isomorphe & q.«7. En fait ceci revient a décrire g.<7 a partir
des monomes a°q(a') ... q(a"), a'e ./, n=1 avec les relations supplémentaires 1¢(a)
=q(a) Yae; q(1)=0.

Chagque trace T sur J”C g« induit une trace T sur I'idéal correspondant J” de
g et donc des formes multilinéaires 7" = w,, sur .. Comme T est nulle sur
Iidéal engendré par (1) et 1g(a)—q(a), ac 7 on a, avec T=T, +T_,

1) 0,(x°...,x™=0si x'=1 pour un i+0.

o ety J2TMO(0, L xmTY) siomest pair

2) @1 x% X = {27’1’”’”()&’, X" Y siom est impair’

En particulier pour m pair on voit que Byw,, est invariant par permutations
cycliques?, [i.e. (1+A)Byw,,=0]. Il en résulte que AByw,, =0, i.e. que w, € KerB
nKerb (cf. [2]). Le lemme 11.30 de [2] donne une maniére canonique de corriger
un tel cocycle pour en faire un cocycle cyclique:

30n pose (Bo@) (x° ..., x™ D =(1,x°% ..., x" )= (= )" o(x°, ..., x" "1, 1)
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Lemme 9. Soient # une algébre unifére, m un nombre pair et w une forme
(m—1)-linéaire sur A& telle que:

a) bo=0 b) Bow est invariante par permutations cycliques alors @' =w
—1bB,w est un cocycle cyclique et @' — w € b(Im B).

Démonstration. Cf. [2, Lemme I1.30].

Proposition 10. Soit T une fonctionelle linéaire sur J", n pair. Soient w,, les formes
multilinéaires normalisées associées sur of. Alors T est une trace si et seulement si:
a) Pour m pair bw,,=0 et (1+ 1)Byw,,=0,
b) Pour m impair bw,,=®,, 1, Bow,=2w,,_,.

Démonstration. Pour montrer que ces conditions sont nécessaires il sulffit
d’utiliser 1) et 2) et la proposition 5. On a pour m impair,
By, =2T"" Y, @), =0y —3bBowy_ =, —bT{"™?
=w,_;— TV de sorte que I'égalité Byw,,=2w),_, résulte de:
Oy = T D= =)y T,
La suffisance résulte de la proposition 5 ou se démontre par calcul direct. []

Nous supposons désormais que k= C et que «/ est une algebre involutive. Il en
est de méme de 7, & * o/, et de q.Z, on a de plus:

(ga)*=q(a*) Vaes.
Une trace T sur J", n pair est positive si et seulement si on a

T(B*p=0 VheJV?.

Il en résulte que T est positive et que pour tout entier pair 2m>n la forme
sesquilinéaire sur <7 ®™* Y définie par

(a°® ... ®a",b°® ... ®b™y=T(a%q(al) ... g(a™) g(b™*) ... q(b*)*b*°)

0% 0 1 1
=w,,(b°*a% a', ..., a" b™*, ..., b'¥)

est une forme sesquilinéaire positive.
La proposition montre que de plus on a bw,,, =0, (1+ 1)Byw,,,=0. Nous
adopterons la définition suivante.

Définition. Soient n un entier pair, o/ une algébre involutive unifére (sur €) et w
une forme (n+ 1)-linéaire sur .2/. Nous dirons que w est un cocycle positif si et
seulement si:

a) bo=0, (1+1)B,w=0,

b) La forme sesquilinéaire sur ./ ®®* 1 p=n/2 définie ci-dessous est positive:
a°® ... ®a%, b°® ... @bPY=w(b°*a’ a', ..., a", bP*, ..., b*¥).

On a donc:

Proposition 11. Soit T une trace positive sur J" alors les formes w,,,=T?™ sont
des cocycles positifs, pour tout m=n/2.

La réciproque est manifestement fausse. Passons a des exemples.
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Exemple 1. Soit M une surface de Riemann compacte et o = C*(M) lalgébre
involutive des fonctions de classe C® sur M a valeurs complexes. L’égalité

WO fA=2/i] fPof of?
M
définit un 2-cocycle positif sur o/.
Exemple 2. Soit M une variété Kdhlerienne compacte et soit  la 2-forme fermée
canonique. L’égalité «(f°, f1, f2)=2/i [ f°f' 0f*Q" "', ol n=dim¢(M) définit
M
un 2 cocycle positif sur of = C*(M).

Exemple 3. Soit M?* une variété Riemannienne compacte et .o/ = C*(M). Dotons
les formes différentielles sur M du produit de Clifford noté w, - w,. Supposons M
orientée et soit ¢ la forme correspondante. Posons, pour fie.oZ,

o(f°, ..., f")= [ Trace((1+¢)f°-df>...df **)le|.
M
On obtient ainsi un cocycle positif sur M qui ne dépend que de la classe conforme
de la métrique Riemannienne.

Exemple 4. Soient </, I'algébre des élements de classe C* dans la C*-algébre A4,
[4, 5] 6,4, 6, les dérivations canoniques de cette algébre et Tr la trace canonique.
Pour tout nombre complexe =z Imz>0, Tégalit¢ <(f° [, f?)
=Tr(f°0, +26,)f (8, +28,)f?) définit un 2 cocycle positif dur <7,

V. Régularité des traces positives sur g.o/

Soient .« une algebre involutive, n=2p un entier pair, et T une trace positive sur
J"Cq/. Munissons J? de la structure d’espace préhilbertien définie par le produit
scalaire:

Lo, B=T(af*) Vo, feJr.
Comme T est une trace on a T(af*)=T(f*«) et donc
B o*) =L,y Vo,felr. (1)

Par construction J? est une algébre involutive munie d’un produit scalaire vérifiant
les conditions (1) et:

Kaf,yy=<p,o*y)  Vo,B,yeJ”. @

Pour que J? soit une algebre Hilbertienne il faut et il suffit que les conditions
suivantes soient vérifées: [7].

Pour tout e J? il existe ¢ < oo avec:
af,af)<c{B,B> VBeJ’.
{af;o, feJP} est total dans 'espace préhilbertien J*. )

G
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Nous commengons par montrer que la condition (3) est automatiquement
satisfaite lorsque .o/ est une sous-algébre involutive d’'une C* algebre et est stable
par calcul fonctionnel holomorphe, on a:

Proposition 12. Soit </ une sous-algébre involutive d’'une C* algébre A. Supposons
que pour tout a€ o/ et >0 il existe xe .o/ avec

a*a+x*x=(]a|*+e)1.
Alors pour toute trace positive T sur J"Cq.e/ la condition (3) est vérifiee.

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout ae.o/ les opérateurs de
multiplication a gauche dans J? par les éléments a et a — g(a) de .7 * o/ sont bornés.
Or toute représentation involutive de o7 est automatiquement bornée. []

Avec les hypothéses de la proposition ci-dessus, soit #; I'espace Hilbertien
séparé completé de J? muni du produit scalaire <o, f> = T(«f*) Vo, feJ?. Notons
Arlareprésentation de o * o/ dans % par multiplication a gauche. Il n’est pas vrai
en général que J? vérifie la condition (4), en fait (4) est vérifiée si et seulement si la
représentation A, de l'algeébre q.o/ dans 7%, est non dégénérée. On a cependant:

Lemme 13. Soit o/ une sous algébre involutive d'une C* algébre stable par calcul
fonctionnel holomorphe et soit T une trace positive sur J", n=2p. Munissons
Y =JP*1 du produit scalaire {a, B> = T(af*) alors U est une algébre Hilbertienne,
ie. vérifie 1), 2), 3), 4).

Démonstration. Les conditions 1), 2), 3) sont déja vérifiées. Il reste a montrer que
U* est dense dans %. Pour cela il suffit de montrer que tout ¢ e % de la forme aw,
aeJ=qs/, weJ” est dans 'adhérence de #*. Comme l'opérateur x=A(x) de
multiplication a gauche par « est borné on peut supposer que ||x|| <1. Pour tout

entier m>0 on a pj((xx*)"‘)xmx fortement, ou pj(t)=1—(1—t)’ [10], ainsi
pA(xx*)")xw—xw .
Pour m assez grand on a (aa*)"eJP* ! =9 d’ou le résultat. []

L’inclusion J?*'CJ? définit une isométrie v de I'espace Hilbertien séparé
compléte de %, noté 43 dans %;. On a vv*=P le projecteur orthogonal de %,
sur 'adhérence de A(qe/)%;. Par construction P commute avec Ap(x) pour
tout xe.o/ * .o/ et la restriction de A4(x) a 4 est I'opérateur 17(x) de multiplica-
tion a gauche par x dans %.

Lemme 14. Soient N lalgébre de von Neumann a gauche de % et t la trace
normale semifinie fidéle correspondante.

1) Pour tout aeqof on a Ap(a)e [2P(N,1).

2) T'=to Ay est une trace positive sur J" qui coincide avec T sur J"* 1.

Démonstration. 1) Pour tout x € o/ * .o/, 7(x) commute avec les multiplications a
droite et donc appartient a N. Pour a € g.o7 il s’agit de montrer que («*«)? € Dom(x).
1l suffit pour cela de montrer que si weJ? on a e Dom'/?(7), i.e.

Sup{llonll,ne, |om| =1} <,



Quasi homomorphismes, cohomologie cyclique et positivité 525

ou g(#) est 'opérateur de multiplication a droite par x. Mais 'opérateur g(y) est la
restriction a 4% de 'opérateur g,(#) de multiplication a droite par # dans 4, dont
I'image est contenu dans #7. Ainsi

loimli=llemI =1 et fon|=le;mol <ol .

2) Daprésle 1) on a A7(J) CL*?(N, 1) et donc A7(J") C L}(N, 7) grice a I'inégalité
de Holder, ainsi T’ est une trace positive sur J". Pour o, f€ J? on a:

T'(ap) = {Par, p*)

comme on le voit en construisant une suite n,eJ?** telle que ¢,(y,)— P [10].
Pour aeJ?*! on a Pa=0o, d’ou:

T'(af)=<a, p*>=T(p) VYaeJ?™!, BeJ’. [

Théoréme 15. Soit </ une sous-algébre involutive d’'une C* algébre A, stable par
calcul fonctionnel holomorphe. Soit T une trace positive sur J", n=2p. Il existe
alors une algébre de von Neumann N munie d’'une trace semifinie © normale et
fidéle et un N-module de Fredholm n-sommable sur <f, &€ KK(A,N) dont le
caractére de dimension n est égal a Ch,(T).

Démonstration. La construction ci-dessus donne deux homomorphismes 7 et 7 de
A dans N tels que:
n(x)—7w(x)e L'(N,7) Vxe.

Le caractére du N-module de Fredholm correspondant se calcule en utilisant
uniquement t(g(x°) ... g(x"), ou g(x)=rn(x)—7(x), xe.o/ et donc uniquement la
restriction de 7" a J"*! d’ou le résultat. []

Remarque. Nous dirons qu’une trace positive sur J", n=2p est réguliére si le
projecteur P défini ci-dessus est égal a 1. Une trace positive quelconque T sur J” se
décompose toujours comme T = T, ., + T, (T;.,= T' avec les notations ci-dessus),
ou T,,, est régulicre tandis que T, est singulicre dans le sens que la représentation
ATy, d€ g2/ dans ZL(hy ) est nulle. L’argument ci-dessus montre en outre que
chy(T)=ch,(T,p) et que T;,,=(T,,).. Les traces singulicres sur J" ont une
structure tres simple: On a TS, =0 pour k+n, n—1 et (1+ ) T V=0, b(T ")
— T,

En ce qui concerne les traces réguliéres on démontre aisément les propriétés
suivantes:

(a) Soit T une trace positive réguliére sur J", n=2p, telle que T *2* V=0
pour un k=0. Alors T=0.

(b) Soient Ty, T, deux traces réguliéres positives sur J” telles que les restrictions

Tilyn+ 20, Ty|jn+ 21 coincident pour un k=0. Alors Ty =T,.
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