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Abstract. Let In denote the number of common points to the paths, up to time w,
of two independent random walks with values in Z 4. The sequence (logn)~i In

is shown to converge in distribution towards the square of a normal variable.
Limit theorems are also proved for some processes related to the sequence (/„),
which lead to a better understanding of recent results obtained by G.F. Lawler.
Similar statements are proved for the paths of three independent random walks
with values in Z 3.

1. Introduction

L'objet du present travail est de continuer Γetude, entreprise dans [11], du nombre
de points d'intersection des trajectoires de k marches aleatoires independantes a
valeurs dans Έd. Nous ne considererons que des marches aleatoires X verifiant les
deux hypotheses suivantes:

(HI) X est centree et possede des moments d'ordre deux.
(H2) X est adaptee (aperiodique au sens de Spitzer [12]).
L'hypothese (HI) est essentielle pour nos applications, alors que Γhypothese

(H2) ne sert qu'a assurer que X ne vit pas sur un sous-groupe strict de Έd.
Soient Xx,..., Xk k (k ̂  2) marches aleatoires independantes a valeurs dans Zd,

satisfaisant les hypotheses (HI) et (H2). Pour tout entier n ̂  1 on note In le nombre
de points communs aux trajectoires de Xι,...,Xk jusqu'a Γinstant n. Nous
cherchons a montrer la convergence en distribution de (f(ri))~x /„ vers une loi non
degeneree, pour une certaine fonction deterministe f(ή). Ce probleme est resolu
dans [11] pour toutes les valeurs du couple (d, /c), a Γexception des deux cas
«critiques» d = 4, k = 2 et d = 3, fe = 3 (dans les cas d = 2, fe^4 on n'obtient aussi
qu'une reponse partielle, voir [11]). Comme le remarquent deja Erdos et Taylor
[2] ces valeurs du couple (d, k) correspondent a la situation ou les trajectoires de k
mouvements browniens independants en dimension d n'ont pas de points
communs, alors qur le contraire se produit si Γon remplace les mouvements
browniens par des marches aleatoires. Dans les cas critiques la «bonne» fonction
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de normalisation est / (n)=log n, et on obtient les resultats suivants (theoremes 2.1
et 2.6):

-si d = 4, k = 2 lim (lognΓ'J^CJV 2, (l.a)

-sid = 3,k = 3 lim ( lognΓ 1 /„ = C'U, (l.b)
τi—• o o

oύ la convergence a lieu en distribution, C, C sont des constantes dependant des
marches aleatoires considerees, enfin N designe une variable normale centree
reduite et U suit une loi gamma de parametre 1/4. II est interessant de rapprocher
les resultats limites (l.a) et (l.b) de ceux qui concernent le nombre de visites de 0 par
une marche aleatoire, probleme pour lequel la dimension d = 2 est critique. Si X est
une marche aleatoire a valeurs dans Z 2, satisfaisant les hypotheses (HI) et (H2)5 et
Nn designe le nombre de visites de 0 par X avant Γinstant n on obtient aisement, a
Γaide de la methode des moments et du theoreme limite local,

avec convergence en distribution, e designant une variable exponentielle. Remar-
quons en particulier que les lois limites dans (l.a), (l.b) et (l.c) sont toutes des lois
gamma.

L'etude des proprietes d'intersection des marches aleatoires dans les cas
critiques a fait Γobjet de travaux recents de Lawler [6, 7] pour le cas d = 4, k = 2 et
[8] pour le cas d = 3, k = 3. Lawler a notamment cherche a estimer la probabilite
que les trajectoires des k marches aleatoires considerees n'aient pas de point
commun avant Γinstant n. Par exemple si d = 4, k = 2, en supposant que X1 et X2

sont deux marches aleatoires simples et que \XQ — XQ| = 1, Lawler obtient le
resultat suivant:

1/2, (l.d)

le signe « signifϊant que les deux grandeurs considerees sont, en un certain sens, du
meme ordre quand n tend vers Pinfϊni (voir [7] pour plus de details).

Le lien existant entre (l.d) et les resultats limites (l.a) et (l.b) peut etre mis en
evidence a condition d'etablir des resultats de type «convergence de processus»
pour la suite (/„). Notons ici que Kasahara et Kotani [5] ont renforce (l.c) en
montrant la convergence de processus lies a la suite (Nn) (en fait Kasahara et
Kotani ont traite Γanalogue continu de l'etude de (iVπ), a savoir l'etude des
fonctionnelles additives integrables du mouvement brownien plan). De meme on
peut renforcer (l.a) en considerant la suite de processus (Γn) definis pour tout t ̂  0
par:

oύ, pour u e R, [u] designe la partie entiere de u. Nous montrons dans la partie 3
que la suite (Γπ) converge vers le processus Γ, defini comme Γunique processus a
accroissements independants tel que, pour tout t ̂  0, Γt suit la loi de CtN2 [C est la
constante intervenant dans (l.a)]. II est alors tentant d'en deduire, pour 0<a<b,

Jim

resultat qui est manifestement tres proche de (l.d).
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Bien que nous n'ayons pas ete capables de montrer rigoureusement (l.e) il
semble que Γetude de la suite de processus (Γn) permette de mieux comprendre
certains des resultats obtenus par Lawler.

Dans la partie 4 nous etablissons Γanalogue des resultats limites (l.a) et (l.b)
pour k mouvements browniens a valeurs dans ]RA On doit remplacer le nombre de
points d'intersection des trajectoires de marches aleatoires par la mesure de
Lebesgue de Γintersection des saucisses de Wiener associees aux mouvements
browniens consideres. Ces resultats avaient deja ete annonces dans [10].

La preuve des principaux resultats de ce travail repose sur la methode des
moments. En particulier Γestimation des moments de la suite (/„) est possible grace
au resultat suivant du a Spitzer [12] (p. 308 et ex. 5, p. 339). Si X est une marche
aleatoire a valeurs dans Έd, pour d = 3 ou 4, satisfaisant (HI) et (H2), si Mx designe
la matrice de covariance de X et X(0, oo) est toute la trajectoire de X,

P C x e X ^ o o H ^ ^ C ^ ί d e t M ^ - ^ ί x M ί 1 * ) 1 " ^ (l.f)

oύ C3 = (2π)" i, C4 = (2π2)"* et q est la probabilite que X ne revienne jamais a son
point de depart. Remarquons que dans les cas critiques Γequivalence (l.f) suffit
pour etudier les moments de /„, alors que dans les autres cas le meme probleme
demande des estimations plus precises (voir [11]). De fagon generate nous
n'aurons ici besoin d'aucun des resultats de [11].

Pour conclure soulignons que Γetude des proprietes d'intersection des marches
aleatoires a souvent ete motivee par des problemes d'origine physique. Felder et
Frohlich [3] ont recemment utilise les idees de la theorie du groupe de
renormalisation pour traiter des questions proches de celles etudiees par Lawler.
Les proprietes d'intersection des marches aleatoires jouent egalement un role
important dans certains problemes de mecanique statistique, comme en temoig-
nent les travaux d'Aizenman [1].

2. Les theoremes principaux

(2.1)

Soient X, 7 deux marches aleatoires independantes a valeurs dans Z4, satisfaisant
les hypotheses (HI), (H2) de Γintroduction. Pour tout entier n^ 1, X(0, n) designe
la trajectoire de X sur Γintervalle [0; n], on note «/„ = X(0, n)n 7(0, ή) et In = \Jn\.
Si M x, resp. MF, designe la matrice de covariance de X, resp. de 7, on note
A = (Mx)

ί/2, A'=(My)
1/2. Enfin q, resp. q\ designe la probabilite que X, resp. Y, ne

revienne jamais a son point de depart.

Theoreme 2.1.

lim (logn) - 1 In = (2π) ~ 2 C(A9 A')qq'N2,
n~* oo

oύ la convergence a lieu en distribution, N designe une variable normale centrέe
reduite et la constante C(A, A') est definie par

x f \A-1ω\~2\A/-1ω\-2dω,
s3
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oύ S3 dέsigne la sphere unite de R 4. Dans le cas particulier (isotrope) oύA = σΊd,
A' = σ'Ίd on a:

lim {\ogn)-Hn = (2πy1(σσY2qq'N1.
n —• o o

Nous montrerons le theoreme dans le cas particulier oύ A = A' = lά.
L'extension de ce cas particulier au resultat du theoreme est facile et laissee au
lecteur. Sans perte de generalite on supposera aussi X0 = x0, Y0 = y0 P S > P o u r

x0, y0 e Z 4 . L'ingredient principal de notre preuve est Γequivalence rappelee dans
Γintroduction:

P[yeX(0, oo)] ̂  (2π2yιq\yΓ2 (2.a)

Nous decomposerons la preuve du theoreme 2.1 en plusieurs etapes intermediai-
res. L'idee generale est d'appliquer la methode des moments. Le premier lemme
permet de ramener le comportement asymptotique de /„ a celui d'une variable
dont les moments seront plus faciles a estimer.

Lemme 2.2. Pour tout αΞ>0 notons J5(0, α) la boule fermέe de centre 0 de rayon a
dans KΛ Pour tout n^ 1 soit JM = | t / o o nB(0,n 1 / 2 ) | . Alors:

avec convergence en probabilitέ.

Preuve. On commence par etablir:

lim Oogn)"1(/ l l-|ΛπB(0,n1/2)|) = 0. (2.b)
n* oo

Fixons ε>0. Le theoreme d'invariance de Donsker montre qu'on peut choisir
K> 1 assez grand de fagon que pour tout n assez grand:

P ίJfnn(Z4 - 5(0, Kn112)) φ 0] < ε. (2.c)

On remarque ensuite que:
2))^ Σ PlyεXφ, oo)]P[y e 7(0, oo)],

l / 2 | | l / 2

d'oύ a Γaide de (2.a)

(2.d)

pour une certaine constante C. (2.c) et (2.d) entraϊnent facilement (2.b). Montrons
maintenant

lim (logny^Jf^-JJnBφy^O, (2.e)
n—* oo

avec convergence en probabilite. II suffit de montrer:

lim (lognΓ^Cn, oo)n7(0, oo)nB(0,n1/2)\ = 0. (2.f)
n~* oo

Or, ε > 0 etant fixe, on peut choisir δ > 0 assez petit de faςon que, pour tout n assez
grand,
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Ensuite Γequivalence (2.a) montre que, pour tout xίeΈ4 tel que \xί\>δn112

pour une certaine constante Cδ. (2.f), et done (2.e) en decoulent. Le resultat du
lemme est une consequence immediate de (2.b) et (2.e). D

Proposition 2.3. Pour tout entier p ^ l soit Σp Γensemble des permutations de
{1, ...,p}. Jn etant dέfini comme dans le lemme 2.1 on a:

lim (\ogn)~pί E[_Jζ\-Hp f dux... dup
«->oo \ (B(0,nl/2))P

p \ 2 \

-< 1 I \\Uτ(i)~Uτ(i-ί)\ Λ •*•) I I = ^ '
Σ p i = l / /

oti on a note H = (2π2)~2 qq' et on fait la convention uτ{0) = 0.

Preuve. On ecrit:

EJ\( 2 - l{yeX(O, oo )n 7(0,00)})

\\yeZ4nB(0,n1/2) J J

Σ P \ ή {y, e Xφ, oo)}l P Γ A {Λ e 7(0, oo)}] .

Soient yu ...,yp p points distincts de ΊL4 et pour tout i=l,...,p,

Alors:

\/\ {yteXφ,co)}\=

L'idee de la preuve de la proposition est d'utiliser a la fois Γequivalence (2.a) et la
propriete de Markov aux temps Ty pour remplacer chaque probabilite

i= 1

Ensuite il ne reste plus qu'a remplacer la somme sur yu...9ype Z 4 n 5 ( 0 , n1/2) par
une integrale sur uu ...,upeB(Q,n1/2). La justification de ces approximations
successives n'est pas difficile et est laissee au lecteur (voir [11] pour des
raisonnements analogues). Le facteur (logn)~p vient du fait qu'on peut, a Γaide de
Γinegalite de Cauchy-Schwarz, majorer Γintegrale en du1... dup par

(p!)2 ί du1...dupTl(\ut-ui-1\-*Λl)~Jpl)2(π2lognγ. Π(2.g)T

Pour tous p ^ 1 et r>0 posons:

Sp(r)= j du, ... dup( Σ Π (\uτii)-uτii_1}Γ
2Λ 1)Y. (2.h)

(B{0,r))P \ Σ i l )
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La proposition 2.3 montre que le comportement limite de (logra)~p E[Jζ] se
ramene a Γetude asymptotique de (logr)~pSp(r), quand r tend vers 4- oo.

Avant d'enoncer le prochain lemme nous devons introduire quelques nouvelles
notations. Pour τ,yeΣp on pose, pour tout l ^ ί ^ p ,

avec la convention τ(0) = 0 et Γabus d'ecriture consistant a noter ]α;Z>]
= {k;aΛb<k^avb} (cette notation sera utilisee frequemment dans la suite). Soit
Ωp Γensemble des couples (τ,γ)sΣpx Σp tels que φXty soit bijective.

Lemme 2.4. Pour tout p^l,

Preuve. On peut reecrire (2.h) sous la forme:

Sp(r)=p\ i du, ...dup Π ( k - u ^ J ^ Λ l ) Σ Π
(B(O,r))P i=ί τeΣpi=l

Le changement de variable vi = ui — ui^1 conduit a:

Sp(r)=p\ ί dVl...dvp Π ( H " 2 Λ 1 ) Σ Π
Kp(r) i=l τeΣpi=l

oύ Kp(r) est un sous-ensemble de (R4)p, verifiant:

(B(0,r/p)ycKp(r)C(B(0,2r))p

(rappelons aussi que la notation ]τ(z'— 1); τ(0] designe, de faςon un peu abusive,
Γensemble {fc;τ(i-l)Λτ(O<^τ(ι-l)vί(/)}). Soit maintenant:

Sp(r)=P] ί dvί...dυp Π ( N " 2 Λ 1 ) Σ Π fl Σ
{B{O,r)P i=ί τeΣpi=ί \|je]t(i-l) τ(i)] | /

II suffit de montrer le resultat du lemme avec Sp(r) remplace par Sp(r). L'etape
suivante de la preuve consiste a montrer qu'on peut remplacer Sp(r) par:

Rp(r)=p\ J dv1...dvpU(\vi\-2Aί)Σ n(( sup
(B(O,r))P i = l τeΣpi=l\\]elt(t-t);τ(fn

Pour justifier ce remplacement on choisit une constante K > 0 et on pose, pour tout
r>0,

puis:

2R*(r)= ί dvx...dvp Π(foΓ 2 Λl)Σ
Bκ(r) i=ί τeΣpi = l\\je]τ(i-l);τ(i)}
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L'inegalite de Cauchy-Schwarz entraϊne:

/ P

S[ J dΌ±...dΌp Π ( N " 4 A 1 )
\Bκ(r) • - i = l

x( ί AV..AU Σ Π
p \2\l/2

xeΣp i= 1 \ | je]τ(ί- l ) τ(i)]

x (Sp{prψ2,

! Λ 1

pour une certaine constante C>0. D'autre part on verifie aisement que
Sp(r) = 0((logr)p). On trouve fmalement:

A Γaide de (2.i) on voit qu'on peut, dans la definition de Sp(r), remplacer (B(0, r))p

par:

(B(p,r)Y- U {K-^K

Cette derniere remarque montre que pour tout ε>0 on a, pour r assez grand:

(1 - ε)Rp(f) S Sp(r) ̂  (1 + e) Rp(r). (2.j)

II reste a etudier le comportement asymptotique de Rp(r). Un passage en
coordonnees polaires conduit a:

Rp{r)=p\{2π2γ\...]dQι...dQp{Q1...Qv? Π (ρΓ2Λl)
0 0 i = l

Σ Π
τeΣp i=l

Π (sup{ρj.;ie]τ(i-l);τ(O]})-2Λl
τeΣp i = l

o o

x Σ exp(2(logr)(i: a(-
τelp \ \i=ί i=

oύ pour passer a la derniere egalite on a fait le changement de variables ρf = rαi.
Maintenant le theoreme de convergence dominee montre que:

l i m ( l o g r ) - ^ p ( r ) = ( 2 π 2 ) ^ ! Σ ί ... ί d a x . . . d a p l p p v
'-*«> τeΣpO 0 ( I α £ = | s u p { α j ; j e ] τ ( i - l ) t(i)]})

(2.k)
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En rangeant les cct par ordre croissant on trouve que le membre de droite de (2.k)
s'identifϊe a (2π2)p \ΩP\, ce qui compte-tenu de (2.j) et des remarques precedentes
termine la preuve du lemme. D

Nous allons maintenant calculer |Ωp| pour tout entier p. Nous procederons par
recurrence et nous aurons besoin de la definition suivante. Soit (τ, γ) e {Σp)

2. On
dira que (τ\y')s(Σp+ι)2 est une extension de (τ,γ) s'il existe un couple d'entiers
(Me{l , . . . ,p+l} 5 te lque:

ί
τ(i) si

p+1 si i = k

τ(ί— 1) si

2) / ( p + l ) = /et, pour tout ί^i^i

<»-{&yW b (0+l si

Cette definition s'interprete de maniere simple si Γon se rappelle que, pour un
couple (τ, y) donne, τ represente Γordre dans lequel on visite p points v 1 ?..., vp de
Γespace, tandis que y correspond au classement par ordre croissant des distances
de ces memes points a Γorigine (\vt\ < \vj\ si et seulement si y(ί) < γ(/)). Le passage de
(τ,y) a (τ',/) s'interprete en disant qu'on a rajoute un point supplementaire vp+ί

qui est le feidme a etre visite et occupe la Ziέme place dans le classement des

Lemme 2.5.
a) Soit (τ\y')e(Σp+ι)

2. Supposons que (τ/

9γ
/) est une extension de (τ,y)

et que (τ\ y') e ί 2 p + 1 . Alors (τ, y) e Ωp.
b) Soient (τ, γ) e Ωp et I e {1,..., p +1} Le nombre d'extensions (V, /) de (τ, y)

telles que (τ\y/)eΩp+ί et / ( p + l ) = Z est deux si l^p, un si l = p+l.

Remarque. On deduit immediatement du lemme que | β J I + 1 | = (2p + l)|ΩJ,|. On
aurait pu obtenir ce resultat plus directement, sans passer par le lemme 2.5.
Cependant le resultat plus precis du lemme nous servira dans la suite.

Preuve. La premiere assertion du lemme est facile et laissee au lecteur. Pour la
seconde on se fixe (τ,y)eΩp et Ie {1,...,p +1}. Pour toute valeur de
fce{l,...,p+l} on peut considerer Γextension (τ\y") de (τ,γ) definie par
τ\k) = p +1 et γ'(p +1) = /. Nous devons determiner le nombre de valeurs de k pour
lesquelles Γapplication φτ,tΊ, definie par:

est bijective. Dans le cas l = p+1 il est clair que le seul choix convenable de k est
k=p+l.

Supposons maintenant l^p. En utilisant le fait que φτt7 est bijective (puisque
(τ,γ)eΩp), on voit que φτ^Ί> est bijective si et seulement si:

•soit k^p et

= {sup(y'(0> ie]τ(fc-1); τ(/c)]), /} (2.1)
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•soit k=p+l et:

sup(/(0, i e ] τ(p); p +1]) = /. (2.m)

La condition (2.1) est encore equivalente a:

lsup(y(O,ie]τ(k-l)vτ(k);Γ|)</ l ' ;

cependant que (2.m) equivaut a:

sup(y(O,ie]τ(p);p])</. (2.o)

En resume les valeurs convenables de k sont les k^P tels que (2, ή) est verifiee, et
k=p+1 si (2.o) est verifiee. Nous devons montrer qu'il en existe exactement deux.
Nous allons construire explicitement ces deux valeurs de k et nous laisserons au
lecteur le soin de verifier que ce sont les seules.

On pose d'abord:

puis:
kx =inf(J6 {1, ...,p}:

_ finf(i>k1;τ(i)<Λ) si
2 (p 4-1 sinon.

En utilisant la definition de h on verifie aisement que k± et fc2 satisfont la condition
(2.n) (ou (2.o) pour k2 si fc2=p +1). II resterait a etablir qu'il n'existe pas d'autre
valeur convenable de fc, une fagon de proceder consiste a raisonner par Γabsurde:
Γexistence d'une troisieme valeur convenable k3 conduit a une contradiction avec
Γhypothese que φτ%Ί est bijective. D

Preuve du thέoreme 2.1: Le lemme 2.2 permet de remplacer /„ par Jn. Pour montrer
la convergence en distribution de (logn)"1 Jn on applique la methode des
moments. La proposition 2.3 et le lemme 2.4 montrent que:

n~* oo n~*' oo

= (f2π)-2qqγ\Ωp\.

Enfϊn le lemme 2.5 entraίne, pour tout p ^ 1,

p i = o

oύ N est une variable normale centree reduite. D

Remarque. Dans le cas general (non isotrope) Γapparition de la constante C(A, A")
est due au fait qu'on doit remplacer Γequivalent (2.a) par:

w o o μ - 1 y r 2 (2.p)

Des transformations simples montrent qu'on a aussi:
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oύ pour tout operateur symetrique defini positif B la constante K(B) est definie
par:

K(B) = (2π2y1 f \Bω\~2dω.
s3

On voit en particulier que si A'=λA (λ>ϋ) on a

Dans le cas general il n'y a pas d'expression simple pour K(B) ni done pour
C(A, A*). Par exemple, dans le cas particulier oύ Γoperateur B admet deux valeurs
propres distinctes λ1<λ2, on trouve, en notant Et Γespace propre associe a λt

• si dim^O = dim(E2) = 2,

K(B) = (λ2-λ2y1log(λ2/λ2)

• si d i m ^ ) = 3, dim(E2) = 1,

(2.2)

Soient maintenant X, Y, Z trois marches aleatoires independantes a valeurs dans
Έ? satisfaisant les hypotheses (HI), (H2) de Γintroduction. On reprend les memes
notations que ci-dessus. Pour tout n ^ l on pose

/ n = I(0,n)n7(0,n)nZ(0,n) et JB = |ΛI

On note A = (Mx)
ί/2, A' = (MY)

112 et A" = (MZ)
112. Enfin q9 resp. q\ q" designe la

probabilite que X, resp. Y, Z ne revienne jamais a son point de depart.

Theoreme 2.6.

lim
n-+oo

oύ la convergence a lieu en distribution, U suit une loi gamma de paramέtre 1/4 de
moyenne 1 dont la densίtέ s'έcrit:

4~1/4(Γ(l/4))-1χ-3/4exp(-x/4),

enfin la constante C(A,A\A") est definie par:

C(A, A', A") = (4πdet(4)det(i40det(^))~X f \A~ιω\~x\A"λω\~x\A"~1ω\Ήω.

s2

Dans le cas particulier (isotrope) oύ A = σ Id, A=& Id et Af = σ" Id, on trouve:

Preuve. La preuve du theoreme 2.6 est evidemment tres semblable a celle du
theoreme 2.1. Pour cette raison nous indiquerons seulement les grandes lignes de la
demonstration. L'analogue du lemme 2.2 montre qu'on peut d'abord remplacer /„
par:

Jn = | ^ 2
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oύ B(0, r) designe maintenant la boule de centre 0 de rayon r dans R 3. Ensuite, en
se limitant au cas particulier oύ A = A'=A" = Id, on montre, comme pour la
proposition 2.3, que, pour tout p ^ 1:

Jim (logn)-^EίJζ]-H"Sp(n1'2)) = 0, (2.q)
n-» oo

oύ on note H = (2π) 3qq'q" et pour tout r>0,

Sp(r) = 1 dut...dup(Σ ΠCKO-M^-DΓ'ΛI)) 3 .
{B(O,r))P \τeΣpi=l )

Pour tout p^i 1 notons:

Les memes transformations que dans la preuve du lemme 2.4 conduisent a:

lim (logr)~pSp(r) = (4π)p |Jp | . (2.r)

Enfϊn le lemme 2.5 entraϊne aisement par recurrence

\ΔP\= Π1(4z + 1) = E [ ^ ] 5 (2.s)
ϊ = 0

oύ U est comme dans Γenonce du theoreme.
Le resultat du theoreme decoule maintenant de (2.q)5 (2.r), (2.s) et d'une

application de la methode des moments. D

Remarque. La variable limite U du theoreme 2.5 possede la propriete caracte-
ristique suivante: si Uf est une seconde variable independante de U de meme
loi, U'+U' suit la loi de IN2. De meme si N et N' sont deux variables nor-
males centrees reduites independantes N2 + N'2 suit une loi exponentielle de
moyenne 2. Or la loi exponentielle intervient dans une autre situation critique,
Γetude asymptotique du nombre de visites de 0 par une marche aleatoire plane
[voir (l.c)]. Ceci suggere qu'il devrait etre possible de trouver une explication
probabiliste a Γapparition des variables limites N2 et U dans les theoremes 2.1 et
2.6. Une ebauche de reponse a cette question est donnee dans la partie suivante.

3. Convergence de processus lies au nombre de points d'intersection

(3.1)

Nous nous proposons dans cette partie de preciser les resultats de la partie 2 en
montrant la convergence en loi de certains processus associes a la suite (/„). Les
resultats ainsi obtenus permettront aussi de mieux comprendre la nature des lois
limites qui interviennent dans les theoremes 2.1 et 2.6. Nous considerons d'abord
deux marches aleatoires X, Y independantes a valeurs dans Z4 satisfaisant les
hypotheses de Γintroduction. On reprend les notations de (2.1).

Theoreme 3.1. Soient θ = (2π)~2qq'C(A,Ar) et, pour tout n ^ l , Γ" = (i"7,ί^0) le
processus defini par: i 7

oύ, pour M G R , [U] designe la partie entiere de u.
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Alors:

lim Γ = Γ,
n-»oo

au sens de la convergence des lois marginales fini-dimensionnelles, le processus Γ
etant dέfini comme Vunique processus a accroissements indέpendants (non station-
naires) telque, pour tout t^0,Γt suit la loiducarrέd'une variable normale centrέe de
variance t.

Nous verrons plus loin qu'on peut decrire de maniere simple les trajectoires du
processus limite Γ, ce qui conduit a une interpretation probabiliste du resultat du
theoreme.

Preuve. Nous nous limiterons au cas oύ A = A'=Id, X0 = x0, Yo = y0 p.s. De plus
nous supposerons que X et Y sont aperiodiques (fortement aperiodiques au sens de
Spitzer [12]). Une fois le resultat du theoreme etabli sous cette derniere hypothese
on traite tres facilement le cas general en utilisant Γastuce habituelle (voir par
exemple [12, p. 310]) qui permet de se ramener au cas aperiodique. Pour m ^ n, on
note:

L'argument essentiel de la preuve du theoreme est le lemme suivant.

Lemme 3.2. Soient a, b, c trois nombres reels avec 0 < a ̂  b ^ c. Supposons que, pour
une certaine suite (nk) croissant vers Γinfini et une certaine variable aleatoίre U on
ait:

lim
fe-^oo

avec convergence en distribution.
Alors:

Mm (θ\ognky
1(mnl)J(nίnc

k)) = (aN2, U),

avec convergence en distribution, N etant une variable normale centrέe rέduite
indέpendante de U.

Preuve du lemme. Le theoreme 1.1, ou plus exactement la preuve de ce theoreme,
montre que:

lim Aim sup (logn) ~x (E [/(0, nb) - 7(0, na)~])\ = 0.
a—*b \ n-*oo /
a<b N /

En consequence il suffit de montrer le resultat du lemme dans le cas oύ a < b. Pour
alleger les notations on pose:

Soient /, g deux fonctions continues bornees sur R. La propriete de Markov
entraϊne:

], YmJ]. (3.a)
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Pour u = (μt,..., w4) e 1R4,notons [w] = ([wi],..., [w4]). Nous allonsmontrer, pour
tout couple (u, v) e (R4)2,

lim Elg(Wk)/Xm = [iiitf2], 7 M = [ < 2 ] ] = E[g(VJ} (3.b)

avec convergence uniforme quand le couple (u, υ) decrit un compact de (R4)2. Si
Γon admet (3.b) il est facile de deduire de (3.a) que:

lim EU{Vk)g(WJ]= lim

d'oύ le lemme. II reste a montrer (3.b). Notons Pn(x,y), resp. P^(x,y), les
probabilites de transition de X, resp. de Y. Alors:

Eίg(Wk)/Xm = \un

= Σ Plni]-m
x'y^ (3.c)

D'autre part:

= lim ( Σ Pi&ixo, x) P'mdyo, y)E ίg(Wk)/XU] = x, Y[nia = y]\.

(3.d)

Pour etablir (3.b) il suffit maintenant de comparer (3.c) et (3.d) et d'utiliser le
theoreme limite local [12, p. 77] pour remarquer que, pour tous ε>0, K>0, on
peut choisir k assez grand de facon que:

(1 - ε) P [ ώ (x 0 , x) < Plnh _ [ n a ( [unf] , x) ̂  (1 + ε)PιMa(x0, x),

pour tous u,v,x,y avec |u|, \v\^K, \x\, \y\^Knl/2. D

Nous revenons maintenant a la preuve du theoreme. Nous devons montrer
que, pour tout p ^ l et pour 0 < α 1 < α 2 < . . . < α p ,

avec convergence en distribution. Nous nous contenterons de traiter le cas p = 2.
Les memes arguments que dans la preuve du lemme 2.2 montrent que

lim (Γa2-Γn

aι-φlogn)"11(na\rf*)) = 0, (3.e)
n~* oo

avec convergence en probabilite. D'autre part le theoreme 2.1 entraϊne que la suite
des lois de (Γ"l5 Γ|J2) est tendue; si (U, V) est un couple de variables aleatoires dont
la loi est une valeur d'adherence de cette suite, on a

U (=> axN\ V ® a2N
2

et, d'apres (3.e) et le lemme 3.2, V—U est independante de U. Cela entraίne
aussitόt que:
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On peut donner une description simple du comportement de Γ apres n'importe
quel instant a > 0 (la description a partir de Γinstant 0 est un peu plus complexe car
la trajectoire de Γ possede presque surement une infinite de sauts au voisinage de
0). On suppose qu'on a choisi la version de Γ qui est croissante et cadlag. Soit a > 0,
pour tout b^a et tout λ>0,

d'oύ:

φj

Posons Ta

1 = inΐ{b>a; ΓbφΓtt}. La loi de T* est donnee par:

'2
. (3.f)

On verifie d'autre part que conditionnellement a {T* =&}, la loi de Γb — Γa est une
loi exponentielle d'esperance 2b.

Plus generalement on peut definir par recurrence les temps de sauts successifs
apres a:

La propriete de Markov montre que, conditionnellement a Tf = b la loi de Tf+1

est donnee par:

De plus, conditionnellement a {7?+ 1 = c} la loi de Γ(Ta

p+1)-Γ(Ta

p) est une loi
exponentielle d'esperance 2c. On obtient ainsi une description complete de la
trajectoire de Γ apres Γinstant α.

Cette description suggere Γinterpretation probabiliste suivante du theoreme
3.1 (soulignons ici qu'il ne s'agit que d'une interpretation et non de resultats
rigoureux). En reprenant les notations de la preuve du theoreme il semble plausible
qu'on ait, pour a<b,

) = 0 ] ^ y . (3.g)

Soit σ£° = inf{b >a; I(na, nb) >0}. La loi asymptotique de σ£° est donnee par (3.g).
D'autre part, conditionnellement a σ£° = b on a, par exemple,

XnbeY(n\nh).

Ecrivons Xnb=Yanb, pour u n α ^ l .
Pour tout ε>0, on ecrit, sans trop se soucier de rigueur:

I{n\{\ +&)rΐ)~\X(n\(\ +ε)nb)nY(an\(l +s)nb)\

+ \X{n\(\+ε)nh)nY(n\anh)\.



Intersections de marches aleatoires. (II) 523

Chacun des deux termes du membre de droite de la derniere egalite s'interprete
comme le nombre de points d'intersection des trajectoires de deux marches
aleatoires issues du meme point, sur des intervalles de temps dont la longueur est
de Γordre de grandeur de nb. En se rappelant le theoreme 2.1 on peut alors ecrire,
toujours conditionnellement a σ̂ w) = fc:

avec N,N' deux variables normales centrees reduites independantes. Comme
N2 + N'2 suit une loi exponentielle d'esperance deux on retrouve ainsi la loi des
sauts du processus limite Γ.

II semble difficile de justifier rigoureusement les raisonnements ci-dessus. II
serait pourtant interessant de pouvoir etablir (3.g), qui serait alors a rapprocher
des resultats obtenus par Lawler [6, 7]: dans le cas particulier oύ X, Y sont deux
marches aleatoires simples issues du meme point, Lawler a montre que
P[/(I, ή) = 0] est, en un certain sens, de Γordre de (logn)~1/2. Remarquons que la
preuve du theoreme 3.1 entraϊne seulement que, pour a<b,

ίa\112

lim sup P \l{n\ nh) = 0] ^ 7 .
W-+0O ybj

Remarques.

1) Une autre approche, impliquant davantage de calculs, du theoreme 3.1 aurait
ete d'utiliser la methode des moments pour montrer la convergence en distribution
de φ\ogn)~1I(na,nh) (si a<b). On remarque d'abord qu'on peut remplacer
I(nf l,nb)par:

J(na, tΐ) = |X(0, oo)n7(0, 00)0(3;; na/2^ \y\ ^nbl2}\.

Ensuite on s'inspire de la methode de preuve du theoreme 2.1 pour estimer les
moments de J(nfl, nb). Les calculs sont un peu plus difficiles que pour le theoreme
2.1 et on doit notamment utiliser Γidentite suivante, qui decoule du lemme 2.5:
pour tout p ^ l , et tout Ze{l,...,/?},

On trouve finalement, pour tout p^ 1,

u P Ix3x. . .x2/-1

2) II est interessant de rapprocher le theoreme 3.1 d'un resultat obtenu par
Kasahara et Kotani [5] dans une autre situation critique, Γetude asymptotique des
fonctionnelles additives integrables du mouvement brownien plan (ce probleme
conduit aux memes resultats que Γetude du nombre de passages en 0 d'une
"bonne" marche aleatoire plane recurrente). Soit Wun mouvement brownien plan
et A = (At,t^0) une fonctionnelle additive integrable de W, par exemple:

A= \f(Ws)ds
0
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pour une certaine fonction / integrable. Supposons:

7=J/(x)dxφ0.

Pour tout n^.1 soit Γn le processus defini par:

Kasahara et Kotani montrent que la suite Γn converge quand n tend vers Pinfϊni
vers Γ, oύ Γ est Γunique processus a accroissements independants tel que, pour
tout ί^O, Γt suit une loi exponentielle d'esperance t. On peut donner des
trajectoires de Γ une description exactement analogue a celle que nous avons
donnee plus haut pour Γ. II suffit de remplacer (3.f) par:

Remarquons enfin que Kasahara et Kotani montrent la convergence en loi de la
suite Γn au sens de la topologie Ml de Skorokhod (voir Skorokhod [13] pour une
definition), ce qui est legerement plus fort que la convergence des lois marginales
fini-dimensionnelles. En fait il n'est pas tres difficile de montrer que dans la
situation du theoreme 3.1 on a aussi convergence en loi de la suite Γn au sens de la
topologie Ml de Skorokhod.

(5.2)

Nous donnons maintenant le resultat analogue au theoreme 3.1 dans Γautre
situation critique pour les problemes d'intersection: X, Y,Z designent trois
marches aleatoires independantes a valeurs dans Z 3, satisfaisant les hypotheses
(HI), (H2) de Γintroduction. On reprend les notations de (2.2).

Theoreme 3.3 Soient θ = (2πy2qq'q"C(A,A',A") et, pour tout n ^ l ,
An = (Λΐ, ί^O) le processus defini par:

Alors:

lim Λn = A,
n-*oo

au sens de la convergence des lois marginales fini-dimensionnelles, le processus A
έtant defini comme Vunique processus a accroissements independants (non station-
naires) tel que, pour tout t^.0,At suit une loi gamma de paramέtre 1/4 de moyenne t.

La preuve du theoreme 3.3 est tout a fait semblable a celle du theoreme 3.1 et
sera laissee au lecteur.

Pour m^ft, soit:

I(tn, n) = \X(m, n)n Y(m, ri)nZ(m, n)\.

On deduit du theoreme 3.3 que, pour a<b,

/α\l/4

lim sup P [I{na, rΐ) = 0] ̂  P [_Λ(b) = Λ(a)] = τ
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II semble plausible qu'on ait, a Γinstar de (3.g):
14

Ce resultat serait a nouveau a rapprocher des travaux de Lawler [8] qui montrent
dans le cas oύ X, % Z sont trois marches aleatoires simples issues du meme point
que P[ί(l,n) = 0] est de l'ordre de (logn)~1/4.

4. Quelques resultats concernant le mouvement brownien

(4.1)

L'objet de cette partie est d'etendre certains resultats des parties precedentes
lorsque les marches aleatoires sont remplacees par des mouvements browniens.
Pour commencer soient B,B' deux mouvements browniens independants a
valeurs dans K4. On sait que les trajectoires de B et B' n'ont pas de point commun,
sauf eventuellement leur point de depart. En revanche elles se rapprochent Γune de
Γautre a des instants arbitrairement grands. De faςon precise, pour tous β > 0 et
JV>0 on peut trouver des instants s,t}zN tels que \BS—B't\^s.

Une faς on d'etudier ce phenomene consiste a introduire les saucisses de Wiener
Sε et S't

ε associees respectivement a B et B'. Pour tout t ̂  0, la saucisse de Wiener de
rayon ε associee a B est definie par:

On etudie ensuite le comportement asymptotique de m(Sε

tnS't
ε) quand t tend vers

Γinfϊni (m designe la mesure de Lebesgue). Un changement d'echelle permet de se
ramener au cas ε = 1.

Une autre approche, qui sera developpee en (4.2), consiste a considerer une
fonction continue a support compact g sur R 4 et a etudier le comportement
asymptotique de:

\\g{Bu-B'υ)dudυ.
o o

Theoreme 4.1. Si B, Br sont deux mouvements browniens independants dans R 4, et
St, S't les saucisses de Wiener de rayon 1 associees respectivement a B et B\

lim (logt)~x miStnS't) = π2N2,

avec convergence en distribution, N dέsignant une variable normale centrέe rέduite.

Nous ne demontrerons pas ici le theoreme 4.1, car sa preuve est analogue a celle
du theoreme 2.1. Indiquons seulement comment on se ramene aux calculs de la
preuve de ce dernier theoreme. On remarque d'abord qu'on peut remplacer m(St

nSβ par miS^nS^nBφ, ί1/2)). Ensuite on utilise la methode des moments et on
ecrit, pour tout p ^ l :

= J dy±... dyp
(β(0V2))
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Pour se ramener aux calculs de la partie 2 il suffit alors d'utiliser Γidentite, pour
4

Remarquons que, bien que les preuves des theoremes 2.1 et 4.1 soient tres
semblables, il ne semble pas facile de deduire Γun de ces deux resultats de Γautre. Le
theoreme suivant correspond a Γautre situation critique pour les problemes
d'intersection et est Γanalogue du theoreme 2.6.

Theoreme 4.2. Si B, B\ B" sont troίs mouvements browniens ίndέpendants dans R 3

et St, S't9 S" les saucisses de Wiener de rayon 1 assocίέes respectίvement a B, B\ B",

lim
t-+ao

oύ la convergence a lieu en distribution et U suit une loi gamma de parametre 1/4, de
moyenne 1.

(4.2)

Soient a nouveau B, Bf deux mouvements browniens independants a valeurs dans
R4. Nous nous proposons maintenant d'etudier le comportement asymptotique,
quand ί-*oo, des integrates doubles

]]g(Bu-B'v)dudv9

o o

oύ g est une fonction continue a support compact.
D'une certaine faςon ce probleme generalise celui de Γetude asymptotique des

fonctionnelles additives du mouvement brownien, pour lequel la dimension
critique etait 2 (voir la remarque 2 de la partie 3). En dimension dφ4 on obtient
aisement les resultats suivants:

s id=l,2,3,

lim t"2-2 } ί g{Bu-B'v)dudv=(\ g(x)dx)a([_0; I ] 2 ) ,

oύ la convergence a lieu en distribution et α([0; I] 2 ) designe le temps local
d'intersection sur [0; I ] 2 de deux mouvements browniens independants dans ]Rd

issus du meme point (voir [4] pour une definition precise).

• si d ̂  5,

I J \g(Bu-B'v)\dudv<co , P-p.s..
0 0

Theoreme 4.3. Si g est continue ά support compact sur R4,

lim (logίΓ1 ί J g(Bu-B'v)dudv = (4π2yί(i g(x)dx)N2,
f-*00 oo V R 4 /

avec convergence en distribution, N dέsignant une variable normale centrέe rέduite.
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La preuve du theoreme 4.3 suit encore le meme schema que celle du theoreme
2.1. On utilise a nouveau la methode des moments et on commence par ecrire, pour
tout entier p ^ l ,

= J ... J du^... dup dv1... dvp
0 0

Cette derniere integrale peut etre reecrite en faisant intervenir la densite de
transition gaussienne. Ensuite, au moyen de quelques estimations techniques on se
ramene a des calculs similaires a ceux de la preuve du theoreme 2.1.

Remarque. II est aussi interessant d'etudier le comportement asymptotique des
integrates doubles

\\g(Bu-Bυ)dudv,
0 0

oύ B est un mouvement brownien a valeurs dans ]Rd et g est continue a support
compact. Nous renvoyons a Yor [14], [15] et Le Gall [9] (cas d = 2) pour une
etude approfondie de ce probleme. Les resultats obtenus en dimension deux et
trois sont lies a Γexistence d'une "bonne renormalisation" pour les intersections de
la trajectoire brownienne avec elle-meme.

Nous terminerons en donnant Γanalogue du theoreme 4.3 dans Γautre
situation critique: B,B',B" sont maintenant trois mouvements browniens inde-
pendants a valeurs dans IRA

Theoreme 4.4. Si g est continue a support compact sur (R 3) 2,

l \ \ g ( u v , v l ) ( y ( J g(x9y)dxdy\U,
0 0 0 \(IR3)2 /

oύ la convergence a lieu en distribution et U suit une loi gamma de parametre 1/4 de
moyenne 1.
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