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Resume. Nous donnons la preuve d'une generalisation d'un resultat recent de
S. Zelditch concernant la repartition asymptotique des fonctions propres du
laplacien sur une variete compacte dont le flot geodesique est ergodique.

Abstract. Here we give the proof of some generalization of a recent result by
S. Zelditch. It has to do with the asymptotic behaviour of Laplacian's
eigenfunctions on a compact manifold whose geodesic flow is ergodic.

Soient M une variete riemannienne compacte, A le laplacien de M, (φk)
(fc = 0,1,2,...) une base orthonormee de L2(X) formee de fonctions propres
associees a la suite croissante de valeurs propres λk. Si A est un operateur pseudo-
differentiel d'ordre 0, on s'interesse au comportement asymptotique quand
k-+ + oo de la suite (Aφk\φk} oύ < | > est le produit L2. Plus precisement, si a est le
symbole principal de A, S*M le fibre des vecteurs cotangents unitaires et dω la
mesure de Liouville normalisee par \dω = 1 sur S*M, a queues conditions a-t-on

lim (Aφk\φk}= J adωΊ
fc^ + oo S*M

La reponse n'est pas toujours oui comme on peut le voir par examen du cas de

la sphere S2 munie de la metrique usuelle: si — est le champ de vecteurs des
du

rotations infinitesimales autour d'un axe, il existe une base orthonormee Ύ£m de
L2(X) (harmoniques spheriques) telle que:

avec^-0,1,2,..., et -t<*m^
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Considerons la sous-suite Ύ€J = c/x + iy)*s29 alors les Ύ€i€ se concentrent quand
/-•oo sur Γequateur de S2 au sens que, si ε>0 est donne et si Bε est le voisinage
tubulaire d'epaisseur ε de Γequateur, on a:

ί \Y,J2 = O(e~cW).
S2\Bε

De plus, si nous definissons la densite D(S) d'une partie S du spectre par:

on peut par un procede analogue construire une suite de densite >0 qui se
concentre dans un voisinage tubulaire fixe de Γequateur.

Ce qui joue un role dans cet exemple est Γexistence de regions de S*M
invariantes pour le flot geodesique et de mesure > 0 dans lesquelles une suite de
fonctions propres peut se concentrer au sens que nous avons etudie dans [CV1]: a
une suite de fonctions propres (ou meme de quasi-fonctions propres) est associe
dans cet article son microsupport, qui est un ferme de <S*M, invariant par le flot
geodesique, tel que, si A est un OPD tel que WF(Λ) ne rencontre pas le
microsupport de la suite φki, alors, pour tout s, \\Aφk.\\HS(M) est une suite a
decroissance rapide. Dans Γexemple precedent, la projection sur M du
microsupport de la suite (Y^) est Γequateur de S2. On a le resultat general
D(S)^vol (Microsupport (S)), oύ le volume est calcule avec la probabilite de
Liouville.

Le resultat enonce vers 1974 par A. Schnirelman est tout a fait remarquable:

Theoreme. Si le flot geodesique sur M est ergodique, il existe une sous-suite (Λ,fc.)ίeN

de densite 1 du spectre du laplacien telle que, pour tout opέrateur pseudo-differentiel
A d'ordre 0 et de symbole principal a, on ait:

lim (Aφk.\φk.)= J adω.
ϊ-> + oo S*M

En fait la demonstration de Schnirelman est incomplete, et ce n'est que
recemment que S. Zelditch a donne une demonstration plus complete dans le cas
des varietes a courbure constante negative en s'appuyant sur un calcul pseudo-
differentiel adapte a la geometrie hyperbolique. Les articles de Zelditch con-
tiennent en fait suffϊsamment d'elements pour construire une demonstration
complete, et en fait simple du theoreme precedent.

C'est un probleme ouvert, a ma connaissance de savoir si on peut eviter d'avoir
a extraire une sous-suite de densite 1. On peut aussi noter un corollaire simple du
theoreme:

Corollaire. Soit DCM un ouvert regulier, alors:

lim J \φk\
2=

i D
 ι

lim J \φk\TTT^Γ.
i-oo D ι vol(M)

II est aussi peut-etre necessaire de rappeler la definition de Γergodicite:
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Definition. Le flot geodesique (G f) ί e R est dit ergodique si, pour toute fonction
continu / sur S*M, on a, pour presque tout x e S*M,

lim ~]f(Gt(x))dt = J f dω
T-^ + oo 1 0 S*M

(en fait on peut prendre le presque partout independamment du choix de /).
Cette definition montre a Γevidence que le theoreme precedent est un bon

analogue quantique de Γergodicite d'un systeme hamiltonien classique.
Nous decrivons maintenant les elements de la preuve du theoreme.

1.1. La quantification de Friedrichs

II est bien connu que ΓOPD associe a un symbole ^0 n'est pas necessairement un
operateur ^ 0: par exemple si α(x, ξ) = a(x)ξ2 avec a e CQQR), a ̂  0, ΓOPD associe

a a par la quantification usuelle est A = —a(x)-τ-j qui n'est pas Ξ>0 sur L2(R): si

φGC^(lR) verifϊe φ" = φ sur le support de α, on a: (Aφ\φ)=— Jαφ 2 <0. Au
1R

contraire Γoperateur ——- ( α —— ) est ^ 0 .
dx\ dxj

II existe une generalisation de cette remarque, due a Friedrichs (voir [T, p. 142,
Theoreme 2.2]):
Theoreme. II existe une application lineaίre a t—• OpF(a) qui, a un symbole classique
de degrέ 0, associe un opέrateur pseudo-diffέrentiel d'ordre 0, de symbole principal a
et tel que:

^ 0 surL\M).

De plus Op(a) — OpF(a) est d'ordre — 1.

La demonstration utilise les OPD £>(D, x, D) associes a un symbole b(ξl9 x, ξ2)
et une construction a partir de α(x, ξ) d'un symbole double:

Kξu x, ξ2) =

oύ

Une fois la construction faite dans 1R", il n'est pas difficile par partition de
Γunite de Γetendre a toute variete compacte: si Af ^ 0, Σ ΨiAiφi ̂  0 et on choisit une
partition telle que Σφ? = l (ϋ faut choisir des cartes isochores, i.e. telles que la
forme volume de M soit transformee en la mesure de Lebesgue de IR").

2. Representation integrate

Considerons maintenant pour aeC™{$*M) (qu'on etend par homogeneite de
degre 0 a T*M\0), la correspondance qui, a a, associe μk(a) = (OpF(a)φk\φk}. II est
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clair que μk est une distribution ^ 0, done d'apres L. Schwartz, une mesure de
Radon (de masse 1) sur S*M. Cette mesure represente lorsque k-+ oo la localisation
de φk dans S*M (au sens de la norme L2 microlocalisee).

3. Le theoreme dΈgorov

On a le:

Theoreme. Pour tout aeC^^M), et pour tout £eR, on a:

lim J (a — ao Gt)dμk = 0,
fc-+oo S*M

oύ Gt est le flot gέodέsίque: μk — G?(μk) converge vaguement vers 0 quand fc-»oo
(t flxέ)

Preuve. Soit At = e~itVTAeitVTou A = OpF(a), on a:

= <Λφk\φk} - J adμk

d'autre part, si at est le symbole principal de At, At — OpF(at) est d'ordre — 1, done:
(Atφk\φk) = $at'dμk + O(λΐ1/2); on applique alors le theoreme dΈgorov qui
affirme que at = ao Gt.

4. Convergence en moyenne

Soit toujours A = OpF(ά) avec α^O, on a:

k

et par les methodes de calcul symbolique classique, on a:

Ίτ(Ae-tA)fTτ(e-tA) j^Jadω,

done, comme ^4^0, par le theoreme tauberien de Karamata:

lim —- Σ J adμk = J adω, avec Nλ = # {λk ^ λ} .

On a ainsi une convergence vague, en moyenne, de μk vers ω. Jusque la on n9a pas
utilise Γergodicite.

5. Oύ Pergodicite est utilisee

1 Γ o

On pose, pour αeC°°(S*M) avec \\a\\Lao = ί9 aT (z)= — j a(Gt(z))dt, ά=\ adω et

άTo(z) = aTo(z) — ά. On se donne un ε>0. L'ergodicite implique, pour presque tout
zeS*M, lim dΓo(z) = 0 et comme ||αΓo||Loo^2, on a, d'apres Lebesgue,

Γo-^ + oo

Γexistence d'un To>0 tel que J | α Γ n | d ω ^ - . Comme μλ=—— Σ Vh converge
2 Nλ λuύλ



Ergodicite et fonetions propres du laplaeien 501

vaguement vers dω, on a:

3T0,3λ0,\/λ^λ0, ί | α Γ o | d μ ^ ε . (1)

D'apres Γinegalite de Chebychev, on a alors :

γ γ ε , pour λ^λ0. (2)

Soit alors:

BB = {λk\i\άτ0\dμk^]/ε}, on a

Soit Cε = {λk\\ϊla(z)-a]dμk\£2γ~8} et

qui est de densite 1 d'apres la sect. 3. On a evidemment CεDBεnDε, on en deduit

ί 2) , 1
Soit mamtenant A= \λk \ck\< - > , ck = (Aφk\φk} — \ adω, onaD(y4J>l .

On en deduit, par un lemme facile, Γexistence d'un ensemble A^ de densite tel que
lim ck = 0 (procede diagonal).

II reste a voir qu'on peut choίsier Γensemble A^ indέpendamment de la
fonction a.

Soit Φ£ une base orthonormee de fonetions propres du laplaeien sur S*M, et
soit ^C{λk} de densite 1, tel que:

lim j Φs dμk = j Φ^dω.

On peut evidemment supposer que, V/? ί ^ + 1 c ^ . Soit alors

1 1
βjL tel que,

tel que, ^ ^

on construit ^ tel que ^ o o n [ α Λ α , ? + 1 ] = ̂ n [ α Λ ^ + 1 ] et done ί ^ t , ^ ,
D < ^ f [ 0 o ; i l ,onvo i tqueD(</J=l .

Les /ifc sont done une suite de mesures de probabilite qui, lorsque, λk-> oo avec
λk e Sf^ convergent vaguement sur un ensemble dense de C(S*M\ done on a la
convergence vague des μk (λk e 6^^) vers la mesure de Liouville.

6. Generalisations et problemes

II serait interessant de generaliser aux problemes a bord avec un billard ergodique,
a Γasymptotique semi-classique (ί->0) et au cas des surfaces non compactes d'aire
finie.
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Le probleme le plus interessant est de savoir si on peut s'affranchir de la
condition d'extraire une sous-suite de densite 1: queues sont les valeurs
d'adherences de la suite des μk pour la convergence vague? Ces mesures sont
necessairement invariantes par le flot geodesique, mais il y a une foule de telles
mesures singulieres: par exemple si y est une geodesique periodique, μγ(f)

= —— f f-ds est une telle mesure.
L(y) γ

II me semble que ces mesures pour des geodesiques fermees des surfaces de
Riemann a courbure — 1 ne peuvent pas etre des limites vagues d'une suite φk. De
toutes les faς ons il y a d'autres mesures portees par des ensembles de dimension
de Hausdorff > 1 (cf. travaux de Patterson, Sullivan).
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