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Sur une Resolution Stochastique de ΓEquation
de Schrδdinger a Coefficients Analytiques
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Laboratoire de Probabilites, F-75230 Paris Cedex 05, France

Abstract. Under some hypotheses of analyticity and integrability we show the
existence and uniqueness of a strong regular solution of the Schrδdinger
equation using a natural generalisation to the complex case of the Feynman-
Kac formula. This explicit representation allows us to study in certain cases the
asymptotic behavior of the solution when the Planck constant h tends to zero.
The same method can be used for the solution of more general Schrodinger
equations.

Considerons Γequation de Schrodinger:

ih — Ψ(t, x)=-—Δ Ψ(t, x) + V(x) Ψ(t, x) ίe [0, T], xeO ouvert de Rn

ot 2m

Soit λ, une constante reelle strictement positive. Considerons aussi Γequation

dΨ λ2

1 ~dt ( ί'X) = 2m Δ Ψ(t'X} + V(X} Ψ(t'X}

(!')

II est bien connu que, si les fonctions / et V sont suffisamment regulieres, Γequation
(Γ) possede une solution forte et une seule donnee par la formule de Feynman-
Kac:

oύ (Bt) est le mouvement Brownien issu de zero (cf. [12]).

Si, formellement, on remplace dans Γequation (Γ) la constante λ par i h, on
retrouve Γequation (1).
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Cette analogic est le point de depart de notre travail.
Lorsque les donnees / et V admettent respectivement un prolongement

analytique dans un ouvert D de C" bien choisi et lorsque certaines conditions
d'integrabilite sont satisfaites, on montre simplement, grace a une representation
probabiliste qui est la formule de Feynman-Kac etendue de maniere naturelle au
cas complexe, Γexistence et Γunicite d'une solution forte Ψ = (Ψ(t,x)\ttX)e[otT]XO ^e

Γequation (1), qui se prolonge en une fonction de classe C1 sur [0, T] x D,
analytique en x(xeD). Des methodes fondees sur une idee de prolongement
analytique ont ete developpees par Cameron [5], Nelson [15] et d'autres auteurs.

Celle que nous presentons ici a Γavantage de la simplicite et s'applique dans
des cas non recouverts par les etudes anterieures; de plus, a Γaide de la
representation explicite obtenue, nous montrons qu'il est possible d'examiner le
comportement asymptotique de la solution de Γequation (1) en fonction de la
constante de Planck h-(hlty.

On demontre ensuite que la meme methode reste valable pour la resolution
d'equations de Schrδdinger plus generates.

1. Equation de Schrδdinger

Soit B = (Bt)te[0tT] un mouvement Brownien a valeurs dans R", issu de zero, defini
sur Γespace canonique Ω = C[0 Γ](IR"), muni de la norme uniforme sur [0, T].

Si ωeί2, on notera ||ω||= sup sup |ω,(ί)l ou ω/ (0 est ^a composante
j=l,...,ιι ίe[0,T]

d'indice j du vecteur ω(t).
On supposera dans la suite que la constante m figurant dans Γequation (1) est

egale a 1, ce qui ne diminue pas la generalite.

Lemme 1. Soit k une application mesurable de IR+ dans IR+, alors:

2 \1 / 2

πl J

Preuve. Soit A un borelien de R+, alors

P {\\B\\e A] ^nP{ sup \B^(t)\€A
|ίe[0,Γ]

sup
Ve[0,T] J

Car les processus B1 et —Bί ont meme loi.

Or on sait que les variables aleatoires sup Bv(t) et \B^(T)\ ont meme loi, done :
ίe[0,Γ]

/ 2 \1 / 2 / u2\
P{\\B\\eA}^2n — jexp -— )du.

\nι / A \ z.1 /

Lemme 2. Soit λe<Cn et Wg<Ln defini par: W={(λlyl, ...,λnj;B), (yv ...,};JeIRn}.
Soit S un ouvert contenant W et p = (p(xί,x2, .. ,xn+ί)) une application holomorphe
de€xS dans C.
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Alors si (At)te[0tT] est un processus a variation βnie a valeurs dans (C, adapte a la
filtration naturelle du mouvement Brownien, on a:

i ί If (A* MJdBj_ ,(5) + \ λ}_ , \ ~ - p(A,9 λBs)ds\ (2)
θVχj 2 θVχj }

oύ on a pose λB^^B^t), ...9λβn(t)).

Preuve. Supposons que n = 1, la demonstration pour n quelconque etant identique.
Compte tenu de la formule d'ltό, on voit que Γegalite (2) est evidente car
Γapplication qui a yelR fait correspondre μ(y) = p(Av λy) est de classe C°° et

On notera j/7 Γune des deux racines carrees du nombre complexe i.
Soit D Pouvert de C" defini par :

] y 2 > '- >xn+ yά oύ

et 3^ = , ...,

Supposons que les donnees / et V figurant dans Γequation (1) verifient Γhypothese
d'analyticite suivante :

(I) II existe deux applications holomorphes / et V de D dans (C telles que
/|o = /etF | 0 = F.

Nous ne chercherons pas a caracteriser les fonctions / et V qui verifient
Γhypothese (I) mais celle-ci nous semble naturelle et nous permet de considerer une
large classe de donnees initiales / = (/(x))xe0

 et de potentiels V = (V(x})xe0 qui
peuvent avoir des singularites a la frontiere de Γouvert 0. [Cf. Γexemple de la
Proposition 4, la Remarque 5 et ΓAppendice (I).] Soit ffl (D) Γensemble des
applications holomorphes de D dans C et L Γoperateur de J>f (D) dans J^(D) defini
par:

Lc(α) = 1 ih J -j^ c(α) + i ί/(α) c(α)

si CEJίf(D) et α = (αl9 ...,
Definissons les fonctionnelles F,G,H1,H2,R1 et R2 de [0, T] x D x Ω dans C

par:

G(ί, x, ω) - /(x + 1/ίft 5f (ω)) ,

F(t,x,ω)=— Γ
ih J

0

H^t, x, ω) = G(t, x, ω) exp(F(ί, x, ω)) R^(t, x, ω) = Sup \H^(s, x, ω)|,

H2(t, x, ω) = Lf(x + yih Bt(ω)) exp(F(ί, x, ω)) R2(t, x, ω) — Sup \H2(s, x, ω)

si (ί,x,ω)e[0,T]xDxΩ.
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Faisons de plus Γhypothese suivante :
(II) Pour tout (ί,x)e[0, T] xD les variables aleatoires R^(t9x9 •) et R2(t,x, •)

sont integrables et Γapplication qui a xeD fait correspondre Ψ(t9x) = E(H1(t9x))
est holomorphe.

Remarquons que si pour tout xeD, il existe une boule compacte K contenant x
telle que

E(Sup\H1(t,z)\\«x)
\zeK )

alors Γapplication qui a xeD fait correspondre Ψ(t,x) est holomorphe. Pour le
voir, il suffit d'appliquer les Theoremes de Fubini et de Morera.

En utilisant le Lemme 1, il n'est pas difficile de trouver des conditions de
croissance portant sur les prolongements / et V pour que Γhypothese (II) soit
verifiee [cf. ΓAppendice (I)].

Theoreme3. Sous les hypotheses (I) et (II), il existe une solution forte unique
ψ = ( ψ(t, x))(f x)e[0 Γ ] X O de ΐ equation (1) qui verifie la condition suivante:

Ψ = ( Ψ ( t 9 x ) ) ( t t X ) e [ Q ί T ] x Q se prolonge en une function de classe C1 sur [0, T] x D,
analytique en x (xeD).

On a, de plus, la representation suivante :

l{ V(x+ γihBJds}\ (3)

si (ί,x)e[0,T]xD.

Preuve. Soit xeD et j eC, considerons le processus de diffusion Xf y) =
a valeurs dans D x (C defini par

X*t =x
\ t ( (4)

X%» = y+ — ] V(x+ ]/ίhBs)ds.
in o

Pour toute application mesurable r de D x C dans C telle que r(Xl^X(*>J}) soit
integrable, on considere aussi

On definit ainsi un semi-groupe, c'est a dire que:

^t+sf(x,y) = n t [ π s r ] ( x 9 y ) 9 f ,seR + . (5)

Posons

et
(6)

-ί "" X >

'•'•έ

D'apres Γhypothese (II) χt(x, y) est bien defini et Γapplication qui a (x. y)eD x C fait
correspondre χt(x, y) est holomorphe. De plus, en appliquant le Lemme 2 au
produit f(Xx

lίt)Qxp(X(2)'t
y}) on voit que Γapplication qui a ίeR+ fait correspondre
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χt(x,y) est de classe C1. Soit Jf(D x C) Γensemble des applications holomorphes de
D x C dans (C et L Γoperateur de jf (D x C) dans jf(D x C) defini par :

(κ,β) (7)

s
Soit r = (r(α, /?)) et χ = (^(x, 3;)) les applications definies par la formule (6).
On voit aisement, grace au Lemme 2, que si ue [0, T] :

+ Lπτ_sr(Xl s,X
(

2

xf)ds- πτ_sr(Xls,X
(

2

xf)ds (8)
0 0Gΐ

oύ (MJU6[0 Γ] est une martingale locale continue.
En utilisant la propriete de Markov du processus de diffusion $ltt,X

(£t

y))t^0

on remarque que le terme de gauche dans Γegalite (8) est une martingale continue,
en effet

πΓ-«κ^«ΛΛ^
oύ ̂  est la tribu engendree par les v.a. (X* s,X

(2>y)), O^s^t/.
La partie a variation finie figurant dans le terme de droite de Γegalite (8) est

done constante et, pour tout se[0, T], on a:

En particulier, pour s = 0 :

Lπtr(x9y)=—πtr(x9y) (9)

ou bien

or d'apres la definition de χt(x, y) [cf. (6)] on voit que :

En posant :

on voit, d'apres (9') et (10), qu'on a ainsi obtenu une solution de Γequation de
Schrodinger (1).

Montrons Γunicite d'une telle solution, verifiant la condition de prolongement
analytique enoncee dans le Theoreme 2; notons la (Ψt(x)\tίX)e[0iτ]χD'
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Posons χr(x, y) = Ψt(x) exp(y) (x, y)e D x (C.
On remarque que :

-χt(χ,y)

En appliquant a nouveau le Lemme 2 on obtient, grace a (11):

uε[0, T] (12)

oύ (Nu) est une martingale locale continue nulle en 0.
En particulier pour u = T on voit que :

(13)

Or d'apres (13) et Γhypothese d'integrabilite (II), la martingale locale (Nu)ue[0tT] est
en fait une martingale, done E(NT) = 0 et

= ίPf (x) exp (3;) pour tout te [0, T]

done Ψt(x) = Ψt(x). C.Q.F.D.

Un Exemple. Soient /eIR"\{0} et ce IR fixes.
Soit 0 Γouvert de IR" defini par 0={x = (x l5 ...,xj tels que

r on a pose <zf, x> = 2_. *jXj

Pour tout x 0eO et tout α>0, soit

IXQ(ot) = {(zί + ]/iyl9 ...,zn+ ]/iyn) oύ z = (z15 . . . jZjeO,|z —x 0 |<α

et y = (yί, ...,yn)eIR"} alors D= (J /Xo(α).

α>0

Considerons une application / holomorphe de D dans C verifiant la condition
suivante:

Pour tout x0eO, il existe α>0 et deux constantes KlfXo, K2>XQ telles que

hK7 v < -— et pour tout xe/ v (α): V -r-τM
Λ,XQ O T^ ^0^ ' J Λv^

J = ! J

Soit J la demi-droite du plan complexe definie par: J = zΊR+.

Proposition4. Powr tout r>0 et tout fcelR, z7 existe une solution forte unique
Ψ = ( Ψ ( t , x ) ) ( t ί X } e [ 0 } T ] X Q qui se prolonge en une fonction de dasse C1 sur [0, T] x D,
analytique en x, (xeD), Je Γequation de Schrόdinger:

'hdψ ^ k

' (15)
Ψ(0,x) = f(x) (ί,x)e[0,Γ]xO.
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Cette solution est donnee par la formule

ί r— Ik * I r r- \\\
Ψ(t,x)=E\f(X+]/ihBt)Qxp — jdsexp -^Log[«^x>+c+|/^<^5s»

2] U
I \lrlQ V 2 / / J

(16)

ow (ί,x)e[0, T] x D eί ow Log designe la determination principale du Logarithme
prolongee sur C — J.

Preuve. Soit xeD \x = (zί+]/ϊyl9 ...9zn + ]/ϊ yn)9 z = (zi9 ...,zn)eQety = (yl9 ...,yj
elR". PosonsX = <^,z> + c et Y=(£9yy. On remarque, par un calcul elementaire,

X2

que \X-\-]/ϊY\2^—->0 pour tout Y.

On verifie de plus que {(X + j/7 7)2,XΦO, 7eIR}gC-J.

Done |exp( - r/2 Log[«Y, x> + c + ]fih </, βr»
2])| ̂  exp( - r/2 Log(Jί2/2)),

Compte tenu de la condition (14), on verifie facilement, a Γaide du Lemme 1,
que les hypotheses (I) et (II) du Theoreme 3 sont verifiees.

Remarque 5. On resoud de la meme faςon Γequation de Schrodinger lorsque le
potentiel V est de la forme

(reNet </,x> + cφpπ pour tout

ou /c (tg«Λ^> + c))r, (reNet <^,x> + cΦπ/2 + /?π pour tout peZ) etc .....
Lorsque V est un polynόme :

oύ ^w(0^m^d) est une application multilineaire symetrique de (C")m dans C telle

que ^m((IR")m)£IR, on verifie aisement que lm(V(x+ ]/ϊy)) (xG]R",yeIRn) verifie la
condition 2 de ΓAppendice (I) si d°V—l ou bien si d0V = d = 2 + 4p (peN) et

- 1 }pad x
d < 0 pour tout x e IRn quand p ̂

= Sup |χ. |sixe(C"
. _ ι .. J

^2x
2

2. Etude de Cas Particuliers

Nous allons montrer sur deux exemples que la representation Stochastique de la
solution de Γequation de Schrodinger permet d'etablir un developpement asymp-
totique de cette solution en fonction de la constante de Planck h, quand /zj,0.

Un grand nombre d'etudes ont ete faites sur ce sujet (methodes «W.K.B.», cf.
[14] et [2] entre autres) mais cette approche probabiliste ne semble pas avoir ete
utilisee.
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Soit ΩQ (ίeR+) Γensemble des applications continues ω de [0, ί] dans Rn,
nulles en zero et qui admettent une derivee ώ au sens de Lebesgue de carre
integrable sur [0, £].

Soit V une application continue d'un ouvert D de (Cn dans C telle que R" £ D et
que F(IRn)S#. Pour tout couple (ί,x)e[0, T] xIR" on definit:

(17)
ωeβ'o lθ ^ 0

On se restreindra dans ce qui suit aux applications V de la forme:

7=1

5 = - Σ tf(Xj + γj)

(18)

oύ XED, α et yeR", β et δeR, le vecteur k2 = ( k j ) j = 1 tmtmίΛeW verifiant la condition
suivante: soit (/c-elR) soit

1
et T-\kj\<

Pour etablir les resultats qui suivent avec des potentiels V plus generaux, il
faut, semble-ί-il, utiliser une etude de Schilder [16], menee dans le cas reel,
concernant le comportement asymptotique d'integrales de Wiener. Nous suppose-
rons, sans nuire a la generalite, que dans la formule (18) y = 0; β = δ=0.

Lemme 6. La borne superieure bv .(ί, x) est atteinte pour tout (ί, X)E [0, T] x R" en un
point Jω0'x)e£2Q unique (/=152).

On a les formules explicites suivantes:

o2\
1.

(19)

OM )(o;^(s) est la composante d'indice «fe{l , ...,n} du vecteur J'ω(0'x)(s)elRw

n / ί3

. \ X"1 / 2
7 l ( ί 'X ) =A\α '6~ α^

Sh(2V)
4

(20)

Preuve. L'existence de jω$'x\ (/= 1,2), est facile a etablir, cf. [6]. Pour determiner
Sω0 on utilise la propriete suivante: Pour tout

weΩ r

0 : f gradF/J^0(s) + x)- Usds = jώ0(s) Usds.
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Soit & I'ensemble des applications polynόmiales de <C" dans (C. Pour tout
/ze!R\{0} et tout feSP notons (Ψ{j(t,x)) la solution de Γequation de Schrodinger:

* I Ψ{β, x) = ~ Y Δ Ψ{β, x) + F/x) Ψ{β, x)

On verifie, d'apres le Theoreme 3, que (Ψ{j(t,x)) existe.

Theoreme 7. On a les proprietes suίvantes :

ow β/(ί, Λ:) [ l/^] est un polynόme en }/ίh qu'on peut determiner explicitement.

2) ' „ '/(H''x>(0+x) (/= i, 2) (ί, χ)6 [o, r| x R« .
Λ,/'^

Preuυe. Pour tout /Le(C\{0} la demonstration du Theoreme 3 montre qu'il existe
une solution unique (ϊ^) j(t,x)) de Γequation

I nA>> χ) = y

et

Ψ{λjt,x) = E\f(x + IB,)expf-ί j F/x + λBs)ds}\.
( \A 0

Commengons par calculer (Ψfλ) /£,x)), (/ = 1,2).
Pour ceci on utilise le Lemme suivant:

Lemme 8. Supposons que (Bt) soit un mouvement Brownien reel, /ίe(C\{0} x, r, αelR,

W

(fcezΊR eί Γ|fc|<—-],

exp( rBf + -y I α(x + 1BS) J5
Λ o

α2ί3 rαί2

(23)

ΠB—.1 (24)
^ \, yn. /ιy ± ~τ &

s/(ί,x)e[0, T]xR
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Preuve. La formule (23) est facile a etablir, en effet :

rBt+- l*B8ds
λ o

est une v.a. Gaussienne.

Pour demontrer la formule (24) on utilise une technique de calcul qu'on peut
trouver dans un article de Williams [18] et qui est une application du Theoreme de

Girsanov: supposons λ et k reels, et k2T< — , alors

t- - ,
o W \o

^ *~
L ' λ '

oύ Q est une nouvelle probabilite pour laquelle le processus:

(25)rt — t J \
0 \Λ

est un mouvement Brownien, d'apres le critere d'uniforme integrabilite des
martingales exponentielles de Novikov

ί A fc2' \1
car£<exp - —^\(λB s + x)2ds\\<oo (cf. Lemmel).

I \2 Λ o / J

De cette derniere equation on deduit que le processus (Br) est, pour la
probabilite β, un processus Gaussien dont il suffit de calculer la moyenne et la
variance:

Posons mt = EQ(Bt) et σt = EQ(Bf).
D'apres (25), on voit que (mt) est solution de Γequation

mt-k]msds=-^-. (26)
0 A

D'autre part, d'apres la formule d'lto:

oύ (Mt) est une martingale continue nulle en zero.
On en deduit que :

(27)
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Les Eqs. (26) et (27) sont faciles a resoudre et on termine par un calcul standard et
grace a un prolongement analytique la demonstration de la formule
(24). C.Q.F.D.

On deduit du Lemme 8, avec r = 0, que

Π l /I /
,= 1 l / l

et done, grace a une verification simple, on voit que :

(ί,x)e[0,T]xIR".

(28)

Pour demontrer le Theoreme 7, posons λ= |/m.
II suffit evidemment de supposer que / est un monόme du type

= ̂  xm oύ ̂  est une application multilineaire de ((Cn)m dans C.
Pour la propriete 1) du Theoreme 7, on se ramene a montrer, grace a (28), que

)ds

est un polynόme en Λ,(mfelN, Σmi = m,j=l,2).
Ensuite, grace a Γindependance des composantes du mouvement Brownien, on

voit qu'il suffit de montrer que si (Bt) est un mouvement Brownien reel, le(C\{0},
x, k, αeIR

et

r ( n_2i j ~~
\ ^ o

E exp -_J
z/l o

sont des polynόmes en A.
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Or ceci se voit aisement grace au calcul explicite du Lemme 8: il suffit de
developper en puissances de r les quotients:

E\exp(rBt+^

A=

et

A=

et d'identifier les coefficients de rm (me IN).
Faisons par exemple le calcul pour Γexpression A, le calcul pour A etant

analogue:

k\ίr x\2 (x\2 2 2

= eχp<r-

{ [ /x ί2ekt 1
pγn \γ\

V 1 Λ 1

On en deduit que:

D'apres la demonstration precedente, le quotient

ψf (f χ\

Cj(λ)= (»>Jy est un polynόme en A(Ae(C\{0}) (/= 1»2).
MA), /^ x)

De plus, Schilder [16] a demontre que si 5 = (Bt)te[0 >T] est le mouvement Brownien
considere comme une variable aleatoire a valeurs dans Ω = C[0 jT](!Rn), si F et G
sont deux fonctionnelles definies sur Ω et a valeurs dans 1R, verifiant certaines
conditions de regularite peu restrictives et si ω 0eΩj est le point oύ la fonctionnelle

definie sur Ωj, atteint son maximum propre (on suppose qu'il existe) , alors :
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En prenant G(λB) = f(x + λBt) et F(λB) = J F/x + λBs) ds, on verifie que le
o

polynόme C (X) converge, quand λ tend vers zero, vers

La preuve de la propriete 2) du Theoreme 7 est done terminee.

Remarque 9. On s'est limite, pour ne pas alourdir les calculs, a la classe des
applications / qui sont polynomials mais on voit facilement que le Theoreme 7
reste valable si on considere des fonctions analytiques / dont le developpement en

serie entiere converge suffisamment rapidement, Pexpression Qί(t, x) [ J///Γ] figu-
rant dans Penonce de la propriete 1) du Theoreme 7 represente alors une serie

entiere en yίh (\h\ etant assez petit).

Par exemple, si f(x) = Σ -am

 x™> ^ suffit qu'il existe une constante c>0 telle

ί(2m)l\1/2m=

Que Σ lkmllcΊ—r <00

^ m \ mlm > 0

3. Une Generalisation

Nous allons, pour simplifier, considerer Pequation de Schrodinger a une dimen-
sion, la demarche a suivre en dimension n(n>l) etant identique.

Soient σ et b deux applications holomorphes de C dans C et soit (Xf) la
solution de Pequation differentielle Stochastique :

xE<C) (29)

oύ (Bt)t>0 est le mouvement Brownien issu de zero et Tx le temps d'explosion du
processus de diffusion (Xf).

Pour tout αeC, soit (H(θL9β))βeI<χ, Ia intervalle de IR, la solution maximale de
Pequation differentielle :

(30)

Remarquons que Pequation (29) s'identifie a une equation Stochastique reelle a
deux dimensions, le nombre complexe σ(x) (xeC) devenant une matrice degeneree
a deux lignes et une colonne.

Pour cette raison, il est legitime de considerer des ouverts G du plan complexe
verifiant les conditions suivantes :

1) xeG^Tx= + oops. etXfεG pour tout ίeR
' (31)

2) αeG->/α = lRet H(α,j8)eG pour tout βelR. J

L'Appendice (II) donne un critere pour que les conditions (31) soient verifiees.
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Lemme 10. Soit Φ :<Cx(C-»(C une function holomorphe et (At)t^0, un processus a
variation βnie sur tout compact a valeurs dans C, adapte a la filtration du
mouvement Brownien, alors, si 0 ̂  t < T*, on a:

t dΦ t dΦ
VX*} = Φμo, x) + j — (AS,X

X

S) dAs+$ — (AS,X*) σ(Xx

s) dBso ox1 o ox2

S(Λ'^^)+

Preuυe. Elle est immediate, compte tenu de la formule dΊtό ordinaire et des
hypotheses (decomposer en parties reelles et imaginaires).

Soit H la function definie par les relations (30) et xeG oύ 6 est un ouvert
verifiant les conditions (31).

Posons Dx = H(Xΐ, -Bt) (0^ί< oo).
On peut voir, de la meme faςon qu'en [7] que le processus (D*)f>0 ainsi defini

est p.s. derivable en t et qu'il est solution de Γequation differentielle ordinaire :

f, B,), - Bt) - σ'σ(H(Df , B,» + b(H(D?, Bt))

(32)
D X v I V /

o^*-

De plus les proprietes de H montrent que :

(33)

On deduit de la representation (33) que, p.s., Γapplication qui a xeG fait
correspondre Xf(ω) est holomorphe.

Soit 3?(G) Γensemble des applications holomorphes de G dans <C et
On designe par & Γoperateur de 3?(G) dans 3?(G) defini par :

jjfφ) = -σ

2(α)^-2 (α) + 6(α) — (α) + F(α) φ) si ce Jf(G).

Soit 0<T<oo et /e^f(G). On defϊnit les fonctionnelles /1? /2, 51! et 52 de
[0, T] x G x Ω dans C par:

i\
i f ω p^j

/2(ί, x, ω) = £ff(Xx(ω)) exp
\o

S'^ijX, ω)= Sup l/ j ίS jXjω))

S2(t, x, ω) = Sup |/2(5, x, ω)|, si (ί, x, ω)e [0, T] x G x ί2.

On dira que / verifie Γhypothese (III) si:
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(III) Pour tout (f, x)e [0, T] x G, les variables aleatoires S ί̂, x, ) et S2(ί, x, )
sont integrables et Γapplication qui a xeG fait correspondre χ(ί,x) = £(/1(ί,x)) est
holomorphe. Remarquons, de la meme faςon que precedemment [cf. Γhypothese
(II)], et grace a la representation (33) que si pour tout xeG il existe une boule
compacte K contenant x telle que E /Sup \I±(t, x)|\ < oo alors Γapplication qui a xe G

[zeK

fait correspondre χ(t, x) est holomorphe. Fe ffl(G) etant donne, on notera
Γensemble des elements / de JΊ?(G) verifiant Γhypothese (III).

Theoreme 12. Soίt Ve^f(G) et
Consider ons Γ equation :

Γχ(ί,x) + 6(x):
5 χ 2 Λ V > " / , ~r,dχ.

(34)

II existe une solution forte et une seule (χ(t,x)\tίX}e[0>T]xG ^e ΐequation (34), gtα
iteri/ϊe ία condition suivante: Wί?x))(ί)X)e[o,r]χG βsί ^e c/αsse C1 swr [0, T] x G e£
analytique en x (xeG). On α, de plus, la representation suivante:

ί I* M
χ(ί,x)-Ey (X?)exp J F(XJ)ds}\, (ί, x)e [0, T] x G. (35)

[ \o / J

Preuve. La demonstration du Theoreme 12 suit pas a pas celle du Theoreme 3. II
suffit de considerer, pour tout xeG et yeC le processus de diffusion
γ(χ,y) — (y* ^ Γ ί̂̂ ) ^ valeurs dans G x (C defini par:

(36)

0

Exemple. Considerons Γequation:

., dγ, , 1
fo

(37)

oύ h>0, peIR\{0}; c,
/ et V sont deux fonctions holomorphes de C dans (C.
Le processus de diffusion (X^)t>0 associe a Γequation (37) est solution de:

En appliquant la formule (33) on trouve que:

(38)
1 \ c\ Λ

/ , 7 t \ / ** ^ \ r / ^ F T - ί 1 ? . \ Mx+-T7τ)- ί(];-7T77)ίexP(-T7r-Bs-Up2-^)];)
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On deduit de Γegalite (38) que le module de Xf(ω) est majore par une fonction
continue en (ί, x), M(x, ί), qui ne depend pas de Γelement ω variant dans Γespace de
probabilite de base. Le potentiel V etant une fonction holomorphe quelconque,
toute donnee initiale, /, holomorphe verifie Γhypothese (III) et on peut appliquer
le Theoreme (12): Γequation (37) possede une solution forte (χ(£5x))(tjX)6]R+ xc et une
seule, analytique en x, donnee par:

Remarquons que si, dans Γequation (37), on fait tendre p vers zero et si c — d = Q on
retrouve Γequation de Schrδdinger habituelle.

Appendice (I)

Soit c > ]/h, on definit une mesure μc sur la tribu borelienne de R+ par :

Pour tout XOE() et tout α>0 soit

txofa^fai+Vϊyi' 'Zn+VϊyJ oύ z = (zl9...,zje09\z-x0\«x,

et y = (yl9...,

Proposition. LΊϊypothese (II) est verifie si pour tout x0eO, il existe α>0 et deux
applications mesurables croissantes φXQ et φXQ de IR+ dans R+ vέrίfiant les conditions
suivantes

IT ~ \
1) φxJ( )Qxplj-φXQ( )\eL1(J^+,μc(dx)) pour au moins un c> ]/h.

\ /
2) Pour tout xe/JCo(α):

j=ι

etImV(x)£φxo(\x\).

Preuve. On voit que (J /Xo(α) = D.

Soit xeD, alors il existe x0eO, α>0 et une boule compacte K tels que xeK et
K ξ= /JCo(α). On verifie que :

£LE\SupφXo(\z\+ l
Ueί:

^L J 0 (m+ l/Λw)exp(τ-<?Xo(m+ |/ftM))exp( - %= U/t/(d'apresleLemmel)
o

ί Φ^0(
ctί) exP( IT Φxo(

cu)} exP( - 2T}dU< °°
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OU

P= ——7= et Λf = L Jφ x (w + ]/ϊtt)exp(—$Λ (m+ |/Λtt))exp( - ~
c-yh o ° \n ° i \ 2'.

Grace a la remarque qui suit Γenonce de Γhypothese (II), on voit que la preuve est
terminee.

Appendice (II)

Proposition. Soit y une application de classe C1 de IR dans (C, G un ouvert borne de
C, dG le bord de G et soit M(t) (resp. N(ή) le point d'afβxe y(t) (resp. y(t) + b(y(t}}

Si dG={y(t),t<=]R} et si pour tout ίeIR on a:
1) y(ί)φO et Argσ(y(ί)) = Arg(y(ί))mod(π), γ etant la derivee de y

2) le vecteur M(t) N(t) est dirige vers Γinterieur de G ou bien est tangent a y, alors
les conditions (31) sont veriβees.

Preuve. Soit CX(IR+,IR) Γensemble des applications de classe C1 de R+ dans IR
nulles en zero. Si xeG et weC^IR^IR) nous designerons par φ* la solution
maximale de Γequation differentielle:

^ Φ*u(t) = σ(φ*u(t}) ύ(t) + b(φl(t)) -l-σ' σ(φl(t))

II n'est pas difficile de voir que les hypotheses 1) et 2) de la Proposition entrainent
que φ* est en fait definie sur IR+ tout entier, que pour tout ίe!R+ φ*(t)e G et que la
condition (31) 2) est verifiee.

Posons ^ = {φ*? we C^IR^IR)}.
Grace au fait que Γouvert G est borne et en utilisant un theoreme etabli en [17]

decrivant le support de la loi d'un processus de diffusion on peut montrer que si,
xeG, le processus (X*), solution de Γequation differentielle Stochastique (29), est
bien defini pour tout ίeIR+ : en notant SuppP^ le support topologique de la loi de
(X*) dans Γespace C(R+, C) muni de la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact, on a: SuppP*^^ oύ Sx designe Γadherence de Sx.

La representation (33) entraine alors queX^eG pour tout ίeIR+.

Remer dements. Je tiens a remercier Messieurs P. Priouret et M. Yor qui m'ont aide a eclaircir certains
points de ce travail.

Bibliographic

1. Albeverio, S.A., H0egh-Krohn, RJ.: Mathematical theory of Feynman path integrals. Lecture
notes in mathematics 523. Berlin, Heidelberg, New York: Springer 1976

2. Albeverio, S.A., H0egh-Krohn, RJ.: Oscillatory integrals and the method of stationary phase in
infinitely many dimensions, with applications to the classical limit of quantum mechanics. I.
Inventiones Maths. 106, 40-49 (1977)



264 H. Doss

3. de Brogue, L.: Recherches d'un demi-siecle. Paris: Editions Albin Michel 1976
4. Cameron, R.H.: A family of integrals serving to connect the Wiener and Feynman integrals. J.

Math. Phys. 39, 126-141 (1961)
5. Cameron, R.H.: The Ilstow and Feynman integrals. J. d'Anal. Math. 10, 187-361 (1962-63)
6. Doss, H.: Quelques formules asymptotiques pour les petites perturbations de systemes dynami-

ques. Ann. Inst. Henri Poincare (a paraitre)
7. Doss, H.: Liens entre equations differentielles stochastiques et ordinaires. Ann. Inst. Henri

Poincare XIII, Section B, 99-125 (1977)
8. Feynman, R.P., Hibbs, A.R.: Quantum mechanics and path integrals. New York: MacGraw Hill

1968
9. Gelfand, I.M., Yaglom, A.M.: Integration in functional spaces and it's applications in quantum

physics. J. Math. Phys. 1, 48-69 (1960)
10. Itό, K.: Wiener integrals and Feynman integral. Proc. Fourth Berkeley Symp. on Math, and Prob.

Vol. 2, pp. 227-238. Berkeley: Univ. California Press 1961
11. Itό, K.: Generalized uniform complex measures in the Hilbertian metric space with their

application to the Feynman path integral. Proc. Fifth Berkeley Symp. on Math. Stat. and Prob.
Vol. 11, pp. 145-161. Berkeley: Univ. California Press 1967

12. Kac, M.: Probability and related topics in physical sciences. New York: Interscience 1959
13. Kunita, H.: Diffusion processes and control systems. Cours de 3emeCycle, Second semestre 1974.

Laboratoire de Calcul des Probabilites, Universite Paris VI (1974)
14. Maslov, V.P.: Theorie des perturbations et methodes asymptotiques. Paris: Dunod 1972
15. Nelson, E.: Feynman integrals and the Schrδdinger equation. J. Math. Phys. 5, 332-343 (1964)
16. Schilder, M.: Some asymptotic formulas for Wiener integrals. Trans. Am. Math. Soc. 125, 63-85

(1966)
17. Stroock, D.W., Varadhan, S.R.S.: On the support of diffusion processes with applications to the

strong maximum principle. 6Lh Berkeley Symposium, Vol. Ill, 1972
18. Williams, D.: On a stopped Brownian motion formula of H.M. Taylor. Seminaire de Probabilite X.

Lectures notes in mathematics 511, pp. 235-239. Berlin, Heidelberg, New York: Springer 1976

Transmis par J. Ginibre

Reςu le 19 novembre 1979




