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Sur une Resolution Stochastique de I’Equation
de Schrodinger a Coefficients Analytiques

Halim Doss*

Laboratoire de Probabilités, F-75230 Paris Cedex 05, France

Abstract. Under some hypotheses of analyticity and integrability we show the
existence and uniqueness of a strong regular solution of the Schrodinger
equation using a natural generalisation to the complex case of the Feynman-
Kac formula. This explicit representation allows us to study in certain cases the
asymptotic behavior of the solution when the Planck constant & tends to zero.
The same method can be used for the solution of more general Schrodinger
equations.

Considérons I'équation de Schrodinger :
2

ih- % Pt x)=— —h—A P(t, x)+ V(x) P(t,x);te [0, T], xe0 ouvert de R”

2m W
P(0,x)=f(x); h>0,m>0.
Soit 4, une constante réelle strictement positive. Considérons aussi 'équation
oY 22
/13{ (t,x)= > AP(t, x)+ V(x)P(t, x) »

Y(0,x)= f(x);(t,x)e[0, T] x R".

Il est bien connu que, si les fonctions f et V sont suffisamment régulieres, ’équation
(1") possede une solution forte et une seule donnée par la formule de Feynman-
Kac:

'I’(t,x)zE{f(x-l— V%Bt)exp<£§(x+ V%BJ ds)}

ou (B,) est le mouvement Brownien issu de zéro (cf. [12]).

Si, formellement, on remplace dans I’équation (1') la constante A par i-h, on
retrouve I'équation (1).
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Cette analogie est le point de départ de notre travail.

Lorsque les données f et V admettent respectivement un prolongement
analytique dans un ouvert D de €" bien choisi et lorsque certaines conditions
d’intégrabilité sont satisfaites, on montre simplement, grice a une représentation
probabiliste qui est la formule de Feynman-Kac étendue de maniére naturelle au
cas complexe, I'existence et 'unicité d’une solution forte ¥ = (¥(t, X)), 0, 17x 0 d€
I'équation (1), qui se prolonge en une fonction de classe C! sur [0,T]x D,
analytique en x(xeD). Des méthodes fondées sur une idée de prolongement
analytique ont été développées par Caméron [5], Nelson [15] et d’autres auteurs.

Celle que nous présentons ici a 'avantage de la simplicité et s’applique dans
des cas non recouverts par les études antérieures; de plus, & laide de la
représentation explicite obtenue, nous montrons qu’il est possible d’examiner le
comportement asymptotique de la solution de I’équation (1) en fonction de la
constante de Planck h-(h]0).

On démontre ensuite que la méme méthode reste valable pour la résolution
d’équations de Schrodinger plus générales.

1. Equation de Schrodinger

Soit B=(B,),0,7) un mouvement Brownien a valeurs dans IR", issu de zéro, défini
sur l'espace canonique Q=C/, 1(R"), muni de la norme uniforme sur [0, T].
Si weQ, on notera |w|= ‘ slup . s[lég; ]lw O ol w(t) est la composante
=1,...,n tefo,
d’indice j du vecteur w(t). !
On supposera dans la suite que la constante m figurant dans ’équation (1) est
égale a 1, ce qui ne diminue pas la généralité.

Lemme 1. Soit k une application mesurable de R, dans R ,, alors:
2 1/2 o ul
Bik(B) 20 2] - [ exp( 37 .
Preuve. Soit A un borélien de IR, alors

P{||B|eA} énP{ sup ,Bl(t)IEA}
te[0,T]

§2nP{ sup Bl(t)eA}.
te[0,T]
Car les processus B, et — B, ont méme loi.

Or on sait que les variables aléatoires sup B,(¢) et |B;(T)| ont méme loi, donc:
te[0,T]

2 \1/2 W2
2n-|— — —|du.
P{|B|eA}<2n (nT) £exp< 2T> u
Lemme 2. Soit AeC" et WCC" défini par: W={(A,Y1,---» An) 01> ---» V)ER"}.

Soit S un ouvert contenant W et p=(p(x,,X,, ..., X, , 1)) une application holomorphe
de € x S dans C.
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Alors si(A,)ej0.1) €St un processus d variation finie d valeurs dans C, adapté a la
filtration naturelle du mouvement Brownien, on a:

)
(A, AB)=p(Aq,0)+ j—"(As, AB)dA,

n+1

tap 1 5 t 52
+ 2 ,iBs)dBj_l(s)+§ij_lfﬁ-p(As,/lBs)ds} )
0%

ot on a posé lBt=(/11B1(t), ces Ay B (1)),
Preuve. Supposons que n=1,la démonstration pour n quelconque étant identique.

Compte tenu de la formule d’It6, on voit que I’égalité (2) est évidente car
I'application qui a yelR fait correspondre u(y)=p(A, Ay) est de classe C* et

0
KO)=is(odn), W)= 2 Z(At,m

On notera ]ﬂ I'une des deux racines carrées du nombre complexe i.
Soit D I'ouvert de C* défini par:

D={(x1+]ﬂy1,x2+[/fyz,...,xn+]ﬁyn) ou
Xx=(X,...,x,)€0 et y=(y...,y)eR"}.

Supposons que les données f et V figurant dans I’équation (1) vérifient ’hypothese
d’analyticité suivante:

(I) 11 existe deux applications holomorphes f et V de D dans C telles que
f|o fet V =V.

Nous ne chercherons pas & caractériser les fonctions f et V qui vérifient
I’hypothése (I) mais celle-ci nous semble naturelle et nous permet de considérer une
large classe de données initiales f=(f(x)),, et de potentiels V' =(V(x)),., qui
peuvent avoir des singularités a la frontiére de I'ouvert 0. [Cf. I'exemple de la
Proposition 4, la Remarque 5 et I’Appendice (I).] Soit #(D) T'ensemble des
applications holomorphes de D dans € et L Popérateur de #(D) dans (D) défini

par:
2

Lc(oc)—ilh Z g c(oc + o Ly V(oc) c(or)
si ce #(D) et a=(ay, ...,oc,,)eD.

Définissons les fonctionnelles F, G, H,, H,, R, et R, de [0, T] x D x Q dans C
par:

G(t, x, )= f(x+ WB(w)),
F(t, x, w)—~ij+ }/ih By(w))ds,
H,(t,x,w)=G(t, x,w)exp(F(t, x,w)); R,(t, x, w)= Sup|H,(s, x, w)|,

H,(t,x, w)=Lf(x+ ]/iEBt(a))) exp(F(t, x, w)); R,(t, x, w)= Sup|H (s, x, ®)|

si (t,x,w)e[0, T} x D x Q.
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Faisons de plus 'hypothese suivante:

(I) Pour tout (t,x)e[0, T] x D les variables aléatoires R,(t,x, -) et R,(t,x, -)
sont intégrables et application qui & xe D fait correspondre Y(t,x)= E(H,(t, x))
est holomorphe.

Remarquons que si pour tout xe D, il existe une boule compacte K contenant x

telle que _
E(Sup|H1(t, z)l) <0
zeK

alors 'application qui a xeD fait correspondre ¥(t,x) est holomorphe. Pour le
voir, il suffit d’appliquer les Théorémes de Fubini et de Morera.

En utilisant le Lemme 1, il n’est pas difficile de trouver des conditions de
croissance portant sur les prolongements f et ¥ pour que hypothése (II) soit
vérifiée [cf. I’ Appendice (I)].

Théoréme 3. Sous les hypothéses (1) et (II), il existe une solution forte unique
¥ =(P(t, X)) er0.11x 0 d€ 'équation (1) qui vérifie la condition suivante :

¥ =(P(t, X)), xer0,71x 0 S€ Prolonge en une fonction de classe C Y sur [0, T] x D,
analytique en x (xe D).

On a, de plus, la représentation suivante :

¥(t,x)= E{f(xﬂfs,)exp( ij+1FB)ds>} 3)

si (t,x)e[0, T] x D.

Preuve. Soit xe D et ye €, considérons le processus de diffusion X9 = (X7 , X§°)
a valeurs dans D x € défini par

X%, =x+/ih B,

“4)
t
X(Zx’.t.v)=y+ % j' f/(x-‘,— WBS) ds

Pour toute application mesurable r de D x € dans C telle que r(X7 ,,X%”) soit
intégrable, on considére aussi

nr(x,y)=E{r(XT , X5} .
On définit ainsi un semi-groupe, Cest a dire que:
7T,+Sr(x,y)=7t,[7tsr](x,y), t’SGIR+ . (5)
Posons
"o, f)=J (@) exp(B); (= f)eDx T et
s )=t ) = E{ s Vi B)exo [ ot Vi B s fexp).
D’apres 'hypothese (II) y,(x, y) est bien défini et I'application qui a (x. y)e D x € fait

correspondre X,(x y) est holomorphe. De plus, en appliquant le Lemme 2 au
produit fi (X1, expX (thy)) on voit que P'application qui a teR, fait correspondre

(6)
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%(x, y) est de classe C*. Soit #/(D x C) 'ensemble des applications holomorphes de
D x € dans € et L Popérateur de #(D x (E) dans #(D x C) défini par:

e )= i . S+ - St ) g

ﬁ

si re #(D x C), oc,ﬁ)eD X C, =0y, ...,0,)
Soit r=(r(a, p)) et y=(x,(x,y)) les applications définies par la formule (6).
On voit aisément, grace au Lemme 2, que si ue[0, T]:

Tp_ X5 XSSP =nr(x, )+ M,
u ~ u a
+ E‘;LTCT s ( ch S,X(sz)’)) dS— jEnT sr(Xl s’X(Zx,’sy)) dS (8)
ol (M,),10. 1) €St une martingale locale continue.
En utilisant la propriété de Markov du processus de diffusion (X7 , X575,
on remarque que le terme de gauche dans I’égalité (8) est une martmgale continue,
en effet

mp & XS =BT . X507}
olt #, est la tribu engendrée par les v.a. (X7 ,X§7), 0<s=u.

La partie & variation finie figurant dans Je terme de droite de I’égalité (8) est
donc constante et, pour tout se[0,T7], on a:

0
LTET sr(Xl S’X(szy ) _TCT sr(Xl s’X(Zx,’sy)) .

En particulier, pour s=0:

In T(x, y)— g 7: 7(x, ) ©)
ou bien

0 1 0 ’

)= lh Z e zx,(x N+ V(X)a %% Y) 5 )

or d’apres la définition de y,(x, y) [cf. (6)] on voit que:

0
3y %06 ¥) = 2%, y). (10)

En posant:
Y (x)=y,(x,y)exp(—y)= { (x+ ]/7B exp( jV(x+ ]FB )ds)}

on voit, d’aprés (9') et (10), qu’on a ainsi obtenu une solution de I’équation de
Schrédinger (1).

Montrons 'unicité d’une telle solution, vérifiant la condition de prolongement
analytique énoncée dans le Théoréme 2; notons la (‘f/,(x))(,,x)elo,n <D



252 H. Doss

Posons 7,(x,y)= ¥ (x)exp(y) (x,y)e D x C.
On remarque que:

. >

5 W% ) =Ly (%, y). (11)
En appliquant a nouveau le Lemme 2 on obtient, grace a (11):

XT u(Xl u’X(Zx,’l;V)):ZT(xa y)+Nu ue[o’ﬂ (12)

ou (N,) est une martingale locale continue nulle en 0.
En particulier pour u=T on voit que:

T D) expX§) =77 (x,y) + Ny (13)

Or d’aprés (13) et 'hypothése d’intégrabilité (IT), la martingale locale (N,), 0. 1) €st
en fait une martingale, donc E(N,)=0 et

%% y) = ELJ (X ) exp(X§3)]
=Y ,(x)exp(y) pour tout te[0,T]
donc ¥,(x)=¥,(x). CQ.F.D.

Un Exemple. Soient /e R™\{0} et ce R fixés.
Soit 0 I'ouvert de R" défini par 0= {x=(x,, ..., X,) tels que

{£,x)+c+0}; onaposé (/,x)= ) /px;.
i=1

Pour tout x,€0 et tout >0, soit
={(z; + lﬂyl, - ]/fy,,) ou z=(zy,...,2,)e0,|z—x,|<a
et y=(y,,...,y,)eR"} alors D= U I ().

x0e0
a>0

Considérons une application f holomorphe de D dans € vérifiant la condition
suivante:
Pour tout x,€0, il existe «>0 et deux constantes K, _, K,  telles que

82f

J

hK x1). (14)

n
et pour tout xel, Z <K, exp(K

2,x0

- 1
Zxo ST

Soit J la demi-droite du plan complexe définie par: J=

Proposition 4. Pour tout r>0 et tout kelR, il existe une solution forte unique
¥ =(P(t, X)), ver0,11x 0 qUi s€ prolonge en une fonction de classe CY sur [0, T] x D,
analytique en x, (xeD), de I'équation de Schrédinger :

2

_h k
(t X) = A 'Il(t X) + m 'P(t, X)

(15)
‘P(O, x)=f(x) (t, x)e[0,T]x0.
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Cette solution est donnée par la formule

Y, x)=E{f(x+ W B, exp(% } dsexp (— %Log[((/, X>+c+ W(Z, Bs>)2]))}
0
(16)

ot (t,x)e[0,T]x D et ou Log designe la détermination principale du Logarithme
prolongée sur C—J.

Preuve. Soit xeD :x=(z, + ]ﬂyl, e ZyF ]/lTyn), z=(zq,...,2,)€0 et y=(yy, ..., ¥,)
eR". Posons X ={/,z>+c et Y={¢,y>. On remarque, par un calcul élémentaire,

XZ
que |X + ]ﬂleg 5 >0 pour tout Y.

On vérifie de plus que {(X + ]/i Y)?, X 40, YeR}SC~J.
Donc [exp(—r/2Log[({4,x) +c+]/ih{/,B>)*])| Sexp(—r/2Log(X*/2)), X +0.

Compte tenu de la condition (14), on vérifie facilement, a I'aide du Lemme 1,
que les hypothéses (I) et (II) du Théoréme 3 sont vérifiées.

Remarque 5. On résoud de la méme fagon I’équation de Schrodinger lorsque le
potentiel V est de la forme
k
K, x>+c)”’
k
(sin(<{Z, x>+ )"’

ou k-(tg({¢,x>+c¢)), (re Net {£,x)+c+mn/2+pr pour tout peZ) etc. ....
Lorsque V est un polynéme:

[, x>+c+0,reN),

(reNet {/,x>+ c+pr pour tout peZ),

V(X)=ap+a;x+...+a;x* (xeR")
ol «,(0 =m=d) est une application multilinéaire symétrique de (C")" dans C telle

que «,(R"Y") SR, on vérifie aisément que Im(V(x+ l/l_ y)) (xeR", yeR") vérifie la
condition 2 de I’ Appendice (I) si d°V'=1 ou bien si d°V=d=2+4p (peN) et
(—1)a;x*<0 pour tout xeR" quand p=1
(lxl = Sup |x/si xe(E")
j=1,..., n

a,x?< |x|> quand p=0

472

2. Etude de Cas Particuliers

Nous allons montrer sur deux exemples que la représentation stochastique de la
solution de I’équation de Schrodinger permet d’établir un développement asymp-
totique de cette solution en fonction de la constante de Planck h, quand 4 0.

Un grand nombre d’¢tudes ont été faites sur ce sujet (méthodes « W.K.B.», cf.
[14] et [2] entre autres) mais cette approche probabiliste ne semble pas avoir été
utilisée.
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Soit Qf (teR,) I'ensemble des applications continues w de [0,¢] dans IR",
nulles en zéro et qui admettent une dérivée @ au sens de Lebesgue de carré
intégrable sur [0, t].

Soit ¥ une application continue d’un ouvert D de €" dans C telle que R"C D et
que V(IR CR. Pour tout couple (¢, x)e[0, T] x R" on définit:

by(t,x)= Sup {i V(wg+x)ds — —;—jf g2 ds}. (17)
0 0

weNly

On se restreindra dans ce qui suit aux applications ¥ de la forme:

Vi) =ax+p=) ox;+p
. =l L (18)
Vy(x)=— 51<2-(x+y)2+5= -3 Y kFx+y)*+0
j=1

olt xeD, a et yeR", f et deRR, le vecteur k* =(k7),_, ,eR" vérifiant la condition
suivante: soit (k;eIR) soit

. 1
(kjezIR et T-lkjl< —)

V2

Pour établir les résultats qui suivent avec des potentiels V plus généraux, il
faut, semble-t-il, utiliser une étude de Schilder [16], menée dans le cas réel,
concernant le comportement asymptotique d’intégrales de Wiener. Nous suppose-
rons, sans nuire a la généralité, que dans la formule (18) y=0; f=56=0.

Lemme 6. La borne supérieure ij(t, X) est atteinte pour tout (t,x)e [0, T] x R" en un
point ‘wlYe Q) unique (j=1,2).

On a les formules explicites suivantes :

§2
Yol (s)= (x,(st - —)

2
Ch(k,(s—1)) 1)
2. (6,3)( o) — As—1l) 0.1
wO,t’ (S) xt’ Ch(kt:t) 1}5 SE[ ] ]a
oit Jw§3(s) est la composante d’indice /€ {1, ...,n} du vecteur ‘o™ (s)eR"
no [3
by (t,x)=3 (oc}—6~ +<x,x,t)
o x2 Sh(2k,q) 20
by (t,x)=— Y [k, 2. 22D
== 56 )

Preuve. Lexistence de ‘o, (j=1,2), est facile a établir, cf. [6]. Pour déterminer
Yo, on utilise la propriété suivante: Pour tout

t t
ue: g grad V(lwe(s)+x)- U ds= (f)jcbo(s) -U.,ds.
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Soit 2 I'ensemble des applications polynomiales de €" dans C. Pour tout
heR\{0} et tout fe# notons (¥}, i(t,x)) la solution de I’équation de Schrédinger:

.0 2
ih- o Pt x)=— 741 P (6, x)+ V() P (5, %)
T{,J’(O’ x)=f(x),(t,x)e [0, T]xC"; (j=1,2).

On vérifie, d’apres le Théoreme 3, que ('I’{ t, x)) existe.

(21)

Théoréme 7. On a les propriétés suivantes :

1) ¥ (6,%)= exp(b( )Qf(t ALY/ (=12

ou ij (t,x) [}/ih] est un polynome en |/ih qu'on peut déterminer explicitement.

‘Ph J(t X)
P, (tx) mo

2) — (80 +x) (j=1,2) (t,x)e[0, T]x R".

Preuve. Pour tout /le(]:\{O} la démonstration du Théoréme 3 montre qu’il existe
une solution unique (P7, {».(t:x)) de I'équation

0

A2 1
ot gj(/) J(t x)= A'P(;) J(t x)+ ( ) ¥ (M J(t x)

Pl 0,x)=f(x),(t, x)e [0, TIxC" (j=1,2) 22
et

t

P, (6x)= E{f(x-l—/lB,)exp( fv x+iB)ds)}

0
Commengons par calculer (T(x) %), j=1,2).
Pour ceci on utilise le Lemme suivant :

Lemme 8. Supposons que (B,) soit un mouvement Brownien réel, e C\{0} ; x,7,0€R,

kelR ou (kei]R et Tlk|< —1*), alors :

%

E {exp (rBt + %2 fodx+ABy) ds)}
0
=ex S YL S 23
B PR 32 77 @3)
K2
E{exp(rBt— =~ [(AB,+x)*ds
2777}
B 2 k x\% _(x/A-e"—r/k)?
~| T 'exp{z(”(rz) ‘2_1@%*)} @9

si(t,x)e[0, T] xR
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Preuve. La formule (23) est facile a établir, en effet:
1 T
rB,+ = [aB,ds
Ao
est une v.a. Gaussienne.

Pour démontrer la formule (24) on utilise une technique de calcul qu’on peut
trouver dans un article de Williams [ 18] et qui est une application du Théoréme de

Girsanov: supposons 4 et k réels, et k*T < %, alors
1 k2 t
Ejexp|rB,— = — [ (AB,+x)*ds
212y F
t t 1 k2 t
=E{exp(rBt— f( )(lB +x)dB,) exp(j( )(ABS-I—x)dBS— 3 l—zj(/lBs+x)2ds)}
0 0 0

k B2~
rB,—Tth—k< > t)}

ou Q est une nouvelle probabilité pour laquelle le processus:

=EQ{exp

=B, {3 a5+ 1as 25

est un mouvement Brownien, d’aprés le critére d’uniforme intégrabilité des
martingales exponentielles de Novikov

1 kz t
carE{exp(E ?j (lBS-l—x)zds)} <o (cf. Lemme 1).
0

De cette derniére équation on déduit que le processus (B,) est, pour la
probabilité Q, un processus Gaussien dont il suffit de calculer la moyenne et la
variance:

Posons m,=Ey(B,) et 0,=Ey(B}).

Drapres (25), on voit que (m,) est solution de I’équation

t
m—k [ m,ds= "L 26)

D’autre part, d’aprés la formule d’It6:

t

Bf=2st(kBs+ %x-)ds+t+Mt
0

ou (M,) est une martingale continue nulle en zéro.
On en déduit que:

t Zk t
at=t+2kfasds+7x§msds. (27)
0 0
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Les Eqgs. (26) et (27) sont faciles a résoudre et on termine par un calcul standard et
grice a un prolongement analytique la démonstration de la formule
(24). CQ.F.D.

On déduit du Lemme 8, avec r=0, que

1° t 1 a3
P}, 1t x)=E{exp|— | alx + AB,)ds |t =exp iﬁ- +_M_2t
’ A7 ‘ 26 A

1 k2 t
?’(lx),z(t,X):E{exp<— 3 ;17 guBﬁ"x)z ds)},
n 2 k{ xi 2 X;>2 eZk" )]
1+ exn(2k ) 5 L) =2 —
l:[ 1+ exp(2k,t) “XP 2 (t+(i> (,{ 1+ e2ket

et donc, grice a une vérification simple, on voit que:

b t,x
q’fm,d@X)zexP( v, )>

12
n 2 k.t b, (t, 28
Yinat¥)= 11 l/ [+exphy) p(L>'eXp< VZ;Z X))’ -
(t,x)e[0, T] x R".

Pour démontrer le Théoréme 7, posons A= W

11 suffit évidemment de supposer que f est un mondme du type «(x,...,x)
= X" Ol « est une application multilinéaire de (C")" dans C.

Pour la propriété 1) du Théoréme 7, on se raméne & montrer, grace a (28), que

AE {B’{“(t) ...B'"(t)exp (iz } Vix+AB,) ds)}

(o, (LX)

est un polynéme en AmeN, Y m;=m, j=1,2).

Ensuite, griace a 'indépendance des composantes du mouvement Brownien, on
voit qu’il suffit de montrer que si (B,) est un mouvement Brownien réel, Ae C\{0},
x, k,aeR

A"E {B{" exp (i j o(AB,+X) ds)}

1,(A)= T
E {exp (—2 [ o(AB,+x) ds)}
A0
et
k t
lmE{B’” exp( Tj (AB;+x)* ds)}
12(1) = °

E{exp( — Ekj; 5) (AB,+ x)* ds)}

sont des polynémes en A.
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Or ceci se voit aisément griace au calcul explicite du Lemme 8: il suffit de

développer en puissances de r les quotients:

1 t
E{exp(rBt + — - [(AB,+x) ds)}
A= Ao

E {exp (%2— . :j) o(AB;+X) ds)}

et
kz t
Elexp(rB,— 5 - [ (AB,+x)?ds
. 27 4B
A= k2 t
E{exp| — = [ (AB,+x)?ds

et d’identifier les coefficients de r™ (me IN).

Faisons par exemple le calcul pour expression A, le calcul pour A4 étant

analogue:

;1=exp{§

roxV (X2 (fx
k7 2 T 1xe®\\ 1% Tk

X zekt_l_QZkt 1 1 eZkt_
2
:exP{rI( 1+e™ )+§r E(ez’“+1

=E {exp

On en déduit que:

(zekt — 1= e2kt) eZkt —1

Iz(i)=E{(x [ o7 + 1

D’apres la démonstration précédente, le quotient

0. ft,%)

C(l)=
) 5. {tx)

X 2ekz —1= eZkt e2kt _
r(z—( 1+ o2k )+ k(eZk’—l)Bl
k(ezkt__l

est un polynoéme en A(Ae C\{0})

De plus, Schilder [16] a démontré que si B=(B,),(o, 1; €st le mouvement Brownien
considéré comme une variable aléatoire a valeurs dans Q= C, ,(R"), si F et G
sont deux fonctionnelles définies sur € et a valeurs dans IR, vérifiant certaines
conditions de régularité peu restrictives et si w,e Qf est le point ou la fonctionnelle

1T
Y(w)=F(w)—§£lcbsl2dS,

définie sur QF, atteint son maximum propre (on suppose qu’il existe), alors:

E{G(\B)exp(A~2F(AB))}
E{exp(1~*F(AB))}

lim

440
AeR\{0}

=G(w,).
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En prenant G(AB)=f(x+AB,) et F(AB)= j Vi{x+AB)ds, on vérifie que le
polynéme C(4) converge, quand 1 tend vers ;éro, vers

flog () +x)  (j=1,2).
La preuve de la propriété 2) du Théoreme 7 est donc terminée.

Remarque 9. On s’est limité, pour ne pas alourdir les calculs, a la classe des
applications f qui sont polynémiales mais on voit facilement que le Théoréme 7
reste valable si on considére des fonctions analytiques f dont le développement en
série entiére converge suffisamment rapidement, 'expression ij (t, x) [W] figu-
rant dans I’énoncé de la propriété 1) du Théoréme 7 représente alors une série
entiére en f (Jh| étant assez petit).

Par exemple, si f(x)= ). a,,-x™, il suffit qu’il existe une constante ¢>0 telle
>

mz=0
2m)1\ 12
que ) Ham“cm((—r%)—) <o

mz0

3. Une Généralisation

Nous allons, pour simplifier, considérer 1’¢quation de Schrodinger & une dimen-
sion, la démarche a suivre en dimension n (n>1) étant identique.

Soient ¢ et b deux applications holomorphes de € dans C et soit (X7) la
solution de I’équation différentielle stochastique:

t t
X¥=x+ [o(X¥)dB,+ [ b(X?)ds,0=t<T*(xeC) (29)
0 0

ou (B,),, est le mouvement Brownien issu de zéro et T* le temps d’explosion du
processus de diffusion (X7).

Pour tout ae, soit (H(a, B));,;,, I, intervalle de IR, la solution maximale de
I’équation différentielle:

S @P=olHep).  pel,
(30
H(e,0)=0r.

Remarquons que I’équation (29) s’identifie a une équation stochastique réelle a
deux dimensions, le nombre complexe o(x) (xe C) devenant une matrice dégénérée
a deux lignes et une colonne.

Pour cette raison, il est 1égitime de considérer des ouverts G du plan complexe
vérifiant les conditions suivantes:

1) xeG=T*=+4+ 0 ps. et X7eG pour tout telR, } G31)

2) ae G=1,=R et H(o, })e G pour tout feR.

L’ Appendice (II) donne un critére pour que les conditions (31) soient vérifiées.
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Lemme 10. Soit @ :Cx C—C une fonction holomorphe et (A,),5, un processus d
variation finie sur tout compact d valeurs dans C, adapté a la filtration du
mouvement Brownien, alors, si 0<t<T> on a:

@ t
B(A, X¥)=D(Ag, X)+ § A XN dA+ ST@(AS,X;‘) o(X¥)dB
0 2

[o® - . 1 0% NP
+j(; K(As’Xs)b( s)+§5)_c—‘{(As’Xs)J (Xs) dS.

2

Preuve. Elle est immédiate, compte tenu de la formule d’It6 ordinaire et des
‘hypothéses (décomposer en parties réelles et imaginaires).

Soit H la fonction définie par les relations (30) et xe G ou G est un ouvert
vérifiant les conditions (31).

Posons Df =H(X;, —B,) (0=t< o).

On peut voir, de la méme facon qu’en [7] que le processus (D7), , ainsi défini
est p.s. dérivable en ¢ et qu’il est solution de 'équation différentielle ordinaire :

a X aH X 1 / X X
EEDt = %’(H(Dt’Bt)’ _Bt){— 50 G(H(Dt>Bt))+b(H(Dt’Bt))}

X
Dy=x.

(32)

De plus les propriétés de H montrent que:
=H(D;,B) (33)

On déduit de la représentation (33) que, p.s., I'application qui & xe G fait
correspondre X (w) est holomorphe.
Soit #(G) 'ensemble des applications holomorphes de G dans C et Ve #(G).
On désigne par & Popérateur de #(G) dans #(G) défini par:

2

Qc(oc)——az(oc) (oc)+b( )d @)+ V(@) si ceH(G).

Soit 0<T< oo et fe#(G). On définit les fonctionnelles I,, I,, S, et S, de
[0, T]x Gx Q2 dans C par:

L(t, %, 0) = fX X)) exp((f) V(X)) ds)

I(t,x,0)=Z f(X;(w)) exp (} V(XX (w)) ds)
0

S, x, )= Sup [1,(s, x, w)|

_S_

S,(t,x,w)= Sup |[,(s,x,w), si (tx,w)e[0,T]xGxQ.

0<s=<t

On dira que f vérifie I'hypothese (II1) si
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(III) Pour tout (t, x)e[0, T} x G, les variables aléatoires S,(t, x,-) et S,(t, x,-)

sont intégrables et 'application qui & xe G fait correspondre y(t, x)= E(I,(t, X)) est

holomorphe. Remarquons, de la méme fagon que précédemment [cf. Phypothése

(IT)], et grace a la représentation (33) que si pour tout xeG il existe une boule

compacte K contenant x telle que E (Sup |I, (¢, x)|) < co alors 'application quia xe G
zeK

fait correspondre y(t, x) est holomorphe. Ve s#(G) étant donné, on notera #,,(G)
I’ensemble des éléments f de #(G) vérifiant hypothéese (I11).
Théoréme 12. Soit Ve #(G) et feR,(G).
Considérons I'équation :
2

%)= 503 o 10%) B )4 V) 2(6,)

20, x)= f(x), (5, x)e[0, TIX G.

Il existe une solution forte et une seule (y(t, X)), ve0.11x ¢ de [équation (34), qui
vérifie la condition suivante: (x(t,X))q yeo0. 7)< ¢ €5t de classe C' sur [0, T]xG et
analytique en x (xe G). On a, de plus, la représentation suivante :

(34)

%(t, x)=E{f(Xj‘) exp(_tf V(X3) ds)} , (6, x)e[0, T]xG. (35)
0

Preuve. La démonstration du Théoréme 12 suit pas a pas celle du Théoreme 3. I
suffit de considérer, pour tout xeG et yeC le processus de diffusion
YE) =(Y7,, Y§) a valeurs dans G x € défini par:

Yx _:Xx
1,t t t (36)
Y& =y+ [ V(XY)ds.
0
Exemple. Considérons 1’équation:
0
ih- aX( h+p1/x tx)+(cx+d) (t,x)—}—V(x)X(t,x)
(37)
20,x)=f(x), (t, )e R, xC
ol h>0, peR\{0}; ¢, deC;
f et V sont deux fonctions holomorphes de € dans C.
Le processus de diffusion (X7),, , associé a 'équation (37) est solution de:
e d
—x+j ]/74— X" dB,—i[|-X*+ —|ds
l/_ o\h h
En appliquant la formule (33) on trouve que:
ip 1 N\t
Xr= —iclZ
exp(l/},l B, + <2p lc>h>
(38)

T el S e D
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On déduit de I’égalité (38) que le module de X} (w) est majoré par une fonction
continue en (z, x), M(x, t), qui ne dépend pas de ’élément w variant dans I'espace de
probabilité de base. Le potentiel ¥ étant une fonction holomorphe quelconque,
toute donnée initiale, f, holomorphe vérifie I’hypothese (III) et on peut appliquer
le Théoréme (12): I'équation (37) posséde une solution forte (x(z, X)), 4er , x¢ €t UNE
seule, analytique en x, donnée par:

2.9~ E{ foxsexp{ [ vex as) .

Remarquons que si, dans I'équation (37), on fait tendre p vers zéro et sic=d =0 on
retrouve I'équation de Schrodinger habituelle.

Appendice (I)
Soit ¢> ]/}_z, on ;iéﬁnit une mesure g, sur la tribu borélienne de R, par:
uldx)= exp( - 2:TT> dx.
Pour tout x,€0 et tout «>0 soit
IxO(oc)={(zl+]/lTy1,.. z +]/_yn ou z=(zy,...,z)e0,|z—x,|<a
et y=0y ...,y )R}

Proposition. L’hypothése (1) est vérifié si pour tout x,€0, il existe a>0 et deux
applications mesurables croissantes ¢ et quO de R, dans R vérifiant les conditions
suivantes

1) ¢xo(~)exp(% (f;xO(-))eLl(]RJr,ﬂc(dx)) pour au moins un c¢> W
2) Pour tout xe IxO(cx) :

(

et Im V(x)éfﬁxo(lxn-

= ¢(1XD)

Preuve. On voit que U I (2)=D.
xoe
a>0

Soit xe D, alors il existe x,€0, «>0 et une boule compacte K tels que xeK et
KCI, (). On vérifie que:

{Sup[R (t2, )+ R,(t, 2, )]}

< LE{Sups o+ /- 1B exp[ b a1+ /1D

<L Oj? ¢ (m+ Wu) exp (% q;xO(m + ]/Eu)) exp(— g;) du(d’apresle Lemmel)
0

o T - u2
SM+L{ ¢, (cuyexp (—h— ¢x0(cu)) exp( — ﬁ) du< oo
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ou

1 2 \12
L=(h+ﬁ>(1+2n'<ﬁ> ),m=Sz:1é)|z|
m P T » u?
p= et M=L- f¢x0(m+ Wu)exp — ¢, (m+ ]/Eu) exp| — == |du.
Gréce a la remarque qui suit I'’énoncé de ’hypothése (II), on voit que la preuve est
terminée.

Appendice (IT)

Proposition. Soit y une application de classe C' de R dans C, G un ouvert borné de
C, 0G le bord de G et soit M(t) (resp. N(t)) le point d’affixe y(t) (resp. y(t)+ b(y(¢))
1
— 30" 0(y(1))).
Si 0G={y(t),teR} et si pour tout tcR on a:
1) 9(t)*0 et Argo(y(t))= Arg(j(t)) mod(n), y étant la dérivée de y;
2) le vecteur M(t) N(t) est dirigé vers I'intérieur de G ou bien est tangent d vy, alors
les conditions (31) sont vérifiées.

Preuve. Soit C*(R,,R) 'ensemble des applications de classe C! de IR, dans R
nulles en zéro. Si xeG et ue C(R,,R) nous désignerons par ¢ la solution
maximale de I’équation différentielle:

0
2 B0 =0(g30) i)+ B0~ 3o o550
$3(0)=x.

Il n’est pas difficile de voir que les hypotheses 1) et 2) de la Proposition entrainent
que ¢} est en fait définie sur R, tout entier, que pour tout telR, ¢ (t)e G et que la
condition (31) 2) est vérifiée.

Posons S, ={¢%,ue C{(R,,R)}.

Gréce au fait que 'ouvert G est borné et en utilisant un théoreme établien [17]
décrivant le support de la loi d’un processus de diffusion on peut montrer que si,
xe@, le processus (X7), solution de I’équation différentielle stochastique (29), est
bien défini pour tout teIR, : en notant Supp P, le support topologique de la loi de
(X7) dans I'espace C(IR_,C) muni de la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact, on a: SuppP*=S_ ol S désigne I'adhérence de S,.

La représentation (33) entraine alors que X;7e G pour tout telR,.
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