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Abstract. Some one-dimensional lattice systems with infinite range interactions define
a Bernoulli shift.

1. Introduction et resultats

Soit Φ une fonction reelle sur les parties finies de Z v verifiant les
proprietes suivantes:

a) Φ(0) = O,

b) Φ(X + a) = Φ(X),

c) X | Φ ( X ) | < + α o .

Une telle fonction est appelee une interaction et peut representer un
systeme de mecanique statistique (cf. [4]). L'ensemble de ces interactions
forme un Banach pour la norme ||Φ|| definie par c). On pose
U(X)= £ Φ(X), pour X partie fmie de Z v. On a U{X)^N(X) \\Φ\\, oύ

YCX

N(X) designe le cardinal de X. Soit K Γespace produit {0,1}ZV muni de la
σ-algebre si engendree par les applications coordonnees. Pour toute
partie A de Z v, on notera PΔ la σ-algebre engendree par les applications
coordonnees qui sont dans A. Soit G le groupe d'applications bimesurables
de K sur lui-meme definies par les translations des coordonnees.

Pour tout cylindre fini ou infini A, A = {x,x = Xi,ieZy,xeK,
xt = 0 i e Ao, xt = 1 i e Ax} on note A la partie Aί de Z v .

Une probabilite μ sur K est dite une mesure d'equilibre pour l'inter-
action Φ si on a la relation suivante: pour toute partie finie A de Z v, pour
tout atome α de PΔ, ^

c ( l α ) (y) = /(α, y) Ep

μ

AC(lJ (y) pour μ-presque tout
y appartenant a (K, PAC), oύ α0 = {ω ω e K, coj = 0 V; e A }, /(α, y)
= exp(- l/(α)- W(α,y))avecpour X 1 ? X 2 dansZ, H/r(X1,X2)= ^

f

Nous allons d'abord donner les proprietes qui resultent de cette
definition, en particulier dans le cas oύ il n'existe qu'une seule mesure
d'equilibre.

* Equipe de Recherche n° 1 «Processus stochastiques et applications» dependant de
la Section n° 1 « Mathematiques, Informatique» associee au C.N.R.S.
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Nous etudierons ensuite dans le cas oύ v = 1 un espace particulier
d'interactions Bί pour lequel on peut montrer:

Theoreme 1. Si Φ appartient a Bx, alors il rtexiste qu'une mesure
d'έquilibre et le systeme (K, μ, G) est un schema de Bernoulli.

Les resultats et les demonstrations s'etendent sans difficultes au cas
des mesures sur {0,1, ...,N— 1}ZV.

2. Existence de mesures d'equilibre et proprietes

On va noter

Δn = {a, a E Z\ a = (ax, α 2 , . . . , αv) \at| ̂  n Vϊ),

yn{x)={ω,ωeK ωi = xi Vz<£zU>

Zn(x) lafonction / ^ /(α,)
\*ePΔn

On designe par φn Γapplication de J^(K) dans i f (X), ensemble des
fonctions j3/-mesurables sur K, definie par:

Les φn sont des operateurs positifs de ££{K) dans JSf(JK) et φnl = 1.
Si K est muni de la topologie produit des topologies discretes sur

{0,1}, alors K est compact et les φn sont des operateurs positifs continus
de C(K) dans C(K), espace des fonctions reelles continues muni de la
norme uniforme.

On note φ* Γoperateur transpose de φn, de M(K) dans M(K),
ensemble des mesures de Radon sur K; 0* est un operateur positif et
conserve Γensemble des probabilites de Radon sur K, qui est faiblement
compact. On a:

Proposition 1. Soit v une probabίlite de Radon sur K,μ un point
d'adherence faible de {φ*v, n > 0}. Alors μ est une mesure d'equilibre.

Demonstration. Soit Δ un ensemble fini de Z v et α un atome de PΔ.
Soit n assez grand pour que Δn contienne Δ et β un atome de PΔn. On va
calculer φmlanβ pour m plus grand que n.

φmlanβ = ZJx) £ /{otnβny, ym{x)) ou en decomposant
yePAmUn

f(<*nβnγ,ym{x)):

- Zm(x) X exp - (l/(α) + U(β) + U(y) + W(a, βny) + W(β, y)
y^PΔm\Δn

+ W(«nβnγ,ym(x)).
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En choisissant n assez grand, pour tout ε on peut assurer que:

\W(*,βnγ)-W(aι9β)\<ε/2 \W{*nβnγ,ym(x))- W{βnγ,ym(x))\<ε/2

uniformement en α e A, β e PΔn\Δ, y e PΔrn\Δn et x.
On a alors, oύ Am(β, x) ne depend pas de α:

(U(a) + W(a, β) - ε) Am(β9 x)

en sommant en α on obtient la meme estimation pour φm ίβ. En integrant
en v, on obtient:

Soit μ un point d'adherence faible de la suite </>* v, comme ίanβ et 1̂
sont continues, on a μ(α/j5) compris entre les memes bornes. Ceci etant
vrai pour tout β de PΔn\Δ, on a egalement Eμn^Δίa(β) compris entre les
memes bornes.

Quand n tend vers Γinίϊni, Ep

μ

Δ»XΔ lα converge μ-presque sϋrement
vers Ep

μ

Δ< lα, alors que les bornes convergent simplement toutes deux vers

— = i — ^ , qui est bien une fonction PAC mesurable. On a bien la

aePA

relation d'equilibre en remarquant que / ( α o , x ) = 1.

Remarque. La demonstration habituelle de Γexistence est faite avec
v = δρ, oύ ρ = {Qi i e Z v, ρf = 0 pour tout ϊ}.

Proposition 2. // rΐexiste qu'une seule mesure d'equilibre pour Φ si et
seulement si pour tout f de C(K), φnf converge uniformement vers une
constante f.

Demonstration. Supposons d'abord que pour toute fonction con-
tinue φnf converge uniformement vers une constante /. Soit μ une
mesure d'equilibre, α un cylindre fϊni. Comme des que α est PΔn mesurable,
φn lα = Ep

μ

Δ» lα μ-presque sϋrement, dire que φnf converge uniformement
vers une constante permet de dire que les EPΔ» lα convergent en norme

|| I ̂  vers cette constante lα. On a done: lα = Eμ lα. En integrant en μ,
μ(α)=ϊ β .

D'autre part, s'il existe une fonction / telle que les φnf ne convergent
pas uniformement vers une constante, on peut ecrire:

, 3nk, 3xk,yk de K, tels que \φnj{xk)-φnj{yk)\>ε .
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Si nk. est une sous-suite de la suite nk telle que φnkδXk et φnkδyk con-
vergent faiblement vers des mesures μ1 et μ2, une demonstration analogue
a celle de la proposition 1 montre que μγ et μ2 sont des mesures d'equilibre,
elles sont differentes car |μi(/) — μ 2 ( / ) | > ε .

Proposition 3. Si une interaction n'admet qu'une seule mesure d'equi-
libre, le systeme (K, μ G) est d'entropie completement positive.

Demonstration. D'abord μ est G-invariante, car d'apres Γequation
d'equilibre gμ est egalement une mesure d'equilibre pour Φ.

Montrons ensuite que f\ PAfί est triviale. Si en effet la σ-algebre /\ PΔcn
n n

n'est pas triviale, on peut trouver une fonction / positive, d'integrale un,
non constante et f\ PΔcn mesurable. Alors il est clair que fμ satisfait aussi

n

Γequation d'equilibre; fμ est alors une autre mesure d'equilibre pour
Φ. Si /\ PΔcn est triviale, alors le plus grand facteur d'entropie nulle Π(P)

n

est trivial (cf. [1]); on dit alors que le sy steme est d'entropie completement
positive.

3. Demonstration du theoreme 1

Dans le cas oύ v = 1, on va considerer les Φ appartenant a Bί9 c'est
a dire tels que:

IIφ II i = Σ ! (x) φ(x) < + °° > o u ! W designe le diametre de X .
XDO

XCN

On va utiliser la construction precedente, mais avec de nouveaux
operateurs φ'n qui se comportent de la meme maniere que les φn.

On dira qu'un point x' est n-anterieur a x (x' appartient a n(x)) si:

xfi = xi + n p o u r i^—n, x'i = xi_n p o u r i>n.

On note Z'n{x)= ί Σ /(^(xO^πM))" 1 o u maintenant
\x'en(x) I

yn(x) = {ω;ωeK,ωi = xi iφ~]-n9ή]}.

On definit alors φ'nh(x) = Z'n(x) £ / ( « » ( 4 ^ ( ^ ' ^ ( 4
x'en(x)

Les φ'n ont les memes proprietes que les φn. En particulier, les φn lα

convergent uniformement si et seulement si les φn\a convergent uni-
formement pour α cylindre fini. Mais les φ'n ont maintenant une pro-
priete de composition:
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Proposition 4. Soient rn^n deux entiers. II existe des fonctions con-
tinues ρn>m(x) telles que, pour tout h de C(K):

Σ Qn,Λx>)Φ'nh{x')

y /A

x'em-n(x)

Demonstration. II suffit de le montrer pour n = m— 1. On a d'abord la
formule:

L/(X1?X2)+ W(XίX2,X3)= U(XX)+ U(X2) + W{X2,X3) + W(Xl9X2X3)

qui est facile a verifier d'apres la definition de U et de W.
Soit alors x appartenant k K,hk C(K)

φnh(x) = *e"%

Σ

f (*„(*), yn(*))H*)

V f (en (x) v (xί\
xen(x)

Si on ecrit x comme un point (n — 1) anterieur a x', oύ x' est lui-meme
1-anterieur a x, en notant β la reunion des points de { — n+ l}u{n} oύ
xt = 1, on obtient

/(αn(x), yn(x)) = exp - (U(β) + W(β, ^φ))) /(α n _ x(x), yn_ 1 ( Λ ) ) .

Done si on regroupe tous les x qui ont le meme β (c'est a'dire (n — 1)
anterieurs au meme x;), φ'nh(x) s'ecrit:

Σexp-{U(β)+W(β9y~(.

Mais

άen— 1 (x')

En posant Qn-Un{x') = ̂ V-{U{β) + W{β^)))Z'n_1{x')-\ on a la
formule annoncee.

Corollaire. inf^ft(x) croit en n vers m(h\ supφ'nh(x) decroit vers M(h).
X X

Pour 0EBX, on utilisera le fait qu'on peut definir alors

w{χo,Xl)= Σ

oύ x 0 (respectivement xx) est un cylindre infini atomique pour JFJ-o^o]
(P[i, + oo))' O n a meme | ^ ( x ^ , x 7 ) - WixQ.x^ ^km qui decroit uni-
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formement en x0 et xλ vers 0, si x™ (respectivement x™) est le cylindre
dont les coordonnees sont les m premieres de x0 (respectivement x^.

La proposition suivante remontre des resultats de [5]:

Proposition 5. Si ΦeBί ϊl n'exίste qu'une mesure d'equilibre.

Demonstration (cf. [3]). Soit α un cylindre fmi, on va montrer que
m(lα) = M(lα) cela suffit bien pour entrainer que les φ'n\a convergent
uniformement vers une constante

i) Montrons que les φ'n\a sont equi-continues: si x et x' sont deux
points de K dont les coordonnees entre - m e t m coincident et si ocn est
un atome de P]-„,„]> o n a'

e~2k™< J) "' n;/J <e2krn,oixx est un point quelconque rc-anterieur
f{ocn,yn(x'))

a x? alors des que n est assez grand pour que α soit P] _π>n] mesurable, on a:

\φ'n lβ(χ) - φ'n lα(x')l ύ (e2k- - 1) sup supφ'n l β (χ). C.Q.F.D.
n x

ii) Soit ε positif et soit p un entier assez grand pour que si les coor-
donnees de x et x' coincident entre —petp, \φ'n lα(x) — φ'n lα(x')l est plus
petit que ε. Soit: encore nk une sous-suite de JV telle que les suites φ'nk\a

et φf

nk-pla convergent uniformement quand k tend vers Γinfini vers
respectivement hx et /i2. On a inϊhί = lim infφ' lα = m(lα), inffι2 = wiίlj

X fc X X

et supfc2 = M(lα). Soit enfin x un point ou h1 atteint son minimum- On a:

Σ Qnk;nk-P(x} )Φnk-pK(x')
<w l (x) = x'ep(x)

Z J k , k p
x'ep(x)

iii) On peut voir de plus que les coefficients

— ^ "k'"k p——— sont minores uniformement par un nombre aΌ.
Z J ynk,nk-p\Λ' )

x'ep(x)

En effet, d'apres la proposition 4 les Qnkfnk-P{x') sont de la forme:

eχ-n — (TI(β\-\-W(R λΠ?Vi\ V fin (x) v (x))
xe(nk-p)(x')

L'exponentielle est comprise entre e~2pW^ et ^2pl |φH pour tout x'
de p(x); les termes de la somme, pour deux x' differents sont un a un
dans un rapport compris entre e~ l | Φ ! | 1 et e"φ|11. D'ou on peut calculer ap.

iv) Alors quand nk tend vers Γinfini, Γequation ii) montre que h^x)
est un point du segment des valeurs prises par Σ ax>ni{χ\ a v e c

x'ep(x)
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ax,^ap>0 et Σax> = l. Comme h1(x)^h2(x') pour tout x', ce n'est
possible que si h2(x') = hx(x) = ra(lα), pour tout xf dans p(x).

v) Mais pour tout point y de K, il existe un x'(y) dans p(x) dont les
coordonnees entre — p et p coincident avec celles de y. On a done:

M(lα) - m(lα) = sup h2(y) - m(lα) = sup h2(y) - h2(x(y)),
y y

ce qui est plus petit que ε d'apres le choix de p. M(lα) — m(lα) est inferieur
a ε, pour tout ε. C.Q.F.D.

D'apres le paragraphe 2, si ΦeB1, le systeme (K, μ T) est un
K-systeme; on va voir que c'est en fait un schema de Bernoulli.

On va encore utiliser la construction de la mesure μ pour montrer:

Proposition 6. Soit μ la mesure d'όquilibre pour ΦeBx, et soit v la
mesure dέfinίe par v(AxB) = μ(A)μ(B), si AeP_oo0] sur les paves de
^(-oo,o]® P[i, + oo) et prolongze ensuite a si. μ et v sont equivalentes.

Demonstration. On applique a v les operateurs φ'*\ la propriete
resulte de deux lemmes:

dφ*v
Lemma 1. φ'^v est έquivalente a v et—-— est donnέ par:

CίneP]-n,n]

II suffit de le verifier pour φ\, les autres verifications sont tout a fait
analogues:

Soit Qv le mesure definie par (cf. [3]):

Qv({x;x_m6α_ r o,.. .,x oeαo;x 1ej8 1,.. .,x l f l6j8m})

= v({x;x_w + 16α_O T, . . . ,x o eα_ 1 ;x 1 ej8 2 , . . .,x m _ 1 ej8 T O })

αeP[o,i]

De meme verifier que

revient a verifier que

φ*v = v, oύ φβh{x)= Σ
„ x'eί(x)

\ \ Σ ̂
x'el(x)
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Mais αj/^x') est un point tel que S(ayί(x')) = x, si S designe la
transformation

S(...x_w,..., x o; x x . . . xπ...) = (...x_π_ l 5..., x.^; x2,..., xw+i...)

On a done
$φghdv = $Eζl0-"eh(S-1x)dv(x).

Comme v est invariante par S, on a finalement:

^ , , dφ[*v dφ'*v dQv , . Λ cEn ecπvant le rapport — : = —: x —:—. on obtient la formuleF F dv dQv dv
annoncee.

Soit ω un point de K; dans le suite on ecrira ac(β) pour les premieres
coordonnees negatives (positives), x(y) pour les suivantes. Par example,
pour la fonction g\

dφ'*v
Lemme 2. Les fonctions—f—, ne N, sont bornees infέrieurement et

dv
superieurement.

dφ'*v
Demonstration. II suffit de calculer—^—en se permettant des

dv
approximations uniformes pour W(x, y):

eκp-(U(ocβ)+W(pcβ,xy))

*,β

vaut, a eekn pres:

exp - (U(a) + U(β) + W& β) + W{a9 x) + W(β, y))

Σ exp - (ί/(αθ + U(β') + W(a\ β') + W{*\ x) + W{β\ y))
Λ',β'

on le majore par:

W(a, x)) x exp - (U(β) + ^Q8, y))

On va estimer de meme

exp-(C/(α)+W(α,xj/'
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ce qui vaut, a e4kn pres,

exp - (l/(α) + W(oc, x) + W(oc, / ) )

X exp - (E/(α') + W(α', x) + W(α\
α'

que Γon peut minorer par:

-2iiΦih

qui est une fonction P(_ _n] mesurable. Enregroupant danslaformule du

lemme 1, tout se simplifie et il reste, a e14kn pres: , <^e

βmu. On
dv

V

On peut main tenant achever la demonstration de la proposition 6;

dφ*'v
en effet les lemmes 1 et 2 assurent que les functions—r—forment une

dv
famillerelativementcompactepourlatopologieσ(L1(v), L00), et que si / est
un point d'adherence de cette famille, / est strictement positive v
presque-sϋrement. Mais alors fv est un point d'adherence faible de la
famille de mesures φ'* v; c'est done la mesure d'equilibre μ (propositions 1
et 5). μ est bien equivalente a v. On peut maintenant montrer:

Theoreme. SίΦeBίJe systeme (K, μ\ T\ oύ μ est la mesure d'equilibre
pour Φ est un schema de Bernoulli.

Demonstration. La partition Po a en effet une propriete de Bernoulli
faible qui est suffisante pour engendrer un schema de Bernoulli (W. B.
cf. [2]):

— Pour tout ε, il existe n tel que P[_ί)0]
 s°it e-independante de P[n>w],

pour tous les entiers / et m. —, ΐ ε-independance de deux σ-algebres
atomiques etant definie par:

X \μ(pq)-μ(p), μ(q)\<ε, oύ p et q decrivent les atomes des deux

algebres.
Avec les notations de la proposition precedents la propriete est

equivalente a [μ — v ] ^ ^ _ n ] u [ n + 0 O ) tend vers zero quand n tend vers
Γinfini, oύ [m]^ designe la variation totale de la mesure m restreinte a
Γalgebre s/. C'est encore equivalent a «μ = v sur ΛΛ-«,»]c>> P a r c o n "

n

tinuite. C'est enfin vrai pour Po, car μ est triviale sur /\P t _ π n ] c (pro-
n

positions 3 et 5), et v, qui lui est equivalente ne peut que coϊncider avec
μ s u r / X P ^ ^ c .
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