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Abstract. The aim of this work is the proof of a Theorem caracterising the invariant
S(), in a constructible factor, when ¥ is an ergodic group but not necessarily freely acting
on a measure space (Z, m).

I. Introduction

Le but de ce travail est de démontrer un théoréme caractérisant
I'invariant S(), cf. [1], dans le cas ou A est une algébre de Von Neumann
construite comme dans [2], & partir d’'un espace mesurable de Lebesgue
(Z,m) et d'un groupe discret et dénombrable ¥ d’automorphismes
agissant ergodiquement et de fagon non singuliere sur Z.

Ceci étend un résultat de [1] au cas ou I'on n'impose pas a ¥ d’agir
presque librement sur Z.

Nous résumons la construction décrite dans [2].

Considérons le champ d’espaces de Hilbert complexes sur Z associant
a chaque point =€ Z, T'espace hilbertien $_ de dimension égale au
nombre (au plus dénombrable) de points de 'orbite ¥~ de =z. Nous
pourrons dorénavant noter ¢,, y € ¥« les €léments d'une base ortho-
normée de 9, = € Z, en identifiant tous les 9, y€YG.

On munit le champ

z—9,, x€Z (L.1)

d’une structure de champ mesurable d’espaces de Hilbert ([4], II.1) de
telle sorte que le champ de vecteurs «, défini par

x>, x€l (1.2)
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soit mesurable si VS € 4 I'application

wH(”z’ eSx>5§z (13)
est mesurable, et on désigne par § l'intégrale hilbertienne
®
[ 9, dm(z). (1.4)

Notons A, la sous-algebre abélienne de £ ($) engendrée par les
operateurs décomposables d € L (9):
®

) a= | a,dm(z) (1.5)

ou
d,e,=aly)e,, acLi(Z,m), yeGz, <€ 9.

et par 2 lalgebre de von Neumann sur § engendrée par U, et les
opérateurs décomposables S e Z(9). Se ¥:

®
S={S,dm(z) (1.6)
ol R '
S,e,=es,, y€bz, e, et ¢, €9,.
Rappelons que, d’apres [2], 2 est 'ensemble des opérateurs décom-

posables 4 € £ ($) vérifiant pour presque tout z € Z:
A=A, Vye%az. (1.7)

Alors, cf. [2], U, est une sous-algébre maximale abélienne de A et est
un facteur qui est de type II §’il existe une mesure u sur Z, o-finie in-
variante par ¢ et équivalente a m (étant de type I1,, si u peut étre bornée
et 11 si non) et est de type III dans le cas contraire.

Nous noterons dans ce qui suit par f(z, Sz), z€ Z et S € ¥ la dérivée
de Radon-Nikodym de la mesure S~ ' m par rapport & m au point z, i.e.

dm(Sz) = P(z, Sz)dm(z) . (1.8)
Cette fonction vérifie, VS, T € ¢ les relations
Bz, TSz)= (=, Sz) B(Sz, TSz) pourp. Vze€Z (1.9)

t
) B(z,Sz) f(Sz,z)=1 pourp.VzeZ. (1.10)

La fonction caractéristique d’un sous-ensemble mesurable 4 de Z sera
notee y 4.

Nous disons qu’un sous-ensemble mesurable E de Z bicommute avec
la mesure m si quel que soit Te ¢ qui laisse m invariante, on a:

m(EA T(E))=0 (1.11)
ou 4 désigne la différence symétrique et T(E)={z€Z, T 'z €cE}.
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II. Les résultats
Lemme 1. Lapplication ¢ de A" dans R U {+ oo} définie par
*
pa)= [ e, a,e,>dm(z) 2.1)
*
ou | désigne l'intégrale supérieure, ac U™ et

®
a= { a,dm(z) 2.2)

est un poids normal, fidéle, semi-fini sur A qui est fini si et seulement si
la mesure m est bornée.

Démonstration. ¢ est, clairement, un poids qui est fini si et seulement
si m est bornée.

Si m n’est pas bornée, soit E, une suite croissante de sous-ensembles
mesurables de Z, chaqun ayant une mesure finie et telle que I'union
des E, soit Z. Soit £, le champ (de carré intégrable) de $ défini par:

z g, (z)e, €9, pourp. VzeZ. (2.3)
Alors
¢ =supw,, (2.4)

ol w, désigne le poids vectoriel associ¢ a £ € .
Ceci montre que ¢ est normal. Par ailleurs ¢ est fidéle car

ob*b)=0=>b,e,=0 pourp. VzeZ (2.5)
ou be U est défini par
®
b= {b,dm(z). (2.6)

Il en résulte, d’apres (1.7) et la dénombrabilité de 4, que b=0. Pour
démontrer que ¢ est semi-fini nous remarquons que la suite définie plus
haut tend fortement vers I'identité, en utilisant, par exemple le vecteur
séparateur de $ défini par:

z>f(z)e, €9, 2.7)

ou fel*(Z, m) et f(x)>0, pourp.VxeZ. La semi-finitude résulte alors
de [4] (1.4, Proposition 4).
Le poids ainsi défini munit 1’algébre

B={acW, plaa*)<+w et @la*a)< + o0} (2.8)

d’'une structure d’algébre hilbertienne a gauche, cf. [5]. Cette algebre
hilbertienne est achevée.

Nous notons alors J,, 4, et ¢, I'involution isométrique, I'opérateur
modulaire et le groupe d’automorphismes modulaires introduit dans [5].



308 P. Ghez et al.

Nous avons alors le resultat suivant:

Lemme 2. Les éléments de W de la forme as, Sey, aeU,, les
fonctions a et a.S sannulant en dehors d'un ensemble de mesure finie,
forment un ensemble total dans B pour le produit scalaire

(a,b)e U x Ur><{a, by, = p(a*b)+ o(b*a*). (2.9)
Démonstration. 1l est clair que aS e B. Soit alors be U tel que
0=o@((baS)+ e(@aSh) (2.10)

o 48 parcourt 'ensemble décrit dans 'énoncé. Alors
0= J(1+Be, S @) a(@) {es-1,. b e,> dm(2)
ol I'on a utilisé (1.7) dans les conditions de I'énoncé. Il en résulte que:
VSe¥% {es-1,,b,e,)=0 pourp. VzeZ.
Le résultat final est alors une conséquence de la dénombrabilité de

% en utilisant a nouveau (1.7). [ )

Lemme 3. Les applications ¢,°(t € R) définies dans W par:

1) 6,°(a) est décomposable.

2) <ey,(0',“’(a))wex> =B(%, y)“ <ey7' azez> V%a’"egx
forment un groupe a un paramétre d automorphismes de .

6,? laisse B invariant et satisfait da la condition K.M.S. pour le poids ¢.
Par conséquent l'opérateur modulaire A, vérifie

<ey,(A¢(a))xex> =B("" %) <ey5 azex> Vy,zegx .
Démonstration. 11 suffit de remarquer que o,(a)= U,aU,” ! ou U, est
I'opérateur décomposable, dépendant fortement continument de ¢,
défini par:
Uw),s e,> =B, y)' (v,.e,> pourp. VzeZ, yebGz.

0% laisse évidemment stable B et, pour vérifier la condition K.M.S,,
il suffit, d’aprés le Lemme 2, de voir que @(Sd4(b))=¢@(bSa), ce qui
fait I'objet du calcul suivant:

@(SaA(b) a,A(b),e,> dm(z)
<e,,§ Les-1 ><es 1, A(D), e, dm(z)
a(S~ ar) Pz, S~ )<es-11,bzez> dm(z)

J (e
I
|
fa(S™"2) Bz, S~ @) (es-1,41 bs-1, 055-1,) dm(z)
=
@

Il

a(z) {e,, b, es,) dm(z)
(bSa).
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Le résultat suivant est alors immédiat:

Lemme 4. Supposons m bornée de masse totale 1. La représentation de
Gelfand-Naimark-Segal déduite de [l'état normal fidéle @ est décrite
comme suit: H,=9, I1,(a)=a,Vae W, £, € est le champ de vecteurs de
carré intégrable défini par &,:zv>e,€9,. Lopérateur modulaire et
Pinvolution isométrique sont alors I'opérateur décomposable A, tel que:

<(A¢U)xa ey>53z= ﬁ(d:, y) <'Uxﬂ ey>.6$

et lopérateur J, tel que
<(J<o v)xs ey>5¢ = ﬂ(aﬁs %)1/2 <ezﬂ ?),,>33y .

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal
qui généralise le Théoréme 4 de [3].

Théoréme 5. Soit W lalgébre de von Neumann construite d partir
de Z, m, %4 comme dans l'introduction.

Les conditions suivantes sont équivalentes:

1) 2eS) ¢f. [1].

2) [resp. 3]: VE CZ, E mesurable non négligeable (resp. E mesurable
non négligeable et bicommutant avec m) et Ve >0, il existe Se€ % tel que
lensemble

{z€e ENS(E) et |B(z,Sz)—Al<ée}

soit non négligeable.
4) Ler(9) [6].

Démonstration. (2)<>(4) est clair. Il en résulte que, pour montrer
(1)=>(2), on peut remplacer la mesure m par une mesure équivalente que
nous supposerons bornée et de masse totale 1. D’apres [3], 1 appartient
a S(A) si et seulement si A appartient aux spectres des opérateurs
eJ,eJ,4, lorsque e parcourt un ensemble de projecteurs non nuls
contenant ceux du centre C, de I'algébre A, des éléments invariants par
I'automorphisme modulaire ¢,°. D’aprés le Lemme 3, on a U, C A, et
enoutre C,=A,NW ,CUANW,=A,. L'ensemble des ¢léments de la
forme e = jg, ou E est un ensemble mesurable non négligeable contient
donc tous les projecteurs de C,. Par suite ieSp(igJ,igJ,4,)VE,
E mesurable non négligeable. Mais, d’aprés le Lemme 4, les jgJ, 1gJ, 4,
sont les opérateurs décomposables pour lesquels on a:

(RedoRedo Ap¥)as €0 = B(@s ) 16(@) 16(%) vos €,

ce qui prouve (1)=(2).
Comme (2)=(3), il suffit maintenant de montrer que (3)=>(1). Soit
e un projecteur de C,. D’aprés ce qui précede, e est de la forme 7,
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E mesurable non négligeable. Soit Te ¥ tel que Tm=m. D’apres le
Lemme 3, on a Te A, et donc E bicommute avec m. Considérons
I'ensemble I, = {z e ENS(E) et |f(«, Sz) — A] <&} que I'on suppose non
négligeable d’aprés (3). On a alors:

eJ,ed,4,87)=4,871,)

d’ou B . i
leJ,ed,4,(S%y,) = ASir | S €llS 7,

ol la norme est prise au sens du produit scalaire (a, b)—~@(a*b). [

Remarque. Dans la démonstration précédente nous avons aussi
montre que les projecteurs de C, ont la propriété d’étre des 7, ou E
bicommute avec m.

Corollaire 1. Si le stabilisateur 4, de m dans % agit ergodiquement dans
Z, alors le spectre de A, est S().

Démonstration. D’apres la remarque précédente et I'ergodicité de %,
les seuls projecteurs de C, sont O et 1. Le résultat est alors une con-
séquence de [7].

Corollaire 2. Si, aux conditions du corollaire précédent, on ajoute que
Y, est un sous-groupe distingué de 4, alors

(i) VSe ¥, IA5eR, tel que ig=f(z,Sz) pourp. VzeZ.
(ii) S = {15, S F}.
Démonstration. Remarquons que
VTe%, VSe¥% on a,pourp.VzeZ,
B(Tz,STz)=B(z, S Tz)= Pz, T'Sz) = Bz, Sz), B(Sz, T'Sz)
= p(z, Sz)

ou T'=STS 'e%, et ol nous avons utilisé (1.9). (i) résulte alors de
l'ergodicité de %,. (ii) résulte du (2) du Théoreme S et du fait que S()
est fermé. [
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