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Abstract. The aim of this work is the proof of a Theorem caracterising the invariant
), in a constructible factor, when ^ is an ergodic group but not necessarily freely acting

on a measure space (Z, m).

I. Introduction

Le but de ce travail est de demontrer un theoreme caracterisant
Γinvariant S(9l), cf. [1], dans le cas oύ 91 est une algebre de Von Neumann
construite comme dans [2], a partir d'un espace mesurable de Lebesgue
(Z, m) et d'un groupe discret et denombrable ^ d'automorphismes
agissant ergodiquement et de faςon non singuliere sur Z.

Ceci etend un resultat de [1] au cas ou Γon n'impose pas a ^ d'agir
presque librement sur Z.

Nous resumons la construction decrite dans [2].
Considerons le champ d'espaces de Hubert complexes sur Z associant

a chaque point ^ e Z , Γespace hilbertien 9)^ de dimension egale au
nombre (au plus denombrable) de points de Γorbite Ήcc de a>. Nous
pourrons dorenavant noter e^ y^e^cc les elements d'une base ortho-
normee de Sfr^ CCEZ.QΠ identifiant tous les $ y , ^ e <§&.

On munit le champ

^ h > ^ , ^ e Z (1.1)

d'une structure de champ mesurable d'espaces de Hubert ([4], II. 1) de
telle sorte que le champ de vecteurs *>, defini par

π^v-m ZZ G Z (1.2)
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soit mesurable si VS e & Γapplication

δ* (1-3)

est mesurable, et on designe par § Γintegrale hilbertienne

] . (1.4)

Notons 9ί0 la sous-algebre abelienne de JSf(§) engendree par les
operateurs decomposables a

\ (1.5)
oύ

et par 91 Γalgebre de von Neumann sur § engendree par 2I0 et les
operateurs decomposables 5 6 JSf (§), S G ̂ :

S= $ S^dm^) (1.6)
oύ

S a J ^ = ̂ s y ϊ ^ e ^ ^ ? ^ et ^ e g , , .

Rappelons que, d'apres [2], 91 est Γensemble des operateurs decom-
posables ^4e^f(§) verifiant pour presque tout ^ e Z :

4 , = 4 , V ^ G ^ ^ . (1.7)

Alors, cf. [2], 9ί0 est une sous-algebre maximale abelienne de 9ί et est
un facteur qui est de type II s'il existe une mesure μ sur Z, σ-finie in-
variante par ^ et equivalente a m (etant de type II 1 ; si μ peut etre bornee
et 11^ si non) et est de type /// dans le cas contraire.

Nous noterons dans ce qui suit par β(&, S&), cσ e Z et S e & la derivee
de Radon-Nikodym de la mesure S~λ m par rapport a m au point &, i.e.

m(a>). (1.8)

Cette fonction verifie, VS, T e ^ les relations

pourp. V ^ e Z (1.9)
et

β{a>,Sa>)β{Sa>,a>)=\ pourp. V ^ G Z . (1.10)

La fonction caracteristique d'un sous-ensemble mesurable A de Z sera
notee χ^.

Nous disons qu'un sous-ensemble mesurable £ de Z bicommute avec
la mesure m si quel que soit Te & qui laisse m invariante, on a:

m{EAT{E)) = 0 (1.11)

oύ A designe la difference symetrique et T(E) = {cceZ, T~ιa>eE}.
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II. Les resultats

Lemme 1. L application φ de 21+ dans IR+ u {+ 00} dέfinie par

φ{a)= f < ^ , α ^ > dm(^) (2.1)

oύ \ designe Γintegrate superieure, a e 21+ et

a=]aadm{p) (2.2)

est un poids normal, fidele, semi-fini sur 2Ϊ qui est fini si et seulement si
la mesure m est bornee.

Demonstration, φ est, clairement, un poids qui est fini si et seulement
si m est bornee.

Si m n'est pas bornee, soit En une suite croissante de sous-ensembles
mesurables de Z, chaqun ayant une mesure finie et telle que Γunion
des En soit Z. Soit ξn le champ (de carre integrable) de § defini par:

^^>XEn(^)-eccE§>cc pour p. Va G Z . (2.3)
Alors

(2.4)

oύ ωξ designe le poids vectoriel associe a ξ e § .
Ceci montre que φ est normal. Par ailleurs φ est fidele car

) = 0=>ba>sa; = 0 p o u r p . V ^ e Z (2.5)

oύ fc G 21 est defini par
Θ

fo= f b^dmicr). (2.6)

II en resulte, d'apres (1.7) et la denombrabilite de ^, que fc = 0. Pour
demontrer que φ est semi-fini nous remarquons que la suite definie plus
haut tend fortement vers Γidentite, en utilisant, par exemple le vecteur
separateur de § defini par:

a^/GsKeS* (2.7)

oύ feL2(Z, m) et /(x)>0, pourp. VxeZ. La semi-finitude resulte alors
de [4] (1.4, Proposition 4).

Le poids ainsi defini munit Γalgebre

33=:{αe2I,φ(αα*)< -h oo et φ(α*α)<+oo} (2.8)

d'une structure d'algebre hilbertienne a gauche, cf. [5]. Cette algebre
hilbertienne est achevee.

Nous notons alors Jφ, Δφ et σt

φ Γinvolution isometrique, Γoperateur
modulaire et le groupe d'automorphismes modulaires introduit dans [5].
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Nous avons alors le resultat suivant:

Lemme 2. Les elements de 21 de la forme άS, Se&, α e 2 I 0 , les
fonctions a et a. S sannulant en dehors dun ensemble de mesure finie,
forment un ensemble total dans 95 pour le produίt scalaire

(α, ft) e 21 x 2lκ><α, ft># = φ(α*ft) + φ(ft*α*). (2.9)

Demonstration. II est clair que αS e 93. Soit alors ft e 21 tel que

0 = φ(ftαS) + (?(αSft) (2.10)

oύ αS parcourt Γensemble decrit dans Γenonce. Alors

oύ Γon a utilise (1.7) dans les conditions de Γenonce. II en resulte que:

VSe&(*s-iat,ba>£aιy = 0 pourp. V ^ e Z .

Le resultat final est alors une consequence de la denombrabilite de
^ en utilisant a nouveau (1.7). •

Lemme 3. Les applications σt

φ(teJR) dέfinies dans 21 par:
1) σt

φ(a) est decomposable.
2) < ^ ? (σt*(a%O = β{*9 ¥f < ^ , aΛeΛ"> Vy, * e <Sκ

forment un groupe a un parambtre dϋautomorphismes de 21.
σ^ laisse 95 invariant et satίsfait a la condition K.M.S. pour le poids φ.

Par consequent Γoperateur modulaire Δφ verίfie

< v iΔM)»**> = β ^ v) <*,> a*«*> v ^ * G ̂
Demonstration. II suffit de remarquer que σf(α)= UtaU^"1 oύ £7, est

Γoperateur decomposable, dependant fortement continument de ί,
defini par:

<{Utv)a, ^ > = /f̂ , yf <»„, eψy pour p. V ^ Z , ^ e ^ .

σ^ laisse evidemment stable 95 et, pour verifier la condition K.M.S.,
il suffit, d'apres le Lemme 2, de voir que φ(SάA(b)) = φ(bSά), ce qui
fait Γobjet du calcul suivant:

φ(SaA(b)) = J <^, S β

= J a(S~x ίz;) j8(ίz;, S~1 co) ( ^

= Ia{cc) (e^b^ss^ dm{cc)

= φ(bSά).
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Le resultat suivant est alors immediat:

Lemme 4. Supposons m bornee de masse tot ale 1. La representation de
Gelfand-Naimark-Segal dέduite de ΐέtat normal fidele φ est dέcrite
comme suit: ξ>φ = § , Πφ(a) = a,Mae<H, ξφeξ> est le champ de vecteurs de
carrέ integrable defini par ζφ:cεt-><eateξ)a}. Lopέrateur modulaire et
ϊinvolution isomέtrique sont alors Γopέrateur decomposable Δφ tel que:

et Γoperateur Jφ tel que

Nous sommes maintenant en mesure d'enoncer le resultat principal
qui generalise le Theoreme 4 de [3].

Theoreme 5. Soit 31 Γalgebre de von Neumann construite a partir
de Z, m, & comme dans Γintroduction.

Les conditions suivantes sont equivalentes:

1) λεS(8ί)c/.[l].
2) [resp. 3 ] : V £ c Z , £ mesurable non negligeable (resp. E mesurable

non negligeable et bicommutant avec m) et Vε > 0, il existe S e & tel que
ΐensemble

() et \β

soit non negligeable.
4) λex(9)l6].

Demonstration. (2)<=>(4) est clair. II en resulte que, pour montrer
(1)=>(2), on peut remplacer la mesure m par une mesure equivalente que
nous supposerons bornee et de masse totale 1. D'apres [3], λ appartient
a S(3ί) si et seulement si λ appartient aux spectres des operateurs
eJφeJφΔφ lorsque e parcourt un ensemble de projecteurs non nuls
contenant ceux du centre Cφ de Γalgebre SUφ des elements invariants par
Γautomorphisme modulaire σt

φ. D'apres le Lemme 3, on a 9ί0 C 9Iφ et
en outre Cφ = 2I ( pn9ί /

φc9ίn9I /

0 = 9l0. L'ensemble des elements de la
forme e = χE, oύ E est un ensemble mesurable non negligeable contient
done tous les projecteurs de Cφ. Par suite λeSp{χEJφχEJφΔφ)\IE,
E mesurable non negligeable. Mais, d'apres le Lemme 4, les
sont les operateurs decomposables pour lesquels on a:

ce qui prouve (1)=>(2).
Comme (2)=>(3), il suffit maintenant de montrer que (3)=>(1). Soit

e un projecteur de Cφ. D'apres ce qui precede, e est de la forme χE,
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E mesurable non negligeable. Soit Te^ tel que Tm = m. D'apres le
Lemme 3, on a f ε ^ et done E bicommute avec m. Considerons
Γensemble /„ = {& e EnS(E) et \β(ec, Sec) — λ\<ε} que Γon suppose non
negligeable d'apres (3). On a alors:

eJφeJφAφ(SχIn) = Aφ(SχIn)
d'oύ

\\eJφeJφΛφ{SχIn)-λSχIn\\^φχIn\\

oύ la norme est prise au sens du produit scalaire (a,b)±->φ(a*b). Π

Remarque. Dans la demonstration precedente nous avons aussi
montre que les projecteurs de Cφ ont la propriete d'etre des χ£? oύ E
bicommute avec m.

Corollaire 1. Si le stabίlίsateur &0 de m dans & agίt ergodίquement dans
Z, alors le spectre de Δφ est S(9I).

Demonstration. D'apres la remarque precedente et Γergodicite de ^ 0

les seuls projecteurs de Cφ sont 0 et 1. Le resultat est alors une con-
sequence de [7].

Corollaire 2. Si, aux conditions du corollaire precedent, on ajoute que
^ 0 est un sous-groupe distingue de 3ί, alors

(i) VSe^, 3/lseIR+ tel que λs = β(a>,S<v) pour p. V ^ e Z .

(ii)

Demonstration. Remarquons que

VTe^o, VSe^ on a, pour p. V^eZ,

β{Tw, S Tec) = β{ec, S Ta>) - β(cc, TScc) = β{co, Sec), β(Sa>, T Sec)

= β(ec, Sec)

oύ V = STS~λ e^0 et oύ nous avons utilise (1.9). (i) resulte alors de
Γergodicite de 0O. (ii) resulte du (2) du Theoreme 5 et du fait que
est ferme. Π

Renter dements. Nous remercions Alain Connes pour nous avoir communique, avant
parution, ses notes concernant la reference 7 et O. de Pazzis pour de nombreux eclair-
cissements.
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