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Abstract. This article is a study on polynomial algebras defined from Jordan algebras.
The consideration of * continuous representations of a Jordan algebra leads to a general
theorem for the decomposition of cyclic representations.

I. Introduction

De récents articles de P. Jordan [1] et Ion [2] font ressortir I'intérét
des alge¢bres non-associatives en Physique quantique. Comme le fait
remarquer P. Jordan une analyse mathématique de la mécanique quanti-
que peut poursuivre deux buts différents; soit une approche logique [3],
soit une extension de la théorie quantique (1). Quelque soient ces buts, la
théorie des * représentations continues s’avérait nécessaire [4] et [5].
Drautre part les algébres de polynomes étant utiles dans le cas associatif
pour les Physiciens, nous avons étendu au cas non-associatif les résultats
de celles-ci [8]. On voit aisément que les résultats obtenus sur ces algébres
de polynémes ne sont pas spécifiques aux algébres de Jordan, en cela,
nous ne suivons pas la voie de Braun et Koecher [6] mais étendons les
définitions de Bourbaki [7]. Celles-ci pourraient tout aussi bien &tre
appliquées a toute algebre non-associative, pourvu qu’elles soient
de puissance associative. On ne peut donc appeler ces polynémes
«Polyndmes de Jordany.

Par contre, & chaque fois que cela est possible, les propriétés sont
étudiées sur des corps plus généraux que le corps des complexes (caracté-
ristiques différentes de 2 et 3) qui est choisi trés souvent en Physique
Quantique.

Le détail des propositions, signalées dans les rappels peut étre trouvé
dans [8], ainsi que certaines démonstrations de propriétés se rapportant
aux représentations.

Les résultats relatifs aux représentations unitaires continues pro-
longent I’étude entreprise dans [4] et [5].
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II. Definitions

Soit une algébre de Jordan A, commutative, avec unité, sur un
corps K, de caractéristique différente de 2 et 3.

Soir B une algébre de Jordan sur K telle que A soit une sous-algebre
de Jordan unitaire de B. On appelle polyndme a coefficients dans 4, ou
polyn6éme sur A, toute suite finie R, d’applications de B dans B con-
struites de la maniére suivante:

(i) Les R, sont des applications constantes de B dans A.

(ii) Les R, sont des applications linéaires, ¢léments de la sous-
algeébre associative, engendrée par les éléments de 4 dans ’algébre multi-
plicative de B.

(iii) Les R, sont construits comme sommes finies de produits finis:

R R,, avec n;+---+n;j=n
R,R,(x)=R,(x) R, (x)

et avec comme conditions supplémentaire R,(x) = R,(x).

UTRERN

et

III. Rappels [8]

L’ensemble des polyndmes sur A4 est une algebre de Jordan 2(A4). On
peut identifier A a une sous-algébre de 2(A).
Soit X le polynébme: P,=0,
P, =1, (identité de B),
P,=0,Yn=2.
Alors tout polyndme f sur A peut s’écrire:

f=a,+P,(X)+ - +P,(X).

L’algebre de Jordan des polynémes f sur 4 est notée A[X]. Pour x
fixé, considérons I’application 0,:f — f(x) de A[ X] dans B. Alors A4 est
une sous-algebre de Jordan de l'algébre de Jordan 6,(A[X]) et cette
derniére est une sous-algebre de Jordan de B. On pose 0,(A[X])= A[x].

On appelle algeébre de Jordan polynomiale sur une algébre de Jor-
dan A, toute algébre de Jordan A’ vérifiant les axiomes suivants:

(i) A est une sous-alge¢bre unitaire de A'.
(i) A’ contient au moins un élément x transcendant.
(iii) A'=A[x].

IV. Ideal engendré par un élément dans une algebre de Jordan

1. Proposition 1. Soit A une algébre de Jordan, xe€ A. Alors Iidéal
engendré par x est 'image par 0.:f— f(x) de 'ensemble des polynomes
sur A sans terme constant.
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En effet si f(x) est I'image par 6, d’un polynéme f & terme constant
nul, alors pour tout x € 4, a f (x)=(af)(x), et comme fn’a pas de terme
constant il en est méme pour af donc af(x) est 'image par 6, d’'un
polyn6éme sans terme constant; or ceci suffit & montrer que I'ensemble
des f(x) avec f(x)=0 est un idéal; la suite de la démonstration étant
évidente. D’autre part fe A[X] ce qui entraine que f(x) appartient
alidéal engendréparx, ce qui démontre la proposition.

2. Extensions d’algébres de Jordan. Soit A une alg¢bre de Jordan
commutative, unitaire, sur K. On appelle extension de A4, toute algébre
de Jordan B sur K telle que A soit une sous-algébre unitaire de B.

Soit B une extension de A; alors x appartient & B si x est algebrique
sur A. Soit I ’'ensemble des f appartenant a A[X] tels que f(x)=0; on
voit aisément que I est un idéal de A[X]. Pour le cas des extensions
algebriques ou transcendantes on consultera [§].

3. Extensions simples. a) Définition. Soit A une algébre de Jordan, B
une extension de 4, x qui qui appartient a B. Considérons la sous-
algeébre de B, engendrée par A U {x}. On I’appelle I’extension simple de A
dans B par adjonction de I’élément x.

b) Propesition 2. La sous-algébre de B engendrée par A U {x} est égale
a Alx]:

Soit A, la sous-algébre engendrée par A U{x}. Or ACA[x] et
x € A[x] donc 4, C A[x]. D’autre part si f,(x) est un mondéme de degré n,
fa(x)€ A, donc pour tout fe A[X], f(x)e A(x), donc A[x]C A, et on
a I’égalité cherchée.

Si x est algébrique sur B, on va considérer I idéal dans

{f1fe A[X] tel que f(x)=0} .

A[XT/I est aussi une algebre de Jordan; & f qui appartient & cette
derniére algébre de Jordan on peut faire correspondre f(x).

Soit 8:f— f(x). 0, est surjective de A[X]/I dans A[x] car A[x]
=0,(A[X]). _

0, est injective car f(x)=0 entraine fel donc f=0. On vérifie
aisément que 0, est un homomorphisme d’algébre donc 8, est un iso-
morphisme de A[X]/I sur A[x].

V. Introduction d’une topologie

1. Généralités. Soit B une algebre de Jordan normée par une norme
telle que || xy| < ||x|| |yll, A une sous-algébre unitaire de B.
Soit f, un mondme de degré p. On pose || f,|l = sup | f,(x)||. Pour

une forme R,= Y, f,, de degré p (8), on pose:
p=0
IR, = sup [R, ()l -
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n n
Pour un polyndme f,= Y R,(X), on pose || f,| = ). [R,|. Pour une
p=0 p=0
série on se repportera a [§].
On appelle série convergente une série dont la norme est finie et on
voit que ’ensemble des séries est une algébre normée [8].
2. Etude de Palgébre des polynémes sur A en tant qu’algébre normée.
Soit une série convergente: (f,). Considérons les f,(x) pour [x|| <1

k k
G EWTACTE
Alors
k
fim | 3 1,0 < fim S 7,091 £ o]
k k k
o= fp(0) = lim Y kel Ellal = 3 1110
p=0 k=0 p=0
Si k— oo, alors illf,,ll—»llall donc ,11_{1;10 lim i|lfk+,,l|=0 donc
p=0 p_'wn=0
’}Lm Ifel =0cet|loc— S fp(x)|| tend vers zéro.
© p=0

k k
Soit x tel que [|x[| < 1. Alors ) f,(x)est borné et la suite( Y f(®) )
p=0 p=0
est une suite de Cauchy dans R et il existe alors lim || ' f,(x)|| -
m p=0

Considérons le complété B de B. Alors la suite ( Y f,,(x)) est une suite
— =0
de Cauchy dans B. Elle converge donc dans B. Soit ¢(x) sa limite, on

adonc g(x) = i Sfp(X).
p=0

Alors toutes les séries convergentes dans B sont uniformément con-
vergentes dans la boule unité de B et dans celle de B.

On a ainsi un théoréme de Cauchy dans B pour les séries & coefficient
dans A.

3. Conséquences. Si on considére A[x], on a A[x]=A[[x]] pour
x| £1, ou A[[x]] est 'image de I’ensemble des séries sur A par
I’lhomomorphisme ¢ — o (x).

Soit B une algébre de Jordan normée compléte, A une sous-algébre
unitaire normée compléte. A en tant que sous-espace fermé admet un
supplémentaire, notons le H; on a B=A@® H. Supposons que H soit un
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idéal fermé de B et tel que H* = {0} (H idéal nilpotent de B). Si x € H,
I'idéal de B engendré par x est 'ensemble des f(x) ol f est un polynéme
du premier degré a coefficient dans 4 et & terme constant nul; en effet,
soit A, 'ensemble ainsi défini, I I'idéal engendré par x; on a évidemment
AL,

Si yel,, y est une somme finie de produits finis de R(x) ol Re &’
algébre multiplicative de B. Or R(x) R(x")=0 car H est nilpotent, donc
les R(x) sont des polynémes du premier degré en x. D’autre part, pour
tout me H, pour tout be J:

Ry (%)= Ry(x) .

Donc la restriction de R, .,  H est la méme que celle de R;,.

On peut donc considérer que R € & algébre multiplicative de A; alors
ReA[X]etdegR=1donc I, CA,.

L’idéal engendré par x dans B est donc A'[x], ensemble des f(x) ou f
est un polyndme & terme constant nul et a coefficients dans 4. On peut
aussi écrire I, =& x. La sous-algébre engendrée par x est Cx, car Ox
=x.x=0.0=0.

4.Corollaire. L’idéal fermé par x € H dans B est £ x.

'VI. Représentations cycliques

1. Généralités et propriétés. Considérons maintenant une algébre
de Jordan normée compleéte, un espace de Hilbert H, S une représentation
cyclique de J dans H; J@ H muni du produit (x4 m) (y+n)=xy+S,m
+ S,n est une algebre de Jordan. Comme S est cyclique, on peut décom-
poser Hen Hi@H, et Sen U+ Vou U et V sont définis dans [4] et [5].
Ainsi: JOH=J®H,®H,.

J@® H,, est une sous-algébre de J@ H mais J@ H; n’a pas d’¢lément
unité; J @ H, est une sous-algebre de J@ H et J@ H,a un élément unité
qui est celui de J. J est une sous-algébre unitaire de JO H,. H, est un
idéal de J@® H, et H3 = 0. J est normée compléte, il en est de méme pour
H, donc J@® H, est normée, compléte pour la norme:

la+mll = sup(llall, llml])

meH,

J@® H, est donc une extension de J et tout élément de H, est algébrique
sur J. J @ H, est ainsi une extension algeébrique de J.

Soit &, le vecteur cyclique de H,. L’idéal engendré par &, dans J® H,
est 'ensemble des f(¢,) ol f est un polyndme de degré 1 a terme constant
nul. Autrement dit c’est 'ensemble £&, ou & est I'algebre multiplicative
de J. La sous-algeébre de J @ H, engendrée par J U {&,} est ’ensemble des
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f(&)ou feJ[X],orsideg f=2[8], onaf(£,)=0 donc la sous-algebre
de J@® H, engendrée par J U{£,} est 'ensemble des f(£,) ou feJ[X]
est de degré 1. L’extension simple de J par adjonction de £, est donc
égalea J[E,]=JDEE,.

Comme S est cyclique, la fermeture de J@EE, est telle que:
JOEE,=J®EE,=J@®H, donc J@EE, est partout dense dans J @ H,,

Remarque. Par abus d’écriture on a noté & I'algebre multiplicative
de J. Montrons que si & désigne I’algébre associative engendrée par les
S.[4]et[5],xeJ,ona:E&,=E"E,. Eneffet pour tout xde J, R &, =S¢,
=V, &,, donc les générateurs de £¢&, et 8’ &, sont égaux donc &, = 6"¢,.

Signalons quelques proprietés relatives a la représentation réguliere.
Soit donc R la représentation réguliére de J®H, on a: R, ,(x+Y)
=xy+Vn+V,met R ,n =V,n,pour tout n et pour tout x. Sidans J @ H,,
ona: V,,=%(V,V,+V,V,) alors pour tout x, ye J,on a: R, ,n=% (R,R,
+R,R)n ce qui donne: [x,y,n]=[nx,y]=—[y,x,n] (associateurs
dans le triplet de Lie de J@® H,. De l'identité de Jacobi pour ces triplets
de Lie on tire: 2[x, y, n] =[x, n, y], d’ou [x,y,n]=0<> [x,n, y]=0.

Soit maintenant I ’ensemble de R € & tels que R, =0. C’est un idéal
a gauche de & considérée comme une algébre associative. I est un idéal
bilatére de ’algebre de Jordan des polynémes sur J.J @ & &, est isomorphe
a J[x]/L

2. Particularisation. Soit: J algebre de Jordan avec unité sur C, M
espace vectoriel sur €, S représentation de J sur M, telle que S; =1oul
désigne a la fois 'unité de J et 'opérateur identité sur M.

Considérons J@® M, c’est une algébre de Jordan pour le produit
défini précédemment; soit x, ye J, m,ne M. Considérons 'application
R de J® M dans I’ensemble des opérateurs linéaires de J @ M, telle que:

R, :a—»ax, m>Sm=xm; R,:a->S;m=am, n—-0=mn.

Comme R, ,,,=R,+R,, alors R, , ,,(a+n)=(x+m)(a+n) donc R
est la représentation réguli¢re de I’algébre de Jordan J @ M.

Un élément unité de J est aussi un élément de JAOM car 1(x+ m)
=1x+1m=x+S m=x+m, dou R,,,n=S,n donc pour tout m,
Rx +m= Sx'

L’étude de la représentation S est ainsi ramenée a I'étude de la repré-
sentation réguliére de J @ M. En regroupant les résultats précédents et en
prenant les notations de (4) et (5), nous voyons que nous avons obtenu
le théoréme général ci-apres.

3. Théoréme. Toute R.G. S d'une algébre de Jordan commutative,
involutive, normée, compléte, avec unité (notée: 1) telle que S| + 1 (T'unité
de I'algébre de Jordan et I'opérateur unité sur I'espace de représentation
sont toutes deux désignées par 1) peut se ramener a la somme directe de
R.G. cycliques S’ telles que S’ 1 et chaque S’ peut se décomposer a son
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tour en la somme directe d'une R.S. cyclique U et d'une R.G,. V (telle que
Vi =1) cyclique. Toute R.G,. peut se ramener d une représentation régu-
liere (R.R.) d’une algébre de Jordan convenablement choisie.

En conclusion, on a ramené toute étude d’une R. G. a celles d’une
R.S. cyclique et d’'une R.R.
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