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Abstract. This article is a study on polynomial algebras defined from Jordan algebras.
The consideration of * continuous representations of a Jordan algebra leads to a general
theorem for the decomposition of cyclic representations.

I. Introduction

De recents articles de P. Jordan [1] et Ion [2] font ressortir Γinteret
des algebres non-associatives en Physique quantique. Comme le fait
remarquer P. Jordan une analyse mathematique de la mecanique quanti-
que peut poursuivre deux buts differents; soit une approche logique [3],
soit une extension de la theorie quantique (1). Quelque soient ces buts, la
theorie des * representations continues s'averait necessaire [4] et [5].
D'autre part les algebres de polynόmes etant utiles dans le cas associatif
pour les Physiciens, nous avons etendu au cas non-associatif les resultats
de celles-ci [8]. On voit aisement que les resultats obtenus sur ces algebres
de polynόmes ne sont pas specifiques aux algebres de Jordan, en cela,
nous ne suivons pas la voie de Braun et Koecher [6] mais etendons les
definitions de Bourbaki [7]. Celles-ci pourraient tout aussi bien etre
appliquees a toute algebre non-associative, pourvu qu'elles soient
de puissance associative. On ne peut done appeler ces polynόmes
« Polynόmes de Jordan ».

*Par contre, a chaque fois que cela est possible, les proprietes sont
etudiees sur des corps plus generaux que le corps des complexes '(caracte-
ristiques differentes de 2 et 3) qui est choisi tres souvent en Physique
Quantique.

Le detail des propositions, signalees dans les rappels peut etre trouve
dans [8], ainsi que certaines demonstrations de proprietes se rapportant
aux representations.

Les resultats relatifs aux representations unitaires continues pro-
longent Γetude entreprise dans [4] et [5].
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II. Definitions

Soit une algebre de Jordan A, commutative, avec unite, sur un
corps K, de caracteristique differ en te de 2 et 3.

Soir B une algebre de Jordan sur K telle que A soit une sous-algebre
de Jordan unitaire de B. On appelle polynόme a coefficients dans A, ou
polynόme sur A9 toute suite finie Rn d'applications de B dans B con-
struites de la maniere suivante :

(i) Les R0 sont des applications constantes de B dans A.
(ii) Les R! sont des applications lineaires, elements de la sous-

algebre associative, engendree par les elements de A dans Γalgebre multi-
plicative de B.

(iii) Les Rn sont construits comme sommes finies de produits finis:

Rnί...Rn. avec W j + ••• +^..= 71

et ιuu*) = *»(*)*«<(*)
et avec comme conditions supplemental Rn(x) = Rn(x).

III. Rappels [8]

L' ensemble des polynόmes sur A est une algebre de Jordan 0>(A). On
peut identifier A a une sous-algebre de 0>(A).

Soit X le polynόme : P0 = 0,
Pί = IB (identite de £),

Alors tout polynόme / sur A peut s'ecrire:

L'algebre de Jordan des polynόmes / sur A est notee A[X]. Pour x
fixe, considerons Γapplication θx:f-*f(x) de^4[X] dans B. Alors A est
une sous-algebre de Jordan de Γalgebre de Jordan ΘX(A[_X~§ et cette
derniere est une sous-algebre de Jordan de B. On pose ΘX(A [X]) = A [x].

On appelle algebre de Jordan polynomial sur une algebre de Jor-
dan A, toute algebre de Jordan A verifiant les axiomes suivants :

(i) A est une sous-algebre unitaire de A.
(ii) A contient au moins un element x transcendant.

(iii) A' = A[_x].

IV. Ideal engendre par un element dans une algebre de Jordan

1. Proposition 1. Soit A une algebre de Jordan, xeA. Alors Γίdeal
engendre par x est ΐ image par θx:f-+f(x) de Γ ensemble des polynόmes
sur A sans terme constant.
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En effet si /(x) est Γimage par θx d'un polynόme / a terme constant
nul, alors pour tout x e A, af(x) = (af) (x), et comme /n'a pas de terme
constant il en est meme pour af done af(x) est Γimage par θx d'un
polynόme sans terme constant; or ceci suffit a montrer que Γensemble
des/(x) avec /(x) = 0 est un ideal; la suite de la demonstration etant
evidente. D'autre part f^A{X~\ ce qui entraine que /(x) appartient
a Γίdeal engendreparx, ce qui demon tre la proposition.

2. Extensions d'algebres de Jordan. Soit A une algebre de Jordan
commutative, unitaire, sur K. On appelle extension de A, toute algebre
de Jordan B sur K telle que A soit une sous-algebre unitaire de B.

Soit B une extension de A; alors x appartient a B si x est algebrique
sur A. Soit / Γensemble des / appartenant a A[X~\ tels que f(x) = 0; on
voit aisement que / est un ideal de A[JΓ| Pour le cas des extensions
algebriques ou transcendantes on consultera [8].

3. Extensions simples, a) Definition. Soit A une algebre de Jordan, B
une extension de A, x qui qui appartient a B. Considerons la sous-
algebre de B, engendree par A u {x}. On Γappelle Γextension simple de A
dans B par adjonction de Γelement x.

b) Proposition 2. La sous-algebre de B engendree par A u {x} est egale
άA\x\\

Soit Ax la sous-algebre engendree par A(j{x}. Or AgA[x\ et
x e A [x] done AXQA [x]. D'autre part si fn(x) est un monome de degre n,
fn(x)eAx done pour tout f e A [ _ X ] 9 f ( x ) e A ( x ) 9 done A[x] ζAx et on
a Γegalite cherchee.

Si x est algebrique sur B, on va considerer / ideal dans

A[X~\/I est aussi une algebre de Jordan; a / qui appartient a cette
derniere algebre de Jordan on peut faire corresponds /(x).

Soit 0:/->/(xj. θx est surjective de A[X]/I dans A[x~\ car A[_x~\

θx est injective car /(x) = 0 entraine /e/ donc/ = 0. On verifie
aisement que θx est un homomorphisme d'algebre done θx est un iso-
morphisme de A [X]// sur A [x] .

V. Introduction d'une topologie

1. Generalites. Soit B une algebre de Jordan normee par une norme
telle que ||xj;|| ^ ||x|| || j;||, A une sous-algebre unitaire de B.

Soit fp un monome de degre p. On pose ||/p|| = sup ||/p(x)||. Pour
n x

une forme Rp = ]Γ fp9 de degre p (8), on pose:

\\RP\\ = sup \\Rp(χ)\\ .
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Pour un polynόme fn = Σ RP(X), on pose ||/J = Σ \\RP\\ Pour une
P , P

p=0 p = 0

serie on se repportera a [8].
On appelle serie convergente une serie dont la norme est fϊnie et on

voit que Γensemble des series est une algebre normee [8].
2. Etude de Γalgebre des polynόmes sur A en tant qu'algebre normee.

Soit une serie convergente: (fp). Considerons les fp(x) pour ||x||^l

Σ ΛW|| ^ Σ ll/pMII
p = 0 II p=0

Alors

lim
p— 0

fp(x) ^ lim Σ

« ~ Σo/pW|| = Jim Σ IIΛ+JI ^ Nl - ΣQ IIΛII

Si fc-» oo, alors ^ W p

l im | |Λ | |=Oet"

\\fp\\ ~* \\σ\\ donc I!

σ —
tend vers z^

Soit x tel que ||x|| ̂  1. Alors Σ fp(
x)est borne et la suite

p=0

est une suite de Cauchy dans R et il existe alors lim Σ /p(x)
= 0

I = 0 done

Σ /,(*)
P=O I

-
Considerons le complete 5 de 5. Alors la suite Σ fn(x) est une suite

_ \P=0 /

de Cauchy dans B. Elle converge done dans B. Soit σ(x) sa limite, on
00

adoncσ(x)= Σ ΛW
p=0

Alors toutes les series convergentes dans B sont uniformement con-
vergentes dans la boule unite de B et dans celle de B.

On a ainsi un theoreme de Cauchy dans B pour les series a coefficient
dans A.

3. Consequences. Si on considere A[x\, on a ^4[x]=^4[M] pour
| |x | |?gl, oύ ^4[[x]] est Γimage de Γensemble des series sur A par
Γhomomorphisme σ-»σ(x).

Soit B une algebre de Jordan normee complete, A une sous-algebre
unitaire normee complete. A en tant que sous-espace ferme admet un
supplementaire, notons le H; on aB = AφH. Supposons que H soit un
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ideal ferme de B et tel que H2 = {0} (H ideal nilpotent de B). Si x e H,
Γideal de B engendre par x est Γensemble des f ( x ) ou f est un polynόme
du premier degre a coefficient dans A et a terme constant nul; en effet,
soit Ax Γensemble ainsi defϊni, Ix Γideal engendre par x; on a evidemment
Axglx.

Si yelx, y est une somme finie de produits finis de R(x) ou Red?'
algebre multiplicative de B. Or R(x)R(x') = Q car H est nilpotent, done
les R(x) sont des polynδmes du premier degre en x. D'autre part, pour
tout m e #, pour tout b e J:

Rb+m(x) = Rb(x).

Done la restriction de Rb+m a H est la meme que celle de Rb.
On peut done considerer que R e S algebre multiplicative de A\ alors

R e A[X~] et deg R = 1 done Ix ς Ax.
L'ideal engendre par x dans B est done A' [x], ensemble des /(x) ou/

est un polynόme a terme constant nul et a coefficients dans A. On peut
aussi ecrire Ix = $x. La sous-algebre engendree par x est Cx, car Ox
= x.x = 0.0 = 0.

4. Corollaire. L'ideal ferme par xeH dans B est Sx.

VI. Representations cycliques

1. Gener allies et proprίetes. Considerons maintenant une algebre
de Jordan normee complete, un espace de Hubert H, S une representation
cy clique de J dans HI J®H muni du produit (x + m) (y + n) = xy + Sym
+ Sxn est une algebre de Jordan. Comme S est cyclique, on peut decom-
poser H en Hί 0 H2 et S en £7 + Foύ U et F sont definis dans [4] et [5].
Ainsi: J@H = J®Hί®H2.

Jζ&Hi, est une sous-algebre de JφH mais J®H1 n'a pas d'element
unite; J®H2 est une sous-algebre de J®H et JQ>H2a un element unite
qui est celui de J. J est une sous-algebre unitaire de J@H2 H2 est un
ideal de J®H2 et H2 = 0. J est normee complete, il en est de meme pour
H2 done J®H2 est normee, complete pour la norme:

αeJ
mejFΪ2

J®H2 est done une extension de J et tout element de H 2 est algebrique
sur /. J 0 #2 est ainsi une extension algebrique de J.

Soit £2 le vecteur cyclique de H2. L'ideal engendre par ξ2 dans J@H2

est Γensemble des/(^2) oύ/est un polynδme de degre 1 a terme constant
nul. Autrement dit c'est Γensemble δ ξ2 ou δ est Γalgebre multiplicative
de J. La sous-algebre de J®H2 engendree par J u {ξ2} est Γensemble des
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f ( ξ 2 ) oύ / e J [X], or si deg / ̂  2 [8], on a/(£2) = 0 done la sous-algebre
de J®H2 engendree par J u{ξ2} est Γensemble des /(£2) oύ /e J[X]
est de degre 1. L'extension simple de J par adjonction de ξ2 est done

Comme S est cy clique, la fermeture de J®$ξ2 est telle que:
J0<?£2 = J © J^ = JφH2 done J®/ξ2 est partout dense dans J 0 #2.

Remarque. Par abus d'ecriture on a note <? Γalgebre multiplicative
de J. Montrons que si <fdesigne Γalgebre associative engendree par les
S* M et [5]» * e J, on a: rf ξ2 = <ί'ξ2. En effet pour tout x de J, Rxξ2 = Sxξ2

= Vxξ29 done les generateurs de $ξ2 et rf'ξ2 sont egaux done δξ2 = ̂ 'ξ2.
Signalons quelques proprietes relatives a la representation reguliere.

Soit done R la representation reguliere de J®H2 on a: Rn+m(x + y)
= xy + Vxn+ Vym et Rxn = Vxn, pour tout n et pour tout x. Si dans J®H2,
on a: Fxy = 1(^7^ + F^FJ alors pour tout x, y e J, on a: #X);w = \ (RxRy

+ RyRx)n ce qui donne: [x9y,n\ = [n,x9y]= — [y,x,ri] (associateurs
dans le triplet de Lie de J@H2. De Γidentite de Jacobi pour ces triplets
de Lie on tire : 2 [x, y, ri\ = [x, n, y], d'oύ [x,y, n] = 0 <=> [x, n, y] = 0.

Soit maintenant / Γensemble de R e ̂  tels que Rξ2 = 0. C'est un ideal
a gauche de δ consideree comme une algebre associative. I est un ideal
bilatere de Γalgebre de Jordan des polynόmes sur J.J®$ξ2 est isomorphe
a JOT//.

2. Particularisation. Soit: J algebre de Jordan avec unite sur C, M
espace vectoriel sur (C, Ŝ  representation de J sur M, telle que S1 — 1 oύ 1
designe a la fois Γunite de J et Γoperateur identite sur M.

Considerons J0M, c'est une algebre de Jordan pour le produit
defini precedemment; soit x, yeJ, m, neM. Considerons Γapplication
R de J0M dans Γensemble des operateurs lineaires de J0M, telle que:

Rx:a^>ax, m-^Sxm = xm; Rm: a-+Sam = am, n-+Q = mn.
Comme Rx+m = Rx + Rm alors Rx + m(a + n) = (x + m) (α + n) done jR

est la representation reguliere de Γalgebre de Jordan J 0 M.
Un element unite de J est aussi un element de J0M car l(x + m)

= lx+ lm = x-+-S1w = x + w, d'oύ Rx+mn = Sxn, done pour tout m,
^jc + m— Sχ

L'etude de la representation S est ainsi ramenee a Γetude de la repre-
sentation reguliere de J0M. En regroupant les resultats precedents et en
prenant les notations de (4) et (5), nous voyons que nous avons obtenu
le theoreme general ci-apres.

3. Theoreme. Toute R.G. S d'une algebre de Jordan commutative,
involutive, normee, complete, avec unite (notee: ί) telle que Sί φ 1 (Γunite
de Γalgebre de Jordan et Γoperateur unite sur Γespace de representation
sont toutes deux designees par 1) peut se ramener a la somme directe de
R. G. cy cliques S' telles que S\ Φ 1 et chaque S' peut se decomposer a son

13 Commun. math. Phys., Vol. 16



190 J. Ravatin et H. Immediate: D'Algebres de Jordan

tour en la somme directe d'une R.S. cyclique U et d'une R.G^. V (telle que
Vί = \) cyclique. Toute R.Gt peut se ramener a une representation regu-
liere (R. R.) d'une algebre de Jordan convenablement choίsie.

En conclusion, on a ramene toute etude d'une R. G. a celles d'une
R. S. cyclique et d'une R. R.
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