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Abstract. The study of the set Q of WIGHTMAN'S functionals begun in ref. [5]
is continued in this paper. Haag-Ruelle asymptotic construction fl, 2] is formu-
lated for the case when all the pure WIGHTMAN'S functionals contained in the decom-
position of the given functional w £ Q generate the same set of asymptotic states.
As an example we consider a theory with the degenerate vacuum and prove that
it is physically equivalent to a theory with the single vacuum. For this case we show
that the transition to the theory with, the degenerate vacuum is equivalent to intro-
ducing of a charged spurion in the theory with the single vacuum. The mathemati-
cally correct creation and destruction operators for this spurion are given,

1. Introduction

Ce travail est le prolongement direct de Γarticle [5] dont les resultats
et les notations seront utilises sans explication supplementaire.

Nous etudierons la construction asymptotique de HAAG-RUELLE [1,2]
pour les fonctionelles de la classe Q [5], autrement dit, pour des fonc-
tionelles de la forme:

w — / wdμ(w)
s

oil s est un ensemble faiblement compact des fonctionelles de la classe
Qo et μ une mesure sur 5 normee a Γunite. Par definition la classe Qo

est constituee par toutes les fonctionelles de Wightman satisfaisant a la
condition spectrale forte et a celle d'unicite du vide [5J. Les fonctionelles
de la classe Q engendrent les theories avec degenerescence du vide.

D'habitude en formulant les axiomes de la theorie quantique des
champs on y ajoute la condition d'unicite du vide en supposant sans
Γavoir dit explicitement que la theorie avec degenerescence du vide ne
peut pas correspondre a la realite.

Pour se faire une idee sur ce sujet considerons le cas le plus simple de
la degenerescence du vide — la theorie engendree par la fonctionelle w\

w = ρ1w1 + ρzw2 ρi, 2 > 0 ρ1 + ρ2 = 1 wx Φ ιv2 wlt 2 ζ Qo .

L'espace hilbertien de cette theorie est la somme directe des sous-espaces
HWi et HWz engendres par w1, w2 respectivement, le sous-espace de vide
[5] est de dimension 2.
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En appliquant la construction asymptotique de Haag-Ruelle aux
fonctionelles w1)2 (nous supposons naturellement que c'est possible)
construisons les champs asymptotiques .4j^(°ut) (x) d a n s ϋ / ^ respective-
ment. Soient {mι

a, s^} i = 1, 2 α = 1, 2, . . . les caracteristiques des par-
ticules asymptotiques (raα designe la masse de la particule numero α,
<sα — d'autres nombres quantiques de cette particule) des fonctionelles
Wi i — 1,2 respectivement.

Considerons successivement differentes possibilites.
1. Un des ensembles, par exemple, {raj, s\} est vide. Autrement dit,

la fonctionelle w1 n'engendre aucune particule asymptotique. Dans ce
cas on peut traiter le probleme sans faire intervenir la fonctionelle tv1

parce que cette derniere n'influence pas les amplitudes de transition des
particules asymptotiques qui sont les seuls objets mesurables.

2. Les deux ensembles {m\, sty i = 1,2 etant non vides, tout ensemble
contient une particule n'ayant pas d'analogue dans Γautre ensemble.
Soient af (p) les operateurs de creation de ces particules defmis dans
Ew. i = 1,2 respectivement.

Si de telles particules existaient elles auraient une propriete etrange:
on ne pourrait jamais les observer simultanement. En effet dans une
semblable theorie les seuls etats contenant explicitement les operateurs
de creation des particules de deux sortes sont des superpositions

at (Pn)

oύ ψWί2(l) sont des vides dans HWio respectivement. Mais ce n'est pas
ce qu'il faut car d'apres Γinterpretation classique de la mecanique
quantique une telle superposition decrit un etat tel qu'un observateur
peut trouver ou bien les n particules de la premiere sorte ou bien les m
particules de la deuxieme sorte mais jamais les particules de deux sortes
a la fois.

Etant donne que dans la nature il n'y a pas de telles particules une
theorie de ce genre doit etre rejetee.

3. Les deux ensembles {m* ,4} ^ = 1, 2 sont identiques, par exemple,
m], = ma,sl = s% pour tout α == 1, 2, . . .. Designons par a^r

Oί(p) les
operateurs de creation des particules du type α dans Hw. i = 1,2 respec-
tivement.

Cette fois on doit choisir entre deux interpretations possibles. L'une
d'elles consiste a interpreter a^p) et a£x(p) comme les operateurs de
creation des particules differentes en entendant par cela que les deux
etats «iα(p) ψWί(1) et a£x(p) ψWi (1) peuvent etre distingues experimentale-
ment.

II est ciaii1 que cette interpretation se heurte aux memes difficultes
que la theorie consideree ci-dessus (le cas numero 2).
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Une autre interpretation consiste a postuler qti'il existe une seule
particule du type cc et a prendre pour operateur de creation de cette
particule la somme directe:

et de meme pour Γoperateur de destruction. Les operateurs de creation
et de destruction definis de cette facon satisfont evidemment aux rela-
tions de commutation canoniques.

Dans ce cas nous avons done a expliquer en quoi consiste la difference
entre les etats a&ip) ψWl(l) et a^(p) ψWi(l). Nous disons que ces deux
etats ne peuvent pas etre distingues experimentalenient et representent
la meme particule excitee au-dessus des vides differents:

< (P)

et de meme pour des etats contenant plus qu'une particule.
Comme une telle thόorie n'est pas apparemment en contradiction

avec Γexperience, nous Γetudions en detail dans les paragraphes suivants.
4. Toute particule d'un ensemble, par exemplβ, de {mj,sj} a une

analogue dans Γautre mais la reciproque est inexacte Alors les particules
de {m ,̂ s%\ se divisent en deux groupes: les particules ayant une analogue
dans {ml, si} et celles qui n'en ont pas. Si Pon adopte pour les particules
du premier groupe la description ci-dessus, une telle theorie pourrait etre
raisonable mais nous ne la considerons pas dans cet article.

Nous avons examine toutes les situations possibles dans le cas oύ
la degenerescence du vide est de dimension 2. II est clair que Γessentiel
de cet expose ne change pas lorsqu'on passe au cas de la degenerescence
plus puissante.

Mais il faut tenir compte que la forme de la degenerescence du vide
dont nous avons parle ci-dessus n'est pas la seule possible. Nous n'avons
considere que la degenerescence provenant de la reductibilite du champ
alors que, comme on le sait [3], le vide peut etre degenere meme si le
champ est irreductible. Cette derniere forme de la degenerescence reste
hors de notre consideration car nous nous bornons aux fonctionelles de la
classe Q pour lesquelles nous connaissons bien la structure algebrique de
la representation [5].

2. L'espace asymptotique

Soient iFune fonctionelle de la classe Q:

w = / wdμ(w) .
s

Ryj — la representation correspondante dans Γespace hilbertien Hw [5].
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Supposons que:
1. toute f onctionelle w ζ s est telle qu'il est possible de construire

par le procede de HAAG-RUELLE les champs asymptotiques A™(°nt\x)
et la matriee Sw:

(dans toute la suite de ee paragraphs nous dirons «le champ asymp-
totique» et ecrivons ^4^(°ut) (x) meme s'il s'agit de tout un systeme de
champs),

2. pour toute w ζ s la matriee Sw est un operateur unitaire, autrement
dit [2], les sous-espaces asymptotiques Hι^ou^ [les sous-espaces engendres
a partir du vide ψw{l) par les champs Aι^out)(x) respectivement] coin-
cident. Notons:

rin(out) {a) Ξ Σ I . . . J dχ^ ^ . . dXn aΛχχ _uXn) în(out) ̂  % , % ̂ in(out) K )

n

^ta(out) ( α ) = rin(oUt) {a) ψ a ( 1 ) > was ( α ) _ ^ ( 1 ) > ? m {a)y = ^ (l)> ψout ( α ) > -

Supposons de plus que:
3. la f onctionelle asymptotique est la meme pour toute w ζ s:

La derniere condition signifie que toutes les fonctionelles de s engen-
drent des systemes identiques de particules asymptotiques. L'analyse
du paragraphe precedent explique pourquoi nous nous intόressons a ce
cas particulier.

Notons:
HB= / θ H™ dμ(w) Cf®Hw dμ(w) m Hw .

S S

Definissons les champs asymptotiques dans H^ par les integrales directes:

^m(out)^) = J θ ^in(out)^) #

s

Evidemment

A^ (x) = SUA%(x) 8a1 oύ Sw= Jφ8ω
S

est un operateur unitaire dans # | s .
II resulte de la definition de H^ qu'il contient tout le sous-espace

de vide fig:
H&={ψ*(h1)' fζL2{μ98)

Designons:
i t ) i t )

et par H^mt)(f) la fermeture de Γensemble {ψ^{ont){a, f) : a ( i } dans
la norme de H^.
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Proposition 1. Soient /1 } 2 deux functions orthogonales dans L2(μ,s).
Les sous-espaces H[~(°nt) (flrί) sont alors orthogonaux. Pour toute base
orthonormale fnn — I, 2, . . . dans L2(μ, s)

oo oo

#£ = Σ © #*(/») = Σ
n = ί n = 1

Demonstration. On a:

d'oii la premiere assertion de la proposition.
Par definition tout vecteur ^ ( o u t ) ( α , /) appartient a IΓ^ d'oύ:

n = 1 n •=• 1

II nous reste a prouver que Γinclusion peut etre remplaeee par une
egalite. La demonstration de cette assertion est tout a fait identique a
celle de la proposition 3 de Γarticle [5], c'est pourquoi nous Γomettrons.

Passons maintenant a Γetude de la matrice 8$. II est clair que

SsΨδQ, ί) = Ψwβ, f) SwH%(f) = H^(j)

pour toute fonction / £ Lz(μ, s).
II est naturel de s'interesser aux sous-espaces de H'^ stables a la

fois pour Aι~{x) et pour S^ (done, et pour A^i{x)). Un tel sous-espace
όtant trouve, rien n'empeche de le prendre pour espace asymptotique
du systeme (cela signifiant que les etats observables appartiennent tous
a ce sous-espace).

Soit done un tel sous-espace. II est stable pour Aι~{x) par hypothese,
done, en contenant un vide ψ^(l, /) il contient tous le sous-espace HB(f).
II en resulte que le probleme peut etre formule de la facon suivante:
L etant un sous-espace de L2(μ, s), quelle est la condition necessaire et
suffisante pour que le sous-espace

soit stable pour S^ ?
Soient a, b deux elements de A. Designons:

II est evident que la fonction Sab(w) est bornee sur s. Nous la supposons
en outre mesurable.
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Remarque. Dans les cas concrets lorsqu'on peut definir Sah(w) comme
limite simple d'une suite des fonctions continues (voir le paragraphe
suivant) la mesurabίlite de Sab(w) rόsulte du theoreme de EGOROFF [4].

Proposition 2. Pour que le sous-espace Hι^(L) soit stable pour 8^ il
faut et il suffit que L soit stable pour multiplication par toute jonction 8ah (w):

Demonstration. Notons: U == L2(μ, s) θ L. II est clair que H^
= HB (L) θ HB (Lf) d'oύ on voit que HB (L) est stable pour S® si et seule-
ment si Γegalite

<V^(α,A),^πt(δ,/)> = 0

est valide pour tous les a, b ζA et toutes fonctions / ζL9 h ζL'. On a:

<Vs («. h)' C < δ ' /)> = / sa»(w) h*{w) /(w) dμ(w)
s

d'ou la proposition.
Corollaire. Pour qu'un sous-espace Hι-{f) soit stable pour 8-v il faut

et il suffit que la fonction 8ab(w) soit constante sur le support de f pour
tous a,b ζA.

II en resulte qu'en general aucun des sous-espaces H1^ (/) n'est stable
pour Sύ, ce qui signifie qu'il existe des amplitudes de transition non
nulles entre des excitations au-dessus des vides differents.

Remarque. Du point de vue de Γinterpretation consideree les deux
f onctionelles:

wx= fιvdμ1(w) ϊv2= fwdμz(w)
s s

decrivent la meme theorie physique si les mesures μx et μ? sont equiva-
lentes. En effet, soit flii = \P2, . . . une base oxtnonormale dans L2(μ1, s).

Alors l'ensemble des fonctions f2ί{ιo) = fu{ιυ) φ(w) oύ φ = l-j-~\

constitue une base orthonormale dans L2(μ2) s). On a:

<C(«. fu), S^y^ifi, /»)> = <C(«, hi), 8*.V&Φ> h*)>
d'oύ on voit que ces deux theories se confondent si Γon identifie

3. Retablissement de la symetrie,
degenerescence du Tide et formalisme du spurion

Dans ce paragraphe nous etudions cette construction asymptotique
du point de vue de la symetrie.

Soit w une f onctionelle de la classe Qo non invariante par un groupe
T C T° [5]. Si T est compact, on peut deiinir «la moyenne» :
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oύ wτ ζ Qo [5] est dάfinie par Γequation:

wt(a) = w(τa) iv = ιv1

et μ est une mesure sur T invariante a droite:

dμ(rτf) = dμ(τ) V τ ' ζ T .

La fonctionelle w est T-invariante par construction. On peut verifier
(ce qui a ete fait dans [5] pour un groupe de jauge) que la fonctionelle w
appartient a la classe Q pour tout groupe compact 7~C T°

Nous nous interessons a la relation entre les theories physiques
correspondantes aux fonctionelles w et ϊv.

Pour parler concretement considerons le cas oύ T est un groupe de
jauge. Soit done w £ Qo une fonctionelle decrivant une representation du
champ complexe Λi(x) i = 1, 2 oύ Ax(x) ΞΞ A (x), A%(x) = A+(x). Suppo-
sons que cette fonctionelle n'est pas invariante par le groupe de jauge
du champ Ai(x):

Ai(x) -> Aι{x) expίαε^, εx ~ — 1, ε2

 == 1

Soit G== \g(a) : α ζR1} le groupe des ^-automorphismes de Falgebre A
representant ce groupe de jauge:

n
0(α) α)ΐ1...in(aΐ ^ J = ^...infri O expiα 27 eΐjb, ^α = 1, 2 .

Notons:
WΞΞ=W0 WX (a) ΞΞ w(g(α) α) .

Les fonctions de Wightman ^f)#.ίn(^i . . . %n) dependent de α par
Γintermediaire du facteur expiaN^ . . . in) oύ iV(% . . . in) est le nombre
de champs A2 moins celui de champs Ax contenus dans la fonction de
Wightman consideree. La non in variance de w signifie qu'il existe des
fonctions w^Λn(xx . . . xn) non nulles telles que N(i^ . . . in) φ θ . II a
ete montre [5] que Γensemble des fonctions

. . . in) : w^]tAnΦ 0}

constitue un groupe, autrement dit, il est de la forme

{expiocmn :n = 0, ± I, ±2, . . .}

oύ m est un entier fixe. Les fonctions wa (a) (a ζA est fixe) appartiennent
a l'espace CQ (2 π\m) des fonctions continues periodiques de periode
2 π\m et constituent un ensemble dense dans cet espace en vertu du
lemme 3 de Γarticle [5].

Pour retablir la symetrie G il faut passer a la fonctionelle

_ m W* .
W f Wd
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Ces deux cas sont physiquement tout a fait differents. Dans le premier
cas les particules asymptotiques portent une G charge definie, mais
En comparant avec la forme canonique des fonctionelles de la classe Q
on voit que s = {w^-.ocζ [0, 2 πjm)} ([0, 2 πjm) designe Γintervalle demi-

ouvert) et dμ(wa) =——doc. Dorenavant nous designerons Γespace

L2(μ, s) plus simplement par L%.

Nous desirons comparer les theories physiques correspondantes aux
fonctionelles w et w. Commencons par la fonctionelle w et supposons
pour simpliίier que cette fonctionelle engendre un seul champ complexe
asymptotique de la masse m.

Ecrivons les premieres functions de Wightman de cette fonctionelle:

ρik(p2) .

La premiere demarche du procede de Haag-Ruelle est la construction
du champ auxiliaire Bi(x) (champ d'interpolation). Pour faciliter ce
probleme supposons que:

ρ1*(Pa) = «W(2> ϊ-»fta) + σ<k(2>«)

oύ σik{p2) est nulle dans un voisinage du point p2 =? m2.
Alors on peut prendre

BΛP)-Hp*) Σ aiMp) + c,
h = l

oύ Bi(p), Ai{p) sont les transformees de Fourier des champs Bi(x)9 Ai{x)
respectivement, λ (p2) est une f onction de Γespace de Schwartz a support
compact contenu dans un voisinage du point p2 =* m2 de sorte que le
produit λ{p2) σik{p2) soit nul, aik,Cι — des nombres complexes qu'on
doit choisir de f aeon que les premieres f onctions de Wightman du champ
Bi(x) soient identiques a celles du champ complexe libre de la masse m,
de faeon precise:

^ δ(p2 - m2) bih

oύ bn = &22 = 0, bn = b21 = 1.
Si la fonctionelle w etait G invariante, on aurait hί = 0 ρ n = ρ22 = 0

et par suite c{ == 0, a1% = a21 = 0. w n'etant pas supposee G invariante,
on doit distinguer deux cas:

1. w n'est pas G invariante, mais la partie qui intervient dans la
construction de Bt{x) est G invariante: Λ4 = 0, dn = d22 = 0. Dans ce
cas Cι = 0, a12 = ct2l — 0.

2. Meme cette partie n'est pas G invariante.
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Γinteraction ne conserve pas cette charge. Cette situation est comparable
a la non-conservation de Γetrangete dans la theorie de Γinteraction
faible.

Dans le deuxieme cas on ne peut plus attribuer de G charge deίinie
aux particules asymptotiques ce qui se passe par exemple avec la charge
electrique dans la theorie de la superconductivite.

Formulons le passage de A^x) a Bi(x) d'une facon compacte. Soit

2

Λo(α) = Σ Σ /* *'/ dxx . . . dxnaiχ^Λn(xx. . . xn) Aiχ(x^ . . . Ain{xn) .
i 1ι... in

Designons par rw(a) la meme expression oύ A^x) est remplaee par Bi(x).
Alors Γequation rw(a) = rw(ha) definit un ^-homomorphisme de Γalgebre
A sur elle-meme. Cet homomorphisme est permutable avec 0 dans le
premier cas et non permutable dans le deuxieme cas.

Le champ B£{x) etant constant, deίinissons:

oύ gt est le *-automorphisme de A :

(gta)i1...iM P J = ^..ΛM •••P«)exp»ί Z 1 0 f c o - « ( p * o ) p f o )

et s(p0) est une fonction indefiniment diίferentiable caracteiϊsee par les
proprietes suivantes: 1. ε{- p0) = - ε(p0), 2. elle coincide avec ε{p0)
^ θ(p0) ~ θ(~ pQ) partout sauf un voisinage suffisamment petit du
point p̂0 == 0.

Nous supposons que la limite en question existe dans la norme de
Γespace Hw pour tout a ζ A ou au moins pour un ensemble topologique-
ment dense dans A et que γ^oui){a) sont des etats d'un champ libre en
ce sens que les fonctionelles

sont egales toutes deux a la fonctionelle de Wightman du champ com-
plexe libre de la masse m. Si ιv £ Qo est locale, ce n'est plus une supposition
mais une assertion prouvee par D. RTJELLE [2].

Notons:

w™(ά)~wm{a) = wout{a) .

L'applicatίon Swψ^(a) = ψ^iμ) est Γisometrie de sous-espace H*£ [la
f ermeture de Γensemble yf£ (α): α ζ A] sur H0^ [la f ertneture de Γensemble
ψ^^'.aζA]. Pour que Sw soit unitaire il faut et il suffit que les sous-
espaces H™ et H^ soient identiques [2]. Nous le supposons et designons



Degenerescence du vide 111

La fonctionelle was est par construction invariante par les transfor-
mations de jauge du champ ^4lu(out) (α;) \iv™(g(&) a) = w;as(α). Nous nous
interessons aussi aux proprietes de symetrie par rapport aux transfor-
mations de jauge du champ A{(x).

Si Γon fait subir au champ At{x) une transformation de jauge
Λ{(x) -> Λi(x) exp iocSi, on voit que

?w(a) •= rw(ha) -> rw(g(oή ha)

ψw(hgta) -+ ψw(g(<x) hgta)

II est evident que dans les deux cas (interaction faible et super-conducti-
vite) Γequation g(oc) h = hgh(oή definit un *-automorphisme gh(oή de
Γalgebre A. Dans le premier cas gh(a) est identique a g(oc), dans le
deuxieme cas ce sont des automorphismes differents. On voit done qu'une
transformation de jauge du champ At{x) engendre la transformation
^m(out)^ _^ ̂ m(out)^^αj ^ ^ e s ^tats asymptotiques. II est clair que la
fonctionelle asymptotique est invariante par rapport a ces transfor-
mations dans le premier cas et qe'elle est non-invariante dans le deuxieme
cas. Par consequent e'est seulement dans le premier cas que nous pouvons
introduire la notion de la charge des particules asymptotiques associee
au groupe de jauge du champ Ai(x).

Etant donne gh (α) == g(oc), construisons deux representations unitaires
du groupe G:

y%(mt)(g{«) a) =

En vertu de la definition:

jjln(out) ( α ) - l = ^iuCout) ^ e χ p

d'oύ on voit que les charges correspondantes

peuvent etre representees comme Γoperateur du nombre de particules
moins celui du nombre des antiparticules in (out) respectivement si
u41

1

n^out) (x) contient comme d'habitude Γoperateur de destruction de la
particule et celui de creation de Γantiparticule in (out) respectivement et

^2w>°Ut) W ~" ̂ e s °P® r a ^ e u r s conjugues.
Les deux representations sont unitairement equivalentes:

et comme w n'est pas G invariante

ce qui signifie que U^(cc) n'est pas permutable avec la matrice Sw

[de meme pour ί7°ut(αf].
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Remarque. II peut arriver que la matrice Sw conserve la charge
(autrement dit, U™(GC) = £7^ut(α)) bien que la fonctionelle w ne soit
pas G invariante. Nous supposons que ce n'est pas le cas.

Soit anj% un element de A tel que ψ^(p>nτ£) contienne n particules et
n antiparticules. Evidemment

L'inegalite Q™ φ ζ^ufc signifie qu'il existe deux όtats asymptotiques
ψlw{an,ϊϊ)> Yw&n'tn') ^ e charges differentes (n — n φ n' — n') tels que
Γamplitude de transition

<γ£Kβ),S»vE(δ»',«')>
ne soit pas nulle.

Dans le cas considere cette amplitude de transition est engendree par
la fonction de Wightman contenant n' + n de champs A2 et n + n'
champs Aλ. En vertu de Γhypothese sur ιυ, pour que cette amplitude
ne soit pas nulle il faut que le nombre n' -f n — n — n' soit multiple de m}

autrement dit, le changement de la charge satisfait a la regie de selection
suivante: A Q est multiple de m.

Passons maintenant a la theorie correspondante a «la moyenne»:

m 2π/m

construite a partir de w =Ξ tv0. Dans cet article nous nous bornons a
Γanalyse du premier cas seulement (interaction faible). Le resultat sera
le suivant: si Yon interprete la theorie w de la fa9on decrite dans les
paragraphes precedents cette theorie est physiquement identique a la
theorie initiale w. Tout ce qui suit est la demonstration de cette assertion.

Prouvons tout d'abord que la fonctionelle w satisfait aux conditions
1 — 3 du paragraphe precedent ce qui permet d'appliquer les proposi-
tions 1,2.

II est evident que:
1. on peut utiliser le meme homomorphisme h pour toute fonctio-

nelle ^ α : α ( β Ξ [0, 2 π/m),
2. si la construction de Haag-Ruelle marche bien pour w=ιv0,

(ce qui est suppose), elle marche bien pour toute w^'.ocζe et par suite
on peut deίinir correctement les champs asymptotiques A^out)(x), la
fonctionelle asymptotique w^, la matrice SWoι,

3. les fonctionelles asymptotiques sont les memes:

uf* = w^ V α, c/J ξ e .

Seule Γunitarite de la matrice 8Woι n'est pas evidente.
Lemme. Si SWo est unitaire, il en est de meme de SWχ V cc ζe.
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Demonstration. Nous devons done montrer que Γegalite Hin = i P u t

entrame H™Λ = H™* pour tout ocζe.
Soit an\n = 1, 2, . . . une suite d'elements de 4̂ telle que Γensemble

WlwSan)' n=z I? 2, . . . soit une base orthonormale dans iϊj^ (une telle
suite evidemment existe). Alors Γensemble ψ^a(an):n = I, 2,°. . . est une
base orthonormale dans H^ en vertu de Γequivalence unitaire entre
A™o(x) et A%Λ{x). Prouvons que H$Λ 2 #&**. Pour faire cela il suffit de
verifier que Γegalite:

<vS5f («)• vS? (&)> = ί 1 <Kΐ («)> ΨZ («J> « K), < * (ft)>
n = l

est valide pour les α, δ ξ ^4. Comme cette egalite est vraie pour wQ par
hypothese il est naturel de chercher une relation entre des amplitudes
de transition correspondantes. On a:

ί l «) + hgtb) = lim wo(^(α) [(4^,0)+ hgtb])
l χ l 1 — > — OO x

t2 - > + CO t2 - > + OO

^ m ^ wo((hgtig{oc) α)+ A^agr(α) 6)

oo

II vient:

= Σ <VC<0(«) «). V£ n) & ) V C ^ »
7 1 = 1

Puisqueyfc(g(κ) an) = Ϊ7^(α) y£>«), Γensemble C ( ^ ( α ) αn):w = 1,2,...
est aussi une base orthonormale dans Hm et par suite le membre droit

Wo x-

de Γequation ci-dessus est egale a

d' oύ Γassertion.
En permutant (in) et (out) dans le raisonnement on peut demontrer

Γinclusion inverse ce qui acheve la demonstration du lemme.
En appliquant la construction du paragraphe precedent introduisons:

•£-

Le sous-espaee de vide H% C H^ est isomorphe a L2. L'ensemble des
fonctions fn{oή = exp i&mn:n = 0, ± 1 , ± 2, . . . etant une base ortho-
normale de L2, l'ensemble des vides ψ^{l, fn):n = 0, ± 1, . . . eonstitue
8 Commun. math. Phys., Vol. 13



114 A. N. VASSILEV:

une base orthonormale dans //£. En vertu de la proposition 1
GO OO

ί/as __ y as τj'mίf \ __ V φ Hout(f )nw — ZJ ® ^w \Jn) — ΔJ ® ^w \ln)
n = — oo -a = — oo

Oonsiderons une fonction

II est elair qu'on pent choisir a, b ζ A de sorte que cette fonction ne soit
pas constante sur e. En effet, d'apres la demonstration ci-dessns:

Comme Um (α) ne commute pas avec >Ŝ Γo par hypothese, il existe a,b ζ A

tels que

d'oύ Γassertion.
En appliquant le corollaire de la proposition 2 on voit qu'aucun des

sous-espaces Hι£(fn) n'est stable pour >Ŝ .
Passons a la symetrie. On peut construire les trois representations

du groupe G. Tout d'abord on a

(α' est une variable muette) oύ Ul^?ut) (α) sont les operateurs unitaires
dans JEΓg,̂ , definis par Γequation:

Les charges coxxespondantes:

= exp i

seront appelees charges des particules car pour tout etat asymptotique
contenant n particules et n antiparticules excitees au-dessus de n'importe
quel vide cette charge est egale a n ~ n.

Definissons deux operateurs:

n = — oo

oil p™(°ut) sont les projecteurs sur H^{out:)(fn) respectivement. Ces opera-
teurs seront appelees charges asymptotiques du vide. Par definition la
charge in(out) du vide de tout vecteur de £fJB(out)(/J est egale a, mn.

Soient U[£^^(oc) = exj)iocQ^°^ les representations unitaires du
groupe 0 engendrees par les charges du vide. On peut verifier que pour
tout vecteur ψ^{out)(a, f)
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oύ /α(α') = /(α + oc'), autrement dit, la restriction de la representation
^£vide (α) a u S 0 U S - e s P a c e de v ^ e constitue la representation reguliere
du groupe G.

II est evident que la matrice 8$ ne conserve ni la charge des parti-
cules, ni celle du vide.

L'invariance de la ίonctionelle w permet de construire encore une
representation du groupe G. Les opόrateurs unitaires de cette represen-
tation sont definis par Γequation [5]:

[Uu,(oc) x]Wa, = V(ws, wΛ+u>) [x]WΛ^

oil x — un vecteur de H^, [x]Wu — sa composante dans H W Λ , V(ιvσ/, ιoσ + (X>)
— Γisometrie de Hm+K, sur HWg[,:

V(u>Λ>, wκ+u,) ψWχ+Oί,{a) = ψWχ,(g(cc) a) .

Designons par QΓυ la charge correspondante et demontrons
Proposition 3. La charge Q^ est la somme de la charge des particules

et de celle du vide:

Π — O i n -4- O i n — O o u t 4 - O o u t

Hio ~ V^ -r V ^ j V i d e — Ψϊϋ -t- ^ f V i Λ β

La charge Q^ se conserve dans Vinteraction:

Demonstration. On peut facilement verifier que les charges QiJ1 et
ζ^vide sont permutables. Prouvons que

sur H^. Pour a ζA,f ζL2 fixes ecrivons:

[ί/δ(α) y i > , f)]Bβ, « V(wχ., ιoα+α.) [^(a, j)]Wχ+cc,

= /(α + α') 7(10... w,+β.) yj?α+α,(α)

= / ( α + α ' ) F(wβ.,tϋα+α-) lim. ψw^
ί — > — oo

= / ( α + α') l i m V(wΛ>,wΛ+Λ>) ψw<x+(χf
t—>— oo

- / (α 4- oc') lim ψWχ, (hgtg(oc) a)
t—>— co

= /(α + »') yftvigia) a) = [^(?(«) «,
d'oύ

En vertu de la proposition 1 Γensemble ψι-(a, f) :a ζ A, f ζ L2 est dense
dans iϊ^ s, d'oύ. 1'assertion.

La demonstration est evidemment valide et pour £7^ut(α), ^ U y i d e (α)
done

O — Π i n 4- O i n — Π o u t -4- O o u t

et par consequent Q^ = SwQw^ib1 ^-'o u ^a proposition.
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La symetrie de la fonctionelle w correspond done a la conservation
de la charge totale du systeme: les particules plus le vide. Puisqu'un
observateur ne voit que ce qui se passe avec des particules pour lui il
n'y a pas de difference entre les theories w et w: toutes deux predisent
la non conservation de la charge des particules. La difference est seule-
ment dans Γinterpretation: dans le premier cas (w) cette charge ne se
conserve pas tout simplement, dans le deuxieme (w) — elle ne se conserve
pas parce qu'elle passe des particules au vide.

Calculons maintenant des amplitudes de transition dans la theorie w.

Soit ip^{an,n'> ίk) u n ^tat asymptotique contenant n particules,
n antiparticules excίtees au-dessus du vide de charge mk. On a:

2π/m

2π/

f doceχPία

n' — n' — n + n)

oύ nous avons utilise la relation entre des amplitudes de transition des
theories wa et w0 (voix la demonstration du lemme).

Au commencement de ce paragraphe nous avons montre que pour
des amplitudes de transition non nulles de la theorie w0 le nombre
n' — n' — n + n est multiple de m. II en resulte que Γintegrale en question
est egale a 1 si mk' + n' — nr — mk + n — n et dans le cas contraire
Γintegrale est nulle.

Deux conclusions en resultent. La premiere est deja connue: la charge
totale se conserve dans Γ inter action. La deuxieme est plus inter essante:
Γamplitude calculee est numeriquement egale a Γamplitude correspon-
dante de la theorie w = wQ.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver que la theorie w
predit les memes probabilites de transition pour les particules que la
theorie initiale w.

Supposons qu'avant Pinteraction un observateur voit n particules
et n antiparticules dans un etat decrit par Γelement aniΨi de Γalgebre Λ.
Calculons la probabilite de trouver apres Γinteraction n' particules et n'
antiparticules dans Γetat decrit par bn>^ ζ A.
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Dans la theorie initiale cette probabilite est egale a

ι<Cfe,S'),^c0Kή)>i2

Pour la theorie w le calcul est plus complique. En voyant des particules
Γobservateur ne connait pas au-dessus de quel vide ces particules sont
excitees. II peut prendre pour etat initial tout vecteur ψ^ia^nΊ f) &
condition que le vide ψβ(l, f) soit norme a Γunite. Nous allons voir que
le resultat ne depend pas du choix du vide initial.

Comme Γobservateur ne distingue pas des particules excitees au-
dessus des vides differents, la probabilite totale de trouver n' particules
et n' antiparticules dans Γetat bn>^> apres Γinteraction est egale pour
lui a la somme

tΣ _
Decomposons /:

oo oo

2

parce que le vide ^ ( 1 , /) est suppose norme a Γunite.
En substituant cette decomposition dans la somme ci-dessus et en

utilisant Γexpression connue pour Γamplitude de transition entre deux
etats excites au-dessus des vides de charges fixees on trouve facilement
que la somme est egale a

oo

k = — oo

d'oύ Γassertion.
On voit done que les theories w et w sont physiquement όquivalentes

et ne se distinguent que par la f aeon de decrire la non-conservation de la
charge des particules.

En physique on emploie encore une facon de decrire la non-conser-
vation de la charge — e'est le formalisme du spurion. On appelle spurion
une particule hypothetique qui ne porte pas d'energie-impulsion mais
possede par exemple la charge (ou d'autres nombres quantiques). Alors
si on a un processus avec changement de la charge des particules on dit
que ce processus est accompagne d'une creation ou d'une destruction de
spurions charges de sorte que la charge totale soit conservee.

II est clair que le passage de w a w est equivalent a Γintroduction du
spurion de la charge m dans la theorie w.

On peut prendre pour operateurs de creation et de destruction du
spurion deux operateurs du commutant R^ de la representation reduc-
tible Rΰ [5]:

a+ = B(fx)a8V= £(/_!)
oύ

/± 1(α)=Ξ exp(± imoc) .
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Rappelons que nous designons par B(f) Γoperateur du commutant Bγv

defini par Γequation:

oύ x est un vecteur arbitraire de H^} [x]Wcc ~ sa composante dans HWχ.
Les operateurs de creation et de destruction du spurion sont unitaires

{a^vasv = 1 ) et permutables avec le champ A^(x) avec les champs
asymptotiques ^ ? ( o u t ) ( # ) et avec la matrice SΓϋ, Nous omettons la
demonstration des assertions ci-dessus.

Par definition:

d'oύ on voit que le vide ψw(l, 1) est le vecteur cyclique dans H^ pour
Γensemble d'operateurs compose du champ Λι^(x) et des operateurs de
creation et de destruction du spurion.

3. Conclusion

1. Dans le cas considere la theorie w avec degenerescence du vide
est complement equivalente a la theorie w dont le vide est non degenere.
Les deux theories predisent les memes probabilites de transition pour
les particules asymptotiques.

2. La symetrie qui se retablit au passage de iv a w correspond a une
loi de conservation pour le systeme total compose des particules et du
vide.
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