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Abstract. The special set Q of WIGHTMAN's functional is considered. All the
pure functionals that belong to Q have the strong spectral property and the single
vacuum. All other functionals from Q may be represented by integrals over (weak)
compact sets of pure functionals from Q. The Borchers structure theorem is proved
for this set. The conditions of the unitary equivalence of the representations and
their similarity are given. These results are applied for the analysis of the sym-
metry problem. In particular we formulate the necessary and sufficient condition
for the given group of automorphismvS to be unitarily implemented.

1. Description de la classe Q

Soit A la * algebre de BORCHEHS [2] constituee par des «chaϊnes»
finies:

a=(ao,a1{x),a2{x1>x2), . . .)

oύ a0 — πn nombre eomplexe, an{xx . . . xn) appartient a Γespace de
SCHWARTZ $ 4 n . L'algebre A munie de la topologie limite inductive striete
de la somme directe des $ 4 n est un espace topologique nuclέaire [3].

Soit w une fonctionelle de WIGHTMAN, c'est a dire une fonctionelle
(une forme lineaire) continue positive sur A, invariante par le groupe de
POTNCAΪLE (^-in variant e) [1, 2] et satisfaisant a la condition spectrale
[1, 2]. Designons par Ko le cone (convexe, saillant, faiblement ferme) de
ces fonctionelles, par K — le cone (convexe, saillant, faiblement ferme)
de toutes les fonctionelles positives.

Nous n'exigeons pas la localite et ne Γutilisons pas sauf mention
explicite du contraire. Dans toute la suite de cet article nous supposons w
normee a Γunite (w(l) = 1).

Designons par Rw la representation construite a partire d'une w ζ Ko

par le precede du theoreme de la reconstruction [1, 2], par rw(ά): aζ A
— ses elements, par Hw — Γespace hilbertien de la representation, par
ψw(l) — le vecteur cyclique. Les operateurs de Rw sont definis sur

Lw= {ψw(a) Ξ rw{a)ψw{\): a ζ A)
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qui est dense dans Hw par construction (dans la suite nous appellerons
cette propriόte cyclicitό de Mw). On a:

Designons par Uw(λ,Λ) la representation unitaire du groupe de
POINCARE dans Hw:

ou λ ξ B* est un vecteur de la translation, A — un element du groupe de
LOKENTZ homogene, [λ, A] — la representation canonique du groupe de
POINCARE par les *automorphismes de Γalgebre A [1,2].

Designons par H%, le sous-espace de vide de Γespace Hw c'est a dire
1'ensemble de vecteurs invariants par Uw(λ, 1):

x ζ H% o Uw(λ, 1) x - x V λ ζ B*.

Sous les hypotheses traditionnelles y compris la localitό, BORCHERS [2]
a demontre que H% est ^-invariant:

La localite n'etant pas exigee, nous n'avons pas le droit d'exploiter cette
assertion.

Definition. Disons qu'une fonctionelle w ζ KQ appartient a la classe
Qo si elle:

1. est un point extremal de Ko>

2. satisfait a la condition spectrale forte [2],
3. a le vide non degenere (le sous-espace de vide H% est de dimension 1).
Un point extremal dans Ko peut ne pas Γetre dans K. Demontrons

quand meme.
Proposition 1. Supposons qu'une w ζ Ko a la decomposition:

10 = QιW1

Jr Q% W2 Qu 2 > 0

Qi + ^2 = ! WiΦw2 wl>%£K

Alors les fonctionelles wli% sont necessairement invariantes par le groupe
des translations et satis font a la condition spectrale. Si le sous-espace de
vide Hw est &-invariant, les fonctionelles wx>% sont aussi έP-invariantes.

Si w satisfait a la condition spectrale forte il en est de meme de wltZ.
Si w est locale, il en est de meme de w1)2-

Lemme 1. Soient w ζ KQ, Rw la representation correspondante dans
Hw, x — un vecteur dans Hw. Si la fonctionelle:

wx(a)^ (x,ψw{a))
est symέtrique:

wx{a+) = wx(a)*

le vecteur x est un vide dans Hnl).
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En effet, par hypothese:

(x, ψw{a+)) = (ψw{a), x) V a ζ A
d'ou:

(x9 ψw([λ, 1] α+)> = (ψw([λ, 1] a), x)

pour tout a ζ A et toute translation λ ζ -R4. Ecrivons:

/ e^d (x, E,ψw(a+)) = / er*»*d (Epψw(a), x)

ou EP est une mesure a valeurs projecteurs:

dont le support est contenu dans le cδne futur:

L+ s {p £ E«: t - ^ - 2>2 δ 0, :P0 S 0}

en vertu de la condition spectrale. Par suite les deux parties de Γequation
ci-dessus etant considerees comme des fonctions de Λo eomplexe (pour
un λ ζ B2 fixe) sont valeurs au bord des fonctions holomorphes et bornees
dans les regions Im λ0 > 0, Im λ0 < 0 respectivement. Etant egales sur
Γaxe reel ces fonctions constituent une fonetion holomorphe et bornee
dans tout le plan de λQ comp]exe, done cette fonetion est constante,
d'oύ la conclusion.

Passons maintenant a la demonstration de la proposition 1. Soit done
une w ζ KQ ayant la decomposition:

w = ρ1w1+ Q2

 W2 Qi,z>® ^ i + ^ 2 = ! wx^-wz wlt 2 ζ K

Demontrons que ̂ ^I>a sont invariantes par des translations.
Pour le faire, realisons Bw et BWι o comme d'habitude et considerons

les applications lineaires Yi i — 1, 2 de Lw C Hw sur Lw. C HWi respective-
ment:

ViVwW = ψWi(*)> * = 1 , 2 .

Ces applications sont bornees:

l |F i V w (β) l 2 = WψwMψ = wtia+a) £ ±w(a+a) =±-\\ψw(aψ.

Ecrivons:

Wi{a) - <^.(1)5 ψm(a)) = {Vt ψWi(l)9 yw(α)>

Les fonctionelles wlf2 sont positives, done symetriques et en vertu du
lemme 1 les vecteurs V£ ψw.(l) appartiennent a H®,. II en resulte que wlt 2

sont invariantes par des translations et si en outre le sous-espace de vide
H% est ^-invariant, il en est de meme de wli2.

Avant de continuer la demonstration formulons la condition spectrale
etc. d'une facon compacte.

Soient an(x1. . . xn) une fonetion de Γespace de SCHWARTZ 8ίn

&n (Pi - - - Pn) — s a transformee de FOURIER. Designons par Supp^ an

Γensemble de points pζ B* tels que la fonetion de n — 1 variables
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/ n-l \

px. . . pn-! : dn \p1. . . ^ - 1 5 p - Σ Pi) n ' e s t P a s n u l l e Designons:
\ ί = i I

py a Ξ U Supp^ αn

en entendant sous Supp^ aQ le point £) = 0 si a0 φ 0 et Γensemble vide
dans le cas contraire.

Alors la condition spectrale s'ecrit [2]:

y«(«) = o

pour tout a ζ A tel que Supp^ & n L+ = 0 .
La condition spectrale forte s'ecrit :

pour tout α ζ 4̂ tel que Supp^ α n { | ) = 0 i j Vμ} = 0 oϋ F^ est Γhyper-
boloίde:

contenant le spectre continu de Γoperateur d'energie-impulsion.
La condition de la localite s'ecrit: ψw (a) = 0 pour tout a ζ I c oϋ I c

(la notation de Γarticle [2]) est Γideal bilatere engendre par les elements
de la forme:

(0, 0, a{xx) b(x2) - b{xλ) a(x2), 0, 0, . . .)

oΐi a, b sont des functions a support compact telles que la separation
entre Supp^ a et Supp^, b est de genre espace (pour les details voir [2]).

Pour aehever la demonstration de la proposition 1 il suffit de se
servir de ces definitions et de Γinegalite:

\\Ψwi(a)\\2^-~:\\ψM\\2-

Corollaire l Toute fonctionelle locale extrέmale dans le cone des fonc-
tionelles locales est extremale dans le cone de toutes les fonctionelles positives.

Corollaire 2. Toute w ζ Qo est extremale dans K.
Dans ce cas il n'y a pas de question de Γinvariance relativiste de H%

car il est engendre par un vecteur ψw(l) (condition 3) qui est ^-invariant
par definition.

Designons par T le groupe de tous les * automorphismes de Γalgebre
A continus pour sa topologie, par T° le sousgroupe des * automorphismes
permutables avec les * automorphismes du groupe de POINCARE.

Proposition 2. Soient wζQQ,τ ζ T°. Definissons;

wτ (a) Ξ= w (τα) .

La fonctionelle wτ apportient a Qo.
II est evident que wτ est positive et ^-invariante. Elle est extremale

dans K, sinon w serait aussi decomposable:

Wt = Ql Wl + Q2 W2 =» W = e i (^ l)τ- l + QZ(W2)T-1 '
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Demontrons que wτ satisfait a la condition spectrale forte et a celle
d'unicitό de vide.

Soient Rw, R ^ les representations dans Hw, HWτ respectivement.
Considerons Γapplication F τ de Lw C Hw sur LWτ C HWτ:

Vτψw(τa) = ψWτ(a) V aζ_A .

Cette application est evidemment isomόtrique et pent etre prolongee
par continuitό sur tout Hw. En utilisant les definitions et la condition
τ ζ T°, nous trouvons:

UWτ(λ,Λ)= VτUw(λ,Λ)V-1.

Cela signifie que les representations unitaires du groupe de POINCABE
dans Hυj et HWτ sont unitairement όquivalentes ce qui entraϊne la coinci-
dence des spectres des operateurs d'energie-impulsion et de dimensions
des sous-espaces de vide.

Soient w ζ KQ, Rw la representation correspondante dans Hw. A la
suite de RUELLE [4], nous appelons commutant de la representation Rw

(designons par E'w) Γensemble de tons les operateurs bornes B dans Hw

tels que Γegalite:

(ψw (<*>)> BΨWΦC))= (ψw(b+a), B ψw(c))

est valide pour tous les a, b, c ξ A.
II est evident que R'w contient avec deux operateurs B^ 2 leurs combi-

naisons lineaires et leurs a joints Bf2

Lemme 2. Soient w ξ Ko, Ew la representation correspondante dans Hw,
B un operateur du commutant R'w.

Le vecteur B ψw (1) est un vide dans Hw.
II suffit de le demontrer pour les operateurs auto-ajoints de R'w.

Soit done un B = B+ ζ R'w. La fonctionelle:

wB{a) = <^(1), B ψw{a))
est symetrique:

d'oύ la conclusion (lemme 1).
Notons qu'en demontrant les lemmes 1,2 nous avons suivi le raisonne-

ment de BOUCHERS ([2], theoreme 4).
Proposition 3. Soit une w ζ QQ. Le commutant R'w est trivial.

Cette assertion est bien connue [4]. Demonstration. Soit un B ζ R'w.
On a:

(ψw{a), Bψw(b)) = (ψw(b+a), Bψw(l)) .

En vertu du lemme 2 Bψw(l) est un vide. Le vide etant unique par
hypothese (w ζ Qo), il en resulte qu'il existe un nombre complexe c tel que:

(ψw(a), Bψw{b)} = c (ψw(b+a), ψw(l)) = c (ψw(a), ψw(b))

d'ou B = c a la suite de la cyclicite de Rw.



86 A. N. VASSΓLEV:

Passons maintenant a la description de la classe Q. Soit s C QQ un
ensemble de f onctionelles satisf aisant aux conditions suivantes:

4. s est ferme et borne pour la topologie faible de Γespace des fonc-
tionelles continues sur A,

5. toutes les fonctionelles de s ont la masse minimale commune; de
facon precise, il existe un μ > 0 tel que pour toute fonctionelle w ζ s le
spectre continu de Γoperateur d'energie-impulsion est contenu a Γinterieur
de Γhyperboloϊde Vμ.

Etant ferme et borne, s est compact pour la topologie faible [5].
II est evident que tout ensemble fini de points de Qo satisf ait a ces

conditions. Plus loin nous donnerons un exemple de s contenant un
nombre infini de points de Qo.

En vertu de la condition 4 les fonctions fa (w) ΞΞ w(a) (aζ A etant
fixe, w parcourt s) appartiennent a Γespace de BANACH C0(S) des fonc-
tions continues (pour la topologie faible) bornees sur s.

L e m m e 3 . Ώensemble F(s) des fonctions fa(w) :aζA est dense dans

C0(s) pour la topologie uniforme.

Demontrons que F(s) satisf ait aux conditions du theoreme de
VEIERSTRASS- STONE [6] qui affirme que tout ensemble de fonctions
continues bornees sur un espace compact X algebriquement clos et
separent les points de X est uniformement dense dans CQ(X).

F(s) separeles points de s car Γegalite fa(w-j) = fa(w2) VaζA implique
w1 — w%. Ensuite:

h USw) + λ2 /β,(w) = /» lβ l+i lβ l(w) ζ F{8), fa(w)* = fa+(w) ζ F(s) .

II nous reste a demontrer que F(s) contient tous les produits
fa(w) fι,(w). Pour le faire nous exploiterons la condition spectrale forte.

Tout a ζ A peut etre decompose en somme:

a = α<°) + αW + «(2>, α«) ζ A ί = 0, 1, 2

de sorte que Supp^ aW soit contenu dans un voisinage du point p = 0,
Supp^ a<M -dans un voisinage de Vμ et

Supp,, α(2> r\ {p = 0 \j Vμ} = 0 .

Alors ipw{aW) = 0 V w ζ s en vertu de la condition spectrale forte,
ψw(a^) e s ^ u n v i ^ e dans Hw, ψw(a^->) est orthogonal au vide de Hw. De
facon precise:

Soient a, b deux elements fixes de A. Le produit α<°) &(°) appartient a A
et

= w(b) w(a) = fa(w) fh{w)

d'oύ la conclusion.
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Soit μ une mesure positive sur s [c'est a dire, la forme lineaire con-
tinue positive sur C0(s)] de masse totale egale a 1 (μ(s) = 1). L'integrale:

f w(a) dμ(w) ΞΞ w(a) (*)
s

determine une forme lineaire positive sur A. Demontrons sa continuite.
Pour faire cela, passons a Γespace reel AR == {a ζ A : a+ = a} w est alors
une forme lineaire reelle sur AR dont nous devons demontrer la conti-
nuite.

AR est nucleaire, done tonnele. Pour les espaces tonneles tout
ensemble faiblement borne de fonctionelles est equicontinu [5], ce qui
s'applique a Γensemble s.

Soit an ζ AR : n = 1, 2, . . . une suite qui converge vers 0 pour la
topologie de AR. L'equicontimiite de s permet d'affirmer que la suite des
fonctions fan(

w) : w =•= 1, 2, . . . converge vers 0 uniΐormement. Pour
acliever la demonstration il faut se rappeler que la fonctionelle w est
continue par rapport a la convergence uniforme par construction.

II est clair que w est ^-invariante et satisf ait a la condition spectrale
forte.

Dέfinition. Nous dirons qu'une w ξ Ko appartient a la classe Q si elle
est de la forme (*) ou s satisfait aux conditions 4,5.

Sans restreindre la generalite on pent supposer que s coincide avec
le support de la mesure μ (dans ce qui suit nous le supposerons).

En conclusion de ce paragraphe verifions que la representation (*)
est unique en ce sens que Γegalite:

/ w{a)dμ1{w) = f w{a) dμ2{w) Ί a ζ A
Si S2

oύ st = Supp μt satisfont aux conditions 4,5 entraine :

s i = S2 fh = A*2

En eίfet Γensemble s = st \J s^ satisfait evidemment aux condi-
tions 4,5 et les mesures μlf2t peuvent etre prolongees aux mesures μli2

sur s dont les supports sont contenus dans sls2 respectivement. Plus
precisement: pour toute f onction f ζC0 (s) Γapplication Tt de Co (s) a
G0(Si):

Ttf = restriction de / a 5,

est bornee et par suite la forme lineaire //4 sur Co (s):

est continue pour la topologie uniforme de G0(s). L'egalite:
Supp fii dans s — Supp μH dans s{ = 5έ est evidente.
L'ensemble F(s) etant dense dans C0(s) (lemme 3), les mesures μli2

doivent etre egales, d'oύ sλ — s2, μλ = μ2.
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2. Structure algebrique de la representation
pour les fonctionelles de la classe Q

Soient wζQ, Bw la representation dans Hw construite a partir de
w ζ s par le procede dΐi theoreme de la reconstruction [1—2]. Soit

Hw= fe Hwdμ{w) .
s

Par definition Hw contient toutes les fonctions a valeurs vecteurs:

telles que la fonction numerique I M ^ I ^ sur s appartient a Γespace
L2 [μ, s) des fonctions de carre μ-integrable sur s. Designons:

ψw{a, l) =

Evidemment ψw{a, 1) ζ H^ pour tout a ζ A.
Definissons:

ΛB = / θ Bm Ua(λ, Λ) = I θ Uw(λ, Λ) .

Les operateurs de Rw sont definis sur L^(l):

rw(a) ψwΦ, 1) = Ψΰ>(ab, 1) V a, b ζ A

les operateurs de U^(λ, Λ) — sur tout H^.
Par construction le sous-espace de vide Ή.% est ^-invariant et iso-

morphe a L2 (μ, s):

):feL,(μ>s)} ou [ft(l,/)], = /W ?»(l)

{[x]w est le composant d'un x ζ Hw dans Hw). On a:

^(α) = (ψw(l> ι)> rw W Vδ;(l, 1)>

Pour demontrer que cette representation coincide (a une equivalence
unitaire pres) avec celle qu'on obtient a partir de w par le procede du
theoreme de la reconstruction, il nous faut verifier la cyclicite de cette
representation. Autrement dit nous devons demontrer que Lw(l) est
dense dans H^.

Proposition 4. Ew est cyclique.
Soit une / ζ L%{μ, s). Designons par:

{/(w) ψw{a) :wζs}9

Demontrons d'abord que Lw est dense dans Ή-D.
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Supposons qu'il existe 0 φ x ξ Hw tel que

(x, ψw{a, /)> = / ([x]w, ψw(a))f{w) dμ{w) = 0
8

pour tout a ζ A et toute / ζ Z/2(μ> 5) H e n resulte que pour tout α ζ J. la
fonction nurnerique ([x]w, ψw{a>)} ζ L2(μ, s) est nulle presque partout
sur s.

Soit an:n = 1,2, ... uτi ensemble dense dans A (il existe car A est
separable [2]). Designons par:

e, ^

CO

: <[a;]w, ^ (%)> 4= 0} e == U
ΐ — 1

Nous avons demontre que tout ensemble ei est μ-negligeable par suite
leur reunion e est aussi μ negligeable [7].

Designons par e' le complementaire de e dans s. Soit une w ζ e'. On a:

Puisque Γensemble % * = 1, 2, . . . est dense dans A et Γapplication
a->ψw(a) est continue Γensemble ^w(%) ί = 1, 2, . . . est dense dans
LwcHw et par suite, dans Hw> d'oϋ [x]w = 0 Vwζe', done presque
partout. II en resulte que x est nul dans H ̂ , ce qui contredit Γhypothese.

II nous reste a demontrer que L^{\) est dense dans L^. Nous le
ferons en exploitant la condition spectrale forte.

Soient a ξ A, f £ L2(μ, s) fixes. Designons:

u(a) = Sup w(a+a) .
wζs

L'ensemble F(s) etant uniformement dense dans C0(s) est dense dans
L2(μ, s) pour sa topologie. II existe done un b ζ A tel que:

(ε > 0 est arbitraire). Decomposons b en somme &<°) + δ<x> + &<2> (voir
la demonstration du lemme 3). On a:

Considerons le vecteur ψϊd(ab^°\ 1) ζ Lw(l). On a:

d'oύ la conclusion.
La representation Ew peut etre prolo ̂ gee sur tout Lw\

rw{a)ψύ(b,f) = ψw(a1>,f) .

En ce qui suit nous supposons Ew deίinie sur Lw.
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Soit ZΌO {μ, s) Γespace des fonctions μ-bornees [8] sur s muni de la
norme:

Soit / une fonction de Γespace L00{μ,s). Considerons Γoperateur B(f)
defini sur tout Hw par Γequation:

II est evident que Γoperateur B (/) est borne:

\\B(f)Ua = I/IUcc^)

et appartient au commutant de la representation E^.
Proposition δ. Tous les operateurs de E~ soni de ce genre:

Soit un B £ E~. En vertu du lemme 2 Bψ^ (1, 1) est un vide dans Hw.
II existe done une fonction / ξ L2(μ, s) telle que:

J 5 y w ( l , l ) - y & ( l , / ) .
Alors:

ia, I), B<ψΰΨ> 1)> = {ψwΨ+a)> Bw^{\} 1)>

= (ψw{b+a, 1), φa(l, /)> - <^(α, 1), ^(&, /)>

d'oύ Bψwφ, 1) = ^ ( δ , /) pour tout δ ξ 4̂ a la suite de la cyclicite
demontree.

II nous reste a demontrer que / ζ L^ (μ, s). B etant borne par hypo-
these, Γinegalite:

est valide pour tout aζ^A. Nous desirons demontrer qu'il en resulte:

Vrai sup \f{w)\ ^ ||JB| .

wζs

En eίfet, dans le eas contraire il existe δ > 0 tel que:

μ{wζs: \f(w)\* S: | | 5 | | 2 + 0} - ^(e) > 0 .

Designons par χe la fonction caracteristique de Γensemble e:

ίl wζ e

Evidemment χeζLz(μ, s) d'oίi ψw(], χe) ζ H^- En vertu de la pro-
position 3 il existe la suite an n — I, 2, . . . telle que la suite ψΰ)(an> 1)
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converge vers ψ^{l, χe) dans la norme de HΈ). On a:

\\Bψ Jιo{atan) dμ{w) = \\B

et en meme temps:

/ w{a+an) \f{w)\2dμ(w) = fw{a+an) χe(ιv) \f{w)\2dμ{w)

+ fw(a+an) (1 - χe(w)) \f(w)\*dμ(w) .
s

La deuxieme integrale converge vers 0. En effet:

/ w(a+an)(l - χe(w)) \f(wψdμ(w) £ [\\B\\* + δ] Jw(a+an)(l - χe(w))
s s

= ί\\B\\2 + δ] <Vte(β«, 1), B(l - χe) ψE,(an, 1)>

- γj ψw(l, χe)) = 0 .

D'autre part:

f to(a+an) χe(w) \f(w)\*dμ(w) <> [\\B\\* + δ] J w(a+an) χe(w) dμ(w)

+ δ] {Wm{\, Xt), B(χ.) rpsil, χe)) = [«J3||2 + δ] μ(e

ce qui contredit 1'inegalite initiale. Done:

wζs

II en resulte que B(f) est borne. Deux operateurs bornes B et B(f)
sont identiques sur L^(l), done B = JB(/) partout dans .fl^ (cyclicite) ce
qui acheve la demonstration.

Definition. Nous dirons que deux fonctions /1>2€ L^(μ,s) sont equi-
valentes dans -̂ 2(̂ 5 s) [et nous ecrirons /x ~ /2 ζ L2(/^? 5)] si le sont les
mesures //j^ determinees par Γequation:

(Rappelons que les mesures /ils 2 sont dites equivalentes si et seulement
si tout ensemble μj-negligeable est μ2-negligeable et inversement.)

II resulte de cette definition que si jτ ~ /2 ζ L2(μ, s) Γune des egalites
ψw(a> fi):=0i=lou2 entraine Γautre.

Lemme 4. Pour que L^(f) soit dense dans Hw il faut et il suffit que f
soit equivalente a 1 dans Lz(μ, s).

La condition est necessaire. En effet, supposons que L^(f) est dense
dans Hw mais / n'est pas equivalente a 1. II existe done un ensemble
e C $ tel que μ (e) > 0 et μ! (e) = 0 ou μ est definie par Γequation
dμf = I/I2 dμ. Designons par χe la fonction caracteristique de Γensemble
e. Done:

»Yte(l,Z.)P= }χe{w)dμ(w)>0, fχe(w)\f(w)\*dμ(w) = O.
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II en resulte que le vecteur ψ^(l, χe) est orthogonal a .
2

\{ψϊd(^> %e)> ψϊϋ(a> / ) ) | 2 = / w(a) f{w) Xe(w) dμ(w)
s

£ f\w(a)\*dμ(w) fXt(w)\f(u>)\*dμ(u>) = 0
S S

ce qui contredit Γhypothese.
Demontrons que la condition est suffisante. En vertu de la proposi-

tion 3 il suffit de verifier que L^ (/) est dense dans L^ (1) si / ~ 1 ζ Lz (μ, s).
Le raisonnement ressemble a la demonstration de la proposition 3.

Soit μ' la mesure definie par Γequation dμ' = |/|2 dμ. La fonction / - 1

appartient evidemment a Γespace L2(μ', s). Pour un a £ A fixe, b ζ A
arbitraire ecrivons (voir la demonstration de la proposition 3):

= fw(a+a)\f-i(w)-h(w)\*dμ'(w)

La derniere integrale peut etre rendue arbitrairement petite par le choix
de b ζ A car F {s) ̂  {fh: h ζ A} όtant dense uniformement dans Co {s) est
dense dans L2(μ', s).

Definition. Nous dirons que deux representations E^ et B^2 dans
Hϊ[)l et i7^8 respectivement sont semblables s'il existe /2 ~ 1 ζ L2(μ1, sj,
/2 ~ 1 ζ Z/2 (μ2, 52) et une application lineaire inversible V de L^i (/-J sur
Lΰ2(h) t e ^ e s ^ u e rw)2(^) = Vr^(a) F " 1 sur L^z(f2). Si F est isometrique,
ϋ ^ et i?^2 seront appelees unitairement equivalentes.

Remarque. D'habitude on dόfinit Γequivalence unitaire en supposant
queB^ etB^2 sont definies seulement sur L^x(1) et L^z(l) respectivement
et par suite on doit exiger que F soit Γapplication de L^x{\) sur Z^2(l).

Dans le reste de ce paragraphs nous formulerons des criteres de
similitude et d'όquivalence unitaire.

Proposition 6. Les deux representations BτCi et B^z sont unitairement
equivalentes si et seulement si ^ = s2 et μx est equivalente a μ%.

La condition est suffisante. En effet, soient

Wi ="t J w dμi (ιvγ, i = 1,2 , μx ~ μ2 .
s

II est clair que la fonction / = (-̂ -̂ -1 (la derivee de RADON-NICODIME

existe en vertu de la condition μ1 ~ μz) appartient a Γespace L2 (μ2, s)
etjest equivalente a 1 dans L2 (μ2, s) en vertu de Γequivalence entre μλ et
μ2. L'application lineaire F de LWi(l) sur L^o(f) definie par Γequation:

VψWi(a, l) = ψWΛ(a, f)

est isometrique et realise evidemment la similitude en question.
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La condition est aussi necessaire. En effet supposons qu'il existe
jx ~ 1 ζ L2(μ1} s-f), /2 ~ 1 ζ L2(μ2, s2) et un opόrateur isomόtrique F de
L^fi) sur Z^2(/2) tels que rWz{a) = V rWι(ά) F " 1 sur £^a(/a). En vertu
du lemme 4 Γoperateur F peut etre prolongό par continuite jusqu'a
Γisometrie de H^χ sur H^2.

On peut verifier par un calcul direct que Γoperateur unitaire

dans HWi appartient au commutant R'Wχ. II existe done une famille de
functions hλ ζ L^ (μ1} sj, \hλ\ = 1 (Γunitarite) telle que:

d'oύ

Nous sommes maintenant en mesure de demontrer que Γoperateur
F transforme «le vide en vide». Par exemple, demontrons que le vecteur
F""1 ψwz(l, f2)

 es"t un vide dans HWχ.
On a:

UWi(λ, 1) V~iψW2(l, U) = B(hf) 7 - ^ ( 1 , /,).

En passant aux eomposants dans Hm w ζ sx:

voyons que [V~1 ^ 2 ( 1 , / 2 )] w

 e s ^ un vecteur propre de Uw(λ, 1) dans iϊu,.
Mais dans Hw il n'y a qu'un vecteur propre de Uw(λ, 1) — e'est le vide
^,(1), car tous les autres vecteurs de Hw appartiennent au spectre
continu de Γoperateur d'energie-impulsion, et par suite hλ (w) = 1 V w ζ s1

d'ou la conclusion.
Une autre demonstration de cette assertion (independante) sera

donnee au cours de la demonstration de la proposition suivante.
II existe done une fonction φ ζ L2(μv 5X) telle que:

V'1 ψwt(h fz) == ψw^h φ)
II vient:

= {F- 1 ^ ( 1 , /a), rWi(a) F - 1

 V i 0 i ( l , /2)> = / w(a) \φ(w)\* dμi(w) .

En utilisant Γunicite d'une telle representation deniontree a la fin du
premier paragraphenous concluons que s2 Q s^tdμ^ ^ |/2 |

2 dμz = \φ\2dμ1

d'oύ μ'2 <^ μ± {μ'2 est absolument continue par rapport a μ-^), done μ% <ζ μ1

en vertu de Γequivalence entre /2 et 1.
En permutant wx et w2 dans le raisonnement nous pouvons demontrer

Γinverse: s1 Q s2, μ1 <̂  μ2, d'oύ la proposition.
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Cette demonstration ne s'etend pas au cas general de la similitude
car bien que Γoperateur F " 1 U^{λ, 1) V U^{λ, 1) commute formel-
lement avec RWι

 o n n e peut pas affirmer qu'il appartient au commutant
R^ sans avoir verifie qu'il est borne.

On peut facilement formuler la condition suffisante de similitude:
deux representations R^ et RWs sont semblables si

Ωiΐϋj) s { α ( i : ϊv^a+a) = 0} = {a ζ A : ϊϋz(a+a) = 0} s β(w8) .

En eίFet dans ce cas Γapplication lineaire F de 2^(1) sur XWss(l) definie
par Γequation:

Vψΰ>M> ι) = ψϋ>Λ{a> 1)

est inversϊble et realise evidemment la similitude.
Proposition 7. L'egalite Ω(w^) == Ω(w2) est la condition necessaire et

suffisante de similitude entre B^t et BWt.
II nous reste a demontrer que la condition est necessaire. Soient done

/j ~ 1 ζ L^μ^ Sj), f2 ~ 1 ζ L2(μ2, s2), Γapplication inversible F de

-W/i) s u r Aδa(/2) t e l l e s C1U Θ ̂ 2 ( α ) = ^ ^ ( α ) V'1 sur ^ 2 ( / 2 ) . Demon-
trons que V transforme le vide dans H^χ en vide dans H^2.

Par definition il existe α o ζ i tel que:

vΨtsι(
l>fi) = ΨwΛao>f2)

et

F Ϋ̂ χ («» ii) = ψwz (a^o, h) V α ( i

Decomposons a0 comme d'habitude:

a0 = 4<» + aP + α<2>.
En vertu de la condition spectrale forte:

VwMo> h) == WwAaoO)> h) + ^ ( ^ o 1 ^ /2)

II nous faut done montrer que ψ^z (aψ, f2) = 0.
Soit α ξ A un element tel que Supp^ a soit contenu dans la region

p0 ^ — ε < 0. En vertu de la condition spectrale ipwA^fi) = 0 d'ou
(F est biunivoque par condition):

Viδi(α40),/a) + Vi5,(α41),/a) = 0 .

Le premier membre est nul en vertu de la condition spectrale, done:

ce qui est valide pour tout a ξ A de ce genre. II vient:

<ψw2 (1, /a) > <fe (^4°, /2)> = (ψϊΰ2 (
a+> h), ψiS, (4°* /a)> = 0 .

Puisque Supp^ a+ = - Supp^ a nous voyons que ψWt {a^\ f2) est ortho-

gonal a tous les vecteurs de la forme ψWi {a, f2) oil a est tel que Supp^ a

est contenu dans la region pQ J> ε > 0 et comme il est orthogonal a tout
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vide dans H^2 par construction nous concluons qu'il est orthogonal a
tout vecteur de Z^(/2). En appliquant le lemme 4 nous concluons que
ψwM^\f2) estnul.

II existe done une f onction h ζ L2 (μ2> s2) telle que:

VψwΛΊ-ifi) = ψwt{hh)
et

pour tout a ζ A.

Soit un aζΩ(w2). On a tp^iμ.h) ^ Q d'oύ ψ^ia, fλ) = 0 (F est
biunivoque par hypothese) et par suite ψw2i

a> 1) = 0 done αξ Ω{w-j).
Cela signifie que Ω(w2) Q Ω{w^). En permutant wx et ϊv2 dans le raisonne-
ment nous obtenons Γinclusion inverse d'oύ la proposition.

Remarque. On pourrait s'imaginer qu'en ecrivant:

(ψWι(l, A), rm(a) ψWί(l, A)> = <(F-i)+v^(l, A), ffc,(α) F ^ ( 1 , Λ)>

et en essayant de demontrer par analogie que (F""1)4" ^ χ ( l ,/ j ) est un
vide dans .£Ẑ 2 on arrivera a la conclusion que toute similitude est Γequi-
\τalence unitaire. Mais cette conclusion est fausse ce que nous demon-
trerons par un contre-exemple a la fin de ce paragraphs. On n'a pas le
droit de supposer (V~1)+ toujours defini sur ^ ^ ( 1 , /x).

Etant fausse en generale cette conclusion est vraie lorsque s est fini
(e'est a dire lorsque s contient un nombre fini de points). Cette assertion
a ete enoncee dans Γarticle [9] comme generale, mais la demonstration
proposee n'est valide que pour des fonctionelles de la classe Q.

P r o p o s i t i o n 8 . S o i t u n e wζQ telle que s est fini:

n n

ΰ = Σ Q i w i > Q i > ® Σ Q i = ι > W i ζ Q o > i = l . . . n .
i = l ΐ = l

Toute ιof ξ Ko telle que Ω{w') 2 Ω(w) est composέe des memes fonctionelles:

n n
w' = Σ Qiwi > Qi > ° Σ Qi = l

Les coefficients ρ[ sont strictement positifs si et seulement si Ω(w') = Ω(w).
Demonstration. Soient RTω Rw> les representations dans HTv, Hw>

respectivement. L'application V de L^l) sur Lw>\

VψΓϋ(a, l) = ψw>{a)

est univoque par condition (et biunivoque si Ω(w') = Ω(ϊϋj). Ecrivons
comme d'habitude:

a = α(o) + aW + α<2) .
Alors:

w ' ( a ) - w/(α<°>) = ( ψ w > ( l ) , ψw>(aM)) = ( V ψw(l} I), V ^{a^} 1 ) > .
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Le vecteur xp^{a^\ 1) est un vide dans H^ dont les composants dans Hw.
sont:

ψwMφ)) = ^ ( « ( 0 ) ) ψwiW = Wi(a) ψm{l) , i = l . . . n .

Le probleme est done reduit a Γanalyse de Γapplieation F sur Γespace
de dimension ίinie Ή.% C H-v dont la base est forniee par les vides ψw.(1)
i = 1 . . . n.

L'ensemble ^ ( α ^ , 1) : a ζ A est dense dans H% (e'est une simple
consequence du lemme 3), done, il coincide avec H~, ce qui signifie que V
est definie sur tout Ή.%. On a:

w'{a) = Σ «><(i) «>*(«) <VψWl(i), vΨwk(i))^ Σ e > i ( « )

Demontrons, que les coefficients QΊ i = 1 . . . n sont positifs. En eίfet,
Γegalite:

implique:

<Fv>w,(i)
d'ou la conclusion.

II nous reste a demontrer la derniere assertion de la proposition. II
est clair que la positivite stricte des coefficients Q[ entraϊne Γegalite
Ω(w') = Ω{w). Inversement, si Ω{wr) = Ω(w) en permutant w et w'
dans le raisonnement (ce qui est possible parce qu'on a deja demontre
que wf ζ Q) nous arrivons a la conclusion que w est composee des memes
fonctionelles que w', ce qui n'est possible qu'en cas oύ tous les coef-
ficients QΊ i = 1 . . . n sont strictement positifs.

II est clair que dans le dernier cas l'ensemble des coefficients Q[ > 0
n

i = 1 . . . n definit sur s = , U Wι une mesure equivalents a la mesure

initiale et les representations B^ et Bw> sont unitairement equivalentes
en vertu de la proposition 5.

Cette assertion ne subsiste pas lorsque la degeneration du vide est
infinie. Nous allons construire un contre-exemple.

Soit w0 £ Qo une fonctionelle engendree par un champ complexe
A€(x) i = 1, 2 oύ:

Ax(x)^A(x), A2(x)^A+(x).

Soit G Ξ= {g (cή : a ξ- B1} le groupe des * automorphismes representant
les transformations de jauge du champ A{(x):

Σ
oύ ίx = 1, 2, εx = - 1, ε2 = 1.
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Supposons que w0 n'est pas invariante par le groupe G:

wΛ(a) = wo(g(oc)a) #= wo(a) .

En vertu de la proposition 2 toutes les wκ: α ξ B1 appartiennent a la
classe Qo. On peut aussi affirmer que la borne inferieure du spectre con-
tinu de Γoperateur d'energie-impulsion est la nieme pour toute fonctio-
nelle ιva : α ζ B1 (voix la demonstration de la proposition 2). II en resulte
que toute partie de Γensemble s (B1) == {wa : α ζ B1} satisfait automatique-
ment a la condition 5 du paragraphs precedent.

De telles fonctionelles existent. L'exemple le plus simple d'une telle
f onctionelle est celle engendree par le champ

Ax{x) = Am(x) + c

oύ Am (x) est le chambre complexe libre de la masse m, c 4= 0 est un
nombre reel ou complexe.

II est evident que cette fonctionelle appartient a la classe Qo (car la
representation unitaire du groupe de POΓNΌARE est la meme que pour
le champ complexe libre) et n'est pas invariante par le groupe G. II est
egalement evident que cet exemple n'est pas unique dans la classe de
BOUCHERS du champ complexe libre.

Soit done une telle fonctionelle. Trouvons les conditions auxquelles
doit satisfaire un ensemble e de points de Γaxe reel B1 pour que Γensemble
des fonctionelles s (e) = {wα : α ξ e} satisfasse aux conditions 435 du
premier paragraphe.

Nous avons demontre ci-dessus que s(e) satisf ait toujours a la con-
dition 5. II est aussi evident que s (e) est borne pour tout ensemble eQB1.
La restriction non-triviale peut provenir seulement de la condition que
s (e) soit faiblement ferme.

II est clair que pour que Γensemble s (e) soit faiblement ferme il faut
et il suffit que le soit Γensemble des distributions w4"?..in(^i xn) : α 6 e

pour tout ensemble d'indices \ . . in . fixe.
La fonction w[*] #, ιn (x1. . . xn) depend de α par Γintermediaire du

facteur de la forme expiαi\Γ(^1 . . . ίn) oil ^ ( ^ . . . in) est le nombre de
champs A2 moins celui de champs A1 contenus dans cette fonction. En
vertu du lemme 3 Γensemble des functions exp^αiV(i1 . . . in) : wf^_Λn 4= 0
contient avec deux functions exp inoc, exp i n' oc leur produit exp i (n + n') oc
et leurs conjuguees exp(-i^α) et exp(— in'oc). Autrement dit, ces fonc-
tions constituent un groupe. II en resulte qu'il existe un entier m > 0
tel que:

{expiocNi^ . . . in) : w|?!..iΛ + 0} = {ex^ίmnoc: n = 0, ± 1 , ± 2, . . .} .
7 Commun. math. Phys., Vol. 13
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On dόduit done le critere suivant: pour que Γensemble s(e) soit
faiblement ferme il faut et ii suffit que le soit Γensemble des points
{exp^mα : α ζ e}. La condition que ecR1 soit ferme est suffisante mais
elle n'est pas necessaire.

Soit β C ^ u n ensemble de points de Γaxe reel tel que s(e) soit infini
(il revient au meme de dire que Γensemble des points exp^mα α ζ e
soit inίini). Demontrons que

En cίfet soit

aζgΩ(ιva).
Cela signifie que wκ(a+a) = 0 V α ξ e. Efcant considered comme fonction
de Qciva(a+a) est holomorphe et periodique, d'oύ la conclusion.

Soit un α' ζ R1 tel que w^ $ s(e). On a:

Quand meme on ne peut pas representer w^ par une integrate sur s(e)
parce que w^ est extremale. Get exemple montre que la conclusion de la
proposition 7 ne subsiste pas lorsque s est infini meme s'il est denombrable.

Soient elt 2 deux ensembles de E1 tels que s (ely 2) sont fermes et infinis
tous les deux. Les representations i?^ a engendrees par les fonctionelles

^ 1 , 2

Wi= f ιvx dμt {ιvx) i = 1, 2 Supp^. - s (e, )

sont semblables car d'apres la demonstration ci-dessus:

Ω (wx) = ^ β ( W J = a n K i β (Wβ) = ^ fl (W,) = ί3 (wa) .

Mais ces representations ne sont pas unitairement έquivalentes si
s(ej) φ s(e2) en vertu de la proposition 5.

3. Le probleme de la symetrie pour les fonctionelles de la classe Q

Soient T le groupe de tous les *-automorphismes continus de Γalgebre
A, T° son sous-groupe d'automorphismes permutables avec les *-auto-
morphismes du groupe de POINCARE, une fonctionelle ϊϋζ Q, Rw la
representation correspondante dans H^. Designons:

Tx (w) = {τ ξ T : wx — ϊϋ} le groupe de symetrie de la fonctionelle ϊϋ,

T2 (w) = {τ ζ T : RWT est unitairement equivalente a Rw},

Ts{ϊϋ) ^{τζT: RTvτ est semblable a B&},

T^ (w) = {τ ξ T : i?^τ est isomorphe a i?^} .

Rappelons que RWχ et i?W2 sont appelees isomorphes si et seulement si
la correspondance rWχ (a) ~ rW2 (a) est biunivoque.
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Par definition:

T^ίό) ς ra(io) ς τa{w) ς τ4(w)

pour toute fonctionelle wζQ. Designons:

T°i{w) = Ti(w) ΓλT° i = l , 2, 3, 4.

Soient w ζ Q, τ ζ T, R^ et i?^Γ les representations dans Hw et H^χ

respectivement (nous n'identifions pas HTϋ et H^τ). L'application
V(wτi w) d e LTv{\) s u r L ^ ( l )

V(wτ, w) ψΰira, 1) = ψWτ(a, 1) V aζA

est evidemment isometrique. En utilisant les definitions, nous obtenons:

Si on identifie //_r a H^ par Γisometrie F~1({FT, w), on arrive aux rela-
tions :

ψ(fvτ

l> 1) = ψw(l, 1) nTr(α) = ^(^«)

C'est la realisation canonique de la representation transformee par un
*-automorphisme τ ξ T.

Les propositions demontrees dans le paragraphe precedent rendent
evidentes les assertions ci-dessous:

Proposition 9. Pour toute iv ζ Qo T%(w) = Tl(w) - T§(tϋ).
Proposition 10. Soil une w ξ Q. P<mr qu'un groupe TcT° appartienne a

T%(w) il faut et il suffit que Vensemble Ω(w) soit 1-invariant:

τΩ(w) = Ω(w) V τ ζ T .

Proposition 11. Pour toute ϊvξ Q telle que s est finί

Tl(w)= T9ό(w) .

Proposition 12. Soit une wζQ. Pour qu'un groupe TcT° appartienne
a T%(w) il faut et il suffit que:

1. s soit T-invariant:
τ«s = 5 V τ ξ T .

2. la mesure μ sur s soit T-quasi4nvariante.
(La mesure μ sur s est appelee T-quasi-invariante si la mesure τ-trans-

formee: dμτ(w) ΞΞΞ dμ(wτ) est equivalente a la mesure initiale pour tout
TζΓ.)

Soit un groupe 7cT%(w). II est facile a verifier que Γensemble
d'operateurs U(τ) : τ ζ T dans H^ definis par Γequation:

[ϋ(τ)x]w = V(w, wr) [x}wτ

oύ V(w, ιvτ) — Γisometrie de HWτ sur Hw:

V ( w , wτ) ψ W τ ( a ) = ψ w ( τ a ) V a ζ A
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realise une representation unitaire du groupe T dans Hw:

C7+(τ) = U~Hτ) U(τ) rB(o) ϋ~Hx) = rφa) = rWτ(a) .

S'il existe dans θ des fonctionelles Γ-invariantes, cette realisation est
essentiellement non-unique, car on peut aussi construire la realisation
normale:

U(τ)= f®[Uw(τ)χ(w) + l-(l-χ(w))]
S

oύ χ(w) est la fonction caracteristique de Γensemble des fonctionelles
T-invariantes, Uw(τ) la representation unitaire de T dans Hw construite
par le procede du theoreme de la reconstruction a partir d'une f onctionelle
w ζ s qui est T-invariante.

La derniere realisation est non-triviale dans le sous-espace

H^= f Θ Hwχ(w)dμ{w) .
s

Nous n'avons rien dit sur T%(w) car nous ne connaissons pas de
critere non-trivial de Γisomorphisme. Enon9ons quand meme une
assertion triviale: pour qu'un groupe T C T° appartienne a T\ (ϊv) il faut
et il suf fit que le noyau de la representation M (Ew) s= {a ξ A : rw(a) == 0}
soit T-invariant.

En conclusion revenons a Γexemple considere a la fin du paragraphe
precedent et etudions la symetrie des representations reductibles:

n

1. w = Σ Qiwa.i (s e s ^ fini). Alors G C[ T$(w) en vertu des proposi-
t = l

tions 11, 12.
oo

2. w = Σ Qiwoci (s e s ^ denombrable). Alors Gc T%{w) parce que

oo

est (r-invariant, mais G C[ T\ (w) car s = U wUi n'est pas (?-invariant

(proposition 5).
2π/m

3. w— f wαcZ iα(α)oύ2π/mestlaperiodemaximale (voir la descrip-
o

tion des fonctionelles wa). Alors: si μ n'est pas (r-quasi-invariante (les
mesures 6r-quasi-invariantes sont toutes equivalentes a celle de
LEBESGUE) GcTl(w), G d T%(w), si μ est (r-quasi-invariante mais non
invariante, Gc T%{ϊϋ), G d T%(w)9 et enfin si μ est (^-invariante:

W = "2^" f W « d θ C

le groupe G appartient a T%(w).
Cet exemple montre clairement le rapport entre la degeneration du

vide et la symetrie.
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