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Abstract. In this paper we construct rigorously, without any averaging scheme,
an hyperbolic metric

() + ( ) + -—£-g«β(χ> ω(p) ί 1)

where x is a point of the space-time F4, φ a scalar function on F 4 (the "phase")
and ω a great parameter (the "frequency"). This metric is an approximate solution
of Einstein's equations: it verifies

, (2)

gaβ and its derivatives, gxβ &nάgxβ being bounded, the first and second derivatives

of gaβ9 gaβ of order respectively 0(ω) and 0(ω2).

We first show that the Ricci tensor of (1) stays bounded (when ω increases),
with a perturbation gxβ physically significant, if and only if φ verifies the charac-
teristic equation of the back-ground metric and gaβ four algebraic, linear relations,
(5.7) and (5.8) in radiative coordinates x° — φ.

We show afterwards that (1) satisfies (2) if gΆβ satisfies ordinary differential
first order equations (which take a very simple form in radiative coordinates) along
the rays of the background, the preceding algebraic relations can be considered as
"initial conditions" if the Ricci tensor of the background is of the radiative form

RaβGλμ) -=τdxφdβ φ. (3)

is possible to find g^β and guβ
only if

It is possible to find g^β and guβ with the required conditions of boundedness

τ > 0 .

We apply the results to the Vaydya metric (13.1) and show that, by an oscillatory
perturbation of this metric one can satisfy Einstein's equations (to the order ω~x)
if the coefficient m usually interpreted as the mass is a decreasing function of
φ = u, which gives, in this context, a proof of the loss of mass by gravitational
radiation.

Introduction

Nous nous proposons dans cet article d'utiliser pour Γetude de solu-
tions radiatives des equations dΈinstein1 une methode generale de con-
struction d'ondes asymptotiques et d'ondes approchees, derivee de la

1 Nous construisons ici des solutions (approchees) des equations du vide,
c'est-a-dire des geons gravitationnels au sens de J. A. WHEELER [3], Une methode
analogue pourrait etre utilisee pour des equations des milieux materiels.
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niethode W.K.B., generalisee aux systemes d'equations aux derivees
partielles lineaires par LAX [13], LUDWIG [14], GARDING, KOTAKE et
LERAY [2], et que nous avons etendue aux equations non lineaires dans
[1]. Nous avons deja indique dans [1] une application possible de cette
methode a la recherche de solutions rapidement oscillatoires des equa-
tions d'Einstein et cette application a ete developpee et approfondie par
GOMES [8], en utilisant des coordonnees harmoniques et en cherchant
une solution somme d'une metrique de base et d'un terme petit, mais
rapidement oscillatoire, fournissant a la courbure de Γespace temps une
contribution de Γordre de grandeur de la courbure de la metrique de base.

Dans cet article2 conformement aux idees de BRILL and HARTLE [4]
et de ISAACSON [5], nous ajoutons a la metrique de base g un terme
petit, rapidement oscillatoire — g, ω grand, dont les derivees premieres

(et non les derivees secondes) sont de Γordre de grandeur de la metrique
de base et de ses derivees.

Dans la premiere partie, apres avoir donne les notations et definitions

necessaires, nous montrons que la metrique g admet une partie significa-
tive, invariante par des changements de coordonnees oscillatoires conser-
vant la metrique de base, et une partie qui peut etre rendue arbitraire
par ces transformations.

Dans la deuxieme partie, sans utiliser aucun artifice de moyennisa-
tion de certains termes, nous obtenons un systeme exact d'equations

differentielles exprimant que la metrique g H g est solution, a des

termes en 1/co pros, des equations d'Einstein: en calculant le tenseur
de R-icci B de cette metrique sous la forme

- 1 0 i 1

JR= ωB +B + —B+ -
- 1 0

et en annulant B et B. Nous montrons que ces equations sont equi-
valentes a un systeme de quatre conditions initiales» (algebriques) pour
la partie physiquement significative de la metrique g et a des equations
differentielles ordinaires exprimant la propagation le long des rayons

gravitationnels de cette partie significative, la metrique de base g, qui
etait a priori arbitraire, etant astreinte a quatre conditions algebriques
portant sur son tenseur de Ricci, verifiees en particulier si celui-ci est
de la forme radiative:

B«β = τlJβ (1)

(Zα vecteur isotrope, τ scalaire quelconque).
2 Nous n'utilisons pas ici, les coordonnees harmoniques.

2 Commun. math. Phys.,Vol. 12
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Dans la troisieme partie nous etudions les conditions pour qu'une

metrique g -\ g solution des equations differentielles precedemment

obtenues soit effectivement une solution approchee des equations dΈin-
stein c'est-a-dire que son tenseur de Ricci vόrifie une inegalite de la forme

\Bββ\ <

oύ M est une constante. Nous obtenons, pour la verification de cette
propriete des conditions necessaires et suffisantes qui sont que Rxβ soit

de la forme (1), que τ soit une fonction non nulle (si g n'est pas nulj
strictement positive.

Ce dernier resultat, physiquement tres satisfaisant, exprime la perte
d'energie par radiation gravitationnelle, en particulier le fait que le
scalaire interprete comme masse dans les solutions classiques (solution
de Vaydya par exemple) decroit par cette radiation.

I. Definitions et generalities

1. Ondes asymptotiques

La methode W.K.B. consiste en la recherche de solutions d'une equa-
tion differentielle de la forme AeiΦ oύ A est une amplitude lentement
variable et Φ une phase, rapidement oscillatoire. On generalise3 cette
methode a un systeme de N equations aux derivees partielles aux
inconnues ft

£ , ( / * ) = <), 8,t=l,...,N (1.1)

sur une variete differentiable Vn de point courant x, en cherchant ft sous
forme d'une serie formelle4 de puissances nόgatives d'un parametre ω qui
sera considere comme grand (ω sera interprete comme frequence)

oo q

ft(x,ω<p)= Σ ω~qίtθωφ, (1.2)

ou φ est une fonction scalaire sur Vn, nommee phase, et oύ les ft sont
des fonctions de x ζ Vn et d'un parametre numerique reel ξ; on a pose
d'autre part

{* ) / (1.3)
En report ant formellement 1.2 dans 1.1 on trouve un developpement
f ormel :

oo q

i ( / * ) = Σ ω-*FaoωφΣ
3 CfLAx[13],LπDWiG [14],GABDING-KOTAKE-LEBAY [2], CHOQUET-BRXJHAT[1].
4 C'est-a-dire que nous ne nous preoccupons pas ici de la convergence de cette

serie.
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q I v \
oύ les Fs sont I par Γintermediaire des ft et de leurs derivees partielles I
des functions de x et de ξ.

Nous dirons, avec J . LEBAY, que la serie formelle 1.2 est une onde
asymptotique pour le systeme d'equations (1.1) si

a
Fs(x, ξ) = 0 , quels que soient x, ξ et q .

2. Ondes approchees. Cas des equations dΈinstein

La somme ίinie
r q

it{x,ωφ)=- Σ oj~qftoωφ
<z = o

sera dite une onde approchee d'ordre p, dans le domaine ΩcVn si, pour
tout x £ Ω

\Ls(ft)\ < Moj-p , quelque soit ξ

ou M est une constante.
Nous appb'querons la metbode indiquee a la recberche de solutions

radiatives approchees5 des equations dΈinstein du vide6

R*>= diΓϊβ - d«Γ*βλ + ΓipΓfr - Γ»λΓl = 0 (2.1)

sous forme d'un developpement limite
o 1 l 1 °

gλμ(x, ojφ) = gλμ{x) + —gλμ(x, ωφ) +—t{gλμ(x, ojφ) (2.2)

oύ gλμ, dite metrique de base, ne verifie pas d'autre condition a priori que
d'etre une metrique hyperbolique normale, suffisamment differentiable.
Designons par

gλμ = °λμ{x) + -Lfafa ojφ) + ~gλ»(x, ωφ)+ - (2.3)

les elements de la matrice inverse de gλμ, deίinis par

c'est-a-dire

9λμ ΰλo:^ ^> 9λμ e s ^ ̂ a matrice inverse de gλμ

gλμ9λΛ+gλμgλ* = 0> c 'estadire g** = ~gλxgμβgxβ

: (2 4)
p 0 q—1 1 p — 2 2

ΰλμ9λ«+ ΰλμ9λ«+ 9λμ9x« = 0

qui determine par recurrence gλμ en fonction de gλμ, q — 0, 1, 2.
5 La methode peut aussi fournir (cf [1], [8]) des ondes asymptotiques, mais la

recherche d'ondes approchees d'ordre >> 1 s'avere comme difficile (et peut-etre
impossible, du moins au sens precedent, phenomene a rapprocher de la non exis-
tence de solutions periodiques des equations dΈinstein (cf PAPAPETROΪΓ).

6 La meme methode permettrait de rechercher de telles solutions a Γinterieur
de la matiere. Nous nous bornons ici au cas du vide pour simplifier Γexpose.
2*
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Le developpement (2.3) est convergent des que ω est assez grand

[gxt* est une fraction rationnelle, a dόnominateur non nul, de gλμj si les

junctions g^μ(x, ξ) sont des functions bornees de x, ξ. Nous chercherons

toujours des fonctions gχμ(x, ξ) possedant cette propriete, necessaire pour
que les termes de (2.2) aient effectivement Γordre de grandeur des puis-
sances de ω qui les multiplient.

La derivation (2.3) donne

3α 9λμ = 3« gλμ + g'χμna + —dΛgλμ + — g'λμ n^-^dΛ gλμ (2.5)

oύ on a pose

5 i \ d9λ/*(χ9ωΦ(χ))
3α ΰλμ (ί», «> ψ) = % ^ c

et

on deduit de (2.5) et (2.3) le developpement des symboles de CristoίFel

avec
iL «, 1 o.

nβ -

oύ on designe par Γ*β les symboles de Cristoffe] de la metrique de base gλμ

1 0 / 2 2 2 \

ΓU/8 = y ^ λ μ [g'βμ n« + g'«μ % - g*β nμ)

+ Y 9λβ fa* 9βμ + 3β Lμ - dμ L β)

+ Y r " \3« Wμ + dβ 9aμ ~ ^ 9« βj

1 i 5 / l , l , l ,

Du developpement (2.6) on deduit le developpement du tenseur de Ricci

-1 0 j 1

.β α 0= ωBocβ + Bκβ

J

Γ~M<xβ

J

i

Conformement a nos definitions la metrique gλμ sera onde approchee
— 1

d'ordre zero si Bxβ=0 (et Bxβ borne), onde approchee d'ordre 1 si
— l o

Bxβ = 0 et Bxβ = 0 (et ω Bxβ borne).
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3. Invariances par changement de coordonnees

Un changement de eoordonnees oscillatoire de phase φ et frequence
ω, et conservant le premier terme (metrique de base) du developpement
limite est de la forme

xΛ = xΛ + ^rψa{x9ωφ) (3.1)

en effet on a:

W = ί 5 + ̂ -V'"»/» + i"3/»r (3-2)
ou on a pose

nβ=dβφ
(3.3)

ψ'(x,ωφ) = \ H \^mφ

ique g dans les nouvelles coordo
x 1 2

(3.4)

DΌύ le developpement de la metrique g dans les nouvelles coordonnees
0 1 x 1 2

+ + +
avec

2 o
v«β = g«β

( 3 ' 5 )

On deduit de (3.5) que, pour une phase φ donnee les composantes,

en chaque point, de la partie principale radiative gλμ prises dans le 3-plan
tangent a la sous variete φ = Cte passant par ce point, ont seules une
signification physique intrinseque, etant seules invariantes par le chan-
gement de coordonnees.

Les composantes du tenseur de Ricci dans les nouvelles coordonnees
sont d'autre part:

~ 1
Baβ = Bκβ + — (Buμ ψ'μ nβ -f Bβμ ψ'fί na) +

c'est-a-dire que Γon a:
-^1 - 1

- 1 - 1

BΛμnβ + Bβμi

On en deduit que les equations Bxβ = 0 d'une part, Γensemble des equa-
— 1 0

tions Bocβ = 0 et Bκβ = 0 d'autre part, sont invariantes par le changement
de coordonnees (3.1).

II. Conditions algebriques et diflerentiellcs

4. Ondes approchees d'ordre zero

On a par un simple calcul d'identification:
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DΌύ Γequation des ondes approchees d'ordre zero:

R*β = Y gλμ \\g*μ nβ + g'βμ n*) ^ - g'U ̂ α

 nβ - g*β nχ %} = o (4.1)

oύ on a pose

Les equations (4.1) se presentent, quelle que soit la metrique gλμ,
comme un systeme de 10 equations lineaires homogenes aux 10 inconnues

g'άβ: on verifie aisement que ces equations, analogues a celles que Γon
trouve dans Γetude des chocs gravitationnels, ne sont pas independantes.
Deux cas sont a distinguer:

1°) g^nλnμ + 0. (4.2)

La solution generale des equations (4.1), dans les g'£μ, est alors

kμ=θxnμ+θμnx (4.3)

ou θa (x, oj φ) est un vecteur covariant arbitraire.
II resulte du § 5 que le changement de coordonnees

X* = χ<* -f — χpΰc(χy ω φ ) , ψ'/oc = — g«V ΘΆ

annule g'Jμ. II est clair d'autre part que si g'^μ est nul gxμ ne pourra pas
etre borne pour tout ξ et dependre eίfectivement de ξ.

Le cas gλμ nλ nμ Φ 0 est done peu interessant physiquement, la partie
oscillatoire du champ pouvant etre annulee par un changement de
coordonnees conservant la partie principale.

2°) ^nλ%=0 (4.4)

e'est-a-dire φ — constante variete caracteristique de Γequation d'onde

de la metrique gλμ.
Les equations (4.1) s'ecri\rent alors:

R«β = -2 gλμ (g*μ nβ nλ + g'βμ na nλ - \'lμ nΛ nβ) = 0 , (4.5)

e'est-a-dire:

= - Y (na Φ'β + np O = 0 (4.6)

et sont equivalentes aux quatre equations

Φ'ά = 0 ( 4 7 )
oύ on a pose

Φ, = y 9λμ (hμ n« - Lμ %) (4-8)
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D'apres une remarque deja faite les equations (4.7) entrainent, si gλμ est
borne pour tout ξ:

Φx = 0 . (4.9)

On remarque que, si Fμ designe le premier membre des conditions
d'harmonicite:

avee les formules bien connues

dλg
λμ=-gλeg

-ffidλ\9\ = 9*βdλ9*β

On a, en utilisant les developpements (2.1) et (2.3)
o 1 l

]?μ _ jpμ I . ]Pμ i . . .

ω
avec

Les equations (4.9) expriment done la conservation des conditions

d'harmonicite, quand on remplace gλμ par gλμ ^ gλμ. DΌίi le.

T h e o r e m e 7 . La metrique <7^ + — Qλμ^''' vέrifie les equations

t^β = 0 I sα?ιs eίre equivalente a gλμj si et settlement si:

1) φ = Cte est vaήέte caracteristique de Vequation d'onde associee a gλμ.
2) Les conditions d'harmonicite sont les meme, (a des termes en 1/ω

pres) pour les mέtriques gλμ et gλμ

Jr — gλμ

Jr'-

Une metrique gιμ-\- —gχμ + verifiant les equations (4.1) sera

eίFectivement une solution approchee d'ordre zero si son tenseur de Ricci

est borne pour tout x et tout ξ, ce qui sera realise si gλμ, gλμ (et les termes
suivant du developpement limite si on en fait figurer), sont bornes pour
tout x et ξ ainsi que leurs derivees partielles des deux premiers ordres
par rapport a ces variables.

5. Coordonnees radiatives

Nous appellerons coordonnees radiatives des coordonnees telles que
x° soit definie par:

xQ = φ(x) , done n0 = 1 , n{ = 0 . (5.1)

Ce choix est toujours possible localement.
7 On voit, qu'a cet ordre, aucune restriction n'est imposee a la metrique de
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La condition pour φ d'etre surface d'onde de la metrique de base

gλμ se traduit dans ces coordonnees par:

#>» = 0 . (5.2)

La partie significative du terme oscillatoire gaβ est

giS\ i , / = l , 2 , 3 .

Les equations (4.1) s'ecrivent:

B\,= 0, (5.3)

Λ01 = τ » ^ ί } = 0 (5.4)

τ> __ ~i j '/ = Π (5 5)

ou on a pose nλ = $rλ^ ̂ , c'est-a-dire

no = 0 , w i = £oi . (5.6)

Les quatre equations (5.3) sont, en coordonnees radiatives, les quatre
conditions pour que Γon ait une onde approchee d'ordre zero, neces-
saires et suf fisantes8, moyennant les conditions de finitude enoncees a la
fin du paragraphe precedent. Ces dernieres conditions entrainent que
Γon deduit des equations (5.3)

yW«=0 (5.7)

multipliant (5.7) par nι donne, compte tenu de (5.2) et (5.8)

g00 = 0 .

Done φ = Cie est aussi variete caracteristique a la deuxieme approxima-
tion9.

6. Ondes approchees d'ordre 1
- 1

Cherchons maintenant a verifier, outre les equations Raβ^= 0, les equa-
o

tions Bxβ= 0. On a:

8 Ce ne sont done pas ici des conditions de coordonnees comme elles apparaissent
dans d'autres travaux.

9 Les surfaces d'onde gravitationnelles sont des surfaces d'onde "exception-
nelles'* au sens de LAX et BOILLAT.
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d'oύ on deduit si nλnλ = 0

%*β^ y 9λμ (k'μ nβ nλ + 9βμ ̂ α nλ - g'λ'μ nκ n^) + tfaβ = 0 6.1

oil MΊxβ est la somme des termes suivants

1 l /i l i,, \

(termes en gri%)

Π α / 5 ΞΞ - Wλ aλ ̂ ^ β + y ^ ^ (3λ g'<xμnβ + dλ g'β

ίtermes en derivees dv g'μ λJ

-r-r-r 1 X/J ί/1/ 1 / \ 1 / 1t \

ΏIaβ ΞΞΞ + y g λv [{g<zμ nβ + gβμ nΛ) nλ - grλ/£ nΛ nβ - gΛβ nλ nμj

, 1 ° 1f ί1r 1f
+ ~Γ W QQ Qnn\Qβλ ny + Qe*7 'A fj t/ Q O \ t/ p Λ OC * t/ OC Λ

1 O. 0 / I , 1 , 1 , \/l, 1, 1, \

- J Γ ^ " \ ^ μ 7Zα + ^α^ ̂ ρ ~ QeiQ^μ) \9λv Kβ + ^ ^ WA ~ gβλ Uv)

(termes quadratiques en g'λμ\

nλ Γζβ + I ^" (Γκ

Λ

ρ »/, + /^β »«)} ̂ ,«

Vxβ — B(xβ (RΛβ tenseur de Ricci de la metrique de base).
2

Les equations (6.1) sont 10 equations lineaires en les gf

λμ, non homo-

genes. Les parties homogenes (identiques aux premiers membres des
1 2 \

equations (4.5) apres remplacement de g'λμ par g'λ
f

μj sont non indepen-
dantes: les parties non homogenes doivent done, pour que les equations
(6.1) puissent etre satisfaites, verifier les memes identites (qui sont au
nombre de 6). Dans les coordonnees radiatives, wα = δ2, les parties

2

homogenes en g'λ
f

μ sont identiquement nulles pour α, β = i,j, arbitraires
si α ou β = 0. Les equations a verifier par les parties independantes de
2

g'λ'μ sont done:
je{j - o .
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7. Propagation le long des rayons
o

On constate que, en coordonnees radiatives, RiS se reduit a

£ n*dg' + ±n

+ \^ n* g } h l'ile - | ^ Vλ n> - »» Γ%g'ht + | Γ%£» g'lm (7.1)

—2-n>»A& - y/^sK/™ + γ Λ ^ ! 0 g'n + Bti = o

expression qui ne contient que g[j et ses derivees par rapport aux xx les

ga0 n'y figurent pas [non plus que les g"jj. Compte tenu des relations
necessaires (5.7) et (5.8) les equations (7.1) prennent la forme remar-
quablement simple10

Bj-, = - n» \\ g'i}- i g'i} ψλ n' + Sif = 0 (7.2)

oύ on a pose:

FA 0Ϊ? = ^Λ g'ij - rιhi g'u -1\] g'u

c'est-a-dire que Vh est ealeule formellement avec les symboles de Christof-
fel r$j, a Γexclusion de ceux presentant un indice zero11.

Les equations (7.2) sont des equations differentielles ordinaires pour

les g[j, la derivation etant prise dans la direction du vecteur nh, vecteur
tangent au rayon sur la surface d'onde φ = C te.

8. Interpretation des conditions d'ordre zero comme conditions initiates

Les equations (5.7), (5.8) et (7.2) sont des conditions necessaires que

doivent veriflier les gij pour fournir une onde approchee d'ordre 1.
Montrons que la verification des equations (7.2) dans l'espace temps et
des equations (5.7), (5.8) seulement sur une hypersurface initiale trans-
verse aux rayons (trajectoires du champ de vecteurs n*) entraine la
verification de ces dernieres equations dans l'espace temps12 si le tenseur
de Bicci de la metrique de base verifie les conditions

n'Λ« = 0, (8.1)

S = O . (8.2)
10 Rappelons que, en coordonnees radiatives, Γu — V\ nt.
11 II serait interessant d'etudier la signification intrinseque de cette operation,

analogue a la derivation transverse de Cattaneo, mais pour une direction isotrope.
12 Du moins tant que le processus suit une evolution reguliere. Le probleme

des caustiques n'est pas envisage ici.
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On deduit alors en eίfet de (7.2)

n' Vh fa ~ ~ n* gf

tj Vλ n
λ - 0

qui s'ecrit

- n* Vh (n* g'i}) - ~ nί g'i} Ψλ n>- = 0 (8.3)

compte tenu du fait que Vnn
j = Vhn

j puisque n° = 0.
On trouve d'autre part, compte tenu de (7.2)

hi = ̂  dh (9" g'u) + 2«A Γ\o n'] g'i} ~ y 9li ϊ'u ?x n* = 0 (8-4)

Les equations (8.3) et (8.4) sont quatre equations differentielles
ordinaires (derivation dans la direction des rayons) pour les quatre

quantites n* g[j et gij gij9 d'oύ le resultat annonce pour ces quantites,

done pour nr} giΊ et gίj gi2 pour des raisons deja indiquees.

9. Integration des equations de propagation

Le systeme d'equations diίFerentielles lineaires est de la forme

~=Ά(x)ϋ+B{x) (9.1)

ou V — U(x, ξ) est une inconnue vectorielle, de composantes g[j(x, ξ),
A(x) une matrice et B{x) a pour composantes R{j(x), la derivation djdt
dans la direction du vecteur nλ est definie par

d λ_l

le point x dans (9.1) est une fonction de t definie par integration du
systeme differentiel bicaracteristique

~=--dt^x^x{t,y) (9.2)

ou y designe un point d'une variete initiale 8 non tangente au vecteur nλ:

x(0,y)^y, yζS.

La solution generate de (9.1) est, sur le rayon issu du point y, pour la
valeur t du parametre sur ce rayon:

U(t, y, ξ) = Φ(t, y) (Ψ(ty y) + Θ(y, ξ)) (9.3)
ou

t

Φ (t, y) = exp / A (x (τ, y)) dτ ,
o

Ψ(t,y) = f B°(x(τ,y))Φ-Hτ,y)dτ
0

et Θ{y, ξ) est une fonction arbitraire, valeur initiale de U pour 8:

U(0,y,ξ)=--θ(y,ξ). (9.4)



28 Y. CHOQUET-BRUHAT :

On deduit de U Γexpression de V, de coinposantes giό\

V (ί, y, ξ) = Φ (t, y) Ψ(t,y)ξ+Φ (t, y) χ (y, ξ) (9.5)

oil χ (y, ξ) est une primitive de Θ (y, ξ) par rapport a ξ. L'expression de

9ij(x> I) 5 c'est a dire de V(x, ξ) se deduit de V(t, y, ξ) par le changement
de variables inverse de

( t , y ) - > x ( t , y ) , y ζ S (9.6)

qui existe, au moίns dans un voisinage de 8, et donne les parametres
(t, y) d'un point de Γespace temps en fonction de ce point: t = t(x),

On voit alors sur (9.5) que gij(x} ξ) ne pourra etre borne pour tout ξ

(condition que nous avons demandee a une onde approchee) que si

Ψ = 0, c'est-a-dire si, en coordonnees radiatives

Ri} = 0 . _ (9.7)

Autrement dit si, en coordonnees quelconques, B^β est de la forme

jfrα/3= rnxnβ+ mβnx

oil mα est un vecteur quelconque, et nκ = duφ.
Remarque. Les conditions (9.7) entraίnent les conditions (8.1) et (8.2).
En resume nous avons montre le __x

Theoreme. Pour que, en coordonnέes radiatives, les equations Rxβ = 0

et Bij = 0 soient verifiees avec des ga{x, I) homes pour tout ξ {les $rα0

sont arbitrairesj il est necessaire et suffisant que.
1) La metrique de base verifie les conditions,

Eu = 0 .

2) les gi3 verifient les equations diffέrentielles (7.2) de propagation le
long des rayons,

3) les ga verifient les quatre conditions initiates (5.7) et (5.8) sur une
variete initiate transverse aux rayons, et sont reguliers (de classe C2) sur
cette variete.

Les gi3- dependent done de deux fonctions arbitraires sur cette variete
initiale: Γonde gravitationnelle ainsi definie a deux modes independants13.

HI. Perte d'energie par radiation gravitationelle

10. Forme radiative du tenseur de Ricci Raβ

Les gij satisfaisant aux hypotheses du theoreme precedent, il est
2

toujours possible de determiner les gi} de maniere a verifier les quatre

equations restantes ROx= 0, avec un choix arbitraire des g0cί. Cependant
13 Resultat en accord avec celui obtenii dans des cadres differents £>ar d'antres

auteurs.
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2

il ne sera pas toujours possible de determiner des gi§ bornes pour tout ξ,
ce qui est necessaire pour avoir eίfectivement une onde approchee. Les

o
equations EθΛ = 0 s'ecrivent en eίfet si les conditions (5.7) et (5.8) sont
verifiees {on remarque alors queg°j — njnhgoh, done est proportionnel an j) :

° .2 , , 1 /r7 1, rv 1/ \ 1 0. . fi 1,

+ So, = o
avec Vn g'oi = dh g'oi - Γι

hig'oι)
1 2

pour qu'il existe des fonctions14 goi et g^ bornees pour tout ξ, satis-
faisant les equations (10.1), les giό etant connus, bornes, il faut et il
suffit que (rappelons que Roi ne depend pas de ξ)

5 0 i = 0 . (10.2)
2

Pour que, de plus, gi5 puisse etre trouve borne il suffit que, en outre,

On e ^ got admettent des primitives bornees par rapport a ξ.
Les equations (10.2) s'ecrivent en coordonnees quelconques, compte

tenu des conditions precedentes

R*β = τnanβ (10.3)

consider ee habituellement comme represent ant une radiation electro-
magnetique pure.

11. Perte d'έnergie par radiation gravitationette
o

Considerons enfin la derniere equation J R 0 0 = 0: on trouve, sous les
o

memes hypotheses que dans le calcul de BQi:

£ 1 o.. 2,, 1 / i . . l Y' 1 i . . . l,
gl3g^[gt3gή +-^g't39n

On deduit de Γequation (11.1), par integration par rapport a ξ:

1 0. . 2, 1 /I . . 1 V , 0. Ά 1 1 1 r̂  .
9%'9\g%'gή +glm^g + g ^ n "

On a toujours (cf. 2.4)

14 Ces inconnues sont evidemment surabondantes: on a vu que Γon pouvait
par exemple prendre gQi = 0 sans restreindre la generalite physique de la solution.
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1 2

On deduit done de Γequation (11.2) que gxβ et g[j ne peuvent pas etre
bornes pour tout ξ si Roo < 0, on a done necessairement JR 0 0 ^ 0.

II existe plusieurs manieres de voir que le cas Roo = 0 est a eliminer
si Γon veut avoir une partie oscillatoire significative non nulle:

1°) On remarque que le cas Roo = 0 implique que Γ integrate

/ 9'ij9ίjdξ est bornee, done en particulier que g\^ tend vers zero15

a

quand ξ augmente indefininient, ce qui est, dans notre etude une solution
peu satisfaisante.

2°) Si gOx est a primitive bornee (condition verifiee d'apres le § 10

par goiI on voit, en integrant par rapport a ξ que g{j ne peut etre borne

que si RQQ > 0 (une primitive de / g'ίjg[jdξ etant toujours infiniment
\ a

grande negative si g[j φ 0 I .

3°) On a vu que les quantites gQθί peuvent etre eliminees par chan-

gementde coordonnees; si Γon fait gΆθ = 0 dans (11.1) il vient

° 1 o , , 2 , , 1 / i , . i \" , 1 i / v , i , , --

1 2

qui implique, si giό et (/̂  sont bornes ainsi que leurs derivees:
B00>0. (11.3)

D'oύ finalement.
Conclusion. Powr que les equations d?Einstein admettent une onde

approchee oscillatoire dΌrdre 1 de la forme (2.2) il faut que la metrique de
base soit telle que

Baβ = τnΛnβί τ > 0 . (11.4)
Remarque. Le facteur τ precedent represente la perte d'energie par

la radiation gravitationnelle due a la partie oscillatoire de la metrique.

12. Integration des equations

La condition (11.3) est une condition necessaire pour qu'existent
1 2

9iv 9ij bornes pour tout ξ. Une condition suffisante [la condition (10.3)
etant realisee] est que la somme des deux termes

admette une primitive secondc bornee, e'est-a-dire qα'il existe un
nombre positif M tel que

ξ

T / (g'li g'ii)( _ , (I ~η)dη+^B00^M (12.2)
0

1 5 Puisqu'on Γa suppose uniformement continu (g'/} uniformement borne).
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qui implique

^a=-^-^rf(g'iίg'i>)^rl(ξ-η)dη (12.3)

les glj devant satisfaire aux conditions imposees dans les paragraphes
precedents on voit que Boo ne pourra pas etre quelconque. L'inegalite
(12.2) implique une equation reliant la metrique de base a la perturbation
oscillatoire qui doit permettre le calcul de la perte d'energie par radia-
tion1 6.

En particulier si gig est de la forme

on devra avoir
BQ0= λaij aij , λ nombre reel.

Nous allons traiter, comme d'autres auteurs avant nous ([3—5]) le
cas d'une metrique de base a symetrie spherique. Notre methode permet
en prenant pour metrique de base la metrique radiative de Vaidya de
donner une construction exacte et complete des perturbations oscilla-
toires se propageant suivant les trajectoires orthogonales des or bites du
groupe d'isometrie, ces perturbations ne possederont pas la symetrie
spherique, resultat previsible (en liaison avec le theoreme de Birkhoff).

13. Perturbation oscillatoire de la metrique de Vaidya

Prenons pour metrique de base la metrique de Vaidya, a symetrie
spherique, en coordonnees radiatives

ds* = (l - 2m

r

{u) ) du* -}- 2du dr - r*{dθ2 + sm*θdφη (13.1)

nous poserons
x° = u , x1 ==- r , x2 = θ , xz = ψ

Les varietes x° = (7te sont des surfaces d'onde de la metrique, qui est
ecrite en coordonnees radiatives. Le tenseur de Ricci de (13.1) est:

Raβ = rnΛnβ, n^d", (13.2)

rλ du v '

si m est constant, τ = 0, (13.1) est la metrique de Schwarzschild que
Γon met sous sa forme usuelle par le changement de variables

u~t — r — 2m log(r — 2m) .

Cherchens une perturbation de la forme

o) (13.4)

1 6 A relier sans doute a la "news function" de Bondi.
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On a ici

^ = 1 , nA = 0 , A = 2, 3 . (13.5)

Les conditions (5.7), (5.8) se reduisent done a

L = 0 , (13.6)

9ΛB 9AB - ~ ̂ r ( L + - ^ y ^ 0 . (13.7)

Apres calcul de la connexion correspondant a la metrique (13.1) on
trouve pour les equations (7.2)

Γ7 x , 1 λ a τ ι x
 A

d'ou1 7

, φ, u, ξ). (13.8)
Posons

72 2 = α J 72 3 " P

les equations (13.7) seront verifiees si et seulement si

y 3 3 = - α s i n 2 6 L (13.9)

o
On trouve en calculant Boi et Γegalant a zero

o j 2

-̂ oi — y ^ π ^ 0 .
0 1 o 1

J? 1 2, 1

-β03Ξγ9 fi3 + -2

α et /3 etant choisis arbitrairement, bornes ainsi que leurs primitives par

rapport a ξ, ά et /?, les equations (13.10) determinent g^

In = 0 ,

^ ^ Sί) (13.11)

0
P u i s , p o u r J R 0 0 :

2 dm

(13.12)

1 7 La forme (13.8), (13.9) que nous trouvons pour la perturbation g coincides

avec celle obtenue par Isaacson en appliquant la methode W.K.B. aux equations

linearisees, mais le fait que nous avons, ici, applique cette methode aux equations

elles-memes imposent aux γA B d'autres restrictions que nous allons voir par la suite.
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2

urra trouver des gij born
fonction f(u, θ, φ ξ) bornee telle que

2

On pourra trouver des gij bornes verifiant (13.12) s'il existe une

2

Des examples de solutions donnant des g{j bornes [eompte tenu de
(13.11)] sont:

1°) oc = g(u) cos ξ sin θ , β = g (u) sin ξ sin θ cos θ
avec

= —?(w) sin|cosθ ,

Alors
2

et on peut prendre

2°) Un autre exemple de solution est

β = g(u)miθh(ξ) , α = 0

fonction oscillatoire bornee ainsi que sa primitive U(ξ) et ses
derivees, et

(9 (u))2 — ~ Ύ ~j— , Λ nombre reel > 0 .

Alors

et on peut prendre gr̂  _g = 0 a condition que h verifie Γequation diίferen-
tielle

(h^(ξ))" + (h'(ξ)γ-iλ^O. (13.14)

Les solutions 1°) et 2°) ne sont evidemment pas a symetrie spherique,
ni axiale. On montre aisement que Γon ne peut pas trouver des solutions
de (13.10) et (13.12), satisfaisant aux conditions requises de fmitude,
possedant une telle symetrie, par les considerations suivantes:

a) On ne peut pas avoir β = 0; (13.13) entrainerait alors α = oc(u, ξ),
2

ce qui est incompatible avec g12 borne pour tout θ: une telle solution ne
pourrait etre valable que dans un secteur 0 < ε ^ θ ̂  π ~ ε.

2 2

b) On ne peut pas avoir g12 = 0 et gls = 0, car les equations (13.10)
donneraient alors Γexistence d'une fonction γ(u, θ, φ, ξ) telle que

α sin2θ = d3γ , β = — d2γ
γ satisfaisant a

sinθa2(sinθa2y) + d^γ = 0 (13.15)
3 Commun.inath.Phys.,Vol. 12
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et on montre par exemple, en cherchant γ sous forme d'un developpement

en serie de Fourier, que (13.15) n'a pas de solution periodique reguliere

en θ et φ.
1 2

Remarque importante. Les perturbations gίό et gij on un comportement

ά Vinfίni (r -> oo) determine:

on constate que, dans les coordonnees r, xΛ

9u = 0, gΛB=O(r) (13.16)

gAB=0(l) (13.17)

9IΛ = ° ( T )
 ( 1 3 1 8 )

Pour la metrique de base on a, dans les coordonnees envisagees.

On deduit done des equations (13.16) et (13.17), (13.18) que les
1 2 2 1

perturbations gij et gί5 tendent vers zero a Γinfini, gi5 plus vite que gib les

invariants donnant la grandeur de ces perturbations etant respectivement
o x, o , 7 l l Λ / 1

0.. 0., 2 2

14. Tenseur de Riemann

On montre aisement que le tenseur de Riemann de (2.2) est de la

forme
- 1 0

Ήχβ,λμ = C0 B<xβ,λμ + fi<xβ,λμ + ' * '

oύ le terme principal
- 1

est de la forme obtenue par LICHNEROWICZ [7] dans Γetude des dis-

continuites des derivees secondes des potentiels gravitationnels (et que

Γon retrouve dans les chocs gravitationnels), et par TRAUTMAN dans ses

premieres etudes sur le comportement asymptotique. C'est un tenseur de

type JV18. La nature du terme suivant, dans un cadre un peu different,

a ete etudiee par GOMES [8].

1 8 Comme dans Γetude generale de SACHS [19] du developpement en serie de
puissances de r~x.
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