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Abstract. For a hermitean, scalar, tempered field 4 (z) the locality axiom can
be replaced by the following condition: For any two natural numbers n and j with
1< j < nandfor any configuration X (n,7): Xy, ..., Xj—1, i Xjrr Xjgar e v er Xy
that is totally space-like in both orders: 1,...,i—1,7,j + 1, 4+ 2,...,n and
1,...,7—17+ 1,9, 4+ 2, ..., nthereexist constants o(n, j) > 2, C(X(n,j)) >0,
7(X (n,7)) > 0 such that with z, = X;}/—a2:

A (@)« v Aleg—y) [A (), A@00)] A@i40) - A)Y] <
< C(X (n, ) exp{—h(X (n, j)) J— 22"y

for —a? > 1.

Einleitung

Es ist bekannt [1], dafl ein hermitesches, skalares Feld 4 (), das die
Wightman Axiome erfiillt mit evtl. Ausnahme des Lokalitidtsaxioms,
strikt lokal ist, falls gilt:

[A(x), 4] =0,

wenn x und y irgendzwei offene, raumartig getrennte Mengen durch-
laufen.

In der hier vorliegenden Arbeit wollen wir die Frage diskutieren, ob
es fir echt nichtlokale Theorien eine Schranke fur den Abfall der Bei-
trige zum Kommutator aus dem akausalen Bereich fiir grofie raum-
artige Absténde r gibt (d. h. aus dem Bereich aullerhalb des Lichtkegels).
Wie zunéchst an den Beispielen der Drei- und Vierpunktfunktion!, dann
aber in voller Allgemeinheit gezeigt werden soll, gibt es solche Schranken,
so daf das Feld A (z) strikt lokal ist, falls — grob gesprochen — die
Beitrige zum Kommutator aus dem akausalen Bereich wie

const. exp(-const’ - r%)
mit o > 2 abfallen.

1 Bekanntlich gibt ja die Lokalitdt keine Einschrinkung fiir die Zweipunkt-
funktion.
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Dreipunktfunktion

Wir gehen aus von reellen Punkten a;, ,, @;, die in dem Durchschnitt
der “extended tubes” der Dreipunktfunktionen (4 (x;) 4 (x,) 4 (z,)) und
(A (xy) A () A (5)) liegen. Wie R. Jost gezeigt hat [2], sind das gerade
die in der Reihenfolge 1,2,3 bzw. 2,1, 3 total raumartigen Punkte.
Diese Punkte erfiillen also die beiden Ungleichungen

(g () — @) + gy — )2 <0 firalle w; = 0,3 u; >0 (1)
und

(A (g — @) + Ay — @y))2 <0 faralle 2,=20,3'4,>0. (2

Is soll nun zunichst dargelegt werden, dall diese Punkte ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit als gleichzeitig angenommen werden diirfen.

Andernfalls konnen wir nidmlich durch Translationen und Lorentzdre-
hungen erreichen, daf ;, x,, 2, folgende Gestalt haben:

0 0 25"

0 x5! X4t
Ty = 0l Ty == 0 s Ty = w2

0 0 0

Wenn wir nun zeigen kénnen, daf |a3] > |9], brauchen wir nur eine
Lorentztransformation in der 0,2-Ebene anzuwenden, um die angestrebte
Form zu erreichen. Die Ungleichung |a3| > |«8] folgt aber aus der totalen
Raumartigkeit in den beiden Reihenfolgen 1,2, 3 bzw. 2, 1, 3, denn sei
() = 0, wegen (1.(0 — @) + 0.(w, — x,))® < 0)

Falll: 2o <.

Ty

Dann wihle man

;“1_1“‘?[21‘21 pp=1
und im
1
Fall 2: 2% >0
wahle man )
PR S
17 ot 2 =

2

— 0 2
wodurch aus den Ungleichungen (1) bzw. (2) wird: (__23) <0, d.h.
0
23| > 3.

Damit sehen wir, daf die Form 29 = 29 = 2§ = 0 keine Einschréin-
kung der Allgemeinheit bedeutet.

Totale Raumartigkeit (in beiden Reihenfolgen) fiir 3 gleichzeitige
Punkte z,, @,, @, ist aber dquivalent mit der Aussage, daf} die Dreier-
vektoren &, — &,, &, — &, linear unabhéngig sind. Diese Vektoren spannen
nun eine KEbene auf, in die wir die a'- und z2-Achsen unseres Koordi-
6  Commun. math. Phys., Vol. 7
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natensystems legen wollen, so daf} die a!-Achse auf den Vektor #, — 2,

fallt und 2% > 0. Insgesamt also bedeutet fiir die betrachteten Punkte
die Form

0 P! 21
Xy = (0) s Xg = <32) y Xy = (:zz> , wé > 0, T% ~ 0

keine Beschrinkung der Allgemeinheit.

Wir wollen nun die Seitenlingen des von den 3 Punkten gebildeten
Dreiecks in folgender Weise von dem Differenzvektor « = a; — x, ab-
hingen lassen:

wobei an die Funktionen ¢, (z) und ¢4(z) 2=+ iy folgende Forderun-
gen gestellt werden:

@5 (2) und @, (2) sollen in dem Winkelbereich @, < 6 = argz < 27 — 6,
= @, analytische Funktionen sein, fiir welche fiir reelle z < 0 gilt:

Py(2), @5(z) reell, > 0
1-— 21/(7’;(;) +@a(2) <@s(2) <1+ 2]/(%2(25 + ¢y (2) (Dreiecksungleichung).

Weiterhin sollen ¢,(z) = ¢,(Z) und ¢;(z) = @3(z) in O, <O < 27 — O,
den folgenden Bedingungen geniigen:

1
2@a(2) £ 2(1 = k) + 2p5(2) (1 “*k“) 0<k<oo
(a)
2p3(z) +=2(1 = &)+ z2q,(2) (1 N 7}‘) 0<k <o

z2 @y (2) = reell, > 0

(b) 2@y (z) == reell, > 0

~ 1 [y il L :2(}72(’:) 0 R
2@g(z) F 2+ 2@p(2) 41 + O<r<oe
z;%f(i) 0 <7 <.

2a(z) = 24 2y(2) + 7 -
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Den mit Analytizitatsbetrachtungen von Wightmanfunktionen ver-
trauten Leser werden diese Bedingungen an die von G. KALLEN und
A. S. WicHTMAN [3] gefundenen Berandungen der “extended tubes’ der
Dreipunktfunktionen W (1, 2, 3) = {4 (x;) 4 (x,) 4 (x3)) bzw. W (2,1, 3)
= (A () A(w;) A(x;)) erinnern. Man setze nur: z; = z, 2, = 2@, (2), 2,
= z@y(2). Tatséchlich beschiftigen wir uns auch im Augenblick mit
nichts anderem, als Suchlinien fiir die Funktion W (1, 2, 3) — W (2, 1, 3)
zu konstruieren, deren Analytizititsbereich den Durchschnitt der “‘exten-
ded tubes” von W (1,2, 3) und W (2, 1, 3) umfalit.

Fir die folgenden Betrachtungen von Interesse ist die Frage nach
dem groBten Winkelbereich @y < 0 < 27 — O, = @,, bzw. nach dem
kleinsten Winkel O, fiir den noch solche Funktionen ¢, und ¢, existieren.
Diese Frage wird hier nicht in voller Allgemeinheit beantwortet werden.
Unter den zusdtzlichen Voraussetzungen

®3(2) — @2(2) s const. bzw. @3(2) — @2(2)

V‘Pz (=) V:Pz (2)

fiir 2z > — o0 bzw. z = |z] €(®:+ 0 2] » 00

- const.’

und
@y (2) = {oo} oder g, (z) - const.” fiir @) < O <27 — O,

stellt sich heraus: 6; = g— . Das liegt u. a. daran, daB sich auf der einen

Seite die Phasen von ¢, und ¢, in Abhédngigkeit von argz nicht zu schnell
andern diirfen, andererseits aber die Dreiecksungleichungen gelten sollen
und Herglotzfunktionen hochstens mit |z| ansteigen.

Es ist nicht gidnzlich ausgeschlossen, daf3 es Suchlinien gibt, die nicht
diese zusitzlichen Voraussetzungen erfillen und zu denen ein groferer
Winkelbereich bzw. ein kleineres 6, gehort, denn die Winkeldffnung der
Menge

P = {z,]3z,, 23 s.d. (2, 2, 23) € Regularititsbereich

von W(1,2,3)— W(2,1,3)}
betragt 27v — 0.

In Anbetracht der Grenze 6, = % far Suchlinien aus der oben er-

klarten Klasse konnen wir uns auf die einfachsten Suchlinien zuriick-
ziehen, ndmlich

@y (2) = a, = const., @;(2) = a; = const.

ay, a3 > 0: 1—2‘/;;2—{— a2<a3<1+2]/5;+ @,
6%
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d. h. wir betrachten die folgenden Vektortripel

0
0 0 Sl it Y e
N [ e e ] 2 l
1780 2T 0 ) bt aa_a2+12/__
0 0 a;— [“_‘gw] V—z
0
Der zu dieser Situation gehorige Grenzwinkel @, (a) ist
4a
n—arcbg‘/m;—l fallsay —a;— 1 <0,a,—a,— 1 >0

4
n~arcth7:ai:w~l fallsay — a3 —1>0,a; —ay, — 1 <0

4a,
7 — Min {aretg V—Cﬁﬁl)z — 1, &I’Ctg V(—az“:&:ﬁ? — 1}
falls @y —a;, — 1 < 0,a; —a, — 1 < 0.

Wir sind nun in der Lage, unser erstes Theorem zu formulieren und zu
beweisen :

Theorem 1. Sei A (x) ein hermaitesches, skalares Feld, das die Wightman
Axziome erfillt mat evtl. Ausnakbme des Lokalitdtsaxioms, welches wir durch
die folgende Voraussetzung ersetzen wollen:

Z jedem Punkt (a)=(a,, a3)€M {(ay, a3) | ay, a3 > O, 1— 2]/&; +

) <[4 (@) <x2>1A<x3>>1<0<a exp{—h(@)} -z }
0

0 0 as—ay +1 f—
mit @, —|° Xy = J—= Xy = 2 i
Y1=1o/)" 2 T 0 s Xy = g —ay + 172 ;—
0 0 Qg — —————2 I—-Z

0

fiir reelles —z > 1.
Dann folgt fiir o > 2:
{[A(x), A(xy)] A(x3)) =0 fiir alle reellen Punkte x, x,, @,
mit (x; — @)% < 0.
Beweis. Fir 0, (a) < 0 < 27 — 0,(a) mit

4
n-arctgl/m—:;:—ﬂ-);—l fallsaz—a3—l<0,a3—a2—l>0

4a
s-arctg Vm? -1 fallsa,—a;—1>0,a,—a,—1<0

. _ day : 4,
st-Min {arcth (@ _a';_—i_“l—‘)? - 1, ‘(M‘Ctg Vm — 1}
falls ¢y —a;—1<0,a;—a,—1<0
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liegen die Vektoren
0

0 0 Tl Tt T
N R == T 2
xl—“ 0 ’ 2 0 ’ 3 a3—a2—)—1 o
0 0 g — 2-—— ‘/—*Z

0
im Regularititsgebiet von {W (1, 2, 3) — W (2, 1, 3)} (2). Fir o > 2 kon-
nen wir eine offene Menge O finden: OC M, so dal O,(a) < 7 — g— fir

alle (a) € O. Fithren wir nun statt der Variablen z die Variable { =z*/2
ein, so ist

W%,as(C') = {W(l’ 2, 3) - W(2, 1, 3)}a3,a3(C)

in einem Winkelbereich mit der Offnung > & regulir. Wegen unserer
Voraussetzung (V 1) und der Temperiertheitsannahme fiir das Feld 4 (x)
ergibt sich somit folgende Situation fiir (a,, a;) € O:

W¢ 4, () regulir in @, = O = O, + 7 4 ¢ = O,,& > 0 und dort poly-
nomial beschrinkt, also erst recht von exponentiellem Typ.

Auf den Strahlen @ = @, und @ = 0, gilt:

1111;1 sup {|¢|-1log | W< , (IL] €2®)]} = 0,

T

aber auf dem Strahl © =0, = -, 0, < 0, < 0, gilt:
lim sup {|¢|-1log | WG , (¢ €|} < 0.
|| —>co

Nach einem Theorem iiber Funktionen von exponentiellem Typ besteht
die Klasse solcher Funktionen nur aus der 0 [4]:

W (21, @2y, @321) — W (2y, @321, @p2y) = 0 fir alle (ay,a3) €0 .

Die Punkte z,, a5z, @32, und z;, a3z, ayz, liegen nun fir O, (a) <
= argz < 2z — 0, (a) und (a,, a,) € O im (offenen) Kern des Bildes des
Durchschnitts der “extended tubes”: I(J] 435" J 51 3), wobei I die
Abbildung auf die Invarianten ist.

e , @y = 2o it
21 21

. . Z. z
Die Transformation: a,=-*, ay=-*> bzw. a;=
1 1

regulér fiir z; == 0. Daraus folgt:
W2y, 29, 25) — W (2, 23, 25) = 0
inI(T1,08N T 91,8
Von diesem Punkt an braucht man nur die Argumente zum Beweis

des Theorems 4—1 von [3] zu wiederholen, um zu dem Schluff zu ge-
langen:

a) {[4(x,), A (xy)] 4 (zy)y = 0 fir alle reellen Punkte w;, z,, z, mit
(2, — 25)? < 0. Bei der Behandlung von {4 (2;) [4 (z,), 4 (x5)]) — wir
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machen die (V 1) entsprechende Voraussetzung — gehen wir analog vor
und folgern:

b) (4 (%) [4 (xy), A (x,)]) = 0 fir alle reellen Punkte wy, x,, x; mit
(@y — @q)2 < 0.

a) und b) bedeuten aber gerade strikte Lokalitét fiir die Dreipunkt-
funktion.

Felder mit Akausalitdten von der Art (V 1) fithren auf dieselben Eigen-
schaften fiir die Dreipunktfunktion wie strikt lokale Felder.

YVierpunktfunktion

Im Fall der Vierpunktfunktion sind wir nicht in der gliicklichen Lage,
die Charakterisierung der “‘extended tubes’ in den Invarianten explizit
angeben zu konnen (wohl aber kennen wir Teile von den Berandungen
der “extended tubes” in den Invarianten: DANAD-Flédchen). Wir werden
daher in diesem Fall statt mit den Invarianten mit den Vierervektoren
selbst arbeiten. Zum Nachweis dafiir, dafl gewisse Vektoren (v + iy),!
=1,2,3,4 in der “extended tube” zu der Reihenfolge 1, 2, 3, 4 liegen,
miissen wir zeigen, dall es zu den Differenzvektoren {; = (x 4 1y), —
— (x+ 1Y) 41 1= 1,2,3 SL(2, C)-Matrizen 4 und B gibt, so daf
o+ -l
¢t agr o0 -—53)
in der “primitive tube’ (zu der Reihenfolge 1, 2, 3, 4) liegt.

G=d0BT ter=(

Da aber andererseits die “primitive tube’ invariant ist unter reellen
Lorentztransformationen ({' = A{A*, A € SL(2,C)), genigt es, die
Existenz von SL(2, ()-Matrizen C nachzuweisen mit der Eigenschaft

£y = £, 0 ¢ “primitive tube”.

Als Beispiel geben wir die SL(2, C)-Matrizen C, , , und U, ,,, an, die
die Punkte (a, = a; = 1)

0
0 0 j—
o>V o o1 ., ——

0

2 4
fiir g < 0 < i in die “primitive tube” zu der Reihenfolge 1, 2,3
bzw. 2, 1, 3 tiberfithren:

R I3 3
1 — e 2 2 = 9"
61,2,3—— (_ 1/3 __.i 0 )> 02,1,3_(_}_@_.{_*@: : 0 2).

2 2
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Wir wollen nun versuchen, die bei der Dreipunktfunktion heran-
gezogene Beweismethode auf den Fall der Vierpunktfunktion zu iiber-
tragen. Die untere Grenze fir die exponentielle Abnahmeordnung kann
sich bei dem Ubergang von der Drei- zur Vierpunktsfunktion natiirlich
nicht verbessern. Wir werden diejenigen Suchlinien verwenden, die sich
schon bei der Dreipunktsfunktion bewéhrt haben. Die Frage, ob diese
Suchlinien auch im Fall der Vierpunktfunktion in gewissem Sinn optimal
sind, wird sich nachtrdglich von selbst beantworten. Dabei wollen wir
uns zundchst dartiber klar werden, dafl die Gleichzeitigkeit der Ausgangs-
situation (die im Fall der Dreipunktfunktion keine Beschrinkung der
Allgemeinheit bedeutete), hier die Allgemeinheit einschrinkt. Denn

4 Punkte y, . . ., 2,
2
T g |
x}

(g (g — @) + pg(@y — @) + pg(s — ay))2 < 0 firalle u; =0, 3 u; >0
(A (g — @) + Ag(wy — @) + A3(wy — 2))2 < 0 firalle 4, = 0,3 4,>0

erfiillen, sind z. B.

die die Bedingungen

1

0 0 0 2
0 1 0 2
xl - <0> ’ xz ) (0) , xs ) (l) ’ x4 ) 0
0 0 0 0

Koénnten nun diese Punkte durch (reelle oder komplexe) Lorentztrans-
formationen gleichzeitig gemacht werden, so miiB3te gelten:

V= (g — 20 = Y= (g — )+ = (g — p)?
In unserem Beispiel aber sind:
. iF I I
V" (g — %)% = LQ_ l/— (xg — @) = 9 V_ (g — ay)2 =1
und es gilt: [/'1-~54> 24 V3

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir nun unser zweites Theorem
formulieren und beweisen:

Theorem 2. Sei 4 (x) ein hermitesches, skalares Feld, das die Wightman
Axiome erfullt mit evtl. Ausnakme des Lokalititsaxioms, welches wir durch
die folgende Voraussetzung ersetzen wollen :

Zu jedem Punkt (a) = (@5, A3, A1g, gy, W3y) € M = {12, ag3, ayy, Gay,
054)[Q0, Qyg, Qig, Aoy, By > 031, ]/a,m, l/alg, [/aM, [/a24, [/a34 sind Kantenlingen
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etnes Tetraeders

Fig. 2

das auch folgendermafien entartet sein darf:

Fig. 3

gibt es Konstanten C(a), k(a) > 0 so, daf -
(V2) {4 () [4 (), A (25)] A (2)) | < C(a) exp {~h(a)}/~="}

mat
0 0 0
Pag — a2 3 . -
2 V== l]/—z ———l—]/—z
Ty = , , Tyg=1] 2 , Xg= 2
! Ap—ayy + 172, — 2 s
o [ : :
N 0 0
0
0
U3y ‘2‘ oq V__'—z
2[ayy — Agg — gy ] — [@gy — gy + 1] [@1y —ay5 + 1] V_—z
Gyp — qg + 172
. o

400y Uy — oy [y — 15 + 1P — (@15 + oy — 0y ]* + [0 +
+ @y~ @14] [Aog— 5y + 1] [y — 13 + 1] =t [0y —agy + 11> —

=
o[

fiir reelles —z > 1.
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Dann folgt fiir oo > 2:

(A () [A (), A(2y)] A(g)) =0 fiir alle reellen Punkte xq, ©,, %4, ,
mit (xy — 24)% < 0.

Der Beweis verlduft analog zu dem Beweis des ersten Theorems.
Wir setzen:

1 a @ +1 Qg — Gyy + 1 gy — Ugq — 1
Cl = — 213 ’ C% =V tp — = 2]3 > % = __2__23 ’
Qi + Oog — @1y [%4 —ay + 17 [ap—ay, +1
2 2 2

é‘? —
: l/ [am_am’f‘l]z
Ayp— I S

_ Qyp—0Qyq + 172 (g + Qog— gy |2
Ay —Agq [ = 2” ] - [ B 24 14] + (@ya + Goy—
Aoy — gy + 1 Ayp— g + 1 gy — gy + 172
— @y4) [ : 231 ] [ = 213 "‘] — g [“_‘21 234 ]
=~ |
gy — gy + 172
A1p — M‘é_‘*
11 %z — Q13— 1 4-'2 _ 2 o Gyt !
1= P] s 1 = Cl, 3 — 72 s

o= -3, =0
Fir ©4234(a) < O < 21 — @234 (q) mit
1 1
@},2,3,4((1)

: A (@) G
+2]/1+ [Vl Cl -%]—1
i &

liegt (P) in der “extended tube’ zu der Reihenfolge 1, 2, 3, 4 bzw. fur
OL324(a) < O < 27 — O7>%*(a) mit

@%,3,2,4(61)
v_/ 79 2
(G- Vl (@]
3 3
5_1_ &
+2 1T /2 12 + ;2 '_1

liegt (P) in der “extended tube’ zu der Reihenfolge 1, 3, 2, 4.

=2arctg

=2arctg
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Die SL(2, 0)-Matrizen C,,,, 5,4 bzw. C, 5, 5,4, die (P) in die “primitive
tubes” zu der Reihenfolge 1, 3, 2, 4 tiberfiihren, sind:

01, 2,3,4 7 1 A
e @)
1 =1

o B B (A (@) -y (3 ()

. 3_‘ /1 {12 312 ég"é
B S ) )
C 63 Cl CS 3
01,3,2,4: 2
( +l/l+ 5-1) )—iT,

(e ()
B ) o (e )

(=G E Ve (@)Y (2 (3T
+a%+ Wu—@léﬂ

AR )Vu— (ET
+2V1% C’l [V1+ : 1;]

Der Punkt (P) liegt also im Durchschnitt der “extended tubes” zu
den beiden Reihenfolgen fir @, (a) < O < O,(a) = 27 — O, (a)

[

/
/

550

m‘
afled

71 =

0, (a) = Max {O123:4(a), @134 (a)} .

Zu jedem « > 2 gibt es nun eine offene Menge O C M, so dal O, (a¢) <z — %
fiir alle (@) € O (Konfigurationen in der Néhe von der symmetrischen,
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entarteten Sitation

Tig. 4

fiir hinreichend grofies a).
Daraus konnen wir wieder schliefen (vgl. S. 7) ff
a) (A (x;) [4(xy), A (xy)] A(zy)y =0 fir alle reellen @y, @y, 5, 2,
mit (v, — 24)* < 0.

Bei den Behandlungen von {[4(x), 4 (z,)] 4 (z;) A(z,)) und
(A () A () [A (), A(2,)]) — wir machen die (V 2) entsprechenden
Voraussetzungen — gehen wir analog vor und folgern:

b) ({4 (@), A (w)] A (xy) A(x)y =0 fir alle reellen ay, @y, 2y, 2,

mit (v, — 2,)2 < 0
und
c) {A(x) 4 (x,) [A(xy), A(x)])y =0 fir alle reellen @y, x,, @, 2,
mit (zy — 2,4)* < 0.

a), b) und ¢) bedeuten aber gerade strikte Lokalitdt fiir die Vier-
punktfunktion.

Felder mit Akausalititen von der Art (V 2) fithren auf dieselben
Eigenschaften fiir die Vierpunktfunktion wie strikt lokale Felder.

Allgemeine n-Punktfunktion

Es ist nun ziemlich klar, wie wir das Beweisverfahren auf die n-Punkt-
funktion fiir allgemeines 7 tibertragen kénnen.

Theorem 3. Set 4 (z) ein hermitesches, skalares Feld, das die Wightman
Auwiome erfillt mit evtl. Ausnahme des Lokalititsaxioms, welches wir durch
die folgende Voraussetzung ersetzen wollen :

Zujeder reellen Konfiguration (X): Xq,..., X; 1, X5 X 1, X0, X0
die in den Rethenfolgen 1, ...,7—1,7,7+1,7+2,...,nund 1, ...,j — 1,
j+ 1,7, + 2, ..., ntotal raumartig ist, gibt es Konstanten 0 < C(X), h(X)
so, daf fir x,= X, - V—é und reelles —z > 1 gilt:

(V) 1A () oo Ay y) [A (), 4 ()] Al ) - A))] <
< C(X)exp {—h(X) ]/—42 1.
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Dann folgt fiir o > 2: (A (%) . . . A(;_1) [A (), A (@)1 A (%5,4) - . .
. A ()Y = 0 fiir alle reellen Punkte xy, . . ., &j_q, ), Tjoqs Tjpgr - - -y Ty
mat (x; — x;.,4)% < 0.
Zum Beweis wihle man (X) in der Nahe von der folgenden Konfi-
guration:

Fig. 5

wobei besonders der Fall @ > 1 interessiert.

Herrn Prof. H.J. Borcuers sei fiir eine kldrende Diskussion und Herrn
B. HumpERT fiir seine Hilfe bei den Rechnungen gedankt.
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