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Abstract. By means of quantum field theoretical methods (occupation number
formalism, linked graph theorem, functional derivation) the cluster developments of
classical equilibrium statistics are rederived. Thereby an information quantity
comprehending all partial information about a system is introduced.

Einleitung

Bei einem Vergleieh der verschiedenen Graphen- und Cluster-Ent-
wicklungen der Vielteilchentheorie fallt auf, daβ die Entwieklungen der
klassischen Statistik (Gleichgewicht — MAYEB, Nichtgleichgewicht —
PRIGOGΓNΈ/BALESCU) in einer Art und Weise formuliert werden, die von
den in der ύbrigen Vielteilchentheorie bewahrten, quant enfeldtheore-
tischen Methoden (Wicksches Theorem) recht verschieden ist. Jedoch
entsteht gemeinsam sowohl in der klassischen wie in der quanten-
mechanischen Vielteilchentheorie stets eine allgemeine Aussage, nam-
lich: alle MeBgrόBen werden durch nur zusammenhangende Graphen
oder Cluster wiedergegeben. Es erhebt sich daher die Frage, ob es im
Sinne einer Vereinheitlichung nicht mόglich ist, sowohl fur die klassische
wie fur die quantenmechanische Vielteilchentheorie eine gemeinsame
Formulierung zu finden, so daβ die erwahnten Verbundgraphentheoreme
als Spezialfalle eines allgemeineren Theorems erscheinen. Tatsachlich ist
dies mδglich. Dazu wird der zuerst von SCHONBERG [1] angegebene
Besetzungszahlformalismus aufgegriffen und weiterentwickelt (Kapi-
tel 1). Zustande klassischer Systeme werden hierbei durch die Besetzun-
gen im klassiscben Phasenraum bescbrieben. Physikalische GrόBen
nehmen damit die von der Wellenquantelung her bekannte Form an, nur
mit dem Unterschied, daβ die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
bier nicht von t oder p, sondern von r und p abhangen. Bei der Bildung
von Erwartungswerten (Kapitel 2) ergibt sich gegenύber der Quanten-
theorie insofern eine Vereinfachung, als die zunachst auftretenden Aus-
tauschterme wegen der im klassischen Grenzfall ,,dϋnnen" Besetzung des
Phasenraums vernachlassigt werden kόnnen. Fur die klassische Spur-
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bildung ergibt sich damit eine einfache Regel (Abschnitt 21), die bei An-
wendung auf den groBkanonischen Zustand (Kapitel 3) in Verbindung
mit einem fur die Umordnung von Exponentialfunktionalen gϋltigen
allgemeinen Verbundgraphentheorem [2] sofort die bekannte Cluster-
entwicklung der Freien Energie [3] reproduziert, wobei die eigentliche
Mayersche Clusterentwicklung als hard-core-Teilsummation erscheint
(Abschnitt 33). Auch die Clusterentwicklung der (reduzierten) Dichte-
funktionen ergibt sich automatisch. Dazu wird das zuerst von BOGOL-

JTJBOW [4] eingefύhrte erzeugende Funktional dieser Dichtefunktionen
herangezogen. Zwischen diesem Diehte-Funktional und dem erzeugenden
Funktional der Korrelationsfunktionen, die bei einer UBSELL/MAYEB-

Entwicklung der Dichtefunktionen auftreten, besteht ein einfacher Zu-
sammenhang (Abschnitt 22). Dieser laBt mit Hilfe von Funktional-
ableitungen erkennen (Abschnitt 33), daβ die Freie Energie als Funk-
tional der ungestόrten Einteilchendichte (Abschnitt 32) zugleich die
Erzeugende der Korrelationsfunktionen darstellt [5]. In diesem Zu-
sammenhang bietet sich in Analogie zu [6] die Einfύhrung einer sog.
InformationsgrόBe U(σ) an, in der alle Teilinformationen ύber den Zu-
stand eines Systems kompakt zusammengefaBt werden. Der natύrliche
Logarithmus von U (σ) hat dann wie in [6] die Bedeutung des erzeugenden
Energie/Korrelations-Funktionals (Abschnitt 31).

Die Formeln sind abschnittsweise durchnumeriert und werden zu-
sammen mit den Abschnittsnummern zitiert. Zur formalen Verein-
fachung wird fur Mehrfachintegrale in Anlehnung an SYMA^ZIK. [7] eine
abkύrzende Schreibweise eingefύhrt.

1. Physikalische Grδβen

1.1. Dynamische Variable

Urn die quantenfeldtheoretischen Methoden auch in der klassischen
Statistik anwenden zu kόnnen und eine ύber weite Strecken zur Quanten-
statistik parallele Entwicklung zu ermόglichen, wird zunachst ausgehend
von der ύblichen Formulierung (,,Teilchenbild") mit Teilchenzahlen N
und Phasenraumpunkten x = (r, p) als den dynamischen Variablen ein
klassischer Besetzungszahl-Formalismus (,,Wellenbild") mit Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren yfi(x), ψ(x) als den dynamischen Variablen
entwickelt. Dazu wird der kleίne Phasenraum in numerierte Zellen Ax
eingeteilt. Im Prinzip kann jede Zelle von beliebig vielen Teilchen besetzt
werden, soweit nicht etwa durch ein hard-core Einschrankungen ent-
stehen. Jedoch hat die klassische Statistik bekanntlich nur Gύltigkeit
fur genύgend dύnne Besetzung der Zellen Δx= (2πh)*, so daβ jede
Zelle praktisch hochstens einfach besetzt wird: Nx = 0 oder 1. Daher
sind klassische Bose-Statistik und klassische Fermi-Statistik in ihren
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Ergebnissen miteinander entartet. Deswegen kδnnen bei praktischen
Auswertungen Summationen ύber die Phasenraum-Zellen durch Inte-
grationen ersetzt werden: ΣxΔx ^ f dx. Letzt3res ermόglicht bei der
Bildung von Erwartungswerten das Streichen der Austauschterme, in
denen sich ja Fermi- und Bose-Statistik voneinander unterscheiden.

Die Zustande eines Systems ununterscheidbarer Teilchen1 werden
nun bei vollstandiger Information durch Hubert-Vektoren Φ^UN2

beschrieben, die die Besetzungen der einzelnen Zellen angeben. Daβ sich
Zustande mit verschiedenen Besetzungszahlen gegenseitig ausschlieβen,
wird durch die Orthogonalitat der Vektoren wiedergegeben und daβ mit
Nx = 0, 1, 2, . . ., co (BOSE) bzw. Nx = 0,l (FERMI) die Gesamtheit aller
moglichen Zustande eines Einzelsystems dargestellt wird, wird durch die
Vollstandigkeit der Vektoren wiedergegeben:

(ΦΛ v . .,Φ J ί i . . .) = V - « > ΣΦN1-)(ΦN1- = 'ί- (1)
Λ τ i , . . .

Daβ es keine negativen Besetzungszahlen gibt, wird durch Φ...Nχ... = 0
fur Nx < 0 beschrieben; in der Fermi-Statistik gilt zusatzlich noch
Φ...Nχ... = 0 fur Nx > 1. Fur das Vakuum wird die ϋbliche Bezeich-
nung Φoo...) ΞΞΞ > bzw. (Φo o... = < benutzt.

Die dynamischen Variablen sind in diesem Formalismus diejenigen
Grόβen, die die Besetzungszahlen andern, also die von der Quanten-
theorie her wohlbekannten und durch

1 ^ Φ . . . ^ . . . ^ - Φ . . . Λ , + 1 . . . , ^ Φ . . . Λ V . . ^ - ^ Φ . . . Λ W . . . (2)

definierten Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Aus dieser Definition
folgt sofort die Vertauschung von ψ^ und ψx

Uber die Vertauschung von ψx und ψ^, fur verschiedene x, x' sowie die
Vertauschungen der ψx bzw. yft untereinander wird durch geeignete
Wahl der willkύrlichen Phasen entsprechend verfύgt. Mit den Abkύr-
zungen {δx-x> bedeutet das Kroneckersymbol)

]jΔ x
fΔx^ΣΔx (4)

1 Klassische Teilchen sind mit einem (ungequantelten) Strahlungsfeld als
Trager der Informationen ύber die Teilchenzustande eigentlich stets durch die
unterschiedlichen Anfangsbedingungen individualisierbar. Verzichtet man jedoch
auf Fragestellungen, in denen die Teilchen unterschieden werden, so genύgt es, sich
bei der Beschreibung von vornherein auf solche Systemzustande zu beschranken,
in denen alle Teilchen gleichberechtigt auf tret en. Nur solche Zustande werden hier
behandelt.
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lauten die Vertauschungen schlieβlich

(5)

Sie haben also genau dieselbe Form wie in der Quantentheorie.
Fur den Vakuum-ProjeJctionsoperator existiert die wichtige Dar-

stellung

~ f Δxψϊ(x)ψ(x) . (6)

Nψ-tiψ ordnet einschlieβlich entsprechender Vorzeichenweehsel gemaβ
(5) alle yfl nach links, alle ψ nach reehts und yftψ bedeutet gemaβ (3) den
Teilchenzahloperator. Das zweite Gleichheitszeichen ergibt sieh fur
v(x) = δ — 1 aus der in [2] angegebenen Beziehung (22.10)

eψhna + v)Ψ = N^^evtvy* ψϊWψ=== f Axψϊ{x) w(x) ψ(x) , (7)

die ihrerseits ein einf aches Beispiel eines fur allgemeinere Operatoren-Um-
ordnungen gύltigen und in [2] bewiesenen Verbundgraphentheorems
darstellt. Aus (6) folgt zunachst die identische Umformung der Voll-
standigkeitsrelation (1)

I _ y (Λ ^N, + ΨiNl 1 ^ ^

sr ι Γ Λ Γ Λ + +
ZJ -jyj I Δx1. . . I Δ xN ψ^ . . . ψN > < ψN . . . ψx

Weiter wird (6) bei der Formulierung physikalischer Grόβen benόtigt.
Physikalische Grδβen A haben namlich im Besetzungszahl-Formalis-

mus die Form

A(ψt,ψ)=Σ-^; f Δ x λ . . . f Δ x N W \ . . . W \ >

AN(xv . . ., xN) < ψN . . mψl ~ Σ-KT^N > AN< ψN,
(9)

die durch (6) in

ψ) = JVvttve-v+v A (10)

uberfύhrt werden kann mit

is (11)

als dem erzeugenden Funktional der zu den Teilchenzahlen N gehorigen
Grόβen AN des ,,Teilchenbildes". Bei Entwicklung von AN nach Ein-,
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Zwei-, Drei-TeilchengrόBen usw.

AN(l . . .N)=Σ-ϊrN+Σ"ih O ( 1 2 ) 2

8 S l ix...ίt

entsteht zwischen dem erzeugenden Γunktional dieser s-tupel-Grδβen as

a{κ)=Σ^f ΔxMxi)*- f Δxsκ{xs)as(Xli...,xs)^Σ^κ8as (13)

und der Erzeugenden A (κ) der einfache Zusammenhang

A{κ) = elκa{κ) lκ== / Δxκ{x) , (14)

so daβ mit κ(x) = ψ^(x)ψ(x) aus (10) fur A (yft, ψ) sofort die Darstellung

T ι
(15)

folgt. Schlieβlieh gilt noch fur die Multiplikation zweier physikalischer
GrόBen

AB = Σ 4τΨ*N > A» < ΨN4τΨίM >BM< ΨM

"•""' t (16)

N i v !

AB(κ) =Σ-ψγf^xiκ(xi) • • • JΔxNκ{xll)AN{x1.. .xN)BN{x1.. .xN) =

mit AB(κ) als der Erzeugenden des Produkts AN(- •) BN( •).

1.2. Teilchenzahl

Im folgenden wird als einfachste physikalische GrόBe die Teilchen-
zahl mit einigen ihrer Abkδmmlinge behandelt. Aus (11.3) folgt sofort,
daβ

Zω=Ξ f Λx yfl(x) Θω(x) ψ(x)~ ψWωψ (1)

den Operator der Teilchenzahl in einem Teilvolumen ω des kleinen
Phasenraumes mit Θω(x) als Stufenfunktion bedeutet, die das Teil-
volumen ω herausprojeziert:

(1 ίx innerhalb ω
ω [0 \x auβerhalb ω .

Aus (1) wiederum folgt der Operator der s-tupel-Zahl in ω zu

) Z8 1 Γ Γ

— Λ7 + ω — ___ / AT fi (γ \ I ΛΎ f) (r\z (Ύ r^ =

2 N^ streicht in Mehrfachsummen iiber gleichartige Variable alle Diagonal-
glieder (Entdiagonalisierungsoperator).



196 P. ZIESCHE:

mit zs(. . .) als dem Operator der s-tupel-Dichte:

sθ(aά, •' xs) = ψHxi) - - - ψHxs) ψ(χ

s) ψ(xi) (4)

Beim Umformen in (3) wurde (22.12) aus [2] benutzt.
ZweckmaBig faBt man wie in [4] die Dichte-Operatoren zs durch

,,Multiplikation" mit einer dimensionslosen Testfunktion σ(x) zu einem
erzeugenden Funktίonal zusammen

si
N

(5)

τ{x) = 1 + a(x) ,

das mit σ(x) = ocΘω(x) auch zugleieh das erzeugende Funktional der
s-tupel-Zahl-Operatoren (3) enthalt

Σ ocs (Zω) = Nψt ψe«z<» = z(aΘω). (6)
8 V S I

Bei der Umformung von z(σ) in (5) wurde (11.6) verwendet.
Schlieβlich ergibt sich aus (11.8) fur den Operator der Teilchenzahl-

Verteilung

^N-z^-ψv f Λxx. . . f ΔxN ψl . . . ψϊN >< ψN . . . Ψl

*J (7)

Im letzten Gleichheitszeichen wurde wieder (11.6) benutzt.

1.3. System- und Zustandsgrδβen

Der das jeweilige System charakterisierende Hamilton-Operator hat
gemaβ (11.9 und 15) die Form

N ^ !

= ψ^hψ + ~nτyft*vyfi = HQ(ψ^, w) + V{yft, ψ)

N -, N

HN{l...N)=ΣHi)+Tϊ Σ v(i, j) = H°N(1 -- N) + VN{1 . . . N ) (1)

Aus den Vertauschungen

[Ho, Ψl] = - hlΨl [Ho, ψ\] = hlΨ\ (2)

folgt, daβ der ideale Anteil H° mit dem Wechselwirkungs-Anteil F ver-
tauschbar ist

[Ho, V]=jϊfAx1fΔx2ψly>l[(h1 + Aa), v12]ψ2ψl - 0 . (3)

Die Vertauschbarkeit von h und υ fύhrt hier also zu einer wesentlichen
Vereinfachung gegenύber der Quantentheorie.
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Die mehr oder weniger vollstandigen Informationen ύber den jewei-
ligen Zustand eines Systems H werden durch den statistischen Operator

t, ψ) = Σ * ψ ϊ X >ρN<ψX = Nψ\we~ψU ρ{W^ W) (4)
N i V I

wiedergegeben, mit ρ(κ) als der Erzeugenden der statistischen Ver-
teilungen

die in der klassischen Statistik im Unterschied zur Quantenstatistik
stets diagonal sind. ρ wird aus den jeweils vorhandenen Informationen
durch die Forderung geringster Willkϋr, d. h. durch Maximalisierung
der Entropie gewonnen, die aus dem zu ρ gehόrigen Entropie-Operator

ψ" (6)

durch Mittelung entsteht und ein Maβ fur die Vollstandigkeit der vor-
handenen Informationen darstellt.

2. Erwartungswerte

2.1 Klassische Spurbildung

Wie in der Quantenmechanik gewinnt man Erwartungswerte physi-
kalischer GrόBen A im Zustand ρ aus

N N\ N ψ >ψ ^

durch Spurbildung

ir {2)
v . . x) = (ψx . . . ψxψ^ . . . ψ{) ρfa . . . x) .

Allerdings kόnnen die durch
δn . . . δlN I i

(ψi - - - ΨNΨN - Ψi) = : : (3)

δNl. . . (5Λ̂ v
(||. . .(J^ bedeutet die Permanente bzw. Determinants) entstehenden Aus-
tauschterme vernachlassigt werden

ρ$ (xx . . . xN) ^ δ (xv xλ) . . . δ (xN, xN) ρN fa... xN)

= (Ax)* ρ("Xl' ' - ^ '

da sie in der im klassischen Grenzfall gultigen Naherung / Ax ^ / dx
den Integranden nur in schmalen Diagonal-Streifen fa = xo , x{ = Xj
= xK, . . .) des gesamten Integrationsbereichs fa, . . ., xN) andern, das
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Integral also nur in vernachlassigbarer Weise beeinflussen. Es gilt daher

Ω = (2πΠf . (5)A = SvklρA = \\mΩ Spρ^ = ρA ^

Die GrόBe der Phasenraumzellen ergibt sieh dabei aus dem klassischen
Grenzfall der Quantenstatistik. Ein Vergleich von (5) mit (1) laBt eine
einfache Regel fur die Bildung von Erwartungswerten erkennen: Her-
stellen der Normalordnung in ρA, Abspalten des Faktors exp(—yftψ)
und Ersetzen aller Paare yfiψ in dem ύbrigbleibenden Ausdruck durch
1/Ω.

Einfachste Beispiele sind mit (12.7) und (13.4) Teilchenzahlverteilung
und Normierung

N

gemaβ (13.5).

2.2. Dichte- und Dίchtekorrelations-Funktίonen

Aus (11.15) und (12.4) geht hervor, daβ man mit den Dichtefunk-
tionen

<$•
ns(xΛ . . . xs) = z(xΛ . . . xΛ= » , x τ~ί~τnM » w(σ) = z(σ) (1)

s v 2 s/ κ 1 s' δσ(x1) ...δσ(xs)
 v ; σ = o y ' v / v /

die Erwartungswerte beliebiger physikalischer GrόBen konstruieren kann:

A = Σ-^asns, as

ns^ f dxx. . . I dx8a8{x1. . .xs)ns(x1. . . xs) . (2)
Die Dichtefunktionen ihrerseits gehen durch Funktionalableitungen aus
dem erzeugenden Dichte-Funktional

hervor. Dabei wird in (3) vor der Spur bildung die Normalordnung von
z(σ)ρ durch Ersetzen des in z(σ) enthaltenen ψ durch δ/δyft sowie An-
wendung der Taylor/Volterra-Entwicklung hergestellt. Mit den Ergeb-
nissen des vorigen Abschnittes lautet daher das Dichte-Funktional

N
). (4)

n(σ) stimmt also mit der Erzeugenden ρ(rjΩ) der statistischen Ver-
teilungen ρ^(. . .) ύberein. Der einfache Zusammenhang zwischen den
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Testfunktionen τ und a gestattet die Umformung

und damit die Darstellung der Dichtefunktionen durch die statistischen
Verteilungen ρN(. . .):

nix x) T l 1 f dXs+1 ί dxN v
rιs [x1 . . . xs) — 2_t i^ sκ, QS J p / Q X

Aus der mittleren Zahl von Teilchen-s-tupeln im Teilvolumen ω liest man
gemaβ (12.3) und (1)

(Z

s

ω)=-JϊΘ%ns (7)

die Bedeutung von ns(. . .) als Dichte der mittleren s-tupel-Zahl ab.
Schlieβlich fύhrt die funktionale Zusammenfassung der bekannten

UrselljMayer-Entwicklung

n ί ( l ,2) = « 1(l)« 1(2) + » ϊ ( l I 2 ) , (8)

n.(l , 2, 3) = W l ( l ) %(2) Ml(3) + ^(1) «,(2, 3) + wx(2) M2(3, 1) +

+ M1(3)« ί(l,2) + M s (l,2,3), usw.

zu dem einfaohen Zusammenhang

1 y σ̂*"
n(σ) ^ y —r as n~ — er

 rl σ Γ ^ eu^ (9)

zwischen dem erzeugenden Γunktional ^(σ) der Dichtefunktionen
ns(. . .) und dem erzeugenden Funktional u(σ) der Ursell/Mayerschen
Dichtekorrelationsfunktionen ur(. . .).

3. Gleichgewicht

3.1. Statistischer Operator und Informatίonsgrδβe

Wird der statistische Operator ρ wie ύblich durch Maximalisierung

der Entropie S = — k l n ρ aus den Erwartungswerten A von Erhaltungs-

grόβen wie H oder Z konstruiert, so ergeben sich stationare Zustande

ρ = ρ(H, Z). Zum Beispiel entsteht bei Kenntnis der mittleren Energie

E = H und der Teilehenzahlverteilung W (M) = δM-Z der Zustand

ρ = 2J W (M) ρM mit ρM als dem kanonischen Zustand zur Teilchen-
M

zahl M
Λ Λ ,>—β(H—F]iί) Π\
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Bei der etwas geringeren Kenntnis der mittleren Energie E = H und
der mittleren Teilchenzahl N — Z entsteht der groβkanonische Zustand

ρ^e-β(H-CZ-J)) ( 2 )

der sich auch beim Kontakt mit einem durch die Parameter β und ζ
charakterisierten Warme- und Teilchenbad einstellt. Die ϋbliche Thermo -
dynamik ist hier bekanntlich vollstandig in den durch

M M ( 3 )

Wζ{M) = e-W*-ζM-J)

deίinierten Freien Energien FM und J enthalten. Die in dem aus ρ ent-
stehenden Dichtefunktional n(σ) und der zugehόrigen Zustands-
summe 2£

n(σ) = Spfcl ρNψ\iψe^σ^= euW % - Spfcί <rW-W = e^J (4)

enthaltenen Teilinformationen fafit man zweckmaBig wie in [6] zu einer
sog. InformationsgrόBe

U(σ) =

zusammen, so daβ lnZ7(σ) die Bedeutung eines erzeugenden Energie/
Korrelations-Funktionals erhalt.

3.2. Ideale Systeme

Fur ideale Systeme H° laBt sich ί7(σ) sofort angeben. Dazu Λvird
zuerst ρ mit (11.7) und dann z(σ)ρ wie in (22.3) normalgeordnet:

Mit (21.5) ergibt sich fur die groβkanonische Informationsgrδβe idealer
Systeme

U°{σ) = (2)

Λvoraus durch Vergleich mit (31.5) fur die Freie Energie und die Diclite-
funktionen

- β Jo K ) = / dx n° (x) ŝ

0 (xx . . . xs) = nl fa) . . . n? fe) (3)

folgt. Ideale klassisehe Systeme im Gleichgewicht sind also korrelations-
frei. Dies wird auch durch die aus (21.6) folgende Poisson-Form der
Teilchenzahlverteilung

W°c (M) = - m e-v N =-.] dx n? (a;) (4)

mit N als mittlerer Teilchenzahl bestatigt.
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3.3. Reale Systeme

In realen Systemen laβt die wegen der Vertauschbarkeit von H° und
V mόgliche Abspaltung des Wechselwirkungsanteils in Verbindung mit
(32.1) erkennen

— /V 0 xut 0 pβn9 δjδn^} .Qτ> Λ7 f p— Ψ Ψ pΨ e Ψp—β V (~l\

U{σ) = e-

daβ das Dichtekorrelationsfunktional einfach aus der freien Energie
hervorgeht [5]:

u(σ)=-β(J(n°1τ,v)-J(n<i,v))

= Nn\,siδn\ {e°«ΊW«l— 1) (—β) J ( < v) .
(2)

Es genύgt also, die Verschiebung AJ = J — J° der Freien Energie zu
bestimmen. Dazu wird in dem Wechselwirkungsanteil die Normalordnung
hergestellt:

(3)

Mit den Abkurzungen

\ ,. j (4)
I = — βv(xt, Xj) i —*-.j = ψ (Xj) ψ (Xj) = [ψ (xt), ψ'1 (Xj)1 = δ (Xi, Xj)

i

ergibt sich nach dem Verbundgraphentheorem [2], daβ die Verbund-
graphensumme γ(yflψ,v) durch sukzessives Hintereinandersetzen der
Bauelemente

und Herstellung all der Verknύpfungen entsteht, die zu Verbundgraphen
fύhren. So ergibt sich z. B. in zweiter Ordnung

Vcrbund ( 6 )

Da die Kontraktionen hier lediglich Kronecker-Symbole bedeuten,
schrumpfen deren Abbilder in den Graphen zu Punkten zusammen. Dies
hat auch zur Folge, daβ in den t/A τ^-Paaren jeweils beide Faktoren stets
nur von derselben Variablen abhangen. Nach den Regeln zur Spur-
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bildung mύssen diese Operatoren-Paare in

einfach durch \\Ω ersetzt werden:

= γ(n1,υ)

(7)

(8)

Nach dem Verbundgraphentheorem [2] ergibt sich daher mit der Ab-
kύrzung / dXiΠ^ixi) = fur die freie Energie die Graphensumme

j.
3Ϊ

1 <T> +
3! W

2! ¥ + + I / \ -L. . . . I

U- * /

(9)

v 4
aus der man mit (8) unmittelbar die Ursell-Cluster-Funktionen

δn

11

2 ~

11
I

1

12
I

δr

ί ) ̂
13
!

1

" 3Ϊ

i

/^0\

1

(10)

x3) = ^ 2 + i
!3 ί l 12

in ϋbereinstimmung mit [3] abliest.
Bei diesem Vorgehen entsteht die sonst auf ganz andere Weise ge-

wonnene Mayersche Cluster-Entwicklung [3] erst durch eine ganz
bestimmte Teilsummation. Weist namlich die Wechselwirkung ein hard-
core auf, so sind die in (9) enthaltenen Integrationen nicht mehr definiert
und man hat, um die Wechselwirkung zweier Teilchen bis zu beliebig
hoher Ordnung zu erfassen, genau wie in der Brueckner-Theorie der
Kernmaterie [8] die Summe aller Leitergraphen zu bilden, die hier
wegen der Einf achheit der Kontraktionen geschlossen angegeben werden
kann. Der dabei entstehende, der Bruecknerschen X-Matrix ent-
sprechende Ausdruck f{j = (exp(—β)Vij) — 1 verschwindet im Innern
des hard-core und ermόglicht damit Integrationen ύber den gesamten
rc-Bereich. Andererseits kann man ausgehend von (9) auch die Schwierig-
keiten langreichweitiger Wechselwirkungen wie in Elektronengasen,
Elektrolyten u. a. durch Teilsummationen beseitigen. Die hierbei auf-
tretenden Polarisationseίfekte werden durch die ebenfalls von MAYER [9]
angegebene klassische Ring-Cluster-Summation berύcksichtigt, die den
quantenmechanischen Teilsummationen von MACKE, GELL-MANN/

BBTJECKNER und anderen [10—13] entspricht.
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Wie aus (2) hervorgeht, ist die Freie Energie (9) zugleich die Erzeu-
gende der klassischen Dichtekorrelationen us:

us{xx. . .x8) =
δnl(xs)

o^(~β)J«v)

X (11)

X ) . . . J dxrn\{xr) γr(x1... xs,xs+1... zr),

wobei Ug(. . .) nur fur 5 = 1 von Null verschieden ist. Mit der Abkύrzung
nίixi) — 9 lauten die ersten Korrelationsfunktionen

(12)

I* 02 A *~

Die ws entstehen also in Ubereinstimmung mit [3] aus der Freien Energie
(—β)J durch sukzessives Beseitigen von Integrationen oder aus den
Cluster-Funktionen γr durch sukzessives Durchfύhren von Integrationen.

Aus (11) liest man ύbrigens noch ab, daβ die us die Normierungs- und
Reduktionseigenschaften

δ
1

sl

δn\
(-β)J(nlv)

(13)

besitzen. Dabei wurde (22.12) aus [2] benutzt.
Da Anderungen der idealen Einteilchendichte 7i\{x) ~ exp(—β) a{t)

prinzipiell durch Anderungen eines auβeren Feldes α(r) realisiert werden
kόnnen, enthalt (11) oder auch (2) die physikalisch plausible Aussage,
daβ das Verhalten eines Systems im auβeren Feld, d. h. die Kenntnis
der Freien Energie J{n\) als Funktional von n\{x) bzw. α(r), Aufschluβ
gibt ύber die innere Dynamik, d. h. ύber die Dichte-Korrelationen
us(. . .) und umgekehrt. Zusammenfassend lautet die groβkanonische
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Informationsgrόβe realer Systeme

Damit ist gezeigt, daβ die Anwendung quantenfeldtheoretischer Metho-
den (Besetzungszahl-Formalismus, Verbundgraphentheorem, Funk-
tionalableitungen) die Clusterentwicklungen der klassischen Gleieh-
gewiehts-Statistik auf einfache Weise reproduziert. Das analoge Vor-
gehen in der Quantenstatistik fuhrt dort zu einer ahnlichen Reproduk-
tion der Entwicklungen von MONTBOLL/WABD und BLOCH/DE DOMI-

NICIS.

Herrn Prof. Dr. W. MACKE danke ich fur sein fόrderndes Interesse sowie fiir die
Unterstύtzung dieser Arbeit durch Gewahrung von Arbeitsmδglichkeiten am
Institut fur Theoretische Physik der Technischen Universitat Dresden.
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