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Abstract. It is shown, that the class of fields (α, b) involving a particle of zero

rest mass and helicity h is restricted only by the condition \a + δ| ̂  \h\,(—r—

integer), if the representation space is not required to be irreducible. The main
feature of the corresponding physical interpretation is the occurence of gauge
particles. The investigations are carried out in terms of manifest covariant represen-
tations of the inhomogeneous Lorentz Group, which are shown to be not fully
reducible in the zero rest mass case. The results are also obtained by a limiting
process m -> 0.

I. Einleitung

Im Rahmen der Γeldtheorie treten bekanntlich zwei Typen von Dar-
stellungen der inhomogenen Lorentzgruppe (iLG) auf. Einmal die mani-
fest kovarianten Darstellungen, die durch das Konzept lokaler Feld-
operatoren und WechseΓwirkungen in die Theorie kommen, zum anderen
die unitaren Darstellungen, die fur eine relativistisch invariante Wahr-
scheinlichkeitsinterpretation unentbehrlich sind und eng mit den Teil-
chenobservablen zusammenhangen.

Bei vorgegebener Masse (Klein-Gordon-Gleichung) ist ihr Zusammen-
hang rein gruppentheoretischer Natur: Man hat es mit dem Problem zu
zu tun, die manifest kovarianten Darstellungen auf eine unitare Form zu
bringen; die in der Theorie auftretenden Teilchen werden dann durch
ihre irreduziblen Bestandteile beschrieben. Da die inhomogene Lorentz-
gruppe nieht kompakt ist, braucht eine solche Transformation nicht
immer mόglich zu sein. Dasselbe gilt natϋrlich auch fur die vollstandige
Zerlegbarkeit in irreduzible Bestandteile, die bekanntlich erst durch die
Unitaritat garantiert wird (vgl. HAMMERMESH [1]).

Der Fall nichtverschwindender Ruhmasse (m 4= 0) ist daraufhin
wiederholt untersucht worden [2], [3]. Das Resultat ist einfach: Ein
manifest kovariantes Feld des Typs1 (α, b) enthalt Teilchen des Spins

1 (a, b) ist die durch die Spinorindizes des Γeldes gegebene Darstellung der homo-
genen Lorentzgruppe.
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α-f-δ, . . . , α — b, wobei die Unitaritat durch Transformation auf Ruhe
im Spinorraum und die Ausreduktion durch eine anschlieβende Clebsch-
Gordan-Umkopplung erreicht wird.

Im Falle m = 0 liegen die Verhaltnisse komplizierter. S. WEINBERG
[4] hat gezeigt, daβ ein Teilchen der Helizitat h nur durch Felder des
Typs (a + h, a) beschrieben werden kann, wenn sein Zustandsraum
unter der iLG irreduzibel ist. Auf der anderen Seite weiβ man jedoch vom
Photon, daβ es aus Grύnden der mathematischen Einfachheit ratsam
sein kann, zur Formulierung der Wechselwirkungen des Teilchens Felder
zu benutzen, die nicht zu dieser Klasse gehόren. Es ist daher zumindest
zur Konstruktion relativistisch invarianter Wechselwirkungen von
Interesse, die Klasse der Felder zu erweitern, die einem Teilchen der
Helizitat h zugeordnet werden konnen. Dazu streichen wir die Forderung
der Irreduzibilitat unter der iLG und untersuchen, welche Teilchen einer
manifest kovarianten Darstellung der iLG, die lediglich durch die Klein-
Gordon-Gleichung zur Masse Null eingeschrankt ist, zugeordnet werden
konnen2.

Das mathematische Problem besteht offenbar darin, die Beziehungen
zwischen den manifest kovarianten Darstellungen der iLG und ihren
bekannten unitaren Darstellungen zur Masse Null [5], [6] zu klaren. Zu
seiner Lόsung bedienen wir uns der Methode der kleinen Gruppe [7].
Insbesondere lέtβt sich zeigen, daβ zu einer manifest kovarianten Dar-
stellung der iLG, deren Spinoranteil die infinitesimalen Erzeugenden
Σ und Π fur Raumdrehungen bzw. Lorentztransformationen hat, eine
Darstellung der kleinen Gruppe mit den infinitesimalen Erzeugenden:

Σ + J- xΠ
Vo

gehόrt. p = (p, p0) ist dabei der Normalviererimpuls, dessen Invarianz
die kleine Gruppe definiert. Im Fall m =j= 0, d. h. p — 0 pQ = m wird sie
zur Drehgruppe und die verschiedenen Teilchen entsprechen ihren
irreduziblen Darstellungen.

Ist jedoch m = 0, so kann nur noch p = ez, p0 = 1 erreicht werden,
was die Struktur der Darstellungen wesentlich andert. Sie bleiben zwar
im allgemeinen reduzibel, jedoch nicht mehr vollreduzibel. Es zeigt sich
vielmehr, daβ sie bestenfalls auf eine Form gebracht werden konnen, in
der auf der einen Seite der Hauptdiagonalen stets Nullen stehen, wahrend
die Hauptdiagonale selbst aus Phasenfaktoren besteht. Die zugehόrige
Basis wird dabei von den gemeinsamen Eigenzustanden \phri) von
Pμ, Σ P und Π P gebildet bei Lorentztransformationen L geht ein
Zustand \p~hn) in eine Superposition von Zustanden [Lph'n'y mit

2 Da vollreduzible Darstellungen auf irreduzible zurϋckgefϋhrt werden konnen,
bedeutet dies im wesentlichen die Hinzunahme ,,halbreduzibler" Darstellungen.
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n' ^ n ϋber, wobei der zu n' = n gehόrige Anteil aus \Lphny dureh
Multiplikation mit einem Phasenfaktor hervorgeht. Dadurch wird einer-
seits eine relativistisch invariante Wahrscheinlichkeitsinterpretation
mόglich, zum anderen aber auch die Rolle der Nebenbedingungen und
Eichfelder fur m = 0 Teilchen klar. Definiert man namlich das Skalar-
produkt lediglieh durch die zu einem festen Index n = N gehόrigen
Amplituden, so ist die Lorentzinvarianz gesichert, sobald die zu n < N
gehόrigen Amplituden durch einen Satz entsprechender Nebenbedingun-
gen ausgeschlossen sind. Die zu n > N gehόrigen Amplituden trans-
formieren sich zwar bei Lorentztransformationen nicht unitar, sie liefern
jedoch per definitionem zu diesem Skalarprodukt keine Beitrage und
kόnnen deshalb als Eichzusatze aufgefaBt werden. Derartige Verhaltnisse
sind ja vom elektromagnetischen Feld her bekannt. Es zeigt sich, daβ
ein Feld des Typs (a,b) auf diese Weise Teilchen der Helizitaten
a+b\, . . .,— \a + b\ beschreiben kann, wenn man nur jeweils die

Nebenbedingungen geeignet wahlt.

Die Uberlegungen sind in drei Teile gegliedert. In einem ersten unter-
suchen wir die Transformation der manifest kovarianten Darstellungen
auf die korrespondierenden Darstellungen der kleinen Gruppe fur die
Falle m Φ 0 undm = 0, und in einem zweiten die spezifischen Eigenschaften
dieser Darstellungen bei m = 0 sowie die damit verknύpfte Teilcheninter-
pretation. In einem dritten Teil wird gezeigt, daβ die Ergebnisse auch durch
einen Grenzύbergang m -> 0 erreicht werden kόnnen.

II. Manifest kovariante Darstellungen der inhomogenen Lorentzgruppe
und ihre Zurϋckfϋhrung auf Darstellungen der kleinen Grruppe

Eine relativistisch invariante Quantentheorie zeichnet sich bekannt-
lich dadurch aus, daβ sich die inhomogene Lorentzgruppe im Raum der
physikalischen Zustande durch eine Gruppe linearer Operatoren A (a, L)
darstellt. Die explizite Matrixform dieser Operatoren hangt dann von der
Wahl der Zustandsbasis ab. Der lineare Raum einer manifest kovarianten
Darstellung der iLG ist dadurch definiert, daβ es ein vollstandiges Basis-
system {|̂ >ρ)} gibt, dessen ^Spinorkomponenten" sich unabhangig vom
Impuls p transformieren3. Bei Lorentztransformationen L soil also
gelten:

Λ(0, L) \pρ) = l^ί? ' ) $ρ'ρ(£) ( m ^ Summenkonvention) (1)

wahrend sich Translationen einfach als

3 Fur ihre Fouriertransformierten |a;ρ) == f \pρ)eipx dσ gilt Entsprechendes
vom Ort x. dσ = d3^/pQ ist das invariante Flachenelement auf dem Massenhyper-
boloid. Die Zustande werden hier mit runden Klammern geschrieben, damit sie von
einer spater auftretenden zweiten Zustandssorte unterschieden werden konnen.
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schreiben. Ihr Charakteristikum ist also eine endlich dimensionale
impulsunabhangige Darstellung S(L) der homogenen Lorentzgruppe
(Spinordarstellung), die wir hier der Einfachheit halber irreduzibel
wahlen. Der Grund der Verwendung solcher Darstellungen in der Feld-
theorie ist bekannt. Sie sind wegen ihres einfachen Transformations -
verhaltens besonders zur Konstruktion relativistisch invarianter lokaler
Wechselwirkungen geeignet, obwohl sich andererseits natύrlich gezeigt
hat, daβ damit Konvergenzschwierigkeiten und unphysikalische Zύge
wie eine indefinite Metrik verbunden sein kόnnen. Letzteres ist, wie man
vom elektromagnetischen Feld weiβ, schon bei freien Feldern mόglich.

Wir wollen hier untersuchen, wie man generell solche manifest ko-
varianten Darstellungen der iLG im wechselwirkungsfreien Falle (Klein-
Gordon-Gleichung) physikalisch interpretieren kann. Dazu mussen wir
die Darstellung soweit als moglich in irreduzible unitare Bestandteile
zerlegen, die dann freien Teilchen zugeordnet werden kόnnen4".

Wir beachten zunachst, daβ die Hinzunahme der Impulsabhangigkeit
zur Spinordarstellung 8(L) gruppentheoretisch gerade dem Ubergang
zum direkten Produkt

8(L) ® T(p)
entspricht, wobei T(p) eine manifest kovariante Darstellung ohne Spin-
variable (Skalarfeld) ist (vgl. AHMAVAARA [8]). Daβ solche direkten
Produkte trotz der Irreduzibilitat von 8(L) im allgemeinen nicht mehr
irreduzibel sind, ist bekannt. In unserem Fall wird die Irreduzibilitat
dadurch zerstόrt, daβ der Impuls eine Richtung im Raumzeitkontinuum
auszeichnet. Dies ermόglicht eine eindeutige Zuordnung der homogenen
Lorentzgruppe zu einer ihrer Untergruppen — der Wignerschen kleinen
Gruppe —, gegenύber der dann die Irreduzibilitat nicht mehr gewahr-
leistet ist. Da sie aus den bei festem Impuls noch mόglichen Lorentz-
transformationen besteht, geben ihre Darstellungen zugleich Aufschluβ
ύber die Spinfreiheitsgrade der moglichen Teilchen5.

Die Reduktion sieht explizit folgendermaβen aus (vgl. WIGNER [7]):
Man wahlt zunachst auf dem Massenhyperboloid eine einfache Normal-
form p des Viererimpulses. Ferner deίiniert man zu jedem Viererimpuls
p eine Lorentztransformation A (p) die p in p ύberfύhrt. Eine beliebige
Lorentztransformation L laβt sich dann nach

L = Λ-1(Lp)KΛ{p)
zerlegen, wobei

K(p,L) = Λ(Lp)LΛ-Hp) (2)
wegen Kp = p zur kleinen Gruppe gehόrt.

4 Im Darstellungsraum {|£>£?)} ist a priori kein Skalarprodukt definiert. Es kann
nur dann ein relativistisch invariantes Skalarprodukt eingefϋhrt werden, wenn sich
die Darstellung auf eine unitare oder quasiunitare Form bringen laβt.

5 Kleine Gruppen zu verschiedenen Viererimpulsen gleicher Masse sind aquivalent.
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Der wesentliche Schritt besteht nun in einer Anwendung dieser Zer-
legung auf den Spinoranteil der manifest kovarianten Darstellung, wobei
p mit den Impulseigenwerten der Zustande identifiziert wird6. Wir
definieren dazu im Zustandsraum eine neue Basis:

\pρ) = \pρ') Sg'^Λ'1^)) . (3)

Die \pρ) transformieren sich dann wegen

A(L) \pρ} = \Lpσ) Sσρ>(L) Sρ'ρ(Λ~1(p))

= \Lpσ'} 8^σ{Λ{Lp)) 8OQ,{L) 8Q'Q{Λ^{p)) (4)

= \Lpρ'y8Q>e(K(p9L))

nach der Spinordarstellung der kleinen Gruppe, die zwar impulsabhangig
ist, dafύr aber eine einfachere Struktur hat. Die zu den infinitesimalen
Transf ormationen der kleinen Gruppe gehόrigen Drehwinkel δω bzw.
Geschwindigkeiten δn sind namlich per definitionem durch

δp = p x δω + p0 δn = 0

δp0 = p <5u = 0
d. h. also durch:

δω X p

"" To

eingeschrankt7. Die infinitesimalen Erzeugenden ΣQ>Q bzw. ΠQ>Q der
Darstellung S (L) treten daher bei Transf ormationen der kleinen Gruppe
nur in der Kombination:

ΣQ>O - δω + Πρ>Q δn = \ΣO>Q + -I- X ΠQΛ δω
\ Po "/

auf; ihre Spinordarstellung laβt sich deshalb bereits aus den drei8

infinitesimalen Erzeugenden

-— W , = Σ ' 4- — x Π > (5)

aufbauen. Um das Problem zu konkretisieren, nehmen wir jetzt an, daβ
die Darstellung S(L) vom Typ (a, b) ist. Das bedeutet bekanntlich, daβ
sich ihre infinitesimalen Erzeugenden Σρ>ρ und Πρ>Q als

1
"•Q'Q ΈΞi **oc'β'ocβ — ~J ( J α ' α $β'β ~ ^β'β

6 Eine ahnliche Zerlegung laβt sich fύr jede Darstellung der iLG angeben, da
die Aufteilung in einen impulsandernden Anteil und einen Spinanteil stets mόglich
ist [7].

7 Den Fall p0 = 0, der fύr raumartige Viererimpulse auftreten kann, schlieβen
wir hier aus.

8 Gemeint sind die drei Komponenten des Vektors W.
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schreiben lassen9, wobei JJ α und 3bβ>β die infinitesimalen Erzeugenden
zweier Darstellungen der Drehgruppe zu den Spins a und b sind. Sie
sollen hier hermitesch und in den 2-Komponenten diagonal gewahlt
werden, d. h.:

Einen Gewinn an Ubersichtlichkeit bringt dabei die folgende Operator-
schreibweise10:

) \paβ) = \paβ)

Σ^Jo + P, Π^\(ia~ih) Σ'=3'a + 3">, Π' = 4- (J'« - J'b) .

Die gestrichenen Operatoren hangen dabei mit den ungestrichenen wegen

= S(Λ)JS(Λ)\pρ)

nach der Relation:

J' = 8{Λ)JS{Λ) (8)

zusammen. Die Basis \pocβ) diagonalisiert dann die Operatoren Ja

z, Jb

z,
Σz, iΠz und die Basis |£>α/3)die Operatoren J'az, J'hz, Σ'z, iΠ'z. Die ent-
sprechenden Eigenwerte sind α, β, oc -f β und α — β wir schreiben
deshalb auch

\pocβ) = \phn), \pocβ) ΞΞ \phn)

zb+f

Fig. 1. Eigenwertspektruin von J'z
a, J'z

h, Σ'z, iΠ'z

9 Wir ordnen jedem Index ρ ein Paar α, β zu. ρ durchlauft dann (2a + 1) X
X (2b + 1) Werte.

10 Wir miissen beachten, daβ die Matrizen J α ' α usw. je nachdem, ob sie die
\potβ) oder \pocβ) transformieren, zu verschiedenen linearen Operatoren gehoren.
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mit A = α + β, n= oc — β. Der Wertebereich von α, β, h und n ist in
Eig. 1 dargestellt.

Ist nun die Ruhmasse von Null verschieden, so kann p = 0, p0 = m
gewahlt werden. Die kleine Gruppe geht dann offensichtlich in die Dreh-
gruppe ύber. Die inίinitesimalen Erzeugenden ihrer Spinordarstellung
sind nach (5) und (6) durch

Σr = ra + J / &

gegeben; sie ist unitar und zerfallt in irreduzible Bestandteile der Spins

\a -f- b\, . . ., \a — b\.

Im Fall verschwindender Ruhmasse liegen die Verhaltnisse jedoch

komplizierter. Sie sollen im nachsten Abschnitt untersucht werden.

III. Darstellungen der kleinen Gruppe und Teilcheninterpretation im Γalle
verschwindender Ruhmasse

Bei verschwindender Masse kann der Viererimpuls nur noch auf die
Normalform p = e2, p0 = 1 gebracht werden. ez ist dabei eine feste Raum-
achse (^-Achse). Dies andert die Struktur der kleinen Gruppe wesentlich
ab und erschwert die Teilcheninterpretation. Nach (5) und (7) folgt
namlich jetzt fur ihre infinitesimalen Erzeugenden:

W = Σ' + e, x Π'
bzw.

w ' _ y γτf w' — Yr -X- TT W — T"

Die Struktur dieser Darstellung wird durchsichtiger, wenn wir das Ver-
halten von Hz' unter der kleinen Gruppe betrachten. Anwendung der fur
die homogene Lorentzgruppe charakteristischen Vertauschungsrelationen
von Σ' und Π':

[Σi Σί] = iΣ'j, [Π[,Πί]=-iΣ}9 [Πl Σί] = iΠj (i, *, / zyklisch)

fuhrt zu:

[Π'Z,W'X]= iΠ'v-iΣ'x=-iW'x
[Π'z, W'y\ = -iΠί-iΣί=-iW'u (9)

[Π'z, W'z] = 0 .

Das bedeutet gerade, daβ jede beliebige Linearkombination von Wx und
W' die Eigenwerte von iΠz um eins erhδht, wahrend W'z sie nicht andert.
Es gilt namlich:

= (i [Π'z, a W'Λ + β W'y\ + n(α W'x + β W'υ)) \phn) (10)

= (n+l)(ocWx+βWx)\phn}.
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Dadurch vereinfacht sich die Darstellung erheblieh. Bei Lorentz-
transformationen folgt namlich mit S(K) = eiω'w' nach (4) und (7):

A(L) \pρ} = \Lpρ') S

Ferner zeigt die Entwicklung dieser Exponentialfunktion, daβ S(K) als

eί
ω'v' = eiω*w'' + Fω(Ψ')

geschrieben werden kann, wobei jedes Potenzreihenglied von Fω(Vf')
mindestens einen Faktor W'k oder W'y enthalt. Damit folgt:

A(L) \phn) = (eiω** + Fω(W)) \Lphn) (11)

\Lphn) eiω*h 4- Σ \Lph'n')λlΉ'n'

, >n

Ein Zustand \phn) geht also bei Lorentztransformationen in eine Super-
position von Zustanden \Lph'n'} iiber, die nur Beitrage zu n' ^ n ent-
halt. Ferner gehen die Anteilezu n' = n aus \~Lp~hn) einfach dureh Multi-
plikation mit Phasenfaktoren hervor. Die Verhaltnisse sind in Fig. 2
skizziert.

n-Jίί

Fig. 2. Die Zustande \ψN) werden in den schraffierten Bereich ,,hineingestreut"

Damit ist zugleich eine optimale Reduktion der Darstellung erreicht:
Der Darstellungsraum zerfallt in eine aufsteigende Folge invarianter
Unterraume:

RN = \ Σ \phn) ochn, ochn beliebig komplexl mit RN+ x C By .

[n^N J
h

Ihre Komplementarraume sind wegen (10) sicher nicht invariant, so daβ
eine weitere Reduktion unmόglich ist, vgl. HAMMERMESH [1].

Ferner kann (11) zu einer — allerdings nicht eindeutigen — Wahr-
scheinlichkeitsinterpretation benutzt werden. Ein Zustand

ΨHN(P)

h

f \phn} Ψhn(p) dσ£RN (12)
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geht namlich bei Lorentztransformationen in:

A (L) \ψN) = Σ \LphN) e*°^-£ W ( p ) da + Σ \Lphn) φ'hn(p) da (13)
h n>N

h

ϋber, da sich die zum niedrigsten Index n = N gehόrigen Anteile bis auf
Phasenfaktoren reproduzieren die Koeffizienten ψhN(P) kόnnen somit
als Wahrscheinlichkeitsamplituden aufgefaβt werden. Die entsprechen-
den Skalarprodukte lassen sich in einfacher Weise durch Projections -
operatoren ΓN formulieren, die auf die zum Index N gehorigen Zustande
projizieren:

Γ"\phn}=\phnyδnS.

Die Bedingung \ψ} d BN bzw. ψhn = 0 fur n < N lafit sich dann durch:

Q = Γ-(« + *)\ψy = Γ-(a + b>+1\ψ)= • = Γ^-1^) (14)

ausdrύcken11. Wir definieren ferner eine Bilinearform (χ | ψ} durch

(phn\p'h'n') = ̂ 0^(P - P') &KK'&nn'
was nach (12):

<χ\ψ> = Σ f χL(p) ψhn(p) dσ (15)
hn

impliziert. Sie ist oίfensichtlich nicht lorentzinvariant, da die Spinor-
darstellung {SQ>Q(K(p, L))} nicht unitar ist. Nach (13) ist jedoch, falls
die Bedingungen (14) gelt en, die Bilinearform

Σ I XIN(P) ΨAN(P) da = (χ\ Γ*\ψ) (16)Σ
h

relativistisch invariant, da sie nur die zum Index N gehόrigen Amplituden
enthalt.

(14) und (16) fύhren somit zu einer ganzen Klasse mόglicher Wahr-
scheinlichkeitsinterpretationen, die sich durch verschiedene Werte des
Index N unterscheiden. Auf diese Weise wird es mόglich, mit einem
manifest kovarianten Feld des Typs (α, 6) Teilchen der Helizitaten
\a -f b\, . . ., — \a + b\ zu beschreiben. Diese Interpretation hat die
Eigenart, daβ es gewisse Zustande \ψ} ζRN+1 gibt, die zum Skalar-
produkt nichts beitragen, und folglich nur indirekt beobachtbar sind.
Sie kόnnen deshalb als Eichzusatze aufgefaβt werden. Wie Abb. 2 zeigt,
verringert sich ihre Zahl mit wachsender Zahl der Nebenbedingungen (14)
und verschwindet schlieβlich, wenn N seinen Maximalwert N = a + b
erreicht. Der Zustandsraum wird dann irreduzibel und beschreibt ein
Teilchen der Helizitat a - b. Dieser Fall wird von S. WEINBEBG [4]
erόrtert.

Bevor wir zur Diskussion konkreter Beispiele kommen, formen wir
die Bedingungen (14) und (16) etwas um. Sie bekommen eine hand-

11 Sie bilden demnach zusammen ein relativistisch invariantes System.
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lichere Form, wenn wir sie in den ungestrichenen Operatoren formulieren,
die nach (7) unmittelbar auf die in der Feldtheorie gelaufigeren manifest
kovarianten Zustande wirken. Wir beachten zunachst, daβ sich die
Projektionsoperatoren ΓN als

K

schreiben lassen, da sie auf die zu N gehόrigen Eigenwertraume von
ΊJ'Z projizieren. Fur den Operator Πz gilt ferner nach (8):

Π'z = S(Λ)ΠZS(Λ) .

Darin ist Λ(p) eine Lorentztransformation, die p auf p abbildet. Wir
setzen sie aus einer Raumdrehung, die den Impuls in die 2-Richtung
dreht, und einer Lorentztransformation, die seinen Betrag auf 1 trans-
formiert, zusammen. Fur ihre Spinordarstellung S(Λ) gilt dann:

8(A) = e-iβn e-im'Σ, (17)

wobei der Drehwinkel o> durch

e z X p Q Pz

und θ durch:
1 = pQ coshθ + |p| sinhθ, d. h. θ = — \np0

bestimmt ist. Damit folgt sofort:

i7; = β

i» ε /7,e-*- a ; = η ^ - (18)

sowie

Wir berechnen ferner das Skalarprodukt zweier manifest kovarianter
Zustande. Nach (3), (15) und (16) folgt:

und nach (17) und (18)12:

SS+ΓN = eίω'Σ e~2iθΠ* e~ίω'ΣΓN = e~2id--~^- ΓN .

Da ΓN auf den Unterraum projiziert, der zum Eigenwert N von i , •

gehδrt, ergibt sich schlieBlich:

8+8ΓN = e-
1 2 Wir benutzen dabei die Hermitezitat von Σaβ und ίΠaβ.
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bzw.

- P.) vlNΣ A
K

Wir wollen diese Methoden jetzt am Beispiel des l-jr , -^\ Feldes (elektro-

magnetische Potentiale) und ί-̂ -, 0 | Feldes (Neutrino) illustrieren.

1. Das oc, β Diagramm des Vektorpotentials ία = — = δ j ist in

Fig. 3 dargestellt.

- o /

/

/

/
/ 71=0

/ h-1

Fig. 3. Eigenwertspektrum von J'z
a, J'z

h, Σ'z, %Π'Z beim Vektorpotential

Der Operator iU'z — i , • hat hier die Eigenwerte n = —1,0, I und

wir bekommen die Projektionsoperatoren:

Die Zustande:

sind dem Vierervektorcharakter der Darstellung besser angepaBt. Sie
beschreiben transversale, longitudinale und skalare Photonen und trans-
formieren sich unter den Projektionsoperatoren Γ± τ, Γ° nach:
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Nach der vorangegangenen Analyse haben wir dann drei Falle zu unter-
scheiden:

a) Keine Nebenbedingung Skalarprodukt (χ\ Γ~λ \\p). Da Γ~x \ψ) = 0
mit der Lorentzbedingung identisch ist, tragen hier nur Zustande zum
Skalarprodukt bei, die der Lorentzbedingung nicht genugen, wahrend
transversale Photonen und Mischungen longitudinaler und skalarer
Photonen, die ihr genugen, als Eichteilchen auftreten.

b) Nebenbedingung Γ~1\ψ) = 0', Skalarprodukt (χ\ Γ°\ψ). Wir
haben es dann mit der ύblichen Interpretation der elektromagnetischen
Potentiale zu tun, wobei das Skalarprodukt so geschrieben ist, daβ die
longitudinalen und skalaren Photonen explizit herausprojiziert werden.
(Beim Skalarprodukt von GUPTA und BLEULER, das dazu Equivalent
ist, heben sich diese Anteile auf, sofern die Lorentzbedingung erfύllt ist.)

c) ΊSΓebenbedingungen Γ-1\ψ) = 0 = Γ°\ψ); Skalarprodukt (χ\Γ+1\ψ)
= (χ I ψ}. Es handelt sich dabei um elektromagnetische Potentiale ohne
transversale Photonen (Eichfelder).

Wir bekommen also hier die bekannten Vektorpotentialtypen zuruck.
Jeder dieser Feldtypen laBt eine relativistisch invariante Wahrsehein-
lichkeitsinterpretation zu.

2. Im Falle des l-~-, Oj Feldes bekommen wir das in Fig. 4 skizzierte

α, β Diagramm.

h=n=-1l2 k*n*Vz

Fig. 4. Spektrum von J'*, Jz\ Σz, iΠz beim (—, 0 J Feld

Die J J α sind hier bis auf einen Faktor -~- mit den Paulimatrizen

σa'a identisch, wahrend die 3*β>β verschwinden. Nach (7) gilt deshalb

iΠ = -jra und wir bekommen die Projektionsoperatoren:

±%
 IPI

Dies fύhrt zu der Aufteilung :
a) Keine Nebenbedingung Skalarprodukt

Zum Skalarprodukt tragen dann nur Neutrinozustande der Helizitat

—g- bei, wahrend die Weylschen Neutrinos ίh = -̂ -l als Eichteilchen

auftreten. Es ist demnach mόglich, durch ein ("o~jθl Feld auch ein
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Neutrino der Helizitat — -^ zu besehreiben, wenn man — wie bei den

elektromagnetischen Potentialen — das Auftreten von Eichteilchen in
Kauf nimmt.

b) Nebenbedingung Γ^ 1 / 2 ^) = 0 = ί l — —τ-r—1 \ψ) und Skalarpro-

dukt (ψ\ Γ~1/2\ψ) = (χ\ψy. Dies ist die ύbliche Interpretation eines

I-ip, 0) Feldes, das der Weyl-Gleichung genύgt. Es beschreibt ein Neu-

trino der Helizitat + γ .

Die beiden Beispiele verdeutlichen zwei fur die manifest kovarianten
Darstellungen der iLG zur Masse Null typisehe Eigenschaften: Die
Freiheit in der physikalischen Interpretation und das Auftreten von
Eichteilchen. Ferner zeigen sie, wie man jeweils die Nebenbedingungen
zu wahlen hat, wenn man Teilchen der Helizitaten |α -f b\, . . ., — \a -\- b\
besehreiben will.

Umgekehrt fύhrt somit die Aufgabe der Irreduzibilitat des Zustands-
raums zu einer Erweiterung der Klasse der Felder, die ein Teilchen der
Helizitat h besehreiben. Sie sind jetzt nicht mehr durch a — b = h,

sondern nur noch durch \a -f- b\ ^ \h\ I—r—ganzj eingeschrankt.

Vom gruppentheoretischen Standpunkt sind diese Felder alle mehr
oder weniger gleichberechtigt. Es hat jedoch den Anschein, daβ es fύr
jedes Teilchen ganz bestimmte Felder und Nebenbedingungen gibt, mit
denen sich seine Wechselwirkungen am einfaehsten formulieren lassen.
Jedenf alls hat sich bisher fur das Photon das Vektorpotential mit Lorentz-

bedingung und fur das Neutrino das I ^,0 j Feld mit Weylgleichung am

besten bewahrt.

IV. Der Grenzfall m -> 0

Wir wollen abschlieβend das Zustandekommen dieser Eigentύmlich-
keiten der manifest kovarianten Darstellungen an einem Grenzύbergang
m -> 0 diskutieren. Im Falle m Φ O kann man p auf die Form p = 0,
po = m bringen, und Λ(p) wird zur Transformation auf Ruhe. Ihre
Spinordarstellung laBt sich bekanntlich als

schreiben [9]. Die Zustande

\phn) = e~l
 Ί P Γ \phn)

bilden dann nach (5) und (6) eine unit are Basis und ermόglichen eine
einfache Teilcheninterpretation. (19) vereinfacht sich offensichtlich fur
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Eigenzustande von , . . Liegt insbesondere der Impuls in 2-Richtung,

so gilt i i = Πz und es folgt naeh (7):

(*±M) V»> (20)

Dieser Zusammenhang fϋhrt jedoch im Grenzfalle m = 0 zu Unendlich-
keiten, deren Ordnungen vom Eigenwert n abhangen. Wir wollen jetzt
zeigen, daβ gerade diese Abhangigkeit fur die Eigentϋmlichkeiten der
manifest kovarianten Darstellungen zur Masse Null verantwortlich ist.
Dazu beschranken wir uns zunachst auf Zustande \phN} mit einem
festen Eigenwert n — N und multiplizieren (20) mit dem lorentz-
invarianten Faktor mN 1 3 :

\phn) = (p0 + \v\)n \phn)mN~n . (21)

Die \phN) bleiben dann fur m -> 0 endlich. Das Verfahren ist jedoch nur
dann sinnvoll, wenn dadurch auch in anderen Bezugssystemen Unend-
lichkeiten vermieden werden. Zur Klarung dieser Frage betrachten wir
das Verhalten der \phN} unter Lorentztransformationen L. Ihr Impuls-
eigenwert p geht dabei in p' = Lp ϋber, wahrend sich die zugehόrige
Drehung im Spinraum nach (2) berechnet. Fur inίinitesimale Trans-
formationen kann das Ergebnis leieht angegeben werden. Man weiβ
namlich aus der speziellen Relativitatstheorie, daβ einer infinitesimalen
Lorentztransformation im Laborsystem mit der Geschwindigkeit δn im

Ruhsystem eine Drehung um den Winkel δωs = —entspricht 1 4 .

Es gilt demnach

\phN)f = A (δn) \phN) =(l-iδωs Σ) \p'hN) . (22)

Die \phNy werden im allgemeinen keine Eigenzustande von , 7. und

i i ,, sein letztere gehen vielmehr aus den \pfhN} durch eine Drehung:

\p'hN) =(l-iδωp- Σ) \p'hN)

im Spinraum hervor, wobei der Winkel δωp = —f p x δu die Anderung

der Impulsrichtung beschreibt. Ihr Zusammenhang mit den \phN}f

wird klar, wenn wir die Transformation (1 — i δωs 27) nach:

1 - iδωs - Σ = (1 - i{δωs - δωp) Σ) (1 - i δωP Σ)

1 3 Die so umnormierten manifest kovarianten Zustande werden wieder mit
\phN) bezeichnet.

1 4 Dies ist bekanntlich aueh der Grund fiir die sog. Thomasprazession [10]
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zerlegen. (22) geht dann in:

}' = (l -ί(δωs- δωΏ)'Σ) \p'hN)

+ i-p-(px δu)-Σ)\p'hN) (23)

+ iψ (δuxΣy - δuyΣx)) \p'hN)

ύber. Da sich andererseits die Operatoren Σx und Σy nach (7) linear aus
den Schiebeoperatoren Ja

± = J%±.iJ(y und Jb

± = J\±iJ\ kombinieren,
enthalten die \phN}' auβer \p'hN} nur Beimischungen:

der GrόBenordnung m. Beim Ubergang zur manifest kovarianten Basis
haben wir sie nach (21) mit den Faktoren:

zu multiplizieren und bekommen zu den \phN)' die Beitrage15

Im Grenzfalle m -> 0 verschwinden somit sowohl die Beitrage |9?±) zur
unitaren Basis, als auch die Beitrage \φ —) zur manifest kovarianten

Basis, wahrend sich die Anteile \φ + y durch den Faktor — in (24) so

verstarken, daβ die | ^ + ) auch bei m — 0 endlich bleiben. Die unitaren
Darstellungen zerfalien somit in irreduzible Bestandteile, von denen
jeder durch ein Indexpaar (h, n) gekennzeichnet werden kann, nicht
aber die manifest kovarianten Darstellungen. Bei infinitesimalen Lorentz-
transformationen treten vielmehr zu den Zustanden \phN) endliche
Beitrage mit dem Index N -{- 1 hinzu.
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1 5 Die Unterscheidung zwischen p und p' ist hier helanglos, da sie sich erst in
der Ordnung (δu)2 bemerkbar macht.




